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В работе впервые дается точное решение контактной задачи о не ста-
ционарном воздействии клиновидного, с прямым углом штампа, зани-
мающего первый квадрант, на деформируемое многослойное основа-
ние. Основание, на которое действует жесткий штамп в форме четверти 
плоскости, может быть многослойным анизотропным композитным 
материалом. Предполагается, что для него можно построить функцию 
Грина, что позволяет получить интегральное уравнение контактной за-
дачи. В  качестве параметров, описывающих интегральное уравнение, 
принимаются геометрические декартовы координаты первого квадранта 
и параметр времени, изменяющийся на всей оси. Предполагается, что 
время в рассматриваемой граничной задаче следует из отрицательной 
бесконечности, пересекает начало координат и растет до бесконечности, 
охватывая весь временной интервал. Таким образом, исключено требо-
вание в постановке задачи Коше, когда необходимо задание начальных 
условий. В этой постановке задача сводится к решению трехмерного ин-
тегрального уравнения Винера–Хопфа. Попытки аналитического или 
численного решения этой задачи авторам не известны. Исследование и 
решение контактной задачи осуществлено с использованием блочных 
элементов в варианте, применимым к интегральным уравнениям. Дока-
зывается, что построенное решение точно удовлетворяет интегрально-
му уравнению. Изучены свойства построенного решения. В частности, 
показано, что решение нестационарной контактной задачи имеет более 
высокую концентрацию контактных напряжений на краях штампов 
и в угловой точке штампа, по сравнению со статическим случаем. Это 
соответствует наблюдаемым на практике более эффективным нестаци-
онарным воздействием жестких тел на деформируемые среды, для их 
разрушения, по сравнению со статическим. Результаты могут оказаться 
полезными в инженерной практике, сейсмологии, при оценке воздей-
ствия набегающих волн на фундаменты, в областях использования инте-
гральных уравнений Винера–Хопфа в теории вероятности и статистики 
и других областях. 
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Введение. Смешанные задачи, в том числе, контактные задачи, играют 
важную роль в самых разных областях практики. Они возникают в проблемах 
прочности и разрушения [1], распространения волн в упругих телах [2], аку-
стике [3], неразрушающих методах контроля [4], теории рассеивания электро-
магнитных волн и создании элементной базы электроники [5], теории волн в 
жидкости [6,7], геофизике [8]. Работы [9–21] посвящены исследованиям сме-
шанных, контактных задач теории упругости для неклассических областей, 
как для изотропных сред, так и для анизотропных материалов. Применяемые 
в этих работах методы включают разнообразие аналитических и численных 
подходов. Ряд этих подходов, опирающихся на метод интегральных уравне-
ний, требует достаточно детального анализа свойств ядер интегральных урав-
нений. В то же время разработки и внедрение в инженерную практику новых 
анизотропных композитов, делает ряд перечисленных подходов не эффектив-
ными, что показано ниже. Развитый в [22] метод точного решения двумерного 
интегрального уравнения Винера–Хопфа для изотропной слоистой среды су-
щественно опирался на глубокие знания свойств символа ядра интегрального 
уравнения, функцию K(a,b) преобразования Фурье ядра, который, в случае 
слоистой среды, является мероморфным. Покажем, что в случае анизотроп-
ной среды, такой метод не применим в связи с непреодолимыми сложностя-
ми, возникающими при попытке применения метода изотропного случая [22]. 
В качестве примера приводится случай анизотропной контактной задачи для 
термоэлектроупругого слоя [14]. 

Уравнения состояния имеют вид
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Здесь s – тензор напряжений; ,
ijklcΕ q – тензор упругих постоянных; sij – тензор 

деформаций упругой среды; Ei – компоненты вектора напряженности элек-
трического поля; q = T – T0; q, T и T0 – соответственно относительная, абсо-
лютная и начальная температура; h – плотность энтропии; di – компоненты 
вектора электрической индукции; ki jeq  – тензор пьезомодулей; ,S

ij
qe  – тензор 

диэлектрических проницаемостей; ri
S – пироэлектрические коэффициенты; 

;1
0

Ec T -
ea = r  ceE – удельная теплоемкость при постоянной деформации; r – 

плотность материала.
Исключая из приведенных соотношений все переменные, кроме wi,y,q, 

получаем систему динамических анизотропных уравнений в частных произ-
водных вида
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Вид функции Грина приведен в [14] и совершенно не доступен для построе-
ния разложения символа интегрального уравнения Винера–Хопфа K(a, b), 
в форме, использованной в [22]. 

Тем не менее разработанные в [22] методы решения двумерных инте-
гральных уравнений Винера–Хопфа для изотропного случая подсказали вид 
и способ построения решения трехмерного интегрального уравнения Вине-
ра-Хопфа для анизотропных композитов. В связи с этим был разработан под-
ход, который обходит необходимость детального изучения символа K(a, b) 
интегрального уравнений. Он использует блочные элементы и метод факто-
ризации применительно к интегральным уравнениям.

Область действия штампа описывается осями x, y первого квадранта де-
картовой системы координат, а параметр времени, изменяющейся на всей 
бесконечной оси, описывается координатой t, которая, в дальнейшем, для 
удобства обозначений системы координат, будет переобозначена на z. Таким 
образом, область действия штампа описывается геометрической и временной 
областью ( , , ).0 0 0x y tΩ ≤ ≤ ≤  

...Ниже приводится аналитическое представление решения интегрального 
уравнения Винера–Хопфа в трехмерной геометрико-временной постановке 
в области ( , , ).0 0 0x y tΩ ≤ ≤ ≤  Здесь рассмотрен случай произвольного во вре-
мени воздействия штампа на анизотропный композит в первом квадранте на 
основе нового подхода.

1. Постановка задачи. Рассматривается трехмерное интегральное уравне-
ние Винера-Хопфа, заданное в первом квадранте [22]. Оно имеет вид
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Функция K(a, b, g), в общем случае комплекснозначная, порождается ре-
шением анизотропной граничной задачи в многослойной среде, является не-
прерывной и суммируемой на осях по трем аргументам, с поведением на бес-
конечности вида. 
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Примеры материалов, имеющих анизотропную структуру, в том числе, 
композитных, приведены во многих работах, в частности в [9–21]. 

Для интегрального уравнения (1.1) справедливы теоремы единственности 
[14].

Теорема 1. Пусть вещественная или мнимая составляющие функции 
K(a, b, g) знакопостоянные на вещественных осях (a, b, g). Тогда интеграль-
ное уравнение (1.1) имеет единственное решение.

Для случая динамических контактных задач справедлива приведенная 
ниже теорема единственности [14]

Теорема 2. Пусть вещественные полюсы функции K(a, b, g) последователь-
но чередуются с нулями при движении по контурам Г1, Г2, Г3. Тогда инте-
гральное уравнение (1.1) имеет единственное решение.

Доказана.
Теорема 3. В условиях единственности, решение интегрального уравнения 

(1.1) для произвольной с непрерывной и суммируемой на осях первой произ-
водной функции f (x, y, z) дается формулой
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Здесь приняты обозначения [14]
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Операторы в фигурных скобках имеют вид
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Здесь Pa
+, Pa

- – комплексные области выше, плюс, и ниже, минус, контура G1, 
Pb

+, Pb
- – области выше, плюс, и ниже, минус, контура G2, Pg

+, Pg
- – области 

выше, плюс, и ниже, минус, контура G3.
Удовлетворение построенного решения (1.3) интегральному уравнению 

(1.1) осуществляется достаточно просто подстановкой его в интегральное 
уравнение и учета свойств факторизованных функций (1.4) в интеграле Фурье.
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2. Свойства решения (1.3) интегрального уравнения (1.1). 1. Покажем, что 
интегральное уравнение (1.1) точно удовлетворяется функцией (1.3), (1.4).

Внесем функцию q(x, y, z) в интегральное уравнение (1.1), представленное 
в виде 
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После использования обозначений (1.1) получим представление
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Внесем в эту формулу Q(a, b, g) из (1.4) и исследуем интеграл слева. В ре-
зультате не сложного анализа исключения членов, обращающих интеграл в 
ноль, убеждаемся, что получается соотношение
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Применение метода факторизации и блочного элемента доказывает, что 
носителем решения является первый квадрант.

2. Покажем, что полученное решение (1.3) переходит в точное решение 
интегрального уравнения (1.1) для случая, когда уравнение (1.1) распадает-
ся на одномерные уравнения, решаемые традиционным одномерным мето-
дом уравнений Винера–Хопфа [5]. Это происходит, когда в ядре интеграль-
ного уравнения (1.1) имеет место разделение переменных, то есть k(x, y, z) = 
= k1(x)2(y)k3(z). Оно случается при наличии у преобразования Фурье ядра 
K(a, b, g), называемого символом интегрального уравнения, со свойством

( , , ) ( ) ( ) ( ).1 2 3K K K Ka b g = a b g  Выполняя над символом требуемые формулой 
(1.4) вычисления, находим, что все двойные операции над K1(a), K2(b)  и K3(g) 
обращаются в ноль. Остаются решения одномерных интегральных уравнений 
Винера–Хопфа по каждой координате. 

3. Исследуем концентрации контактных напряжений на разных множе-
ствах границы штампа, даваемых полученным решением. 

1) В решениях, представленных формулой (1.4), первые справа члены фор-
мируют вырожденную составляющую решения, описывающую его в зоне, 
дальней от границ четверть плоскости. Поэтому оно не содержит концентра-
ций напряжений. Заметим, что вырожденная составляющая формируется по-
ровну каждой из осей.

2) Вторые члены содержат граничные концентрации напряжений, свой-
ственные одномерным интегральным уравнениям Винера–Хопфа [14]. 

Подобно одномерному случаю [14], они дают на прямолинейных границах 
штампа особенности вида x -1/2, y -1/2 и z -1/2.

3) Третьи члены описывают концентрацию напряжений в угловой точ-
ке штампа, которая свойственна статической двумерной контактной задаче, 
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без нестационарного воздействия. Она формируется в результате оценки 
интеграла

	 ( )( , , ) [ { { } } ]1 1 1
0 3

1

8
i x y zq x y z K K K F e d d d

∞ ∞ ∞
- - - - a +b +g
+a+b +a-b -a +a -b

-∞ -∞ -∞

= a b g
π ∫ ∫ ∫ 	(2.1)

при одновременном предельном переходе x → 0, y → 0, z → 0.
В качестве примера покажем правило формирования первого члена подын-

тегральной функции для случая, когда взят простейший анизотропный сим-
вол K(a, b, g), обладающий свойством (1.2), имеющий вид

	 ( , , ) ( ) , , , .
1

2 2 2 2 2
1 2 1 20 constK s s A A s s

-
a b g = a + b + g + > =

Для общего случая его оказывается достаточно, так как он содержит такие 
же предельные поведения (1.2) на бесконечности. При осуществлении факто-
ризации по какому-нибудь параметру, остальные находятся на вещественной 
оси. Факторизовав функцию K(a, b, g) по параметру a на верхнюю полуплос-
кость, получаем 

	 ( , , ) [ ( ) ] ( ) .
1 1 1

2 2 2 2 2 2
1 2 0K i s s A O A

- -
+a a b g = a + b + g + = a >

Факторизацию функции K+a(a, b, g) по параметру b на правую комплекс-
ную полуплоскость можно выполнить точно, в интегральном виде, норма-
лизовав K+a(a, b, g) по b на бесконечности. Для этого рассмотрим функцию, 
стремящуюся к единице при | b | → ∞. Имеем

	 ( , , ) ( ) ( , , ) , , ( ),
1

2 2 1 2 24
1 21G i c K c s s A-

+aa b g = b + a b g → b →∞ = g +

отсюда по формуле факторизации из (1.5)

	
ln ( , )( , , ) ( ) exp , .

2

1
4 1

2
G

K ic d
i

- +
+a+b b

G

a h
a b g = b + h b∈P

π h - b∫
В результате получаем оценку

	 ( , , ) ( ) ( ), .
1 1
4 4K C ic O

- -
+a+b a b g → b + = b b →∞

Совершенно аналогично оцениваются другие члены со второй фактори-
зацией. Внося эти оценки в (2.1), получим, в результате несложного анализа

	 ( , , ) ( ), .
3

2 2 24
0q x y z O r r x y z

-
= = + +

Заметим, что этот результат близок к вычисленному приближенным ме-
тодом в работе [17].

4) Поведение четвертых членов в (1.4) изучается подобно третьим, но уже 
осуществляется третья факторизация по не тронутому параметру, в частность, 
по параметру g. В результате таких же вычислений, получаем

	 ( , , ) ( ).
1
8K O

-
+a+b+g a b g = g
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Аналогично для других членов с тройной факторизацией. Суммировав 
особенности по всем трем осям, сходящимся в угловой точке штампа, в ре-
зультате получаем описание концентрации контактных напряжений в верши-
не штампа, которая имеет вид 

	 ( , , ) ( ), .
7

2 2 28 0q x y z O r r x y z
-

= = + + →

Сопоставляя варианты 3) и 4) заключаем, что наличие не стационарно-
го воздействия на штамп – увеличивает величину концентрацию контактных 
напряжений в вершине штампа до уровня r  -7/8, в сравнении с r  -3/4 и, тем са-
мым, усиливает его разрушительное воздействие на слой. 

Последнее наблюдается на практике: подвижным ножом легче разрезать 
деформируемую среду, чем при статическом давлении на нож.

Выводы. Полученное решение трехмерного интегрального уравнения Ви-
нера–Хопфа, имеет приложение в сейсмологии. Выявлен наиболее опасный 
участок граница литосферной плиты – угловые множества, а также наиболее 
уязвимые зоны фундаментов – они в углах его площади. Кроме этого, полу-
ченный результат может найти применения в довольно многочисленных при-
мерах приложений одномерного интегрального уравнения Винера–Хопфа, 
приведенных во введении к настоящей статье, в частности, при конструирова-
нии объектов из анизотропных композитов, где возникают такие контактные 
задачи. Возможно, результат окажется полезным и в других областях. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фон-
да и Кубанского научного фонда, региональный проект 24-11-20006.
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ON NONSTATIONARY CONTACT PROBLEMS FOR ANISOTROPIC 
COMPOSITES IN NONCLASSICAL AREAS

V. A. Babeshkoa, *, O. V. Evdokimovab , S. B. Uafaa ,  
V. S. Evdokimova, O. M. Babeshkoa

aKuban State University, Krasnodar, 350040 Russia
bSouthern Scientific Center, Russian Academy of Sciences, Rostov-on-Don, 344006 Russia

*e-mail: babeshko41@mail.ru 

Abstract. For the first time, an exact solution is given to the contact problem of the 
non-stationary action of a wedge-shaped, right-angled stamp occupying the first 
quadrant, which act on a deformable multilayer base. The base, which is affected 
by a rigid stamp in the shape of a quarter plane, can be a multilayer anisotropic 
composite material. It is assumed that it is possible to construct a Green’s function 
for it, which makes it possible to construct an integral equation of the contact 
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problem. The geometric Cartesian coordinates of the first quadrant and the time 
parameter, which varies along the entire axis, are taken as parameters describing 
the integral equation. It is assumed that time in the boundary value problem 
under consideration follows from negative infinity, crosses the origin and grows 
to infinity, covering the entire time interval. Thus, there is no requirement in the 
formulation of the Cochet problem when it is necessary to set initial conditions. In 
this formulation, the problem is reduced to solving the three-dimensional Wiener-
Hopf integral equation. The authors are not aware of any attempts to solve this 
problem analytically or numerically. The investigation and solution of the contact 
problem was carried out using block elements in a variant applicable to integral 
equations. It is proved that the constructed solution exactly satisfies the integral 
equation. The properties of the constructed solution are studied. In particular, 
it is shown that the solution of the non-stationary contact problem has a higher 
concentration of contact stresses at the edges of the stamps and at the angular 
point of the stamp, compared with a static case. This corresponds to the observed 
in practice more effective non-stationary effect of rigid bodies on deformable 
media, for their destruction, compared with static. The results may be useful in 
engineering practice, seismology, in assessing the impact of incoming waves on 
foundations, in the areas of using Wiener-Hopf integral equations in probability 
theory and statistics, and other areas. 

Keywords: contact problems, three-dimensional Wiener-Hopf integral equation, 
wedge-shaped domain, block element, anisotropy, composite, factorization
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