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Построено точное решение контактной задачи о вдавливании абсолютно 
жесткого штампа с прямым основанием с учетом трения в один из берегов 
конечной трещины, находящейся в однородной упругой плоскости. При­
нимается, что касательные контактные напряжения прямо пропорцио­
нальны нормальному контактному давлению. При этом считается, что ко­
эффициент трения прямо пропорционален координате соприкасающихся 
точек контактирующих поверхностей. Выведена определяющая система 
уравнений задачи в виде неоднородной задачи Римана для двух функций 
с переменными коэффициентами, и построено ее замкнутое решение в 
квадратурах. Получены простые формулы для контактных напряжений и 
нормальной компоненты дислокации смещений точек берегов трещины. 
Изучены закономерности изменения контактных напряжений и раскры­
тия трещины в зависимости от максимального значения коэффициента 
трения.
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1. Введение. Известно, что многие инженерные сооружения и конструк­
ции по ряду причин содержат трещины и полностью или частично сцеп­
ленные включения. Вокруг этих концентраторов напряжений возникают 
быстро изменяющие локальные поля напряжений, которые часто приводят 
к частичному или полному разрушению конструкции. Поэтому изучение 
закономерностей изменения этих локальных полей напряжений является 
одним из приоритетных направлений развития контактных и смешанных 
задач теории упругости и механики разрушения. Это позволит провести 
более точный расчет конкретных конструкций и принять меры для предот­
вращения их разрушения.

Многие основополагающие результаты в этом направлении приведе­
ны в монографиях [1–5]. Что же касается контактных задач для упругих 
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тел с трещинами, когда на один из берегов трещины вдавливается жесткое 
включение, то первая работа в этом направлении принадлежит Д.И. Шерману 
[4]. В этой работе построено точное решение контактной задачи для упругой 
плоскости с трещиной, на одном из берегов которой спаяно тонкое жесткое 
включение. В дальнейшем замкнутое решение аналогичной осесимметричной 
контактной задачи для пространства с дискообразной трещиной было получено 
Г.Я. Поповым в [6]. В работах [7, 8] получены разрывные решения плоской и 
осесимметричной теории упругости для составных плоскостей и пространств с 
межфазными трещинами, на основе которых получены точные решения задач 
для составных плоскостей и пространств с частично оторванными от матрицы 
жесткими межфазными включениями. В монографии [9] и в работах [10–15] 
приведены замкнутые решения ряда осесимметричных и плоских смешанных 
и контактных задач для однородных и составных плоскостей и пространств с 
трещинами. Особо отметим работу [14], где численно-аналитическим методом 
механических квадратур, в рамках контактной модели Л.А. Галина, построено 
решение контактной задачи для плоскости с трещиной, на один из берегов 
которой вдавливается жесткий штамп. 

Здесь же в рамках модели контакта с трением, предложенной в работе [15], 
построено точное решение задачи для однородной плоскости с трещиной, на 
один из берегов которой вдавливается жесткий штамп с трением.

2. Постановка задачи и вывод определяющих уравнений. Пусть однородная 
плоскость с коэффициентами Ламэ ∝  и λ , отнесенная к декартовой системе 
координат Oxy , находящаяся в состоянии плоской деформации, на интервале 
−( )a a,  оси абсцисс расслаблена конечной трещиной и деформируется при по­

мощи абсолютно жесткого штампа, вдавливаемого в нижний берег трещины при 
помощи нормальной сосредоточенной нагрузки величины P0 , приложенной 
в центре штампа (рис. 1). Полагается, что под штампом, помимо нормальных 
контактных напряжений, возникают также касательные контактные напряжения, 

Рис. 1. Схематическое представление задачи.
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которые связаны с нормальным контактным давлением законом сухого трения, 
коэффициент трения которого прямо пропорционален координатам точек 
контактирующих поверхностей [15]. 

Требуется построить замкнутое решение поставленной задачи, изучить зако­
номерности изменения контактных напряжений, действующих под штампом, 
и раскрытие трещины в зависимости от максимального значения коэффици­
ента трения. 

Мысленно разделив плоскость по оси абсцисс на две полуплоскости и снабдив 
все характерные величины нижней и верхней полуплоскостей соответственно 
индексами 1 и 2, поставленную задачу сформулируем в виде следующей гра­
ничной задачи: 
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Здесь σy x y(j)( , )  и τxy x y j(j) ( , ) ,=( )1 2  – компоненты тензора напряжений, 
действующих в верхней и нижней полуплоскостях соответственно, u xj( )( ,y)  
и v x y jj( ) =( )( , ) ,1 2  горизонтальные и нормальные составляющие вектора 
смещений в соответствующих полуплоскостях, f  – максимальное значение 
коэффициента трения, а δ-  жесткое смещение штампа по направлению оси Oy . 

Для решения граничной задачи (2.1)–(2.2) используем разрывные решения 
уравнений теории упругости для кусочно-однородной плоскости с межфазной 
трещиной, приведенные в [8], которые автоматически удовлетворяют гранич­
ным условиям (2.1). При помощи этих решений для напряжений, действующих 
на берегах трещины и производных от смещений точек берегов трещины, для 
однородной плоскости получим выражения:
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где введены обозначения:
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Используя представления (2.3), удовлетворим условиям на берегах трещины 
(2.2), предварительно продифференцировав последнее из них. В результате для 
определения неизвестных функций σ( )x , τ( )x  и функций дислокации смеще­
ний ¢u x( )  и ¢v x( )  придем к следующей определяющей системе сингулярных 
интегральных уравнений второго рода:
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	 (2.4)

Систему (2.4) нужно рассматривать при условиях равновесия штампа и не­
прерывности смещений в концевых точках трещины: 
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Далее из второго и третьего уравнений исключим скачок горизонтальных 
смещений. Тогда с первым и последним уравнениями (2.3) придем к системе: 
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Теперь, подставляя значение функции τ x( )из последнего уравнения (2.6) 
в первые два уравнения, после некоторых выкладок с учетом первого условия 
(2.5) придем к следующей определяющей системе сингулярных интегральных 
уравнений второго рода с переменными коэффициентами:
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Таким образом, решение поставленной задачи свелось к решению системы 
сингулярных интегральных уравнений второго рода с переменными коэффи­
циентами (2.7) при первых двух условиях (2.5).

3. Решение системы определяющих уравнений. Для построения решения систе­
мы (2.7) при первых двух условиях (2.5) введем в рассмотрение аналитические 
во всей комплексной плоскости, разрезанной по интервалу −( )a a, , функции
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и, используя формулы Племеля–Сохоцкого [4, 16], систему (2.7) напишем в виде:
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Отсюда после некоторых простых выкладок придем к следующей задаче 
Римана для двух функций:
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Здесь введены обозначения:
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а верхние индексы +  и -  здесь и далее будут означать значения комплексной 
функции соответственно на верхнем и нижнем берегах интервала интегрирования.

Следуя работе [11], построим решения системы (3.2), имеющие интегри­
руемые особенности в концевых точках интервала интегрирования. Для этого 
заметим, что
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где k  и n  – целые числа. 
Канонические решения соответствующей однородной задачи Римана да­

ются формулами [11]:

	
Χ Γ Γ

Χ

1 0

2

1 1
2

1
2

к,n к,n к,n

к,n

exp( ) ( ) ( )

( )

( ) =
−

( )+ ( )












z
z a

z z

z(( ) =
−

( )− ( )












( ) ( )1 1
2

1
20z a

z zexp .
к,n к,nΓ Γ

	 (3.3) 

По формулам, приведенным в [9], для функций Γ0
к,n( ) ( )z и Γ к,n( ) ( )z  полу­

чим следующие выражения:
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Легко проверить, что эти решения будут иметь интегрируемые особенно­
сти в точке x a= −  только в двух случаях, когда k n= =1 0;  и k n= = 1 . В 
первом из этих случаев 
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	 (3.4) 

а во втором случае

	 Γ0
1 1 1

2

3 2
,( )

−

( ) =
+













−∫z
i

i
cs
a

s z
ds

a

a

π

π arctg
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Общее решения задачи Римана (3.3) запишем в виде:

Φ Χ Χ Φ Φj j j j jz C z C z z z j( ) = ( )+ ( )+ ( )+ ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

1 0
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1 1 1 0 1 11
2
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, , , , ==( )1 2, ,	 (3.6) 

где C1 и C2  – неизвестные постоянные, подлежащие определению, а функции 
Φ j z

1 0,( ) ( )  и Φ j z j
1 1

1 2
,

,( ) ( ) =( )  – частные решения системы (3.2), построенные 
на основе каждой из канонических решений, и даются формулами [11]:
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В рассматриваемом случае значения канонических решений 
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,
, ; ,( ) ( ) = =( ) , определяемые формулами (3.3), на верхнем и ниж­

нем берегах разреза −( )a a,  будут даваться формулами:
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Отметим, что при выводе последней из этих формул было использовано 
соотношение [17]:
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Используя вышеприведенные формулы, для функций F x n±
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получим выражения:
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Определим постоянные C jj =( )1 2, . Для этого сравним коэффициенты при 
z-1разложения функций Φ j z j( ) =( )1 2,  на бесконечности по представлениям 

(3.1) и (3.7). Используя первые два условия (2.5), получим:
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Откуда при помощи значения интеграла [17]
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Нетрудно убедится,  что D iD1 0= − .  Действительно,  так как 
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D
F s ds

a s

i F s ds

a s

i F

a

a

a

a

1

1 1

2 2

1 0

2 2

1
4 4 4

=
( )
−

=
−( )
−

=−
( )

−

−
( )

−
∫ ∫≠ ≠ ≠

, ,
−−
( )

−

( )
−

=∫
1 0

2 2 0

, s ds

a s
iD

a

a

.

Значит, постоянные C jj =( )1 2,  можем представить в следующем виде: 
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Далее для определения контактного давления и нормального составляющего 
дислокации смещений по формулам Племеля–Сохоцкого [4] получим формулы:
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	 (3.8) 
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Подставляя в формулы (3.8) и (3.9) приведенные значения функций и введя 
обозначения
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после некоторых математических выкладок для нормального контактного 
давления и нормального составляющего дислокации смещений точек берегов 
трещины получим выражения:
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Касательные контактные напряжения можно определять по последней из 
соотношений системы (2.6). Горизонтальный же компонент дислокации смеще­
ния точек берегов трещины ′( )u x  можно определить, решив второе или третье 
уравнение системы (2.4) или же уравнение:
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которое получается при помощи линейной комбинации указанных уравнений. 
Решение уравнения (3.11) при третьем из условий (2.5) записывается в виде [4]:
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Отметим, что в частном случае, когда трение отсутствует, будем иметь:
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Тогда из формул (3.10) и (3.11) для нормального контактного давления и 
нормальной составляющего дислокации смещений точек берегов трещины 
получим выражения:
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которые точностью совпадают с результатами работы [13], если в них принять 
коэффициент трения равным нулю. 

 4. Численные расчеты. Приведем также некоторые численные результаты. 
Очевидно, что численные значения контактных напряжений и раскрытие тре­
щины можно вычислить при помощи выше полученных формул. Однако мы 
пойдем другим путем и построим решение системы (2.7) численно-аналитиче­
ским методом механических квадратур, который, на наш взгляд, более общее 
и дает возможность решать аналогичные задачи для ограниченных областей, 
т.е. когда интегральные уравнения будут содержать регулярные части. С этой 
целью сформулируем систему (2.6) на интервале −( )1 1,  и, обозначив
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запишем ее в виде:
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Далее введем в рассмотрение новые искомые функции ϕ j x j( ) =( )1 2,  по 
формулам:
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Подставляя эти значения искомых функции в систему (4.1), после неко­
торых преобразований для определения функций ϕ j x j( ) =( )1 2,  придем к 
следующей системе сингулярных интегральных уравнений:
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	(4.2) 

При этом первые два условия (2.5) через функции ϕ j x j( ) =( )1 2,  запи­
шутся в следующем виде:

	 ϕ j s ds j( ) = =( )
−
∫

1

1

0 5 1 2. , .	 (4.3) 

Несложно заметить, что в первом уравнении доминирующей, в смысле 
особенности, является функция ϕ1 x( ) , так как коэффициент при функции 
ϕ2 x( )  равен нулю при x = ±1 , а во втором уравнении –ϕ2 x( ) . Кроме того, 
очевидно, что если во втором уравнении системы (4.2) заменим x  на -x  и 
обозначим ϕ ϕ2 1−( ) = ( )x x , то получим первое уравнение системы (4.2), т.е. 
ϕ ϕ2 1x x( ) = −( ). Определим поведение функции в концевых точках интервала 
интегрирования. Используя соотношение [16]:

χ ξ ξ

ξ ξ η
π

πγ

η
χ ηγ γ

( )
−( ) −( )

= ±
−( )

( ) + ( )∫
d

c

ctg

c
c

a

b

Φ ,

где нужно взять верхний знак в случае, когда c a= , и нижний знак, когда 
c b= , а функция Φ η( )  принадлежит классу H в окрестности точки c , при 
помощи первого уравнения (4.2) несложно убедиться, что функция ϕ1 x( ) , как 
и в выше полученных замкнутых решениях, в точке x = −1  имеет степенную 
особенность типа 1+( )−x

γ , а в точке x = 1  – степенную особенность типа 
1

1+( ) −x
γ . При помощи второго же уравнения (4.2) убеждаемся, что функция 

ϕ2 x( )в точке x = −1  имеет степенную особенность типа 1
1+( ) −x

γ , а в точке 
x = 1  степенную особенность типа 1+( )−x

γ , где

γ
π π

= + 





 = − ( )+ −0 5

1
0 75

1
2

1 2. .arctg arctg cc c .

Исходя из вышесказанного, искомые функции представим в виде:

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

γ γ γ γ1
1

1 2
2

1
1 1 1 1

x
x

x x
x

x

x x
( ) = ( )

+( ) −( )
( ) = ( )

+( ) −( )− −

* *

, ,
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Рис. 2. Нормальное (а) и касательное (b) контактные напряжения.

Рис. 3. Раскрытие трещины.

Рис. 4. Нормальное контактное давление  по принятой модели и по модели контакта Галина.
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где функции ϕ1
* x( )  и ϕ2

* x( )  – ограниченные, гладкие функции на замкнутом 
интервале −[ ]1 1, .

Подставляя эти выражения функции ϕ j x j( ) =( )1 2, в систему (4.2) и в усло­
вия (4.3) по обычной процедуре [18], для определения функций ϕ j x j* ,( ) =( )1 2  в 
точках коллокации ξi i n=( )1 2, ,....  придем к системе алгебраических уравнений.

Проведены численные расчеты и вычислены значения приведенного контакт­
ного давления σ* x( ), касательного контактного напряжения τ σ* *x fx x( ) = − ( ) 
и раскрытия трещины v x v ax a* /( ) = ( )  в случае, когда ν = 0 3. , aE P/ 0 1=  
для различных значений максимального значения коэффициента трения f . 

Результаты вычислений приведены в виде графиков (рис. 2–5). На рис. 2 при­
ведены графики нормального давления и касательных напряжений под вклю­
чением в зависимости от максимального значения коэффициента трения f  . 
Из них видно, что контактное давление мало зависит от f , тогда как при  
увеличении f  касательные напряжения возрастают.

На рис. 3 приведены графики раскрытия трещины с использованной здесь 
модели трения в случае, когда f = 0 1 0 3 0 5. , . , . . Из них явствует, что при уве­
личении максимального значения коэффициента трения раскрытие трещины 
уменьшается.

На рис. 4 и рис. 5 приведены графики нормального давления и касательных 
напряжений под включением, вычисленные с использованием здесь принятой 
модели трения (пунктирные линии) и модели контакта Л.А. Галина (сплошные 
линии) в случае, когда ρ = 0 1. . Как видно из графиков, нормальные давления 
почти не отличаются друг от друга, а касательные напряжения довольно близки 
и мало отличаются друг от друга. 

5. Заключение. Таким образом, изучено плоско-деформированное состоя­
ние однородной упругой плоскости с конечной трещиной, на один из берегов 
которой вдавливается абсолютно жесткий штамп с трением, когда касательные 
контактные напряжения связаны с нормальным контактным давлением зако­
ном сухого трения. При этом считается, что коэффициент трения зависит от 

 Рис. 5. Касательное контактное напряжение по принятой модели и по модели контакта Галина.
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координат соприкасающихся точек контактирующих поверхностей и прямо 
пропорционален им. Выведено ключевое уравнение в виде задачи Римана для 
двух функций, и построено ее точное решение. Построено решение задачи 
также численно-аналитическим методом механических квадратур, и изучены 
закономерности изменения контактных напряжений и раскрытия трещины 
в зависимости от максимального значения коэффициента трения. Проведен 
сравнительный анализ с решением той же задачи в рамках контактной модели 
Л.А. Галина.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Комитета по науке 
РА в рамках научного проекта 21T-2C209.
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ON A CONTACT PROBLEM FOR A HOMOGENEOUS PLANE  
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Abstract – An exact solution to the contact problem of indentation of an absolutely 
rigid punch with a straight base, taking into account friction, into one of the edges 
of a finite crack located in a homogeneous elastic plane was derived. It is assumed 
that shear contact stresses are directly proportional to normal contact pressure. In 
this case, it is assumed that the friction coefficient is directly proportional to the 
coordinates of the contacting points of the contacting surfaces. The governing 
system of equations for the problem was derived in the form of the heterogeneous 
Riemann problem for two functions with variable coefficients and its closed solution 
is constructed in quadratures. Simple formulas for contact stresses and the normal 
dislocation component of displacements of crack edge points were obtained. The 
patterns of changes in contact stresses and crack opening depending on the maximum 
value of the friction coefficient have been studied.

Keywords: contact problem, friction, stamp, crack
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