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Разработаны структурные модели для трехмерно армированной волок-
нами гибридной композитной среды и для частных двумерных задач. 
С их помощью можно рассчитывать поверхности и кривые текучести 
композиции. Учтено трехмерное напряженное состояние во всех ком-
понентах. Материалы компонентов композиции однородны и ани-
зотропны, их механическое поведение описывается ассоциированным 
законом течения для жесткопластического тела с квадратичными ус-
ловиями текучести общего вида. Компоненты по разному сопротивля-
ются растяжению и сжатию. Для выполнения построений напряжения 
в компонентах представлены в параметрическом виде. Рассчитаны кри-
вые текучести для модельной армированной в плоскости композиции 
из ортотропных фазовых материалов. Исследовано влияние направле-
ния армирования, поперечного нормального напряжения и параметров 
анизотропии компонентов композиции на форму и размеры кривых 
текучести рассматриваемого композитного материала. Показано, что 
анизотропия связующего в большей степени влияет на форму и разме-
ры поверхности текучести композиции, чем анизотропия армирующих 
волокон. Продемонстрировано, что пластическое течение в армирован-
ной среде ассоциировано с расчетными кривыми (поверхностями) те-
кучести композиции. Показано, что при наличии сильно выраженной 
анизотропии в арматуре структурная модель с одномерным напряжен-
ным состоянием в волокнах не позволяет адекватно рассчитывать кри-
вые и поверхности текучести композитной среды.
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1. Введение. В современной инженерной практике активно используются 
композитные материалы (КМ) с пространственными структурами армирова-
ния [1–3] (рис. 1). Такой тип армирования позволяет устранить основной недо-
статок плоско-перекрестно армированных композитов со слабым связующим 
(угле-, боро- и стеклопластики) – их расслоение в силу слабого сопротивления 
поперечному сдвигу и отрыву [1, 3]. Поэтому проблема моделирования меха-
нического поведения пространственно-армированных КМ актуальна.

Волокнистые композиции с жестким связующим (металлокомпозиты, КМ 
с керамическим связующим) успешно сопротивляются поперечному сдвигу 
и отрыву. Следовательно, при использовании таких композиций тонкостенные 
конструкции типа пластин и оболочек целесообразно армировать традицион-
ным плоско-перекрестным способом, так как такие структуры технологически 
реализуются проще, чем пространственные.

Современные КМ‑изделия могут находиться под действием высокоинтен-
сивных нагрузок [1, 4, 5], при которых компоненты композиции деформируются 
пластически. Поэтому проблема изучения пластического деформирования КМ 
также является актуальной. Однако исследования, посвященные математиче-
скому моделированию этой проблемы, немногочисленны [4–10].

При проведении расчетов, связанных с теоретическим исследованием несущей 
способности КМ‑изделий, предварительно необходимо определить поверхность 
текучести соответствующей композиции. Краткий обзор публикаций по этой 
проблеме, не претендующий на полноту, приведен в [11–13]. Из этого обзора 
следует, что до настоящего времени механическое поведение пространствен-
но-армированных КМ в основном моделировалось при учете линейно-упругого 
деформирования компонентов композиции. Жесткопластическое поведение 
плоско-перекрестно армированных тонкостенных КМ‑конструкций теорети-
чески исследовалось на базе структурной модели с одномерным напряженным 
состоянием в волокнах (МОНСВ) [14–16], при этом в арматуре учитывается 
только продольное нормальное напряжение. Структурные модели, разрабо-
танные в [14–16], и кривые текучести (прочности), рассчитанные на их основе, 

Рис. 1. Пространственные волокнистые структуры армирования [1]: (a) – ортогональное 
армирование в трех направлениях; (b) – армирование в пяти направлениях.



СТРУКТУРНАЯ МОДЕЛЬ ПРОСТРАНСТВЕННО...� 135

до сих пор активно используются для теоретического определения предельных 
состояний волокнистых пластин и оболочек [17–19].

В работах [11, 12] впервые были разработаны структурные модели жестко-
пластического деформирования плоско-перекрестно армированных слоев при 
учете плоского напряженного состояния (ПНС) во всех компонентах компо-
зиции, а в [13] – аналогичная модель для пространственно армированного КМ 
при учете трехмерного (сложного) напряженного состояния во всех материалах 
композиции. В [11–13] учитывалось возможное разное сопротивление компо-
нентов композиции при растяжении и сжатии, но материалы этих компонентов 
предполагались изотропными. Однако анализ справочных данных показывает, 
что армирующие волокна часто имеют разные физико-механические характе-
ристики в продольном и поперечном направлениях, например волокна кев-
лар‑49 [20]. Кроме того, сами армирующие волокна могут представлять собой 
КМ. Так, волокна бора получают осаждением паров бора на вольфрамовые или 
углеродные нити [20]. Следовательно, волокна бора также должны обладать 
анизотропией. С другой стороны, при изготовлении металлических прово-
лок [21] используют технологию волочения, что связано с их предварительным 
пластическим деформированием и, согласно эффекту Баушингера, приводит 
к разносопротивляемости таких волокон при их растяжении и сжатии, а также 
возникновению текстуры в материале арматуры, которая порождает анизотро-
пию физико-механических свойств [22–24]. Аналогично, деформационная ани-
зотропия связующего материала и его разносопротивляемость при растяжении 
и сжатии могут возникнуть в процессе технологической вытяжки, например, 
криволинейной КМ‑панели из КМ‑пластины в условиях ползучести [22] или 
пластической штамповки [25, 26]. Следовательно, актуальна проблема матема-
тического моделирования пластического деформирования КМ из анизотропных 
компонентов композиции, которые по разному сопротивляются растяжению 
и сжатию [27–34].

Так как в рамках МОНСВ не учитываются нормальные и касательные на-
пряжения в поперечном направлении волокон, то, используя эту структурную 
модель, вообще нельзя учесть анизотропию в арматуре. Поэтому для адекват-
ного математического моделирования жесткопластического деформирования 
перекрестно армированных КМ из анизотропных компонентов композиции 
необходимо учитывать трехмерное напряженное состояние в них.

Настоящая работа посвящена разработке структурной модели, позволяющей 
рассчитывать поверхность текучести КМ при произвольном пространственном 
(см. рис. 1) или плоско-перекрестном армировании. Компоненты композиции 
предполагаются анизотропными жесткопластическими материалами, имею-
щими разные пределы текучести при растяжении и сжатии. В них учитывает-
ся трехмерное напряженное состояние, а пластическое течение описывается 
квадратичными критериями текучести общего вида.

2. Формулировка задачи и основные предположения. В глобальной декартовой 
прямоугольной системе координат 1 2 3Ox x x  рассмотрим КМ регулярной струк-
туры, пространственно армированный K (K  = 1,2,3,...) семействами непрерывных 
прямолинейных волокон с произвольной формой поперечного сечения. На 
рис. 1,а изображен случай = 3K  (ортогональное армирование в трех направ-
лениях), а на рис. 1,b изображен случай = 5K . В общем случае волокна разных 
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семейств изготовлены из разных материалов. Такие КМ принято называть ги-
бридными композитами.

Пусть ωk  – относительное объемное содержание материала k-го компонента 
композиции в представительном элементе КМ ( ≤ ≤0 k K ). Индекс = 0k  соответ-
ствует связующей матрице, ≥1k  – волокнам k-го семейства. Для ωk  справедливо

=
ω =∑

0
1

K

k
k

.                                                      (2.1)

С каждым k-м семейством волокон свяжем локальную ортогональную си-
стему координат ( ) ( ) ( )

1 2 3
k k kOx x x  так, чтобы ось ( )

1
kOx  совпадала с направлением 

армирования, а оси ( )
2

kOx  и  ( )
3

kOx  были перпендикулярны этому направлению. 
Направление армирования волокнами k-го семейства задано углами сфери-
ческой системы координат: θk  и  ϕk  (рис. 2). В глобальной системе 1 2 3Ox x x  
направляющие косинусы ( )k

ijl  оси ( )k
iOx  ( =, 1,3i j ) равны

( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( ) ( )
21 22 23 31
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cos sin , sin , 1 .
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l l l l

l l k K

= θ ϕ = θ ϕ = θ

= − ϕ = ϕ = = − θ ϕ

= − θ ϕ = θ ≤ ≤        

  (2.2)

Здесь и далее чертой сверху обозначены величины, определенные в глобаль-
ной системе 1 2 3Ox x x .

Для связующего материала ( = 0k ) также формально введем свою локальную 
систему координат (0) (0) (0)

1 2 3Ox x x , которую для удобства примем совпадающей 
с глобальной системой 1 2 3Ox x x , поэтому по аналогии с (2.2) при формальном 
задании θ = π0 / 2  и  ϕ =0 0  получаем

= δ = =(0) (0)( ), , 1,3ij ij i il Ox Ox i j ,                               (2.3)

где δij  – символ Кронекера.

Рис. 2. Локальная система координат, связанная с волокном k-го семейства: (a) – про-
странственное армирование, (b) – армирование в плоскости 1 2Ox x  (θ π / 2k = ).
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Рассчитать реальное распределение напряжений в КМ, в котором связующее 
имеет многочисленные цилиндрические включения, – сложная задача даже 
в случае однонаправленно армированной линейно-упругой среды [35–37]. Еще 
труднее это сделать в рассматриваемом случае жесткопластического деформиро-
вания материалов компонентов композиции при произвольном перекрестном 
пространственном армировании среды (см. рис. 1). Построение удобной для 
инженерных приложений структурной модели жесткопластического поведения 
КМ выполним на основе исходных предположений, аналогичных принятым 
ранее [11–13, 37].

На макроуровне армированный материал является сплошным однородным 
анизотропным телом. При достаточно густом и равномерном наполнении свя-
зующей матрицы тонкими армирующими волокнами такое допущение вполне 
возможно. К этому выводу приходят все исследователи, изучающие механиче-
ские свойства дисперсно-армированных сред [1, 3, 35–38].

Между арматурой и связующим материалом реализуется идеальный меха-
нический контакт (идеальная адгезия).

В пределах представительного элемента, выделенного из КМ на миниуров-
не, напряжения и скорости деформаций во всех компонентах и в композиции 
являются кусочно-постоянными. Эффекты высших порядков, связанные с из-
менением полей напряжений и скоростей деформаций на микроуровне в малых 
окрестностях границ контакта волокон и связующего, не учитываются. Подробное 
обоснование допустимости принятия этой гипотезы дано в конце работы [39].

Усредненные поля напряжений и скоростей деформаций в композиции по-
лучены усреднением по объему представительного элемента [35, 36], т. е. в силу 
допущения 3 – пропорционально величинам ωk  (0  ≤  k  ≤ K).

Материалы компонентов композиции однородны и анизотропны, а их меха-
ническое поведение определяется ассоциированным законом течения для жестко-
пластического тела с квадратичным критерием текучести общего вида [37, 40, 41]:

( ) αβγδ αβ γδ αβ αβσ ≡ σ σ + σ − = ≤ ≤( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 0, 0k k k k k k
k ijf a b k K ,                    (2.4)

где kf  – функция текучести (пластичности); σ( )k
ij  – напряжения в k-м компо-

ненте композиции; ( )k
ijlma , ( )k

ijb  – известные константы этого материала, за-
данные в системе координат ( ) ( ) ( )

1 2 3
k k kOx x x  ( ≤ ≤0 k K ), причем выполняются 

условия симметрии

= = = = = ≤ ≤( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , 1,3, 0k k k k k k
ijlm lmij jilm ijml ij jia a a a b b i j l m k K .               (2.5)

В формуле (2.4) и далее по повторяющимся греческим индексам произво-
дится суммирование от 1 до 3.

В силу выполнения равенств (2.3) в выражении (2.4) при = 0k  можно сделать 
формальные замены: →(0) (0)

ijlm ijlma a , →(0) (0)
ij ijb b  и  σ → σ(0) (0)

ij ij  ( =, , , 1,3i j l m ). Согласно 
постулату Друккера [41, 42], коэффициенты ( )k

ijlma  и  ( )k
ijb  в соотношении (2.4) долж-

ны удовлетворять условию положительной определенности квадратичной формы 
αβγδ αβ γδ αβ αβσ σ + σ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k ka b  ( ≤ ≤0 k K )  .

Если в (2.4) =( ) 0k
ijb  ( =, 1,3i j ), то условие текучести (2.4) редуцируется в кри-

терий текучести Хилла [40]. При этом материал k-го компонента композиции 
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одинаково сопротивляется растяжению и сжатию. Если материал k-го компо-
нента композиции является ортотропным и главные оси анизотропии совпадают 
с осями ( )k

iOx , то выражение (2.4) при учете соотношений (2.5) принимает вид:

( ) ααββ αα ββ γδγδ γδ γδ αα αασ ≡ σ σ + σ σ + σ − = γ ≠ δ ≤ ≤( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 0, , 0k k k k k k k k k
k ijf a a b k K .     (2.6)

Пусть +
( )k
iy , −

( )k
iy  и  τ( )k

ij  – известные из эксперимента пределы текучести 
k-го ортотропного материала композиции при растяжении (+) и сжатии (–) 
в направлении осей ( )k

iOx  ( ± >( ) 0k
iy ) тми при чистом сдвиге в плоскости ( ) ( )k k

i jOx x  
( ≠i j , =, 1,3i j ); ( )k

ijy  – известные значения предельных главных напряжений 
σ( )k

i  и  σ( )k
j  (их направления совпадают с направлениями осей ( )k

iOx  и  ( )k
jOx ), 

приводящих к пластическому течению при чистом сдвиге, когда оси локальной 
системы координат ( )k

iOx  и  ( )k
jOx  повернуты вокруг оси ( )k

lOx  на угол π / 4 , т. е.

σ = −σ = > ≠ ≠ ≠ = ≤ ≤( ) ( ) ( ) 0, , , , 1,3, 0k k k
i j ijy i j l i i j l k K.               (2.7)

Тогда коэффициенты в соотношении (2.6) при учете (2.5), (2.7) выражаются 
так [37]:

+ − + −

= = − = =
τ

 
 = + + − − ≠ = ≤ ≤  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2

1 1 1 1, , 2 2
2

1 1 , , , 1,3, 0
2

k k k k
iiii ii ijij jijik k k k k

i i i i ij

kk
jjiik k k

iijj iiii jjjj k k k
ij ij ij

a b a a
y y y y

bb
a a a i j i j k K

y y y
. 
   (2.8)

Если материал k-го компонента композиции одинаково сопротивляется растяже-
нию и сжатию ( + −=( ) ( )k k

i iy y ), то согласно (2.8) получаем =( ) 0k
iib  =( 1,3)i  и соотношение 

(2.6) редуцируется в критерий текучести Хилла для ортотропного материала. Если 
материал k-го компонента композиции является изотропным, но по разному сопро-
тивляется растяжению и сжатию ( + −≠( ) ( )k k

i iy y , + +=( ) ( )k k
i jy y , − −=( ) ( )k k

i jy y ), то для него имеем 
+ −τ = =( ) ( ) ( ) ( ) / 3,k k k k

ij ij i iy y y  ≠i j , =, 1,3,i j  ≤ ≤0 .k K  В этом случае условие текучести (2.6) 
при учете (2.7) и (2.8) вырождается в критерий текучести Баландина [43]. Если же 
материал является изотропным и одинаково сопротивляется растяжению и сжатию 
( + − + −= = =( ) ( ) ( ) ( )k k k k

i i j jy y y y ), то +τ = =( ) ( ) ( ) / 3k k k
ij ij iy y  ( ≠ ,i j  =, 1,3,i j  ≤ ≤0 k K ) и соотноше-

ние (2.6) при учете (2.8) редуцируется в условие текучести Мизеса [37, 41, 42].
Согласно предположению 4, для построения поверхности текучести рас-

сматриваемого КМ необходимо во всех компонентах композиции рассмотреть 
все возможные виды напряженного состояния, удовлетворяющие критерию 
текучести (2.4) (или (2.6)), и усреднить их значения. Пространство усредненных 
напряжений σij  является шестимерным, потому что σ = σij ji  ( =, 1,3i j )  в силу 
симметричности тензора напряжений [35, 37, 38, 40–42].

Произвольное напряженное состояние может быть задано тремя главными 
напряжениями и тремя параметрами (углами Эйлера [44]), определяющими 
направления главных напряжений. Поэтому рассмотрим локальную декарто-
ву прямоугольную систему координат 1 2 3

ˆ ˆ ˆOx x x , связанную с главными напря-
жениями в связующем материале σ(0)ˆ

i  =( 1,3)i . В системе 1 2 3
ˆ ˆ ˆOx x x  справедливо
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σ = σ σ = ≠ =(0) (0) (0)ˆ ˆ ˆ, 0, , , 1,3ii i ij j i i j .                            
 (2.9)

Здесь и далее “крышечкой” сверху обозначены величины, определенные 
в системе 1 2 3

ˆ ˆ ˆOx x x .
В системе координат (0) (0) (0)

1 2 3Ox x x  или, что то же самое, в глобальной систе-
ме 1 2 3Ox x x  (см. (2.3)) направляющие косинусы ijl  локальной оси ˆ

iOx  ( =, 1,3i j ) 
равны [44]

= α γ + α β γ = α γ − α β γ

= − β γ = α γ − α β γ = α β γ +

+ α γ = β γ = α β = − α β = β

11 12

13 21 22

23 31 32 33

cos cos sin cos sin , sin cos cos cos sin

sin sin , cos sin sin cos cos , cos cos cos

sin sin , sin cos , sin sin , cos sin , cos

l l

l l l

l l l l , 

 (2.10)

где α  – угол прецессии; β  – угол нутации; γ  – угол собственного вращения.
Условие текучести (2.4) для связующего материала (k = 0) в системе коор-

динат 1 2 3
ˆ ˆ ˆOx x x  принимает вид:

( ) αβγδ αβ γδ αβ αβσ ≡ σ σ + σ − =(0) (0) (0) (0) (0) (0)
0

ˆˆˆ ˆ ˆ ˆ 1 0ijf a b ,                            (2.11)

где, согласно правилу преобразования компонентов тензоров при повороте 
системы координат, имеем [37]

αβγδ α β γ δ αβ α β= = =(0) (0) (0) (0)ˆˆ , , , , , 1,3ijlm i j l m ij i ja a l l l l b b l l i j l m .            (2.12)

Условие текучести (2.11) при учете равенств (2.9) и (2.12) редуцируется к виду

( ) ααββ α β αα ασ ≡ σ σ + σ − =(0) (0) (0) (0) (0) (0)
0

ˆˆˆ ˆ ˆ ˆ 1 0if a b .                          (2.13)

3. Определение параметрических зависимостей для напряжений связующего ма-
териала и арматуры. Рассмотрим главные напряжения в связующем материале 
σ(0)ˆ

i  ( =1,3i ) в сферических координатах θ ϕ( , , )r (рис. 3):
σ = θ ϕ σ = θ ϕ σ = θ ≤ θ ≤ π ≤ ϕ < π(0) (0) (0)

1 2 3
ˆ ˆ ˆsin cos , sin sin , cos , 0 , 0 2r r r .

Тогда уравнение поверхности текучести связующего материала =0 0f  можно 
записать в виде

( )= θ ϕ0 ,r r

и для напряжений σ(0)ˆ
i  ( =1,3i ), удовлетворяющих этому условию, справедливо 

параметрическое представление:

( ) ( )
( )

(0) (0)
1 0 2 0
(0)
3 0

ˆ ˆ, sin cos , , sin sin
ˆ , cos , 0 , 0 2 .

r r

r

σ θ ϕ = θ ϕ σ θ ϕ = θ ϕ
σ θ ϕ = θ ≤ θ ≤ π ≤ ϕ < π

                      (3.1)

Из (2.13) при учете (3.1) получим квадратное уравнение для ( )θ ϕ0 ,r :
+ − =2

0 0 0 0 1 0A r B r ,                                              (3.2)
где

( ) ( )
( )

( ) ( )

(0) 2 (0) 2 2 (0) 2
0 1111 2222 3333

(0) 2 (0) (0)
1122 1133 2233

(0) (0) (0)
0 11 22 33

ˆ ˆ ˆ, cos sin sin cos

ˆ ˆ ˆsin sin2 cos sin sin2
ˆ ˆ ˆ, cos sin sin cos .

A a a a

a a a

B b b b

θ ϕ ≡ ϕ + ϕ θ + θ +

+ θ ϕ + ϕ + ϕ θ

θ ϕ ≡ ϕ + ϕ θ + θ
                

(3.3)
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Для реальных материалов точка σ =(0)ˆ 0i  ( =1,3i ) находится внутри поверх-
ности текучести =0 0f  [44], поэтому

( )θ ϕ >0 , 0r .                                            (3.4)

Квадратное уравнение (3.2) имеет единственный вещественный корень, 
удовлетворяющий условию (3.4):

( ) ( ) ( ) ( )
( )

− θ ϕ + θ ϕ + θ ϕ
θ ϕ = ≤ θ ≤ π ≤ ϕ < π

θ ϕ

2
0 0 0

0
0

, , 4 ,
, , 0 , 0 2

2 ,
B B A

r
A

.        (3.5)

Зависимость ( )= θ ϕ0 ,r r  известна из (3.5) при учете (3.3) и (2.12), поэтому из 
(3.1) известны пятипараметрические зависимости напряжений ( )σ α β γ θ ϕ(0)ˆ , , , ,i  
( =1,3i ), удовлетворяющих критерию текучести для связующего материала (2.13) 
или, что то же самое, (2.11).

Далее определим параметрические соотношения для напряжений в арматуре.
Переход от локальной системы координат 1 2 3

ˆ ˆ ˆOx x x , связанной с направле-
ниями главных напряжений в связующем, к локальной системе ( ) ( ) ( )

1 2 3
k k kOx x x , 

связанной с арматурой k-го семейства (см. рис. 2), можно представить в виде 
двух действий:

1) переход от осей ˆ
jOx  к осям глобальной системы координат mOx ;

2) переход от осей mOx  к осям ( )k
iOx , =, , 1,3i j m , ≤ ≤1 k K  (рис. 2).

Поэтому в системе 1 2 3
ˆ ˆ ˆOx x x  направляющие косинусы ( )ˆ k

ijl  осей ( )k
iOx  равны:

 
  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )ˆ ˆ , , , , , , , ,

, 1,3, 1 .

k k k k k
ij ij k k i j i j i k k jl l l l l l l l

i j k K

−
δ δ δ δ δ δ≡ θ ϕ α β γ = = ≡ θ ϕ α β γ

= ≤ ≤          
(3.6)

где −
δ

1
jl  – компоненты тензора, обратного ортогональному тензору δjl , поэтому 

−
δ δ=1

j jl l ; δ
( )k

il  и  δjl  определены формулами (2.2) и (2.10).
Из предположений 2, 3 и условий непрерывности напряжений и перемещений 

на границах контакта арматуры со связующим (т. е. на боковых поверхностях 
волокон) получим равенства

ε = ε ≤ ≤( ) (0, )
11 11 , 1k k k K                                               (3.7)

σ = σ =( ) (0, ), , 1,3k k
ij ij i j  кроме = = ≤ ≤1, 1i j k K .                      (3.8)

Здесь и далее: ε( )k
ij  – скорости деформаций k-го компонента композиции 

в системе координат ( ) ( ) ( )
1 2 3

k k kOx x x  ( ≤ ≤0 k K ); ε(0, )k
ij , σ(0, )k

ij  – скорости дефор-
маций и напряжения в связующем, определенные в той же системе координат. 
Равенство (3.7) является следствием одинакового удлинения арматуры и свя-
зующего материала в направлении армирования волокнами k-го семейства. 
Соотношения (3.8) – это условия непрерывности напряжений на боковых 
поверхностях волокон.

Согласно правилу преобразования компонентов тензоров второго ранга при по-
вороте системы координат [37], равенства (3.8) при учете (2.9) и (3.6) принимают вид:

αβ α β δ δ δσ = σ ≡ σ = σ =( ) (0, ) (0) ( ) ( ) (0) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ , , 1,3k k k k k k
ij ij i j i jl l l l i j  кроме = = ≤ ≤1, 1i j k K .     (3.9)
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Напряжения в арматуре k-го семейства должны удовлетворять условию те-
кучести (2.4) при ≥1k . Подставляя (3.9) в (2.4), получим квадратное уравнение 
относительно напряжения σ( )

11
k :

( )σ + σ + = ≤ ≤
2( ) ( ) ( )

1111 11 11 0, 1k k k
k ka B C k K,                       (3.10)

где

( )

(

≠

= =
≠ ≠

= = = = =

≡ σ + σ +

≡ σ σ + σ σ + σ +

+ σ σ + σ σ

∑ ∑

∑∑ ∑ ∑ ∑

3
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 11 11

2 , 1,3

3 3 3 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 , 1,3 , 1,3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1213 12 13 1223 12 23

2 2

2 2

8

i j
k k k k k

k mm mm ij ij
m i j

i j i j
k k k k k k k k

k llmm ll mm mm mmij ij ijij ij
l m m i j i j

k k k k k k

B a a b

C a a a

a a )
≠

= =

+ σ σ + σ + σ −∑ ∑
3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1323 13 23

2 , 1,3

1
i j

k k k k k k k
mm mm ij ij

m i j

a b b .

        (3.11)

Решение уравнения (3.10) имеет вид

− ± −
σ = ≤ ≤

2 ( )
1111( )

11 ( )
1111

4
, 1

2

k
k k kk

k

B B a C
k K

a
,                             (3.12)

Коэффициенты уравнения (3.10) и его решение (3.12) зависят от пяти углов α , 
β , γ , θ  и  ϕ , как это следует из равенств (3.1), (3.5), (3.6), (3.9) и (3.11). Таким 
образом, из (3.9) и (3.12) получаем известные параметрические зависимости

( )σ = σ α β γ θ ϕ = ≤ ≤( ) ( ) , , , , , , 1,3, 1k k
ij ij i j k K ,                           (3.13)

определенные в локальной системе координат ( ) ( ) ( )
1 2 3

k k kOx x x .
Знак “ ± ” в соотношениях (3.12) однозначно выбирается из кинематического 

условия (3.7) (подробности выбора приведены ниже).

Рис. 3. Сферическая система координат в пространстве главных напряжений в связую-
щем материале.
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4. Определение условия текучести для композитной среды, усредненных напря-
жений и скоростей деформаций. Из ассоциированного закона течения следует, 
что скорости деформаций k-го компонента композиции, определенные в ло-
кальной системе координат ( ) ( ) ( )

1 2 3
k k kOx x x , равны [41, 42, 44]

∂ ∂
ε = λ = λ ξ ξ ≡ = λ ≥ ≤ ≤

∂σ ∂σ
( ) ( ) ( )

( ) ( )
, , , 1,3, 0, 0k kk k k

ij k k ij ij kk k
ij ij

f f
i j k K,             (4.1)

где λk  – неопределенный множитель, kf  – функция текучести k-го компонента 
композиции.

Из формул (2.4) и (4.1) получим

αβ αβξ = σ + = ≤ ≤( ) ( ) ( ) ( )2 , , 1,3, 0k k k k
ij ij ija b i j k K.                       (4.2)

Из соотношений, аналогичных (4.1), при учете равенств (2.9), (2.11) и (2.13) 
вытекает

αβ αβ αα αξ = σ + = σ + =(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ2 2 , , 1,3ij ij ij ij ija b a b i j .                    (4.3)

Выражения (4.3) записаны для связующего материала в системе координат 
1 2 3

ˆ ˆ ˆOx x x , связанной с главными напряжениями σ(0)ˆ
i  ( =1,3i ).

Из равенств (3.7) при учете выражений (4.1) следует

λ ξ = λ ξ ≤ ≤( ) (0, )
11 0 11 , 1k k

k k K,                               (4.4)
где по аналогии с (3.9) имеем

αβ α βξ = ξ ≤ ≤(0, ) (0) ( ) ( )
11 1 1

ˆ ˆˆ , 1k k kl l k K.                                (4.5)

При активном нагружении k-го компонента композиции λ > 0k  ( ≤ ≤0 k K ), 
поэтому из (4.4) следует

ξ = ξ ≤ ≤( ) (0, )
11 11sign sign , 1k k k K.                                     (4.6)

Знак “ ± ” в выражении (3.12) выбирается таким, чтобы выполнялось равен-
ство (4.6) при учете (4.2), (4.3) и (4.5).

Из равенств (4.4) следует

λ = λ ξ ξ ≤ ≤(0, ) ( )
0 11 11 , 1k k

k k K.                                        (4.7)

Согласно допущению 4, усредненные скорости деформаций ε̂ij  и напряжения 
σ̂ij  в композиции в системе координат 1 2 3

ˆ ˆ ˆOx x x  определяются так:

=
ε = ω ε =∑ ( )

0

ˆ ˆ , , 1,3
K

k
ij k ij

k

i j                                                (4.8)

=
σ = ω σ =∑ ( )

0

ˆ ˆ , , 1,3
K

k
ij k ij

k

i j ,                                            (4.9)

где по аналогии с (3.6), учитывая, что тензор ( )ˆ k
ijl  является ортогональным, а значит 

обратный к нему тензор совпадает с транспонированным тензором ( )ˆ k
jil , имеем

αβ α β αβ α βε = ε σ = σ = ≤ ≤( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , , 1,3, 1k k k k k k k k
ij i j ij i jl l l l i j k K .                   (4.10)
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Подставляя выражения, аналогичные (4.1), в (4.10) и учитывая (4.7), из (4.8) 
получим

= =
ε = ω λ ξ = λ ω ξ ξ ξ = λ ξ =∑ ∑( ) ( ) (0, ) ( )

0 11 11 0
0 0

ˆ ˆ ˆˆ , , 1,3
K K

k k k k
ij k k ij k ij ij

k k

i j ,                  (4.11)
где

αβ α β
=

ξ ≡ ω ξ ξ ξ ξ = ξ = ξ ξ ≡∑ ( ) (0, ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (0,0) (0)
11 11 11 11

0

ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , 1,3 ( 1)
K

k k k k k k k
ij k ij ij i j

k

l l i j .        (4.12)

Соотношения (4.11) и (4.9) при учете (4.5), (4.10) и (4.12), а также (4.2), (4.3), 
(3.13), (3.6), (2.9), (2.10), (2.12), (3.1), (3.3) и (3.5) задают пятипараметрическое 
(от углов α , β , γ , θ  и  ϕ ) представление компонентов тензора усредненных 
скоростей деформаций ε̂ij  и напряжений σ̂ij  в рассматриваемой композиции. 
Соотношения (4.9) и (4.11) получены в локальной системе координат 1 2 3

ˆ ˆ ˆOx x x . 
Для вычисления компонент тензоров усредненных скоростей деформаций εij  
и напряжений σij  в композиции в глобальной системе 1 2 3Ox x x  (см. рис. 2) сле-
дует применить формулы пересчета компонентов тензора при повороте системы 
координат [37]:

αβ α βε = λ ξ ξ = ξ =0
ˆ, , , 1,3ij ij ij i jl l i j                                  (4.13)

αβ α βσ = σ =ˆ , , 1,3ij i jl l i j ,                                          (4.14)

где учтены выражения (4.12) и (4.9); ijl  – направляющие косинусы (2.10).
Соотношения (4.14) при учете (2.10), (4.9), (4.10), (3.13) и (3.6) задают пятипара-

метрическое (от углов α , β , γ , θ  и  ϕ ) представление гиперповерхности текучести 
пространственно армированного КМ в шестимерном пространстве усредненных 
напряжений σ = σij ji  ( =, 1,3i j ),   определенных в глобальной системе координат 

1 2 3Ox x x . рРавенства (4.13) определяют зависимости усредненных скоростей де-
формаций композиции εij  от этих же пяти угловых параметров α , β , γ , θ  и ϕ .

5. Плоско-перекрестное армирование жесткопластического КМ. Тонкостенные 
КМ‑конструкции типа пластин и оболочек, как правило, перекрестно армиру-
ются по поверхностям, эквидистантным срединной поверхности (плоскости) 
[1, 3–5, 14–21, 35–39]. В этом случае направления осей ( )

3
kOx  и  3Ox  совпадают, 

а локальная система координат ( ) ( ) ( )
1 2 3

k k kOx x x  связана с волокном k-го семейства 
так, как показано на рис. 2,b, где изображен случай при (см. рис. 2,a)

θ = π ≤ ≤/ 2, 1k k K.                                                (5.1)

В системе 1 2 3Ox x x  направляющие косинусы ( )k
ijl  осей ( )k

iOx  ( =, 1,3i j ) опре-
деляются из (2.2) при учете (5.1). При рассматриваемом армировании справед-
ливы соотношения (3.7) и (3.8). Напряжения σ( )k

ij  в k-м компоненте композиции 
при переходе от глобальной системы координат 1 2 3Ox x x  к локальной системе 

( ) ( ) ( )
1 2 3

k k kOx x x  определяются по формулам, аналогичным (3.9):

αβ α βσ = σ = ≤ ≤( ) ( ) ( ) ( ), , 1,3, 0k k k k
ij i jl l i j k K.                              (5.2)

Используя равенства (3.8) при = 3j , учитывая при этом (2.1), (2.2), (5.1), 
(5.2) и аналог (3.9)
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αβ α βσ = σ = σ =( ) (0, ) (0) ( ) ( ), , 1,3k k k k
ij ij i jl l i j  кроме = = ≤ ≤1, 0i j k K

и повторяя рассуждения из [13] (см. там соотношения (5.2)–(5.5)), получим

σ = σ = ≤ ≤( )
3 3, 1,3, 0k

i i i k K.                                           (5.3)

Известно, что в тонкостенных элементах КМ‑конструкций, как правило, 
реализуется обобщенное ПНС или близкое к нему. Поэтому далее будем пред-
полагать, что ось 3Ox  (см. рис. 2,b) совпадает с одним из направлений главных 
напряжений в композиции, т. е.

σ = σ =13 23 0.                                                  (5.4)

Пусть σ0
33  – некоторое заданное значение нормального напряжения σ33  

(при σ =0
33 0  получаем случай ПНС). Также считаем

σ = σ =0
33 33 const .                                                  (5.5)

Из равенств (5.3) при учете (5.4) и (5.5) имеем

σ = σ = ≤ ≤( ) ( )
13 23 0, 0k k k K                                        (5.6)

σ = σ ≤ ≤( ) 0
33 33, 0k k K.                                              (5.7)

Из соотношений (5.6) следует, что в рамках используемых допущений при 
плоско-перекрестном армировании КМ в случае выполнения условий (5.4) 
ось 3Ox  также совпадает с  ( )

3
kOx  – одним из направлений главных напряжений 

в k-м компоненте композиции, в котором нормальное напряжение σ( )
33
k  известно 

в силу выполнения равенств (5.7).
Соотношения (5.6) справедливы и для связующего (при k =0). Поэтому 

локальная система координат 1 2 3
ˆ ˆ ˆOx x x , связанная с направлениями главных 

напряжений в связующем, получается из глобальной системы 1 2 3Ox x x  пово-
ротом ее на некоторый угол, обозначенный как α , вокруг оси =3 3

ˆOx Ox . Тогда 
направляющие косинусы ijl  локальной оси ˆ

iOx  ( =, 1,3i j ) определяются по 
формулам (2.10), в которых следует принять β = γ = 0  и учесть, что ≤ α < π0 2 .

Если напряжение σ =0
33 0  (ПНС), то из третьего равенства (3.1) при учете 

(2.9), (3.4) и (5.7) ( σ = σ0 0
3 33

ˆ ) получим (см. рис. 3)

θ = π σ =0
33/ 2 ( 0).                                               (5.8)

Далее решение рассматриваемой задачи строится так же, как и в предыдущем 
разделе 4, но при учете (5.8). Следовательно, при ПНС в трехмерном простран-
стве ненулевых напряжений σ11 , σ12  и  σ22  (см. (5.4) и (5.5) при σ =0

33 0)     получим 
двухпараметрическое (от углов α  и  ϕ)     представление поверхности текучести 
для плоско-перекрестно армированной композитной среды. При этом в случае 
общей анизотропии хотя бы одного из компонентов композиции даже при ПНС 
тензор усредненных скоростей деформаций композиции будет иметь ненулевыми 
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все компоненты ( ε ≠ 0ij , =, 1,3i j ), что следует из (4.13), (4.11), (4.8), (4.2) и (4.3) 
даже при выполнении равенств (5.4) и (5.5), где σ =0

33 0 .
Если σ ≠0

33 0 , то θ ≠ π / 2 , а из третьего равенства (3.1) при учете (2.9), (3.4), 
(5.7) и  σ = σ = σ(0) (0) 0

3 33 33
ˆ  следует

= σ θ σ ≠ θ ≠0 0
0 33 33/ cos ( 0, cos 0)r .                                    (5.9)

Из (5.9) и двух первых равенств (3.1) имеем

( ) ( )σ ≡ σ θ ϕ = σ θ ϕ σ ≡ σ θ ϕ = σ θ ϕ(0) (0) 0 (0) (0) 0
1 1 33 2 2 33

ˆ ˆ ˆ ˆ, tg cos , , tg sin .                (5.10)

Подставим (5.10) в условие текучести (2.13) и учтем соотношения (5.7), где 
σ = σ = σ(0) (0) 0

3 33 33
ˆ . Тогда для θtg  получим квадратное уравнение:

( ) ( )ϕ θ+ ϕ θ+ =2
0 0 0tg tg 0a b c                               (5.11)

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

20 (0) 2 (0) 2 (0)
0 33 1111 2222 1122

20 (0) (0) 0 (0) (0)
0 33 11 22 33 1133 2233

2(0) 0 (0) 0
0 3333 33 33 33

ˆ ˆ ˆcos sin sin2

ˆ ˆ ˆ ˆcos sin 2 cos sin

ˆˆ 1 const.

a a a a

b b b a a

c a b

ϕ ≡ σ ϕ + ϕ + ϕ

ϕ ≡ σ ϕ + ϕ + σ ϕ + ϕ

≡ σ + σ − =

           (5.12)

Уравнение (5.11) при учете (5.12) имеет решение:

( ) ( ) ( ) ( )
( )

− ϕ ± ϕ − ϕ
θ ϕ = ≤ θ ≤ π

ϕ

2
0 0 0 0

0

4
tg , 0

2
b b a c

a
.               (5.13)

В силу (3.4) из (5.9) следует

( )( )θ ϕ = σ ≤ θ ≤ π0
33sign cos sign , 0 .                           (5.14)

Знак “±” в (5.13) выбирается из условия выполнения равенства (5.14).
Из (5.10) и (5.13) получим

( )σ = σ σ ϕ σ = σ = ≠ = ≤ ϕ < π(0) (0) 0 (0) 0
33 3 33

ˆ ˆ ˆ, , const 0, 1, 2, 0 2i i i .          (5.15)

Далее решение рассматриваемой задачи строится так же, как и в предыду-
щем разделе 4, но при учете соотношений (5.15).

Таким образом, при заданном значении σ ≠0
33 0  в трехмерном пространстве 

ненулевых напряжений (см. (5.4)) имеем двухпараметрическое (от углов α  и ϕ) 
представление поверхности текучести плоско-перекрестно армированной 
композиции. Отметим, что разным значениям σ ≠0

33 0  соответствуют разные 
трехмерные поверхности текучести. Если материалы компонентов компози-
ции одинаково сопротивляются растяжению и сжатию, т. е. =( ) 0k

ijb , =, 1,3i j , 
≤ ≤0 k K  (см. (2.4)), то при σ =0

33 0  (ПНС) получим решение, которое совпадает 
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с построенным в [45]. Величина σ0
33  определяется из граничных условий задач 

для конкретных элементов конструкций.
6. Численные примеры в случае плоско-перекрестного симметричного армирова-

ния. Рассмотрим случай, когда при плоско-перекрестном армировании (см. (5.1)) 
в КМ уложено четное количество семейств волокон ( = 2K N ) и для каждого се-
мейства определено парное ему семейство. Волокна парных семейств изготовлены 
из одного материала, имеют одинаковые плотности армирования ( −ω = ω2 1 2k k ) 
и уложены симметрично относительно оси 1Ox : −ϕ = −ϕ2 1 2k k , ≤ ≤1 k N  (рис. 4).

Предполагается, что материалы всех компонентов композиции ортотропны, 
причем главные оси анизотропии совпадают с осями локальных систем 
координат ( ) ( ) ( )

1 2 3
k k kOx x x , т.е. справедливы выражения (2.6)–(2.8). При этом 

для каждой пары семейств волокон выполняются равенства: (2 1) (2 ),k k
i iy y−
+ +=  

(2 1) (2 ),k k
i iy y−
− −=  (2 1) (2 )k k

ij ijy y− =  и (2 1) (2 )k k
ij ij

−τ = τ  ( ,i j≠  , 1,3,i j = 1 ).k N≤ ≤
В рассматриваемом случае плоского армирования следует учесть (5.6) и (5.7), 

из которых вытекают равенства σ = σ =( ) ( )
13 23 0k k  и  σ = σ( ) 0

33 33
k  ( ≤ ≤0 k K ), что и не-

обходимо подставить в соотношения (2.6).
Исследуем частный случай нагружения КМ, когда оси iOx  совпадают 

с направлениями главных напряжений тензора усредненных напряжений 
в композиции, т. е. вместе с (5.4) выполняется равенство σ ≡12 0 . В силу до-
пущения 1, выполнения равенств (2.3) и симметрии структуры армирования 
относительно осей 1Ox  и  2Ox  (см. рис. 4) эти оси будут совпадать с направле-
ниями главных напряжений в связующем материале. Поэтому каждая ось iOx  
совпадает с осью ˆ

iOx  ( =1,3i ). Это значит, что выполняются не только равен-
ства (5.6) (при = 0k ), но и условие σ = σ ≡(0) (0)

12 12
ˆ 0 . Следовательно, α = β = γ = 0  

в (2.10). Далее решение задачи строится так же, как и в предыдущем разделе. 
Но при этом в пространстве главных усредненных напряжений σ11  и  σ22  полу-
чится кривая текучести КМ, определяемая параметрически через параметр  ϕ  
(см. (3.1), (5.15) и рис. 3). Геометрия этой кривая в общем случае зависит от 
значения напряжения σ0

33  (см. (5.5)).
Случаи такого армирования и нагружения КМ часто встречаются в прак-

тических приложениях, например при осесимметричном деформировании 
волокнистых кольцевых пластин и круговых оболочек, армированных перекрест-
но-симметрично относительно радиального или меридионального направлений. 
Следовательно, построение кривых текучести для таких композиций является 
актуальной проблемой.

На рис. 5 изображены расчетные кривые текучести для ортотропного связующего 
материала в пространстве безразмерных напряжений ∗ −σ = σ(0) (0) (0)

1/i i y ,    совпадающих 
по направлению с осями анизотропии (0)

iOx (i = 1,2). При этом в (2.8) принято
+ − + − − − + −

− − + − + −

= = = =

= = = =

(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)
1 1 2 1 2 1 3 1

(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)
3 1 12 1 2 3 3

1,35 , 1,2 , 1,1 , 1,25

1,15 , / , / 3, 1,2i i

y y y y y y y y

y y y y y A y y y i ,
            (6.1)

где (0)A  – некоторые числа (см. ниже). Соотношения значений пределов теку-
чести, указанных в (6.1), ориентировочно соответствуют магниевому сплаву 
МА2 [44].

Кривая 1 на рис. 5 рассчитана при значении (0) 3A =  (см. (6.1)), кивая 2 – при 
(0) 3,5,A =  а кивая 3 – при (0) 2,5.A =  Эти кривые соответствуют ПНС 0

33( 0).σ =  
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Кривые 1′, 2′ и 3′ получены при тех же значениях (0)A , что и кривые 1, 2 и 3 
соответственно, но при обжатии материала в направлении 3Ox , а именно при 

0 (0)
33 30,5 .y −σ = −  Все кривые на рис. 5 представляют собой эллипсы. Сравнение 

кривых 1, 2 и 3 или 1′, 2′ и 3′ позволяет проследить за качественным и 
количественным изменением кривой текучести ортотропного материала, 
по разному сопротивляющегося растяжению и сжатию, при варьировании 
значения характеристики пластичности (0)

12y  в случаях отсутствия 0
33( 0)σ =  

или наличия 0
33( 0)σ <  обжатия. Поведение кривых на рис. 5 свидетельствует 

о том, что как варьирование параметра (0)
12 ,y  так и наличие обжатия 

материала существенно сказываются на форме и размерах кривой текучести 
в пространстве главных напряжений (0)

1σ  и (0)
2 .σ

На рис. 6 и 7 изображены расчетные кривые текучести для композитных сред, 
состоящих из ортотропного связующего материала с характеристиками пла-
стичности (6.1), армированного двумя (K = 2) семействами волокон с относи-
тельными параметрами пластичности:

+ − − − + − − −

+ − + − + −

+ −

= = = =

= = τ =

τ = = =

( ) (0) ( ) (0) ( ) (0) ( ) (0)
1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
12 1 2 3 3 12 1 2

( ) ( ) ( )
3 3

15,5 , 13,5 , 14,5 , 14 ,

/ , / 3, / ,

/ 3, 2,3, 1,2,

k k k k
i i

k k k k k k k k k k k
i i

k k k
i i

y y y y y y y y

y y y A y y y y y B

y y i k
(6.2)

где ( )kA , ( )kB  – некоторые числа (см. ниже); −
(0)
1y  имеет тот же смысл, что и в (6.1). 

Соотношения значений пределов текучести, указанных в (6.2), ориентировочно 
соответствуют монотропной стальной проволоке [21, 44], главная ось анизотро-
пии в которой совпадает с продольным направлением.

Были рассмотрены два вида армирования композитов с одинаковым рас-
ходом арматуры:

1. Плоское ортогональное армирование вдоль направлений главных напря-
жений в композиции: ϕ =1 0 , ϕ = π2 / 2  и  ω = ω =1 2 0,2  (рис. 6).

Рис. 4. Волокна двух семейств, плоско-симметрично уложенных относительно направ-
лений главных напряжений в композиции при ПНС.
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2. Плоско-перекрестное симметричное армирование (см. рис. 4 при k = 1): 
ϕ = −ϕ = π1 2 / 4 , ω = ω =1 2 0,2  (рис. 7).

Структура 2 также является ортогональной и получена из структуры 1 по-
воротом вокруг оси 3Ox  на угол π / 4 .

Рис. 6,a и 7,a соответствуют случаям ПНС ( σ =0
33 0 ); рис. 6,b и 7,b – случа-

ям обжатия композиции в направлении оси 3Ox  ( −σ = −0 (0)
33 30,9y ); рис. 6,c и 7,c 

случаям растяжения композиции в направлении 3Ox  ( −σ =0 (0)
33 30,9y ). Кривые 

текучести на этих рисунках изображены в безразмерных усредненных напря-
жениях ∗

−σ = σ (0)
1/i i y  (i = 1,2).

В работе [13] была разработана структурная модель расчета кривых и по-
верхностей текучести плоско-перекрестно и пространственно армированных 
сред, состоящих из изотропных материалов композиции, которые имеют разные 
пределы текучести при растяжении и сжатии. Одним из критериев текучести 
таких изотропных материалов является критерий текучести Баландина [12, 13, 
43]. Если в соотношениях (6.1) и (6.2) принять = = =(0) ( ) ( ) 3k kA A B  (k = 1,2) 
и предположить, что + +=(0) (0)

1iy y  и  − −=(0) (0)
1iy y  (i = 2,3, k = 0,1,2), то получим значе-

ния характеристик пластичности компонентов композиции, соответствующие 
критерию текучести Баландина. Предварительные расчеты, выполненные по 
формулам настоящего исследования и по формулам работы [13] для таких ма-
териалов композиции, привели к полному совпадению кривых текучести (они 
здесь не изображены) для обеих рассматриваемых структур армирования. Этот 
результат подтверждает корректность использованных в данном исследовании 
исходных допущений и разработанного математического аппарата.

Кривые 1 на рис. 6 и 7 получены при параметрах пластичности компонентов 
композиции (6.1), (6.2) и значениях (0) ( ) ( ) 3;k kA A B= = =  кривые 2 – при 

(0) 3,8A =  и ( ) ( ) 3;k kA B= =  кривые 3 – при (0) 0,1A =  и ( ) ( ) 3;k kA B= =  
кривые 4 – при ( ) 0,1kA =  и (0) ( ) 3;kA B= =  кривые 5 – при ( ) 10kA =  и 

(0) ( ) 3;kA B= =  кривые 6 – при (0) ( ) 3,kA A= =  ( ) 400kB =  (рис. 7,a и 7,b) 
и ( ) 283kB =  (рис. 7,c), 1,2.k =  Кривые 5 на рис. 6 визуально практически не 
отличаются от кривых 1. Так как на рис. 6 изображены кривые текучести для 

Рис. 5. Кривые текучести ортотропного связующего материала, соответствующие раз-
ным значениям характеристики пластичности (0)

12y  и разным напряжениям обжатия σ0
33 .
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композиции со структурой армирования 1, в которой направления армирования 
совпадают с направлениями главных напряжений, то касательные напряжения в ар-
матуре отсутствуют ( σ =( )

12 0k ,                        л =1,2k )    . Поэтому кривые 6 на рис. 6 не изображены, 
так как они полностью совпадают с кривыми 1. (При структуре армирования 1 
кривые текучести композиции не зависят от значений параметров пластично-
сти τ =( )

12 0k , =1,2k .)
Сравнение кривых 1–3 на рис. 6 и 7 позволяет проследить за изменением 

кривых текучести композиций 1 и 2 при варьировании параметра пластичности 
связующего материала (0)

12y  (см. (6.1)). Как видно, это влияние значительно даже 
при относительно малом изменении величины (0)A  (от  =(0) 3A  для кривых 1 
до =(0) 3,8A  для кривых 2). Сопоставление же кривых 1, 4 и 5 демонстрирует 
влияние аналогичного параметра пластичности арматуры ( )

12
ky , =1,2k  (см. (6.2)) 

на форму и размеры кривых текучести композиции. Из рис. 7 видно, что в слу-
чае структуры 2, когда в арматуре может иметь место значительное сдвиговое 

Рис. 6. Кривые текучести при ортогональном армировании вдоль направлений главных 
напряжений в композиции при σ =0

33 0  (a), −σ = −0 (0)
33 30,9y  (b) и  −σ =0 (0)

33 30,9y  (c).

Рис. 7. Кривые текучести при ортогональном угловом армировании, симметричном от-
носительно направлений главных напряжений в композиции ( ϕ = −ϕ = π1 2 / 4 ), и при 
σ =0

33 0  (a), −σ = −0 (0)
33 30,9y  (b) и  −σ =0 (0)

33 30,9y  (c).
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деформирование, влияние этого параметра пластичности на кривую текучести 
композиции также значительно. Сравнение кривых 1 и 6 на рис. 7 показыва-
ет, что влияние параметра пластичности арматуры τ( )

12
k  не столь существенно, 

как влияние параметра ( )
12

ky  ( =1,2k ). Так, заметное различие между кривыми 1 
и 6 на рис. 7 наблюдается только при больших значениях ( )kB  ( =( ) 400kB  для 
кривых 6 на рис. 7,a, 7,b и  =( ) 283kB  для кривой 6 на рис. 7,c), т. е. при малых 
значениях параметров τ( )

12
k , =1,2k  (см. (6.2)). Объясняется это тем, что суще-

ственное влияние параметров пластичности арматуры τ( )
12

k  на форму и размеры 
кривой (поверхности) текучести композиции может проявляться только тог-
да, когда эти характеристики арматуры существенно меньше, чем параметры 
пластичности связующего материала при сдвиге (например, (0)

12y ), т. е. при до-
статочно малых значениях τ( )

12
k  или, что то же самое, при больших значениях 

( )kB , =1,2k  (см. (6.2)).
Если в рамках МОНСВ при ПНС (σ =0

33 0) тможно как-то учесть анизотропию 
связующего материала (учет такой анизотропии при использовании кусочно-ли-
нейного условия текучести типа критерия Ху сделан в [46]), то учесть анизотропию 
арматуры при этом вообще нельзя. Следовательно, при использовании МОНСВ 
нельзя проследить за изменением кривых текучести композиции, аналогичным 
изменению кривых 1, 4–6 на рис. 6 и 7.

Кривые текучести с одинаковыми номерами на соответствующих рис. 6,a–c 
и 7,a–c существенно различаются. Следовательно, поворот направлений арми-
рования на угол π / 4  вокруг оси 3Ox  приводит к существенному изменению 
кривых текучести рассматриваемой композиции. Поэтому ортогональные 
структуры с одинаковыми плотностями армирования в обоих направлениях 
при жесткопластическом анализе нельзя рассматривать как квазиизотропные 
структуры. Результаты, полученные ранее в [12, 13], показывают, что этот вывод 
справедлив и в случаях, когда материалы компонентов композиции изотропны.

Сравнение кривых с одинаковыми номерами рис. 6,a, 6,b и 6,c соответственно 
или на рис. 7,a,7,b и 7,c соответственно показывает, что кроме структуры арми-
рования (ϕk , ωk ) на расчетные кривые текучести композиции значительное вли-
яние оказывает и напряжении σ0

33 , действующее в направлении, ортогональном 
плоскости армирования рассматриваемых структур. При этом может происходить 

“вырождение” кривых текучести композиции при определенных значениях σ0
33 . 

Так, кривые 6 на рис. 7,a ( σ =0
33 0 ) и 7,b ( −σ = −0 (0)

33 30,9y ) получены при значении 
В(k) =400. Однако в случае растяжения композиции в направлении оси 3Ox  оказа-
лось, что при −σ =0 (0)

33 30,9y  (рис. 7,c) кривая текучести композиции при =( ) 400kB  
не существует. Более того, расчеты показали, что кривая текучести КМ при та-
ком его нагружении в направлении 3Ox  не существует при В(k) ≥ 284, поэтому на 
рис. 7,c кривая 6 изображена для случая =( ) 283kB ,   а не для =( ) 400kB  ( =1,2k ).

Таким образом, для расчета поверхностей и кривых текучести плоско-пере-
крестно и пространственно армированных сред из анизотропных жесткопла-
стических материалов, имеющих разные пределы текучести при растяжении 
и сжатии, необходимо использовать структурную теорию, разработанную 
в настоящем исследовании.

Дополнительно проведенные численные расчеты, выполненные по фор-
мулам (57)–(63) из [13], показали, что ассоциированный закон течения (при 
учете выражений (4.12)–(4.14) данной работы) для всех кривых, изображенных 
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на рис. 6 и 7, выполняется с точностью порядка ϕ
2h , где ϕh  – шаг по параметру ϕ  

в соотношениях (5.15). Такой порядок точности определяется тем, что, как и в [13], 
для численного дифференцирования по ϕ  зависимостей ( )σ σ ϕ0

1 33,  и  ( )σ σ ϕ0
2 33,  

(см. формулы (58) в [13]) использовались конечные разности [47] на трехточеч-
ном шаблоне { }− +ϕ ϕ ϕ1 1, ,i i i , где + ϕϕ = ϕ +1i i h  ( =1,2,3,...i ) – дискретные значения 
параметра ϕ.  Эти результаты позволяют считать, что в рамках разработанной 
структурной модели КМ ассоциированный закон течения для композиции, 
вообще говоря, выполняется. А значит, для такой армированной среды, как 
и для каждого компонента композиции, выполняется постулат Друккера  [41, 
42, 44]. Что является подтверждением непротиворечивости использованных 
в настоящем исследовании исходных предпосылок.

Замечание 1. Повторяя рассуждения из раздела 4 в [39], на основе разрабо-
танного в настоящем исследовании структурного подхода можно рассчитать 
поверхности и кривые текучести армированных сред при учете трехмерного 
напряженного состояния во всех компонентах в случае неидеальной адгезии 
между связующим и волокнами (т. е. отказавшись от выполнения допущения 2).

Замечание 2. В предположении 5 принято, что пластическое течение в ком-
понентах композиции определяется квадратичными функциями текучести 

( )σ( )k
k ijf  ( ≤ ≤0 k K , =, 1,3i j ). Однако известно, что для адекватного описания 

пластического течения в некоторых материалах целесообразно использовать 
более сложные функции текучести kf  [29], например в виде полиномов от σ( )k

ij  
четвертого порядка [37]. Структурная модель расчета поверхности текучести 
армированной среды, разработанная в настоящем исследовании, может быть 
распространена и на случаи, когда функции kf  имеют более сложную зависи-
мость от напряжений σ( )k

ij  ( ≤ ≤0 k K ), чем в (2.4). Тогда после подстановки выра-
жений (3.9) в условие текучести ( )σ =( ) 0k

k ijf  вместо квадратного уравнения (3.10) 
получим более сложное уравнение относительно σ( )

11
k  ( ≤ ≤1 k K ), которое, как 

и (3.10), может иметь неединственное решение. Аналогично, для связующего 
материала вместо квадратного уравнения (3.2) получим более сложное урав-
нение для определения зависимости ( )θ ϕ0 ,r ,      которое также может иметь не-
единственное решение. Основная трудность при этом заключается в разработке 
алгоритмов обоснованного выбора единственных решений этих уравнений, 
не противоречащих механическим аспектам рассматриваемой проблемы. Эти 
решения особенно сложно выбирать в случаях, когда функции kf  являются ку-
сочно-гладкими или даже кусочно-линейными и кусочно-квадратичными [29], 
несмотря на то, что сами функции kf  имеют простое аналитическое выражение.

7. Заключение. Разработана структурная модель, позволяющая рассчитывать 
условия текучести для гибридных жесткопластических КМ, перекрестно арми-
рованных в произвольных направлениях как в плоскости, так и в пространстве 
при учете трехмерного напряженного состояния во всех компонентах. Пласти-
ческое течение в анизотропных фазах композиции описывается квадратичным 
критерием. Учтена разносопротивляемость материалов растяжению и сжатию. 
Пределы текучести материалов компонентов на растяжение могут быть как боль-
ше, так и меньше пределов текучести на сжатие. Перед процедурой усреднения 
напряжения в компонентах представлены в параметрическом виде. На частных 
примерах проверено выполнение ассоциированного закона пластического 
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течения для расчетных поверхностей текучести композиции, что позволяет пе-
реносить все известные теоремы о предельном состоянии жесткопластических 
тел и разработанные методы решения соответствующих краевых задач на эле-
менты конструкций, изготовленные из армированных материалов. В качестве 
модельного примера расчетные кривые текучести построены для композиции, 
состоящей из ортотропного связующего, ортогонально армированного двумя 
семействами монотропных волокон, имеющих разные пределы текучести при 
растяжении и сжатии. Показано, что как изменение структуры армирования, 
так и изменение параметров анизотропии компонентов композиции (при 
фиксированных значениях пределов текучести при растяжении и сжатии) 
приводят к существенному изменению формы и размеров кривых (поверх-
ностей) текучести КМ. Обнаружено, что анизотропия связующего материала 
в значительно большей степени влияет на геометрию кривых и поверхностей 
текучести композиции, чем анизотропия армирующих волокон. Количество 
структурных параметров разработанной математической модели позволяет 
в широком диапазоне учитывать изменения структуры армирования КМ (на-
правления и объемного содержания армирующих волокон) и характеристики 
пластического течения компонентов композиции. Показано, что при наличии 
сильно выраженной анизотропии армирующих волокон широко используемая до 
настоящего времени МОНСВ вообще не пригодна для проведения адекватных 
расчетов кривых и поверхностей текучести волокнистых композиций. В этих 
случаях необходимо использовать структурную теорию механики композитов, 
разработанную в настоящем исследовании.

Работа выполнена в рамках государственного задания (№ госрегистрации 
121030900260-6).
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Abstract – Structural models for three-dimensional fiber-reinforced hybrid compos-
ite media and for particular two-dimensional problems have been developed. Using 
these models, one can calculate the surfaces and yield curves of the composition. 
The three-dimensional stress state in all components is taken into account. The ma-
terials of the composition components are homogeneous and anisotropic, their me-
chanical behavior is described by the associated flow law for a rigid-plastic body with 
general quadratic yield conditions. Components have different resistance to tension 
and compression. To perform constructions, stresses in components are presented 
in parametric form. The yield curves are calculated for a model in-plane reinforced 
composition of orthotropic phase materials. The influence of the direction of rein-
forcement, transverse normal stress and anisotropy parameters of the composition 
components on the shape and dimensions of the yield curves of the composite ma-
terial under consideration has been studied. It has been shown that the anisotropy of 
the binder has a greater effect on the shape and dimensions of the yield surface of the 
composition than the anisotropy of the reinforcing fibers. It has been demonstrat-
ed that plastic flow in a reinforced medium is associated with the calculated yield 
curves (surfaces) of the composition. It is shown that in the presence of strongly 
pronounced anisotropy in the reinforcement, a structural model with a one-dimen-
sional stress state in the fibers does not allow adequate calculation of the yield curves 
and surfaces of the composite medium.

Keywords: structural model of a composite, fibrous medium, three-dimensional stress 
state, spatial reinforcement, plane reinforcement, multi-directional reinforcement, 
hybrid composite, rigid plastic material, anisotropy of composition components, 
different resistance to tension and compression, quadratic yield criterion
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