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В рамках полных уравнений Навье–Стокса проведено численное моделирование восприим-
чивости сверхзвукового пограничного слоя на плоской заостренной пластине к модельным
акустическим возмущениям, которые распространяются в набегающем потоке (число Маха 5)
и характерны для фонового шума ударных аэродинамических труб. Проведен спектральный
анализ возмущений, индуцированных в пограничном слое. Обсуждается способ восстанов-
ления амплитуды акустического возмущения в набегающем потоке с помощью измерения
пульсаций давления на поверхности пластины.

Ключевые слова: акустические возмущения, сверхзвуковой пограничный слой, восприимчи-
вость, численное моделирование, аэродинамическая труба, измерение пульсаций
DOI: 10.31857/S102470842260066X, EDN: WJQYDL

1. ВВЕДЕНИЕ
Возмущения в набегающем потоке играют важную роль в процессе ламинарно-турбулентного

перехода (ЛТП). Понимание факторов, влияющих на процесс ЛТП, является одной из ключевых
задач при разработке сверхзвуковых летательных аппаратов, так как обычно высокая неопреде-
ленность в положении ЛТП ведет к значительной (в разы) неопределенности в оценке сопротив-
ления трения и тепловых потоков к поверхности летательных аппаратов [1].

В однородном потоке могут распространяться элементарные возмущения трех типов: акусти-
ческие волны, волны завихренности и энтропийные волны. Первые движутся относительно по-
тока со скоростью звука, остальные сносятся со скоростью потока. Процесс взаимодействия
этих возмущений с пограничным слоем носит название восприимчивости [1, 2]. Восприимчи-
вость отвечает за начальный спектральный состав собственных возмущений (мод) конвективно
неустойчивого пограничного слоя [1].

Акустические возмущения являются одним из вероятных источников ламинарно-турбулент-
ного перехода при сверхзвуковых скоростях [3]. Хорошо известно, что акустические волны, из-
лучаемые турбулентным пограничным слоем на стенках сопла и рабочей части сверхзвуковых
аэродинамических труб (АДТ), являются основным источником ЛТП на испытуемых моделях
[4–6]. Акустический шум от турбулентного пограничного слоя на сигарообразном фюзеляже,
по-видимому, является главным источником ЛТП на прямых крыльях сверхзвуковых пассажир-
ских самолетов [7].

Восприимчивость сверхзвукового пограничного слоя к акустическим возмущениям исследо-
валась теоретически [8] и расчетным путем [9–11]. Было показано, что вблизи кромки пластины
акустические волны синхронизируются с модами пограничного слоя и возбуждают их. Подчерк-
нута важность корректного моделирования прохождения внешних возмущений через головную
ударную волну, которая формируется у кромки вследствие вязко-невязкого взаимодействия.
На плоской пластине ударная волна оказывается слабой и быстро вырождается в волну Маха.

УДК 532.5
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Взаимодействие возмущений с такой волной практически не подвержено влиянию численных
ошибок, связанных с недостаточным сеточным разрешением ударной волны [12].

Экспериментальные измерения возмущений набегающего потока – довольно сложная про-
цедура. Ее сложность усугубляется тем, что высокочастотный дискретный датчик измеряет сум-
марное акустическое поле, приходящее со всех сторон АДТ. Поэтому в [4] приведены лишь ста-
тистические оценки для акустического шума. В недавней расчетно-экспериментальной работе [13]
было подтверждено, что в обычных гиперзвуковых АДТ преобладают акустические возмущения.
Для их измерения построен клиновидный насадок, который помещается в поток и позволяет из-
мерять пульсации давления на своей поверхности. По этим измерениям авторы [13] пытаются
восстановить поле возмущений в потоке АДТ с привлечением численных методов.

Численное моделирование является удобным инструментом для аккуратного описания физи-
ческих механизмов восприимчивости пограничного слоя к возмущениям различного типа. Ре-
зультаты численного моделирования развития возмущений, порождаемых турбулентным погра-
ничным слоем на плоской пластине при числах Маха 2.5 [14] и 6 [15], также подтвердили, что над
пограничным слоем преобладают именно акустические возмущения. Следует отметить, что воз-
мущения характеризуются определенной ориентацией фронтов с отклонением от среднего зна-
чения в пределах 5%. Случай M = 2.5 [13] изучен более подробно: приведены количественные
спектральные характеристики для частотно-волнового спектра ближнего и дальнего акустиче-
ского поля, которые можно использовать для постановки соответствующих задач восприимчи-
вости (см., напр., [7]).

Каждая АДТ обладает уникальным характерным только для нее фоном возмущений, который
может являться причиной наблюдаемых и до сих пор не объясненных явлений. Как правило,
особенности фона аэродинамических установок остаются неизвестными из-за сложности изме-
рений.

Настоящая работа делает первый шаг к численному исследованию восприимчивости погра-
ничного слоя к акустическим возмущениям в условиях, характерных для аэродинамического
эксперимента в ударных АДТ. В двухмерной постановке для нескольких частот рассматриваются
монохроматические акустические волны, падающие на заостренную пластину. Исследуются
спектральные характеристики возмущений давления, развивающихся в пограничном слое.
Результат можно рассматривать как передаточную функцию, позволяющую восстановить уро-
вень модельных возмущений в набегающем потоке по измерению пульсаций давления на по-
верхности.

2. НЕВОЗМУЩЕННОЕ ПОЛЕ ТЕЧЕНИЯ
Невозмущенное поле течения над заостренной плоской пластиной получено для совершен-

ного газа (воздуха с показателем адиабаты γ = 1.4 и числом Прандтля Pr = 0.72) при Махе ,
числе Рейнольдса  = 106, температуре торможения  = 500 K.

Прямоугольная расчетная область такова, что слабый скачок уплотнения, формирующийся у
передней кромки из-за вязко-невязкого взаимодействия, выходит из области через ее правую
границу. На нижней границе накладывается условие прилипания, температура поверхности
фиксирована,  K. На входных (левой и верхней) границах накладывается условие набе-
гающего потока; на правой границе ставится условие линейной экстраполяции изнутри расчет-
ной области.

Численное моделирование выполнено в рамках уравнений Навье–Стокса. Использован ав-
торский пакет расчетных программ [16], основанный на квазимонотонной схеме конечного объ-
ема второго порядка аппроксимации по времени и для диссипативных слагаемых. Реконструк-
ция конвективных составляющих потоковых величин на грани ячейки осуществляется с приме-
нением схемы WENO третьего порядка аппроксимации. Расчеты проводятся и анализируются в
безразмерном виде. Координаты отнесены к характерному масштабу длины L*; компоненты
вектора скорости , плотность ρ* и температура T* отнесены к соответствующим величи-
нам в набегающем потоке, обозначаемым нижним индексом “∞”; давление отнесено к ;
время – к . Звездочкой в верхнем индексе отмечены размерные величины. Детали реали-
зации даны в [16].

Расчетная область покрыта сеткой в 300 × 150 узлов по направлениям x и , соответственно,
как показано на рис. 1. Сетка имеет плавное сгущение к передней кромке в направлении x на от-

∞ =M 5
∞,Re L 0*T

= 293wT

v( )*, *u

∞ ∞ρ 2* *U
∞* */L U

y
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резке [0, 0.1] и равномерна на оставшемся участке [0.1, 1]. В пограничный слой попадает 75 узлов,
начиная x = 0.1; по мере удаления от него шаг сетки плавно увеличивается.

Невозмущенное поле течения тривиально и поэтому не иллюстрируется. На рис. 2 представ-
лено сравнение профилей скорости и температуры с соответствующим автомодельным решени-
ем (АР) для сжимаемого пограничного слоя в двух сечениях: x = 1, ;  – па-
раметр вязко-невязкого взаимодействия;  – автомодельная переменная. Профили
практически совпадают, однако ближе к передней кромке пластины различие нарастает из-за
усиления вязко-невязкого взаимодействия, которое не учитывается в автомодельном течении.

Для оценки отклонения профилей воспользуемся следующим соотношением:

где f0 – параметр, полученный из прямого расчета, а f – из сравниваемого течения. Максималь-
ное различие между кривыми в сечении  = 0.3 не превосходит  .

= 0.3x ∞ ∞χ = 3
,/ Re xM

∞η = .Re /xy x

−Δ = ×0

0

100%,f ff
f

x Δ = 1.4%  ,u Δ =  3.24% T

Рис. 1. Расчетная область течения над пластиной.
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Рис. 2. Сопоставление профилей невозмущенного пограничного слоя: АР – автомодельное решение; Расчет –
уравнения Навье–Стокса.
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Анализ сеточной сходимости проведен для трех сеток в той же расчетной области; размерно-
сти сеток следующие: 300  150, 300  75, 300  39. На рис. 3 видно, что уменьшение количества
узлов по y –  – в 2 и в 4 раза не ведет к заметному изменению профилей. Например, в сечении

 = 0.1 для сеток 300 × 150 и 300 × 75 максимальная относительная погрешность составляет
, тогда как в том же сечении для сеток 300 × 150 и 300 × 39 эта разность оказывается

равной 2.93%. Такое уменьшение относительной ошибки при увеличении сеточного разрешения
свидетельствует о сходимости решения с примерно вторым порядком, что соответствует порядку
аппроксимации вязких членов при численном интегрировании уравнений Навье–Стокса [16].
Изменение сеточного разрешения в продольном направлении  вдвое и вчетверо не приводит к
изменению профилей.

3. ВОЗМУЩЕННОЕ ПОЛЕ ТЕЧЕНИЯ
На невозмущенное течение накладывается плоская монохроматическая акустическая волна.

где  – безразмерная амплитуда возмущений некоторой газодинамической величины ( , , , ).

Здесь  – угол наклона акустических волн; компоненты волнового вектора медленной акусти-
ческой волны выражаются следующим образом:   где  = ω;

 = 10–4 – амплитуда возмущения давления, выбрана достаточно малой для гарантии линейного
режима развития возмущений;  =  = 75 – безразмерная циклическая частота, соответ-
ствующая периоду колебаний . Схема взаимодействия такой волны с погра-
ничным слоем проиллюстрирована на рис. 4.

3.1. Сходимость численного решения
Исследуем сходимость численного решения в нестационарном случае на примере модельной

задачи о вязком затухании медленной акустической волны в однородном потоке. Данная задача
имеет теоретическое решение, полученное в [17] на основе общих энергетических соображений.

Для этого на нижней и верхней границе расчетной области накладывается условие симмет-
рии, а акустическая волна с вертикальным фронтом  задается в виде нестационарного гра-
ничного условия на левой границе вместе с набегающим потоком (  ). Числен-
ная задача решается в квазидвухмерной постановке ( ), так как зависимость решения от
координаты y отсутствует.

× × ×
yN

x
Δ = 0.94%u

x

( )+ −= i' ê ,x yk x k y wtf f

f̂ û v̂  ̂p T̂

( )∞ ∞ ∞= ε = ε θ = ε θ = γ − εv
2ˆ, cos , si ˆˆ n , 1ˆp u M M T M

θ
∞= θcos , xk k ∞= θsin , yk k ∞ ∞θ −  (cos 1/ )k M

ε
ω0 ∞ω0* */L V
τ = π ω ≈02 / 0,084

θ = 0

∞ = 5, M ∞ = 6Re 10
= 5yN

Рис. 3. Профили скорости и температуры в сечении  = 0.3 при различном количестве узлов  поперек погра-
ничного слоя.
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Вязкое затухание элементарной волны можно описать через комплексное волновое число
 где  – пространственный логарифмический декремент. Величина , полученная

в расчете, включает в себя эффект численной вязкости, обусловленный особенностями числен-
ного метода. Этот эффект должен асимптотически приближаться к нулю, а величина  – к сво-
ему теоретическому значению по мере измельчении сетки и шага по времени. Поле возмущений
давления, рассчитанное на сетках , 300 × 5, 600 × 5, проиллюстрировано на
рис. 5 и представляет собой разницу мгновенного возмущенного и невозмущенного полей тече-
ний.

Помимо сходимости по сеточному шагу, также должна наблюдаться сходимость по времени.
Поэтому для выбора оптимального сеточного разрешения рассмотрены сетки с числом узлов
300 × 5, 600 × 5, 1200 × 5, 2400 × 5, причем для каждой из них шаг по времени варьировался таким
образом, чтобы обеспечить следующее количество точек на период монохроматической волны:

 = 100, 200, 400, 800.
Декремент  определялся путем аппроксимации всех тридцати локальных максимумов

 (рис. 5) с помощью экспоненциальной зависимости вида . Коэффициенты
аппроксимации подбирались методом наименьших квадратов для абсолютного значения невяз-
ки; применялся алгоритм Левенберга–Марквардта, реализованный в библиотеке scipy.optimize
языка программирования Python. Минимизировалась абсолютное отклонение. Результаты на

= α + αix r ik αi αi

αi

× = ×150 5x yN N

τ/dt
αi

( ) max'p x ( )−expa bx

Рис. 4. Схематическое представление восприимчивости пограничного слоя: 1 – плоская волна, 2 – направле-
ние распространения возмущений в пограничном слое, 3 – скачок уплотнения; Е – вектор распространения
акустической энергии.
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Рис. 5. Мгновенное распределение возмущения давления.
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рис. 6 показывают, что при увеличении числа узлов на длину волны расчетное значение декре-
мента монотонно стремится к теоретическому значению [17], которое в рамках гипотезы Стокса
о нулевой объемной вязкости при данных параметрах потока и возмущения рассчитывается как

Очевидно, что корректное моделирование физического процесса затухания акустической
волны требует чрезмерно подробного пространственно-временного разрешения возмущений.
Однако в большинстве случаев не требуется точно воспроизводить вязкое затухание, допуская
погрешность результатов нестационарного моделирования. Например, для 40 точек на длину
волны и 200 точек на ее период относительная ошибка в расчете декремента  оказывается боль-
шой из-за численной диссипации, но абсолютная величина декремента 0.04 остается достаточно
мала, и амплитуда волны уменьшается лишь на 4% на единице расчетной области. Таким обра-
зом, численная диссипация акустической волны будет приводить к ограниченной прогнозируе-
мой погрешности результатов численного моделирования восприимчивости пограничного слоя.

3.2. Восприимчивость пограничного слоя
Монохроматическая акустическая волна и порожденные ею возмущения пограничного слоя

сносятся вниз по потоку. Поэтому в процессе численного интегрирования нестационарное ре-
шение приближается к периодическому по времени решению в каждой точке расчетной области.
Поле нестационарных возмущений будем называть квазипериодическим, если оно отличается
от периодического в пределах погрешности 1% на одном характерном периоде возмущений.
Очевидно, что на этом режиме средние характеристики течения должны слабо зависеть от вре-
мени.

Если амплитуда возмущений мала, их эволюция хорошо описывается линейной теорией. Это
значит, что отклик течения на внешнее монохроматическое воздействие с частотой  будет всю-
ду оставаться монохроматическим с той же частотой  (нелинейное взаимодействие элементар-
ных гармоник не проявляется).

Рассмотрим поле возмущений на квазипериодическом режиме течения. На рис. 7 показано
поле возмущений давления в случае медленных акустических волн c углом наклона , ко-
торый примерно соответствует углу наклона акустических возмущений, преобладающих в трак-
те сверхзвуковых АДТ [13, 15]. Перед скачком возмущение состоит только из волны, проходящей
через входную границу. За скачком наблюдается шахматнообразное расположение экстремумов
возмущения давления, которое соответствует интерференции двух плоских волн – падающей
волны и ее отражения от поверхности пластины. Отраженная волна, очевидно, не может распро-
страняться под углом выше, чем угол Маха. Из-за неоднородности течения вблизи поверхности

( )
∞

γ −ωα = + =
2

,теор 3
,

12 1 31 0.0103.
3 Re 4 Pri

L c

αi

ω
ω

θ = − °66

Рис. 6. Сходимость численного решения – величины декремента.
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амплитуда возмущений в пограничном слое уменьшается. Таким образом, пульсации давления
на стенке, вызванные падением монохроматической акустической волны, остаются монохрома-
тическими с амплитудой .

Рассмотрим распределение максимальной по времени амплитуды возмущений давления
вдоль поверхности пластины

Данное распределение, нормированное на амплитуду акустических возмущений в набегаю-
щем потоке, показано на рис. 8 для трех рассмотренных частот. Наблюдается затухание возму-
щений вниз по потоку, а также стационарная (не зависящая от времени) амплитудная модуля-
ция возмущений давления . Длина волны модуляции уменьшается с ростом частоты .

На квазипериодическом режиме течения пространственный спектр распределения 
должен слабо зависеть от времени t, что подтверждается на рис. 9. Различие амплитуд длинно-
волновых возмущений , по-видимому, объясняется недостаточной длиной расчетной об-

ε < εw

( ) ( )=,max' 'max , .w wt
p x p x t

( )'wp x ω

( )'wp x

α < 50

Рис. 7. Поле возмущений давления для  (  кГц).
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ласти по сравнению с характерной длиной волны возмущения (данный вопрос не рассматривал-
ся). Вместе с тем на спектрах наблюдаются три пика: преобладающий пик соответствует падаю-
щей акустической волне; второй по величине пик – модулирующий, с характерной фазовой
скоростью  (точность обусловлена шагом  в фурье-простран-
стве); третий пик – .

Наблюдаемые модулирующие пики, по-видимому, соответствуют развивающимся в погра-
ничном слое модам F и S, которые были возбуждены медленной акустической волной вблизи пе-
редней кромки пластины, где фазовые скорости мод соответствовали скоростям быстрой (для
моды F) и медленной (для моды S) акустических волн: .

На рис. 10 представлены результаты расчета линейной устойчивости пограничного слоя для
рассматриваемых параметров течения, выполненные А.В. Федоровым с помощью кода [18]. Они
подтверждают сделанное предположение (рис. 10, слева). В пределах расчетной области [0;1] обе
обнаруженные волны в пограничном слое соответствуют модам пограничного слоя, и их фазо-
вые скорости из прямого расчета согласуются с теоретическими значениями.

±0.83 0.07 ( )= π −max minΔ 2 /k x x
±1.17 0.07

∞±1 1/M

Рис. 9. Пространственное преобразование Фурье для пульсаций давления на стенке, .
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Очевидно, что пограничный слой устойчив к рассматриваемым возмущениям: всюду в рас-
четной области . Для попадания в диапазон неустойчивости пришлось бы продолжить
расчет до  или рассмотреть высокочастотные возмущения, что не является целью настоя-
щей работы.

В работе [19] показано, что моды пограничного слоя на плоской пластине синхронизуются с
акустическими волнами вблизи передней кромки (на масштабе ), а следовательно, могут
эффективно возбуждаться такими волнами. В частности, при синхронизации фазовая скорость
моды S стремится к значению  медленной акустической волны при .
Поэтому для оценки можно рассмотреть рост неустойчивой моды не от ее точки потери устой-
чивости , а от передней кромки. Начальная амплитуда возбужденной моды зависит от па-
раметров внешнего воздействия  и  через комплексный коэффициент восприимчивости

. Тогда усиление моды S в слабонепараллельном пограничном слое можно записать в рам-
ках линейной теории устойчивости как

Интерференция моды с падающей монохроматической волной имеет вид

Фазовая скорость моды меняется слабо на протяжении расчетной области, в пределах 10%
(рис. 10, слева). Поэтому для монохроматической волны  волновое число  также
будет меняться слабо, а волновая разбежка будет мала: . Таким образом, на поверх-
ности пластины должна наблюдаться стационарная амплитудная модуляция (или биения), что
и продемонстрировано на рис. 8.

3.3. О возможности восстановления спектра
Рисунок 8 можно рассматривать как передаточную функцию, которая позволяет восстано-

вить амплитуду возмущений в набегающем потоке по результатам измерения пульсаций давле-
ния на поверхности пластины.

Пусть в набегающем потоке имеются слабые акустические возмущения с широким амплитуд-
но-частотным спектром , а угол наклона волнового вектора , как следует из [14].
Датчик пульсаций давления, установленный на поверхности пластины при x, измеряет сигнал
s(t, x). Соответствующий амплитудно-частотный спектр можно восстановить с помощью преоб-
разования Фурье – . Пока процесс развития возмущений можно считать линейным, чис-
ленное моделирование дает связь амплитуды пульсаций на поверхности с амплитудой в потоке
для каждой фиксированной гармоники , т.е. передаточную функцию  (рис. 8). Тогда
спектральный состав возмущений в набегающем потоке теоретически восстанавливается и не
должен зависеть от точки измерения :

Проводя измерения в нескольких фиксированных точках  и усредняя получаемые
спектры , можно уменьшить погрешность изменения . Таким образом, имеется
принципиальная возможность восстановления спектра внешних возмущений по измерению
пульсаций давления на поверхности пластины.

Основным предположением предложенного метода является линейное развитие возмуще-
ний. Поэтому проведенные рассуждения остаются справедливыми при обтекании клина сжатия
(пластина под углом атаки), а также в случае более сложных конфигураций, таких как притуп-
ленные тела или тела с искривленной поверхностью. Тем не менее на сложных конфигурациях
может усложниться пространственная структура передаточной функции , и ее практиче-
ское использование может оказаться затруднительным. В частности, трудности могут возник-
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нуть, если длина стационарной модуляции на рис. 8 окажется соизмерима с размерами датчиков
пульсаций давления.

Следует отметить, что во многих случаях форма внутренней поверхности АДТ является осе-
симметричной. Фронты акустического поля от такого источника расположены под фиксирован-
ным углом к излучающей поверхности. Но угол падения излучаемого акустического возмущения
на поверхность плоской пластины существенно зависит от взаимного расположения пластины и
места излучения на осесимметричной поверхности. Поэтому в общем случае нельзя считать, что

.
Тем не менее учет зависимости передаточной функции от угла  может оказаться избыточным

в практических приложениях. Дело в том, что зависимость положения начала перехода от ам-
плитуды внешних возмущений является логарифмической. Это следует из амплитудного метода
Мэка предсказания ЛТП [20] и было проиллюстрировано в работе [21] применительно к ЛТП на
пластине, вызванному атмосферной турбулентностью, интенсивность которой определяется
скоростью диссипации кинетической энергии турбулентности . Было показано, что неопреде-
ленность по  в пределах двух порядков величины приводит к малой неопределенности в поло-
жении перехода . То есть для практических приложений требуется определить
амплитудно-частотный спектр фона лишь по порядку величины. Для этого, по-видимому, до-
статочно оставаться в рамках предположения , как было сделано выше.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведено численное моделирование эволюции малых возмущений второй моды сверхзву-

кового пограничного слоя на плоской пластине при числе Маха 5. Эти возмущения возбуждены
плоской монохроматической медленной акустической волной с фиксированным наклоном вол-
новых фронтов.

Проанализированы спектральные характеристики возмущений. Показано, что всюду в по-
граничном слое сохраняется линейный режим развития возмущений, т.е. частота возмущений
постоянна и соответствует частоте падающей волны. Падающая волна интерферирует с возбуж-
денными модами, вызывая стационарную амплитудную модуляцию возмущений давления на
поверхности пластины.

Амплитудную модуляцию можно рассматривать как передаточную функцию, которая позво-
ляет восстановить характеристики внешнего акустического поля с помощью измерения ампли-
тудно-частотных спектров возмущений в нескольких точках на поверхности пластины.

Развитие предложенного метода на случай внешнего акустического шума от осесимметрич-
ной поверхности-источника, которая свойственна условиям АДТ, требует дальнейших исследо-
ваний.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (ЦАГИ, проект № 20-01-00493; все разделы, кроме
3.1) и РНФ (МФТИ, проект № 19-79-10132; раздел 3.1). Авторы благодарны доценту кафедры Об-
щей физики МФТИ А.В. Федорову за расчет устойчивости пограничного слоя.
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Изучено влияние диффузии на изотермическое электроконвективное течение слабопроводя-
щей жидкости при униполярной инжекции в постоянном электрическом поле в плоскопа-
раллельной системе электродов. Получены зависимости полей объемной плотности заряда и
течения от интенсивности диффузии. Даны численные оценки величины коэффициента
диффузии инжектированных ионов для ТМ + I2. Результаты получены на основе сравнения
численного эксперимента с существующими экспериментальными данными.

Ключевые слова: изотермическая электроконвекция, слабопроводящяя жидкость, униполяр-
ная инжекционная проводимость, коэффициент диффузии
DOI: 10.31857/S1024708423600410, EDN: UYEBXS

Существуют расхождения в оценках как величины коэффициента диффузии ионов, так и
влияния механизма диффузии на электроконвективные процессы в слабопроводящих жидко-
стях. В большинстве исследований электроконвективных течений диффузия не учитывается и
коэффициент диффузии полагается равным нулю, например, [1–10].

В [11] предложен критерий, являющий собой отношение сил кулоновского отталкивания к
коэффициенту диффузии. Показано, что диффузия должна учитываться, если величина крите-
рия меньше единицы. Это позволяет пренебречь током диффузии в сравнении с токами прово-
димости и конвекции. В ряде работ диффузия ионов учитывается, но считается достаточно ма-
лой. Так, в [12] величина коэффициента диффузии Di полагалась равной 10–9 м2/с (йодбензол,
бромбензол). В [13] Di считался равным 10–7 м2/с (ТМ + бутиловый спирт). При этом выбор ве-
личины коэффициента определялся соображениями повышения сходимости численного реше-
ния. В работе [13] показано, что увеличение коэффициента диффузии на порядок приводит к из-
менению основных величин не более чем на 1%. В [14] коэффициент диффузии инжектирован-
ных ионов был равен 10–10 м2/с, в [15] Di = 10–8 м2/с. В работе [15] отмечено, что величина
коэффициента завышена (согласно соотношению Эйнштейна величина Di = 10–10 м2/с), однако
величина диффузионного потока не превышала 2% от конвективного в тонком слое, располо-
женном у границы заряженной струи и пренебрежимо мала в остальной части. В [16] коэффици-
ент диффузии считался равным 10–9 м2/с (ТМ), поскольку диффузия играет роль лишь в узких
слоях с большими градиентами концентрации заряженных частиц вблизи стенок. В [17] показа-
но, что, несмотря на малую величину коэффициента диффузии, влияние диффузии на динамику
течения значительно. Таким образом, существующие оценки величины коэффициента диффу-
зии разнятся на несколько порядков.

Полный ток при электрогидродинамических течениях слабопроводящих жидкостей является
суммой токов проводимости, диффузии и конвекции j = bqE – Dgradq + Vq, где j – вектор плот-
ности тока ионов, b – подвижность ионов, q – объемная плотность ионов, E, V – векторы напря-
женности электрического поля и скорости жидкости. Обычно при оценке величины коэффици-
ента диффузии используется соотношение Эйнштейна D = kTb/ez, kT/e = ϕ0, где k – постоянная
Больцмана, T – температура, e – модуль заряда электрона, z – валентность ионов, ϕ0 – характе-
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ристический потенциал. При комнатной температуре характеристический потенциал равен
приблизительно 0.026 В на единицу обратной валентности. При подвижности ионов 10–8 м2/В⋅с
это дает порядок величины коэффициента диффузии 10–10 м2/с. Что позволяет считать диффу-
зию пренебрежимо малой, поскольку D/∇q/ много меньше qb/E/.

Однако соотношение Эйнштейна, эмпирически оправданное для водных электролитов, не
обязательно справедливо для слабопроводящих жидкостей [18]. Так, в опытах с очищенным
трансформаторным маслом и другими слабопроводящими жидкостями [19] характеристический
потенциал на 5 порядков превышал значение, соответствующее водным электролитам. Значе-
ния характеристического потенциала ϕ0/z возрастали пропорционально приложенным напря-
жениям, как ϕ0/zU = 0.36 ± 0.01.

Результаты [20] подтверждают, что значение характеристического потенциала для слабопро-
водящих жидкостей зависит от приложенного напряжения и отличается от значения kT/e, при-
нятого в электрохимии водных растворов. При этом ϕ0 = ZkT/(Ze–W/E), где Z – зарядовое число
кластера, W – энергия взаимодействия зарядовой части кластера со своей дипольной оболочкой.
Полученные в [20] зависимости для раствора бутилового спирта в трансформаторном масле
позволяют оценить величину коэффициента диффузии как 10–7–10–6 м2/с при 1–10 кВ/см соот-
ветственно, для начальной удельной проводимости σ0 = 10–10(Ом ⋅ м)–1.

Таким образом, вопрос величины коэффициента диффузии и влияния диффузии инжектиро-
ванных ионов на электроконвективные процессы в слабопроводящих жидкостях требует допол-
нительных исследований. В настоящей работе величина коэффициента диффузии ионов при
изотермической электроконвекции жидкости с униполярной инжекционной проводимостью
оценивалась методом вычислительного эксперимента.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ, МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ, МЕТОД РЕШЕНИЯ
Рассматривалась двухкомпонентная вязкая несжимаемая слабопроводящая жидкость, состо-

ящая из заряженной и нейтральной компоненты, где плотность заряженной компоненты много
меньше полной плотности. Процессы считались квазиэлектростатическими, условия – изотер-
мические, джоулев нагрев пренебрежимо мал, инжекция – униполярна, плотность и диэлектри-
ческая проницаемость среды – постоянны. Жидкость – вязкая, несжимаемая. В таких условиях
общая система уравнений токопрохождения имеет вид [18]

(1.1)

Здесь ρ – плотность, V – вектор скорости, p – давление, E – вектор напряженности электри-
ческого поля, ε – абсолютная диэлектрическая проницаемость, μ – динамическая вязкость, q –
объемная плотность зарядов, σ – начальная удельная проводимость (измеренная по линейному
участку вольт-амперной характеристики), ϕ – электрический потенциал. Фоновая проводи-
мость среды считалась постоянной. Подвижность зарядов, диэлектрическая проницаемость,
вязкость слабо зависят от напряженности поля вплоть до пробивных напряжений, что для изо-
термических условий позволяет считать эти величины постоянными. Соответственно в послед-
нем уравнении системы (1.1) пренебрегается нелинейностью зависимости j ~ qbE.

Плоскопараллельный бесконечный слой жидкости моделировался прямоугольной ячейкой
шириной L, высотой H, с аспектным отношением L/H = 1.3 [3, 21]. Бесконечность слоя модели-
ровалась условиями симметрии на боковых границах. Приложенное электрическое поле полага-
лось однородным: Ex = 0, Ey = ϕ/H, где H – толщина слоя.

Использовалось безындукционное приближение как следствие малой инжекции. Которое
предполагает, что распределение заряда не вызывает заметного изменения потенциала электри-
ческого поля. Такое приближение обосновано, поскольку рассматривалась жидкость с незначи-
тельной величиной начальной проводимости в поле со средней напряженностью порядка 1 кВ/см.

Для описания ЭК-течений использовалась декартова система координат. Начало совпадало с
левым нижним углом расчетной области, ось x направлена горизонтально, ось y – вертикально.

( )( )∂ρ + ∇ = −∇ + μ∇ +
∂

∇ =
ε∇ = = −∇ϕ

∂ + ∇ σ + − ∇ =
∂

2

0

( ) 0

p q
t

q
q q D q
t

V V V V E

V
E E

E V



16

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 6  2023

ЕРМОЛАЕВ

В начальный момент времени жидкость находилась в гидростатическом равновесии. Для воз-
буждения течения и ускорения сходимости в начальный момент времени задавалось несиммет-
ричное поле объемной плотности заряда.

В качестве масштаба объемной плотности заряда был выбран q = ηE0, где η – коэффициент
инжекции, E0 – средняя напряженность поля. Масштабами расстояния, времени, скорости и на-

пряженности поля были: H, , , E0. Соответственно безразмерные переменные X = x/H,

Y = y/H, , Q = q/ηE0, ex = Ex/E0, ey = Ey/E0. Таким образом, x = XH,

y = YH, , q = QηE0, Ex = exE0, Ey = eyE0. Здесь x, y – координаты; t –
время;  – коэффициент кинематической вязкости; u,  – составляющие скорости в проекции
на оси x, y соответственно. Безразмерные уравнения изотермической электроконвекции (1.1)
были записаны в переменных “вихрь скорости–функция тока–объемная плотность зарядов” как

(1.2)

Здесь  – электрический аналог числа Грасгофа (отношение кулоновских и
вязких сил), A = 4πHη/ε – безразмерной коэффициент инжекции,  – произве-
дение электрического числа Грасгофа на безразмерную инжекцию. Pre = εν/σ0H2 – электриче-
ский аналог числа Прандтля, являющий собой соотношение токов смещения и проводимости
(отношение времени релаксации электрического заряда к характерному времени развития гид-
родинамических возмущений). Prd = ν/Di – диффузионное число Прандтля.

Безразмерные граничные условия для системы уравнений (1.2) имели вид

На нижнем электроде (катоде) был задан линейный закон инжекции зарядов (постоянная,
равномерная инжекция) Q(X, 0, τ) = –1 (ex = 0, ey = –1), на аноде разрядка ионов считалась мгно-
венной Q(X, H, τ) = 0. На твердых непроницаемых границах (электродах) обеспечивались усло-
вия “прилипания” вязкой жидкости, граничные условия для вихря скорости вычислялись по
формуле Вудса [22], начальные условия ψ(X, Y, 0) = ω(X, Y, 0) = Q(X, Y, 0) = 0.

Для решения использовалась слабая формулировка метода конечных элементов Галеркина.
Объемная плотность зарядов, вихрь скорости и функция тока аппроксимировались линейной
комбинацией не зависящих от времени функций формы на линейных треугольных конечных
элементах. Аппроксимации по времени осуществлялись с помощью полностью неявной двух-
слойной схемы. Уравнения (1.2) решались последовательно. Временной шаг начинался с вычис-
ления поля объемной плотности зарядов. Далее определялись граничные условия, и решалось
уравнение для вихря скорости; поле вихря скорости корректировалось, и определялось поле
функции тока. Расчеты проводились с использованием конечно-элементной программы
EPEMAI_ELECTRO (свидетельство № 2012611637 от 13.02.2012).

Все результаты получены на равномерных конечно-элементных сетках 32 × 25 с шагом по
времени 10–3. Проверка на сетке 42 × 33 показала, что относительные изменения экстремальных

v
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значений функции тока и вихря скорости не превышают 1%. Стационарные решения были по-
лучены методом установления, критерием установления являлось неравенство

где Qm, ωm, ψm – экстремальные значения объемной плотности зарядов, вихря скорости и функ-
ции тока. Индекс k – номер шага по времени, величина eps изменялась в интервале 10–5–10–6.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Рассматривалось электроконвективное движение диэлектрической жидкости, характеризуе-

мой значением электрического числа Прандтля Pre = 1, т.е. полагалось, что время релаксации за-
ряда близко характерному времени затухания вязких возмущений. Для ТМ + I2 (ρ = 880 кг/м3;

= 2.25 × 10–5 м2/с; ε = 2.25; H = 1 см) это соответствует низковольтной проводимости σ0 = 4.48 ×
× 10–12(Ом ⋅ м)–1. Жидкость с такой начальной проводимостью обладает высокими изоляцион-
ными свойствами. Коэффициент диффузии инжектированных ионов варьировался в пределах
0–10–6 м2/с. Интенсивность ЭК-течения изменялась до GreA = 600.

На рис. 1 показаны изменения полей объемной плотности зарядов и течения с ростом интен-
сивности диффузии. Поля стационарны, соответствуют развитым ЭК-течениям, переходные
процессы завершены, поле течения двухвихревое. При пренебрежимо малой диффузии с коэф-
фициентом от 0 до 10–8 м2/с (рис. 1а,б) распределения плотности заряда практически идентичны.
Они представляют собой пограничный слой толщиной 0.15H и электроконвективные аналоги
“термиков” в движущихся от катода конвективных потоках, пространственная периодичность
которых равна 1.3H. Вблизи катода плотность инжектируемых ионов изменяется по линейному
закону. Исключение составляют области поперечных конвективных потоков от катода (рис. 1, 2).
При этом скорости конвективных потоков от катода вдоль боковых границ расчетной ячейки
больше скорости жидкости, движущейся от анода в ее центре. Соответственно центры конвек-
тивных вихрей смещены к боковым границам. Из рис. 3а (кривые 1–3) так же видно, что интен-
сивность течения практически не изменяется с ростом коэффициента диффузии от 0 до 10–8 м2/с.
Изменения интенсивности течения не превышают 2%.

Количественные изменения полей плотности зарядов и течения возникают при Di ≈ 10–7 м2/с.
Толщина пограничного слоя объемной плотности заряда вблизи катода становится равной 0.19H
(рис. 1в), при GreA = 600 изменения интенсивности течения составляют уже 16% (кривая 4 на
рис. 3а) в сравнении с Di = 0 и увеличиваются с ростом интенсивности ЭК-движения. При Di ≈
≈ 10–6 м2/с влияние диффузии становится еще более существенным. Растет плотность инжекти-
руемых ионов вблизи анода и в средней части слоя слабопроводящей жидкости (рис. 2, кривая 4).
Толщина пограничного слоя плотности заряда 0.31H (рис. 1г), поле скоростей становится более
симметричным, конвективный вихрь приобретает “прямоугольную” форму (рис. 1г), величины
скоростей конвективных потоков от катода и от анода примерно равны.

Следует отметить, что ЭК-движение существует до значений критерия GreA ≈ 250–300 как
медленное “ползущее” течение. Такое течение имело вид двух вихрей разной интенсивности,
асимметрия которых |ψmax/ψmin| изменялась от 0.7 до 1 с ростом числа GreA. Вид кривых на рис. 3,
где представлены зависимости средней величины ψm = 0.5 × (|ψmax| + |ψmin|) от критериального
числа GreA при различной интенсивности диффузии, отражает указанные изменения течения.
При GreA более 250–300 зависимости на рис. 3 соответствуют режиму развитого пограничного
слоя и описываются корневым законом.

В изотермических условиях стационарная электроконвекция в плоском конденсаторе возни-
кает в результате обратной бифуркации [23]. Аналогичным образом возникали переходы от рав-
новесия к конечно-амплитудному режиму течения в работах автора, например, [24]. Однако в
настоящем исследовании электроконвекция формировалась в результате бифуркации вперед.
Что может быть связано приближением зависимости j ~ qbE и величиной критерия Прандтля
Pre = 1.

Вид кривых на рис. 3 типичен для задач со слабым нарушением условий равновесия [22]. При
малых нарушениях условий равновесия амплитуда течения вблизи кризиса может быть описана
кубическим уравнением вида b3 + c1(G – G*)b + c2 = 0 [25], где G – некоторый критерий устойчи-
вости. Однако зависимость средней величины ψm от критерия GreA может быть приближенно

+ + +− + ω − ω + ψ − ψ <1 1 1k k k k k k
m m m m m mQ Q eps

v
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описана уравнением второй степени. Во всяком случае, зависимости  ~ (GreA – GreA*) близки
к линейным, как показано на рис. 3б. Экстраполяция на ноль позволяет вычислить критические
значения числа GreA* для различных величин коэффициента диффузии инжектированных ионов.

ψ1/2
m

Рис. 1. Изолинии объемной плотности зарядов (слева) и линии тока (справа) при GreA = 600: а–г – Di = 0, 10–8,
10–7, 10–6 м2/с.

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 2. Объемная плотность зарядов при X = 0, GreA = 600: 1–6 – Di = 0, 10–8, 10–7, 10–6 м2/с (обозначения на
рис. 2 и рис. 3 одинаковы).
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Изменения пороговых значений GreA* с ростом интенсивности диффузии представлены на
рис. 4. Эти значения не меняются, или изменяются незначительно при 0 < Di < 10–8 м2/с и суще-
ственно при 10–8 < Di < 10–6 м2/с. Высокие токи диффузии смещают порог возникновения элек-
троконвективного течения к бóльшим величинам параметра GreA. Сравнение с существующими
экспериментальными данными позволяет оценить величину коэффициента диффузии инжек-
тированных ионов в выбранной слабопроводящей жидкости. Так, линия 2 (GreA* = 186) на рис. 4
соответствует экспериментально измеренному значению пороговой средней напряженности
E* = 1 кВ/см для ТМ + I2 при σ0 = 4.48 × 10–12(Ом ⋅ м)–1 [26].

В работе [26] исследовалась проводимость трансформаторного масла (ТМ) с добавлением ма-
лых доз молекулярного йода (I2) в однородном поле (плоский конденсатор) и в сильно неодно-
родном поле (вблизи острия) в изотермических условиях. Визуализация ЭК-течений осуществ-
лялась методом фотографирования треков светорассеивающих частиц. Напряжение на электро-
дах изменялось с шагом 20 В. Получена зависимость пороговой средней напряженности поля в
конденсаторе от проводимости жидкости в пределах 7 × 10–14 ≤ σ0 ≤ 2 × 10–11 См/см. Зависимость

Рис. 3. (а) Зависимость интенсивности ЭК-течения от GreA, 1–6 – Di = 0; 10–10; 10–8; 10–7; 5 × 10–7; 10–6 м2/с ;
(б) аппроксимация интенсивности медленного течения вблизи кризиса.
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Рис. 4. Изменения порогового значения критерия GreA* с ростом интенсивности диффузии: 1 – численные ре-
зультаты, 2 – эксперимент [26].
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близка к линейной. Соответствующий коэффициент инжекции вычислен согласно [27] и равен
8.31 × 10–9 Кл/В ⋅ м2.

Сравнение полученных численных результатов с результатами эксперимента [26] на рис. 4 по-
казывает, что величина коэффициента диффузии при униполярной инжекции для раствора мо-
лекулярного йода в трансформаторном масле приближенно равна 7 × 10–7 м2/с. Порядок вели-
чины коэффициента диффузии совпадает с оценками работ [19, 20].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В рамках модели слабопроводящей жидкости с униполярной инжекционной проводимостью,

в качестве которой рассматривался раствор молекулярного йода в трансформаторном масле, да-
ны оценки величины коэффициента диффузии инжектированных ионов. Оценки получены на
основе сравнения численных результатов с экспериментальными данными [26]. Значение коэф-
фициента диффузии 7 × 10–7 м2/с соответствует довольно заметному диффузионному току, ко-
торым нельзя пренебречь. Такая величина интенсивности диффузии ионов влияет на порог воз-
никновения ЭК-течения, его параметры и структуру полей течения и объемной плотности заря-
дов. Важно отметить, что интенсивность диффузии оценивалась вблизи порога возникновения
ЭК-течения. С ростом напряженности поля величина коэффициента диффузии может изме-
няться.
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В результате решения линеаризованных двумерных уравнений Навье–Стокса в цилиндриче-
ской системе координат получено периодическое решение задачи о динамике газа в закрытой
трубе при колебаниях поршня по гармоническому закону. Представлены зависимости резо-
нансных частот от диаметра трубы. Исследован вопрос о максимальной амплитуде продоль-
ной скорости колебаний вязкого политропного газа на первой резонансной частоте. Полу-
ченные зависимости сравнены с известными результатами для плоского резонатора. Показа-
но, что максимальная продольная скорость примерно в два раза больше в плоском
резонаторе, чем в трубе с диаметром, равным ширине плоского резонатора.

Ключевые слова: закрытая труба-резонатор, резонансная частота, колебания вязкого газа
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При исследовании колебаний газа в резонаторах зачастую используется предположение о
плоском характере волн в исследуемой области. В работе [1] на основе полных уравнений На-
вье–Стокса проведено численное моделирование волн в плоском закрытом резонаторе, имею-
щем прямоугольную форму.

В [2] на основе редуцированных уравнений Навье–Стокса получено аналитическое решение
задачи колебаний газа в узкой плоской прямоугольной осциллирующей каверне. На основе по-
лученного решения исследован вопрос о зависимости первой резонансной частоты от ширины
канала, а также изучены акустические течения газа в каверне, создаваемые на резонансной ча-
стоте стоячей волной.

В [3] представлено численное решение одномерной задачи распространения периодической
ударной волны в резонаторе на основе подхода Лагранжа. Результаты расчетов показали хорошее
согласование как с физическими экспериментами [4], так и с результатами численного модели-
рования динамики газа в двумерном резонаторе [5].

В [6] получено аналитическое решение задачи колебаний динамики вязкого политропного га-
за в закрытом плоском резонаторе. На основе аналитического решения построена резонансная
кривая давления. Установлено хорошее согласование полученных результатов на резонансных и
субрезонансных частотах с результатами подхода Лагранжа [3].

В [7] во втором приближении получено аналитическое решение задачи о колебаниях газа в
плоском закрытом резонаторе с вибрирующей стенкой. Построены графики средних массовых
скоростей, которые хорошо согласуются как с численным решением задачи с осциллирующей
стенкой [1], так и с аналитическим решением колеблющегося канала [2].

В [8, 9] численно изучены колебания воздуха в закрытом резонаторе. В ходе исследования ис-
пользовались полные уравнения Навье–Стокса с уравнением сохранения энергии, теплопро-
водности и состояния.

Во всех вышеизложенных работах акустические волны рассматривались в закрытом плоском
резонаторе, однако на практике резонаторы представляют собой трубу. Поэтому целью настоя-

УДК 532.516
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щей работы является получение аналитического решения задачи о колебаниях вязкого газа
в трубе-резонаторе.

1. ЛИНЕАРИЗОВАННАЯ МОДЕЛЬ КОЛЕБАНИЙ ГАЗА В ТРУБЕ-РЕЗОНАТОРЕ
Рассмотрим резонатор –x0 ≤ x ≤ x0, 0 ≤ y ≤ y0 с жесткими стенками (рис. 1). На левой границе

возбуждается продольная скорость так, что

Линеаризованная система, описывающая осесимметричные колебания вязкого сжимаемого
газа, имеет вид [7]

(1.1)

Будем искать периодическое решение системы (1.1) с граничными условиями: на левой гра-
нице – поршень, на правой – отсутствие протекания, на стенках – условия прилипания.

(1.2)

Заметим, что чем больше отношение x0/y0, тем более точно линеаризованная система (1.1)
описывает колебания вязкого сжимаемого газа в резонаторе. Периодическое решение за-
дачи (1.1)–(1.2) ищем в виде стоячей волны

(1.3)

Подстановка (1.3) в (1.1)–(1.2) дает

(1.4a)

(1.4b)
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Граничные условия запишутся в виде

1.1. Продольная скорость в произвольном сечении

Вводя амплитуду скорости , запишем для нее уравнение

.

Его общее решение есть , где введена функция Бесселя нулевого рода,

удовлетворяющая уравнению , где , , , а звез-

дочка означает комплексно-сопряженную величину. С учетом известного соотношения 
можно записать на оси

Из условий прилипания на стенке y = y0:

получим , откуда

Вводя осредненную по сечению трубы продольную скорость

с учетом известного соотношения , запишем

откуда следует , где . Таким образом, запишем амплитуду ко-

лебаний продольной скорости
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1.2. Касательное напряжение на стенке
Амплитуда касательного напряжения имеет вид:

То есть, касательное напряжение пропорционально средней по сечению x продольной
скорости.

1.3. Усредненные по сечению уравнения неразрывности и импульса
Запишем осредненные по сечению уравнения (1.4)

окончательно:

(1.5a)

(1.5b)

1.4. Продольная скорость
Дифференцируя уравнение (1.5a) по x и исключая градиент давления c помощью (1.5b), полу-

чим уравнение для средней продольной скорости

где .

Запишем общее решение этого уравнения U = Achαx + Bshαx. Граничные условия дают

откуда ,  и .

Поэтому амплитуда продольной скорости равна
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1.6. Поперечная скорость
Уравнение для поперечной скорости найдем, умножив (1.4a) на y и проинтегрировав полу-

ченное уравнение по y. Выражая поперечную скорость, получим

Вычисляя , с учетом известного соотно-

шения

запишем, опуская громоздкие вычисления

1.7. Резонатор-труба
Переходя к мнимым частям, получим формулы

где , , , .

1.8. Плоский резонатор
Для сравнения приведем аналогичные формулы, полученные в работе [3] для плоского резо-

натора

где , , , .

2. СРАВНЕНИЕ ПЛОСКОГО И ОСЕСИММЕТРИЧНОГО РЕШЕНИЯ
Далее будем сравнивать резонатор-трубу и плоский резонатор. При этом диаметр первого бу-

дет равен ширине плоского резонатора. Максимум амплитуды продольной скорости достигается
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на оси y = 0 в центре резонатора x = 0. Поэтому будем искать максимум модуля продольной ско-
рости газа по частоте ω, т.е. величины

При этом надо учесть, что величины δ, , f, α зависят от частоты ω. В результате определяют-
ся оптимальные значения частоты ω и максимальная продольная скорость Umax.

Для поиска максимума скорости будем задавать длину резонатора L = 2x0 и его относитель-

ный радиус y0/δΩ. Толщина акустического пограничного слоя  берется для фундамен-

тальной частоты Ω = πc0/L. Для воздуха эта толщина может быть выражена в системе СГС через

длину резонатора .

Для плоского резонатора будем искать максимум по частоте ω выражения [7]

На рис. 2 приведены графики зависимости резонансной частоты от поперечных размеров
плоского [7], осесимметричного резонатора и плоской каверны [2]. Чем больше эти размеры, тем
ближе резонансная частота к фундаментальной. Чем меньше поперечные размеры резонаторов,
тем больше сказывается вязкость газа и тем более сдвигается резонанс от фундаментальной ча-
стоты в область низких частот. Для осесимметричного резонатора резонансные частоты меньше
частот, чем для плоского.

В случае колеблющейся каверны, рассмотренной в работе [2], резонансная частота определя-

ется из выражения , и ее зависимость от ширины каверны пред-

ставлена на рис. 2.
На рис. 3 представлены зависимости максимальной амплитуды продольной скорости газа

Umax/U0 от поперечных размеров плоского и осесимметричного резонаторов на резонансной ча-
стоте.

Графики рис. 3 показывают, что в диапазоне 5 ≤ y0/δ ≤ 20 скорости Umax/U0 пропорциональны
относительным поперечным размерам резонаторов y0/δΩ. Эти значения приближенно могут

быть оценены по следующим формулам: для трубы-резонатора ; для плоского ре-
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Рис. 2. Резонансная частота: 1 – плоский резонатор, 2 – труба-резонатор диаметром, равным ширине плоского
резонатора, 3 – плоская каверна [2].
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зонатора . Максимальная амплитуда продольной скорости газа в плоском резона-

торе шириной 2y0 примерно в два раза больше, чем в трубе диметром 2y0.
Приведенная формула позволяет оценить трудно измеряемую максимальную продольную

скорость газа. Так, для трубы-резонатора длиной L = 106 см с внутренним диаметром 2y0 =
= 3.65 см изучаемой в работе [10], при угловой частоте ω ≈ 1009 рад/с, амплитуде смещения
поршня X0 = 0.035 см, амплитуде скорости поршня U0 = 35.3 см/c толщина акустического погра-
ничного слоя равна , а максимальная продольная скорость

газа равна .

В качестве другого примера рассмотрим плоский резонатор длиной L = 0.8825 см, шириной
2y0 = 0.0316 см [1]. Толщина акустического пограничного слоя равна δΩ = 0.00165 ×
×  см = 15.5 мкм. Максимальная амплитуда продольной скорости газа в этом

случае равна .

На рис. 4 изображены резонансные кривые давления в осесимметричном резонаторе, посчи-
танные аналитически и численно, в диапазоне частот .

Графики полностью совпадают вне резонанса в областях [0.94, 0.98] и [1.02, 1.06], хорошо со-
гласуются около резонанса ([0.98, 0.99] и [1.01, 1.02]). В резонансе ω/Ω = 1 значения безразмер-

ной амплитуды давления  максимальны и примерно равны 0.03.

На рис. 5 изображены графики максимальной амплитуды продольной скорости газа для ча-
стот, близких к фундаментальной частоте Ω = πc0/L. На графиках a и в представлены амплитуд-
но-частотные характеристики для цилиндрического резонатора, на б и г – для плоского прямо-
угольного резонатора. Из графиков видно, что максимальные амплитуды продольной скорости
газа для резонаторов различной ширины/радиуса значительно различаются вблизи фундамен-
тальной частоты и сближаются по мере отклонения от нее. Максимальные амплитуды продоль-
ной скорости газа достигаются вблизи фундаментальной частоты попарно для осесимметрично-
го и плоского случаев для резонаторов одинаковой ширины (или радиуса для осесимметричного
случая). Графики имеют схожий колоколообразный характер. Из графиков видно, что макси-
мальная скорость газа в плоском случае в 2 раза превышает скорость в осесимметричном случае
вблизи фундаментальной частоты и совпадает вне фундаментальной резонансной области.
На графиках пики сплошной линии находятся левее пиков пунктирной, значит резонансная ча-
стота для осесимметричного случая меньше резонансной частоты для плоского случая. Видно,
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Рис. 3. Максимальная продольная скорость: 1 – плоский резонатор, 2 – труба-резонатор диаметром, равным
ширине плоского резонатора.
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что для узких резонаторов максимальная скорость газа достигается при частотах меньше фунда-
ментальной. С ростом ширины (радиуса) резонатора максимальная скорость достигается при ча-
стотах, близких к фундаментальной частоте.

Рис. 4. Резонансная кривая давления в осесимметричном резонаторе. 1 – аналитическое решение, 2 – числен-
ное моделирование.
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Рис. 5. Максимальные амплитуды продольной скорости газа вблизи фундаментальной частоты. a и в – цилин-
дрический резонатор, б и г – плоский двумерный резонатор. 1 – y0/δ = 7, 2 – y0/δ = 10, 3 – y0/δ = 20, 4 – y0/δ =
= 60, 5 – y0/δ = 100, 6 – y0/δ = 150, 7 – y0/δ = 300.
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В [4] изучены колебания газа в трубе-резонаторе длиной L = 170.18 см и диаметром  см.

Толщина пограничного слоя равна  см, d/δ =

= 0.04826/0.002145 = 22.5, т.е. , что говорит о том, что эта труба достаточно узкая для
применения предложенного аналитического решения.

На рис. 6 изображены резонансные кривые максимального размаха давления ∆p = p – p0 на
закрытом конце трубы-резонатора, посчитанные аналитически и экспериментально. В рабо-
те [4] изучались ударные волны, которые возникают вблизи резонансной частоты, поэтому вне
резонансных частот (где ударные волны не возникают) размах давления принимался равным ну-
лю. Графики удовлетворительно согласуются на субрезонасных частотах.

На рис. 7 изображены резонансные кривые среднего возмущения давления на закрытом кон-
це трубы-резонатора, посчитанные аналитически и экспериментально [4]. Графики хорошо со-
гласуются вне резонанса и удовлетворительно согласуются на субрезонасных частотах.

= 4.826d

Ω
νδ ==

π
×=

0
0.00165 52 1.7018 0.00214L

c
= δ22.5d

Рис. 6. Резонансная кривая максимального размаха давления на закрытом конце трубы-резонатора. Пункти-
ром – эксперимент [4], сплошной – аналитическое решение.
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Рис. 7. Резонансная кривая среднего возмущения давления на закрытом конце трубы-резонатора. Пункти-
ром – эксперимент [4], сплошной – аналитическое решение.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Получено приближенное решение задачи о колебаниях газа в закрытой трубе-резонаторе в за-

мкнутом виде. На основе этого решения изучены поля скоростей и давления на резонансной и
субрезонансных частотах для труб различного диаметра. Построены зависимости резонансных
частот от диаметра трубы-резонатора. Установлено, что чем больше диаметр резонатора, тем
ближе резонансная частота к фундаментальной. Чем меньше поперечные размеры резонаторов,
тем больше сказывается вязкость газа и тем более сдвигается резонанс от фундаментальной ча-
стоты в область низких частот. Показано, что для осесимметричного резонатора резонансные
частоты меньше частот, чем для плоского.

Найдены зависимости максимальной продольной скорости колебаний вязкого политропного
газа от диаметра резонатора. Полученные зависимости сравнены с известными результатами для
плоского резонатора. Показано, что средняя продольная скорость плоского резонатора пример-
но в два раза больше, чем скорость в трубе-резонаторе с диаметром, равным ширине плоского
резонатора.

Получены резонансные кривые давления в осесимметричном резонаторе, посчитанные ана-
литически и численно вблизи резонанса. Установлены хорошее согласование графиков вблизи
резонанса и удовлетворительное согласование амплитуды безразмерного давления в резонансе.
Заметим, что, помимо практической пользы для прикладных оценок, аналитическое решение
необходимо для учета вторичных течений.
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На основе модели Ландау–Стюарта и теории возмущений построена одномерная модель
ближнего следа в вязкой несжимаемой жидкости от пары не слишком тесно расположенных
цилиндров. Этот комплексный след рассматривается как две взаимодействующие парциальные
дорожки Кармана – два связанных осциллятора Ландау–Стюарта, при этом нелинейный ха-
рактер взаимодействия дорожек учитывается. Получены: наблюдаемый спектр глобальных
мод такого следа и согласие между расчетными и экспериментальными собственными часто-
тами осцилляций по модам.

Ключевые слова: модель Ландау–Стюарта, взаимодействие дорожек Кармана, перемежае-
мость глобальных мод, собственные частоты
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Для физического понимания явлений и эффективного управления объектами служат про-
зрачные – физические модели. Так, известно, что свойства ближних следовых течений в значи-
тельной степени определяются параметрами их крупномасштабной когерентной структуры –
дорожки Кармана (К), наличествующей в следе [1]. Соответственно, с целью управления свой-
ствами следовых течений, как-то: силами, приложенными к телам, коэффициентами переноса в
течениях, успешно применяют различные методы модификации дорожек К в следе. В частности,
используют вдув/отсос газа с поверхности тел или проницаемые вставки, локализованный элек-
трический разряд, а при моделировании следа – дорожки К применяют простейшую – одномер-
ную модель Ландау–Стюарта (Л–С) [2–4]. Уместно отметить, что задача обтекания группы
близко расположенных цилиндров представляет не меньший практический интерес, чем случай
одиночного цилиндра. Как пример типичных актуальных задач, отметим: расчет ветровой на-
грузки массива высотных зданий/сооружений, или тепло/массо-обмена в химических/ядерных
реакторах-теплообменниках, задачу стабилизации горения топлив. В настоящее время обтека-
ние группы цилиндров принято рассчитывать с помощью численных методов как краевую зада-
чу для уравнений Навье–Стокса или их модификаций. Однако трудоемкость такого расчета рез-
ко возрастает с ростом числа Рейнольдса течения. Простая физическая модель обтекания груп-
пы цилиндров была бы здесь полезна, по крайней мере, на первоначальном этапе решения
оптимизационных задач. Соответственно, предпринимались попытки обобщить модель Л–С
хотя бы на случай следа от пары цилиндров, но адекватно воспроизвести наблюдаемые режимы
течения не удалось в рамках обобщений с линейным представлением взаимодействия дорожек К
от цилиндров [5]. В статье ставится задача построения модели ближнего следа от двух цилин-
дров, пригодной для предсказания крупномасштабной структуры следа и, в перспективе, для
управления перестройкой или, напротив, стабилизации определенной (оптимальной) структу-
ры такого следа.

УДК 532.517
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1. МОДЕЛЬ СЛЕДА С НЕЛИНЕЙНЫМ ПРЕДСТАВЛЕНИЕМ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
ПАРЦИАЛЬНЫХ ДОРОЖЕК КАРМАНА

Для построения модели следа от пары цилиндров, расположенных в плоскости перпендику-
лярной набегающему потоку вязкого несжимаемого флюида, исходим из модели Ландау–Стю-
арта (Л–С) следа от одиночного цилиндра. Она обоснована на решении краевой задачи для урав-
нений Навье–Стокса [2, 3] в случае ламинарного двумерного течения при числе Рейнольдса

. Здесь число Рейнольдса определено по диаметру цилиндров  и невозмущенной скоро-
сти течения . При построении модели учитывается, что осцилляции в различных точках одной
дорожки К приблизительно когерентны, но различаются по амплитуде и фазе колебаний, так,
что вся дорожка за порождающим ее цилиндром моделируется уравнением одного осциллятора
Л–С [4, Fig. 4]. (Упомянутая когерентность в ламинарном следе соблюдается точно только после
выхода на стационар .) В рамках теории возмущений, комплексный след от пары цилин-
дров рассматривается как две парциальные дорожки К, существенно взаимодействующие между
собой в области их формирования, вблизи порождающих цилиндров. Соответственно, записы-
ваются два связанных (возмущенных, модифицированных) уравнения осцилляторов Л–С для
двух комплексных, учитывающих фазу осцилляций, управляющих параметров (  и ) двух ос-
цилляторов-дорожек К. В рассматриваемой модели цилиндры должны располагаться не слиш-
ком тесно, иначе их комплексный след вырождается в одну дорожку К от одного плохо прони-
цаемого тела – пары цилиндров. В последнем случае пара взаимодействующих дорожек К будет
неудачным первым приближением для такого комплексного следа.

(1.1)

(1.2)

Уравнения (1.1), (1.2) приведены в форме принятой в [3]. Здесь зависимыми переменными яв-
ляются:  – управляющий параметр первой дорожки К,  – управляющий параметр второй до-
рожки. В эксперименте эти управляющие параметры отождествляются, с точностью до мульти-
пликативной константы, с поперечной составляющей скорости течения в характерной точке со-
ответствующей дорожки (точке на ее оси, т.е. там, где среднее значение поперечной скорости
нулевое). Удаление этой точки вниз по потоку от порождающего цилиндра целесообразно вы-
брать равным , поскольку в этом случае коэффициенты уравнений Л–С наиболее кон-
сервативны [4, Fig. 3]. Черта над символом управляющего параметра в уравнениях обозначает
комплексное сопряжение. Независимое переменное  в уравнениях – это время, обезразмерен-
ное по невозмущенной скорости течения и диаметру цилиндров . Уравнения (1.1), (1.2)
содержат параметры, наследуемые от модели Л–С для следа одиночного цилиндра. Во-первых,
это безразмерная частота установившихся колебаний на пороге (при критическом числе Рей-
нольдса , [3]) бифуркации Ландау–Хопфа к осциллирующему течению ,
где  – соответствующее число Струхаля. Во-вторых, малый параметр εLS =
= , определяющий малую скорость эволюции следа в масштабе периода базовых
осцилляций. В-третьих, два комплексных параметра  и  модели Л–С, фактически определяю-
щих, совместно с , динамику классического осциллятора Л–С – уединенной дорожки К.
В работе [3] приведены выражения  и  через квадратуры от установившегося решения соответ-
ствующей краевой задачи. Для учета взаимодействия дорожек К в области их формирования в
стандартные уравнения модели Л–С [3] введены дополнительные – возмущающие члены, про-
порциональные действительным параметрам  и . Параметр  характеризует интенсивность
взаимодействия дорожек К, зависящую от относительной фазы осцилляций в дорожках К, а па-
раметр  – интенсивность фазонезависимого взаимодействия дорожек. Естественно ожидать,
что оба этих параметра являются монотонно убывающими функциями расстояния между осями
цилиндров. Форма возмущающих членов уравнений, т.е. их зависимость от определяющих па-
раметров дорожек К –  и , выбрана нелинейной, поскольку известно, что простейшая – ли-
нейная форма дополнительных членов в уравнениях модели Л–С не приводит к полностью удо-
влетворительным результатам моделирования следа [5]. В пользу нелинейности возмущающих
членов свидетельствует и квадратичная нелинейность основополагающих уравнений Навье–
Стокса. Для случая турбулентного следа уравнения модели содержат в правой части стохастизи-
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∞U

→ ∞t

a b

( )    λ− ω + ε λ + Λ λ − μ − μ − λ Λ − λ =   μ    
2 4

0
ReRe ( Im ) (Re ) Re
ReLS a

da a i il a b l ab St
dt

( ) ( )    λ− ω + ε λ + Λ λ − μ − μ − λ Λ − λ =   μ    
2 4

0
ReRe Im Re (Re )
ReLS b

db b i il b a l ba St
dt

a b

≈/ 5x D

t
∞= /physt t U D

= 46crR ω = π =0 12 0.74Sh
− ∞=1 /L HSh f D U

−(1/ ) (1/ )crR R
λ μ

εLS
λ μ

l Λ l

Λ

a b



34

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 6  2023

ГЕМБАРЖЕВСКИЙ, ОСИПЕНКО

рующие члены  – аналог сил Ланжевена. Это – некоторые случайные функции времени, мо-
делирующие воздействие высокочастотных мод течения на основную – низкочастотную моду
осцилляций дорожки К, а также и влияние турбулентности набегающего потока. В соответствии
с [3], без ограничения общности, можно считать, что , так чтобы управляющие пара-
метры дорожек К удовлетворяли естественной нормировке  для случая установившего-
ся следа от уединенных цилиндров .

Для анализа систему комплексных уравнений модели (1.1), (1.2) удобно привести к системе
четырех уравнений для действительных амплитуд ,  и фаз ,  осцилляций в двух дорожках К
согласно преобразованию переменных (1.3)

(1.3)

Введем также “медленное” время , интенсивности ,  и разность фаз
 осцилляций в двух осцилляторах-дорожках К (по образцу [6]). В результате проведен-

ных преобразований имеем систему четырех уравнений модели

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

Здесь введен коэффициент . В модели (1.4)–(1.7) можно усмотреть отделяю-
щуюся систему из трех уравнений (1.4), (1.5) и (1.8) для интенсивностей ,  и относительной фа-
зы  колебаний в двух дорожках К, составляющих комплексный след.

(1.8)

Разрешив эту систему трех “ведущих” уравнений, можно восстановить полное решение со-
гласно уравнениям (1.6) и (1.7). Как модель (1.4)–(1.7), так и ведущая система уравнений (1.4),
(1.5), (1.8) содержит всего три действительных параметра: ,  и , причем первый из них – на-
следуемый от модели Л–С. Для его оценки можно использовать результаты расчета для случая
следа от одиночного цилиндра вблизи порога бифуркации , согласно которому 
по [3], или , где  – “постоянная Ландау” для характерной точки дорожки
К  по [4].

2. МОДЫ И РЕЖИМЫ СЛЕДА ОТ ПАРЫ ЦИЛИНДРОВ; 
СРАВНЕНИЕ С ЭКСПЕРИМЕНТОМ

Простую модель комплексного следа (1.4)–(1.8) удалось проанализировать почти полностью
аналитически, определив набор мод и собственных частот осцилляций. Глобальные моды нахо-
дим как линейно-устойчивые точки покоя или квазипериодические решения уравнений мо-
дели (1.4)–(1.8) при нулевых правых частях . Имеем следующий спектр мод – рис. 1. При
произвольной интенсивности взаимодействия  и при , но вне клина ,

 существует первая симметричная мода, в форме одинаковых синфазно-син-
хронизованных парциальных дорожек К. Конфигурация моды I следующая: x = y =

= , . Напротив, при , но  и вне отмеченного клина
существует вторая симметричная мода, в виде одинаковых противофазно-синхронизованных

дорожек с конфигурацией: x = y = , . При относительно ин-
тенсивном взаимодействии парциальных дорожек К, т.е. на интервале изменения параметра

, становится линейно-устойчивой третья асимметричная мода в форме двух
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различающихся по всем характеристикам дорожек К. Примерная конфигурация моды III следу-
ющая: , . Эта мода глобально устойчива в
треугольнике параметров: , . Вне этого треугольника, когда
параметр , она перемежается при  с модой I или при  с модой II. Здесь для ле-
вой границы области существования моды III, найденной численным расчетом системы
уравнений (1.4)–(1.7), введено обозначение  (рис. 1, пунктир). При дальнейшем повыше-
нии интенсивности взаимодействия дорожек, т.е. при , модель теряет коррект-
ность, ввиду предсказания для этой области не наблюдавшейся моды IV в форме невозмущенной
дорожки К от одного из цилиндров при полном подавлении дорожки от второго цилиндра. Кро-
ме того, при весьма малых значениях параметра  дополнительно обнаруживается мода V в виде
различающихся по интенсивности, но синхронизованных дорожек К (при  и 0.5 < Λ <
< (  для этого требуется выполнение неравенства ).

Из приведенных данных видно, что спектр расчетных глобальных мод I–III точно соответ-
ствует экспериментально наблюдаемому набору трех огрубленных мод следа [7–9]. При этом, в
случае достаточно широко разнесенных цилиндров , в эксперименте наблюдается
перемежающееся течение по модам I и II, причем № II – преимущественно реализуемая мода,
согласно [8]. Соответственно этому случаю, в модели при сравнительно слабом взаимодействии
дорожек К – при  воспроизводится одномодовое течение по моде II (при надлежащем
выборе зависимости , о чем будет сказано ниже). Далее, при сближении цилиндров до
расстояния  (в зависимости от числа Рейнольдса течения) в эксперименте визуали-
зируется бифуркация от течения по моде II к перемежающемуся по модам II и III следу [7, 8]. Эта
бифуркация полностью воспроизводится в рамках модели при критическом значении параметра

: смотри движение изображающей точки слева-направо вдоль зеленой штриховой линии
на рис. 1.

Что можно сказать о расчете собственных частот осцилляций по модам следа? Соответствую-
щие данные приведены на рис. 2, где частоты осцилляций рассчитывались по формулам (2.1),
для средних установившихся значений интенсивностей осцилляций в дорожках –  и .

(2.1)
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Рис. 1. Области существования глобальных мод I–IV следа. На каждом сегменте плоскости  римскими циф-
рами нанесены номера реализующихся в пределах этого сегмента мод. Положение границ сегментов (сплош-
ные линии) не зависит от параметра модели k, за исключением левой границы области существования моды III –

, нанесенной пунктиром. Возможная траектория изменения параметров взаимодействия дорожек Кар-
мана (согласно уравнениям (2.2), ) – зеленая штриховая линия.
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В частности, для уединенных дорожек  имеем , и соответствующие без-
размерные частоты осцилляций  при любом закритическом числе Рейнольдса тече-
ния . Дорожки К в комплексном следе интенсивно взаимодействуют лишь в области их
формирования вблизи цилиндров, соответственно, считаем основной параметр, характеризую-
щий взаимодействие дорожек в модели, –  монотонно убывающей функцией расстоя-
ния между осями цилиндров . (Дополнительно учитываем, что эффективный зазор между
цилиндрами, с учетом пограничных слоев на цилиндрах, определяется не исключительно гео-
метрией, но и числом Рейнольдса). Для согласования расчетных частот с экспериментальными
данными, выбираем значение второго параметра взаимодействия –  чуть ниже верхней границы
области существования моды II, например:

(2.2)

С учетом установленного соответствия  и  констатируем хорошее согла-
сие расчетных данных о распределении частот осцилляций по глобальным модам следа – рис. 2
с известными экспериментальными данными  [7, Fig. 31, 32; 8, Fig. 14a]. Замеча-
ние: если на интервале  сместить траекторию изображающей точки чуть выше уровня

, то в рамках модели, при слабом взаимодействии дорожек К вместо моды II будет существо-
вать мода I, но частота осцилляций по моде I останется примерно единичной (как и была для мо-
ды II), что соответствует экспериментальным измерениям для разнесенных цилиндров

 (когда частоты осцилляций по перемежающимся модам I и II не удается разли-
чить).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Вариант модели ближнего следа от пары цилиндров, установленных бок о бок, предлагается
как обобщение, с использованием теории возмущений, известной, обоснованной модели Лан-
дау–Стюарта для следа уединенного цилиндра. Этот вариант, в целом, адекватно воспроизводит
спектр огрубленных экспериментальных мод комплексного следа I–III и, в частности, бифурка-
цию к режиму перемежаемости мод  в турбулентном следе, а также собственные ча-
стоты осцилляций мод следа для не слишком близко расположенных цилиндров, примерно

. Известно [7–9], что при меньших расстояниях, в результате усиления взаимодействия
между областями формирования дорожек К, след принимает форму одной широкой дорожки К.
Такая форма комплексного следа плохо воспроизводится в рамках модели, хотя и допускает не-
формальную интерпретацию в виде следа в состоянии моды III с наличествующей низкочастот-
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Рис. 2. Спектр собственных частот осцилляций в следе от двух цилиндров, случай .
Номера мод приведены возле соответствующих ветвей спектра римскими цифрами. Сплошные черные кривые
соответствуют траектории изображающей точки, проходящей по верхней границе существования моды II – со-
гласно уравнению (2.2) при значении , зеленые штриховые линии – для траектории (2.2): .
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ной дорожкой К, но при полностью релаксировавшей вниз по потоку высокочастотной дорож-
ке. Существенное различие в скорости диссипации двух дорожек, составляющих моду III, дей-
ствительно наблюдается в эксперименте [7, 8].

Лежащая в основе предлагаемой модели, модель Л–С следа от одиночного цилиндра находит
применение в широком диапазоне чисел Рейнольдса  (например, при расчете ветровой
нагрузки линий передачи электроэнергии, трубопроводов). Можно ожидать, что обобщенная
модель комплексного следа работоспособна примерно в том же широком диапазоне чисел Рей-
нольдса. Здесь подразумевается, что эффективность применения теории возмущений в предла-
гаемой модели следа определяется, прежде всего, широко варьируемой интенсивностью  и 
возмущающих членов уравнений, а не изменением сравнительно консервативных наследуемых
параметров модели Л–С. Естественно, численные значения коэффициентов уравнений модели
будут варьировать при изменении числа Рейнольдса течения, граничных условий на концах ци-
линдров и других параметров задачи, как это имеет место уже для следа одиночного цилиндра,
например [10].

Здесь уместно отметить, что осцилляторная модель следа от двух цилиндров, при нелинейном
представлении взаимодействия парциальных дорожек К, рассматривается нами где-то с 2013 г.
При этом смоделировать экспериментальное распределение частот осцилляций по модам следа
[7, Fig. 31, 32; 8, Fig. 14a] в широком диапазоне изменения интенсивности взаимодействия доро-
жек К удалось только в 2022 г., тогда как набор трех огрубленных мод I–III следа был получен
сразу [6, 11, 12]. Предыдущие варианты модели удавалось согласовать с нашими измерениями
базовых частот осцилляций только для одного фиксированного расстояния между осями цилин-
дров  [6].

Работа выполнена с использованием средств государственного бюджета по госзаданию
№ 123021700057-0.
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Представляется численное исследование влияния граничных условий первого и второго рода
на прогнозирование характеристик аномальной интенсификации теплообмена при низко-
скоростном турбулентном обтекании воздухом наклонной канавки на нагреваемой стенке уз-
кого канала. Показано, что условия изотермичности приводят к заметному занижению теп-
ловой эффективности структурированной наклонными канавками поверхности в сравнении
с условиями постоянства теплового потока.
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Роль граничных условий на омываемых стенках при решении фундаментальных и приклад-
ных задач конвективного теплообмена весьма значительная, причем как в экспериментальных,
так и расчетных случаях. Различают граничные условия первого, второго и третьего рода [1].
В подавляющем большинстве проведенных физических экспериментов реализуются условия
второго рода, т.е. на поверхности контакта стенки и потока теплоносителя выполняется условие
постоянства теплового потока (см., например, [2–4]). Подвод тепла происходит, как правило,
при пропускании электрического тока в стенке. При этом дискуссионным остается вопрос обес-
печения постоянства теплового потока на негладкой структурированной стенке при наличии
упорядоченных выступов или впадин.

Намного реже в экспериментальных установках создаются условия первого рода, т.е. на кон-
тактных поверхностях реализуются изотермические граничные условия. Практическое осу-
ществление таких условий в [5, 6] достигается при их поддержании за счет введения паровой об-
ласти, граничащей с омываемой внешней средой стенкой. Интересно, что использование таких
изотермических структурированных стенок, сохраняющихся при температуре Т = 373 К, сочета-
ется с методами градиентной термометрии, основанной на градиентных датчиках теплового по-
тока.

Корректное теоретическое определение граничного условия на стенке для прогнозирования
характеристик теплообмена связано с решением задачи теплопроводности в стенке. Так, в [7]
предлагается оценивать граничные условия, решая обратную задачу теплопроводности.

Однако при численном моделировании конвективного теплообмена в энергетических
устройствах, двигательных трактах, системах охлаждения в микроэлектронике с использовани-
ем пакетных технологий принято задавать на стенке постоянство подводимого теплового потока
или определять поверхность стенки как изотермическую с постоянной температурой.

УДК 532.517: 4.621.1.016.4
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В данной работе влияние граничных условий рассматривается в цикле задач вихревой интен-
сификации теплообмена на структурированных негладких поверхностях. На протяжении трид-
цати лет развиваются расчетно-экспериментальные исследования влияния упорядоченных лу-
нок на тепловую эффективность омываемых поверхностей при умеренных гидравлических по-
терях при прокачке теплоносителя. В монографии Г.И. Кикнадзе и др. [8] представлена
концепция самоорганизации струйно-вихревых структур в сферических лунках. Численное мо-
делирование таких структур в сферических и слегка асимметричных лунках на стенках каналов
и пластинах [9–13] показывает, что отрывное течение внутри лунок не обладает высокой интен-
сивностью, а скорости возвратного и закрученного течения невелики и не превосходят 30% от
характерной скорости течения. Условия второго рода, как правило, используются при расчете
конвективного теплообмена в длинных каналах с лунками на развивающемся начальном или
полностью развитом гидродинамическом участке [9] или течения на пластине. Условия первого
рода, как уже отмечалось, применяются для расчета теплообмена в цифровых аналогах теплофи-
зических стендов с паровой камерой для поддержания температуры стенки, равной 373 К [10–12].
Также они используются при прогнозировании характеристик течения и теплообмена на участке
стабилизированного течения при постановке периодических граничных условий на проточных
границах выделенного повторяющегося расчетного модуля с лункой [13].

Сравнение граничных условий первого и второго рода при моделировании конвективного
теплообмена в узком канале со сферической лункой показало незначительное различие числен-
ных прогнозов тепловых потоков в лунке и ее окрестности и близость суммарной теплоотдачи от
участка стенки с лункой [14].

В последние годы в области вихревой интенсификации теплообмена при использовании
структурированных поверхностей достигнут прорыв за счет замены лунок наклонными канавка-
ми. Численно открыто и экспериментально подтверждено явление аномальной интенсифика-
ции отрывного течения и теплообмена в наклонных канавках на стенке узкого канала и пластине
[15, 16]. Для единичных [17, 18] и пакетных однорядных [19–22] канавок на начальном гидроди-
намическом участке и участке стабилизации течения установлено достижение ультравысоких
скоростей возвратного и вторичного течения до величин порядка и превосходящих характерные
скорости, многократный рост (от 2 до 9 раз) относительных величин трения и тепловых потоков
на дне канавок. Явление вызвано экстраординарными перепадами статического давления между
зонами торможения на наветренном склоне заходящего в канавку потока и разрежения в стволе
самоорганизованного торнадо подобного вихря на входном сферическом сегменте.

В данной статье рассматривается влияние граничных условий на конвективный теплообмен
в наклонной канавке на нагретой стенке узкого канала при турбулентном низкоскоростном те-
чении воздуха.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается турбулентный конвективный теплообмен при стационарном обтекании воз-

духом уединенной канавки под углом наклона 45° на нагретой стенке узкого канала (рис. 1), со-
ответствующего экспериментам [2] и расчетам [11, 12, 14, 17, 18]. В качестве характерных пара-
метров выбираются высота канала D и среднемассовая скорость потока U. Число Рейнольдса Re
на стабилизированном участке воздушного потока в канале принимается равным 3333. Безраз-
мерная высота канала принимается равной 1, ширина – 7.5, длина – 22. Цилиндрическая канав-
ка образована соединением двух половинок сферической лунки диаметром 1 и глубиной 0.39 с
траншеей длиной 7. Степень турбулентности задается близкой к экспериментальной (1–5%),
а масштаб турбулентности принимается порядка характерного размера. Относительный радиус
скругления кромки значителен и равен 0.25. Число Прандтля Pr принимается равным 0.71.

Турбулентное стационарное отрывное течение несжимаемой вязкой среды в узком канале с
наклонной канавкой описывается в рамках подхода на основе решения осредненных по Рей-
нольдсу уравнений Навье–Стокса (RANS) [23], замкнутых с помощью дифференциальных урав-
нений модели сдвиговых напряжений Ментера [24]. Теплообмен рассчитывается с использова-
нием уравнения энергии [23].

Расчетная область охватывает ограниченное стенками пространство узкого канала протяжен-
ностью 22 (рис. 1). Входная проточная граница с профилями характеристик полностью развито-
го турбулентного потока располагается на расстоянии 8.5 от проекции центра канавки на плос-
кость нижней стенки, а центр декартовой системы координат x, y, z находится в срединном сече-
нии канала на расстоянии 5 от входа. В выходном сечении канала задаются “мягкие” граничные
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условия – условия продолжения решения на границу, а на омываемых стенках канала ставятся
условия прилипания.

При реализации граничных условий первого рода нижняя стенка канала с лункой поддержи-
вается при постоянной температуре 30°С (303 К), как в [11, 12, 14], а при постановке граничных
условий второго рода аналогично [14, 17, 18] на стенке задается тепловой поток q. Подводимый
постоянный тепловой поток q пересчитывается в безразмерный вид по формуле

а его величина принимается ~3.4 × 10–5. Здесь λ – теплопроводность воздуха.
Боковые стенки канала адиабатические, а верхняя изотермическая с температурой Tref, при-

нятой в качестве масштаба обезразмеривания (293 К). На входе температура Т задается постоян-
ной и равной Tref, а на выходе из канала для Т ставятся мягкие граничные условия. Безразмерная
температура на изотермической стенке принимается равной 1.034.

Численное решение стационарных осредненных по Рейнольдсу уравнений Навье–Стокса
(RANS) и энергии основывается на концепции расщепления по физическим процессам [23] при
использовании процедуры коррекции давления SIMPLEC [25] и многоблочных структуриро-
ванных сеток с их частичным перекрытием. Уравнения движения замыкаются с помощью полу-
эмпирической модели переноса сдвиговых напряжений (SST) [24]. Развиваемая методология
распараллеливается применительно к кластерным (многоядерным и многопроцессорным) си-
стемам и обобщается на случай неструктурированных сеток. Подобно [23], обобщенное уравне-
ние переноса записывается в приращениях зависимых переменных. Явная часть уравнения дис-
кретизируется по схемам второго порядка аппроксимации (противопоточная схема с квадратич-
ной интерполяцией Леонарда [26] для конвективных членов уравнений количества движения,
схема TVD [27] для конвективных членов уравнений характеристик турбулентности и централь-
но-разностная схема для диффузионных членов). Неявная часть представляется с помощью про-
тивопоточной схемы с односторонними разностями. Применение центрированных сеток с раз-
мещением зависимых переменных в центрах расчетных ячеек приводит к необходимости моно-
тонизации поля давления за счет введения коррекции Рхи–Чоу [28, 29]. В качестве метода
решения алгебраических уравнений используется предобусловленный BiCGSTAB [30] с алгебра-
ическим многосеточным ускорителем из библиотеки Демидова (amgcl) [31] для поправки давле-

= λnorm / PrRe ,( )refq qD T

Рис. 1. Участок узкого канала с наклонной канавкой на нагретой стенке (а) с декартовой системой коорди-
нат x, y, z и многоблочные сетки в окрестности канавки (б – вид сверху; в – вид сбоку). 1 – канальная сетка MG;
2 – измельченная декартовая сетка MR, накрывающая канавку; 3 – O-образная криволинейная сетка Ring
внутри канавки; 4 – сетка Rec – “заплатка” на дне канавки. Верхняя стенка канала снята.
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ния и ILU0 для остальных переменных. В разработанном пакете VP2/3 (Velocity-Pressure, 2D/3D)
применены многоблочные вычислительные технологии (МВТ), описанные в [23]. Они основы-
ваются на совокупности разномасштабных, ярусных и пересекающихся структурированных се-
ток, согласованных со структурными элементами соответствующих масштабов физической за-
дачи. В двух рядах приграничных ячеек каждой из пересекающихся или накладываемых сеток
параметры определяются с помощью линейной интерполяции [23].

Для решения задачи применяется многоблочная расчетная сетка, содержащая порядка
5.6 млн ячеек. Композиционно сетка состоит из четырех разномасштабных фрагментов: 1 – ка-
нальной прямоугольной (с минимальным шагом по продольной и поперечной координате –
0.05) сетки со сгущением узлов к стенке, предназначенной для отображения течения в пределах
канала; 2 – подробной, предназначенной для детализации течения в ближнем следе канавки, де-
картовой сетки (с продольным и поперечным шагом 0.03), покрывающей контрольный участок
канала с канавкой размерами 7 × 0.2 × 7 (с передней границей, удаленной от центра канавки на
расстояние 3.5); 3 – криволинейной, согласованной с поверхностью канавки, эллиптической
сетки, сгущающейся к стенке и кромке; 4 – косоугольной сетки, покрывающей дно канавки в
виде “заплатки”. Пристеночный шаг выбирается равным 10–4. Канальная сетка содержит
4.34 млн ячеек, а окружающая канавку детальная прямоугольная сетка – 0.58 млн ячеек. Цилин-
дрическая эллиптическая сетка, согласованная с канавкой, содержит 0.45 млн ячеек, а косо-
угольная сетка, накрывающая дно, – 0.21 млн ячейки.

Расчетная методология имеет второй порядок аппроксимации по пространственным пере-
менным. На каждом итерационном шаге решается уравнение поправки давления и рассчитыва-
ются поля декартовых составляющих скорости, давления, а также характеристик турбулентно-
сти. Вычислительный процесс заканчивается при достижении максимальных погрешностей за-
висимых переменных уровня 10–5 и выходе на стабилизацию экстремальных локальных и
интегральных параметров, включая поперечную силу и суммарную теплоотдачу на контрольном
участке с наклонной канавкой. В данной работе анализируются экстремальные локальные и ин-
тегральные характеристики течения и теплообмена в канале с канавкой и без нее при различных
граничных условиях по теплообмену. В их число входят продольные и поперечные распределе-
ния перепада статического давления P – Ppl, относительной теплоотдачи Nu/Nupl, относительно-
го трения f/fpl и относительной температуры Tw/Twpl (для условий второго рода) в характерных
сечениях омываемой стенки канала с канавкой, осредненные по поперечным полосам относи-
тельные числа Нуссельта Num/Numpl для контрольного участка и прямоугольного контура,
окружающего канавку. Индекс pl относится к параметрам на стенке плоскопараллельного кана-
ла. Также сравниваются экстремальные характеристики течения Pmin, Pmax, Umin, Umax, Vmin,
Vmax, Wmin, Wmax, турбулентности Kmax, μtmax, тепловой (Numm/Nummpl) и теплогидравли-
ческой THE = ((Numm/Nummpl)/(ζ/ζpl)) эффективности, а также относительных коэффициентов
гидравлических потерь (ζ/ζpl).

АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

На рис. 2–5 и в табл. 1, 2 представлены некоторые из полученных результатов. Явление ано-
мальной интенсификации отрывного течения и теплообмена вблизи однорядных наклонных ка-
навок на стенках узких каналов и пластинах, как показано в [15, 16], связано с генерацией внутри
таких канавок торнадо подобных вихрей, создающих зоны отрицательного давления. Экстраор-
динарные перепады статического давления возникают между областями торможения входящего
в канавку потока на наветренном склоне и разрежения в месте зарождения вихря на сфериче-
ском сегменте канавки. Их величина сопоставима с перепадом давления между критическими
точками при обтекании затупленных тел типа шара или цилиндра. Следствием формирования
перепадов давления во входной части наклонной канавки является аномальная интенсифика-
ция возвратного и вторичного течения, восходящих и нисходящих потоков при достижении уль-
травысоких величин скорости, сопоставимых и превышающих характерную среднемассовую
скорость. Внутри канавки возникают зоны высоких градиентов характеристик течения и тепло-
обмена: отрицательного трения и тепловых потоков, многократно (до 6–9 раз) превышающих по
абсолютной величине соответствующие характеристики на гладкой стенке канала без канавок.

Следует отметить, что аномальная интенсификация течения и теплообмена характерна также
для единичных канавок на стенке узкого канала и пластине [15–18], правда, эффект усиления
градиентов течения и теплообмена в них гораздо слабее, чем для пакета канавок.
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Струйно-вихревая гидродинамика в канале с единичной канавкой на нагретой стенке иллю-
стрируется сравнительными прогнозами в табл. 1 и картинами растекания воздуха по контроль-
ному участку на рис. 2. Подтвержден значительный перепад давления в канавке, отнесенного к
удвоенному скоростному потоку, по сравнению с гладким каналом. Отмечаются ультравысокая
скорость вторичного течения и заметное ускорение в ядре канального потока. Почти трехкрат-
ный рост максимальной энергии турбулентности в канале с канавкой сочетается с незначитель-
ным увеличением максимальной вихревой вязкости. Рассчитанная структура отрывного течения
в наклонной канавке хорошо согласуется с аналогичной, полученной в [18] для водяного тепло-
носителя и близкой геометрии. Высокоинтенсивная зона возвратного течения в области отрыва
внутри канавки весьма мала, но именно в ней формируется закрученный поток, часть которого

Рис. 2. Рассчитанные поля относительных чисел Нуссельта Nu/Nupl с нанесенными линиями растекания на
контрольном участке структурированной стенки канала при задании граничных условий q = const (a) и T =
= const (б).
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Рис. 3. Сравнение распределений относительного числа Нуссельта Nu/Nupl – 1, 2, перепада статического дав-
ления P – Ppl – 3, относительных величин трения f/fpl – 4 и температуры Tw/Twpl –5 в продольном характерном
сечении стенки канала с наклонной канавкой при задании граничных условий q = const –1, 3–5 и T = const 2–4.
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в виде спиралевидного вихря покидает канавку, не дойдя до ее конца. В выходной части канавки
наблюдается возникновение вторичных смерчевых структур.

В данном исследовании акцент делается на сравнении типов граничных условий для теплооб-
мена при выборе геометрической формы и размеров канавки, для которой достигается наиболь-
шая тепловая эффективность, т.е. максимальная теплоотдача от контрольного участка с канав-
кой. Причем известно, что решение тепловой задачи для несжимаемой среды не влияет на реше-
ние динамической задачи. В аналогичном исследовании [14], выполненном для сферической
лунки на стенке узкого канала, показано, что, как и в случае траншеи в узком канале, локальные
и интегральные характеристики теплообмена практически (с точностью до 3%) не зависят от
граничного условия на нагретой стенке (q = const и T = const эквивалентны).

Как видно из рис. 2 и табл. 2, теплообмен в наклонной канавке на стенке узкого канала суще-
ственно зависит от типа граничных условий. При T = const относительные тепловые потоки
Nu/Nupl внутри канавки заметно ниже, чем для q = const. Хотя по тепловой эффективности
Numm/Nummpl участки с канавкой кардинально не отличаются (различие находится в пределах

Рис. 4. Сравнение распределений относительного числа Нуссельта Nu/Nupl – 1, 2, перепада статического дав-
ления P – Ppl – 3, относительных величин трения f/fpl – 4 и температуры Tw/Twpl – 5 в срединном продольном (a)
и поперечном характерном (б) сечениях канавки на стенке канала при задании граничных условий q = const – 1,
3–5 и T = const – 2–4.
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2–3%), однако тепловая эффективность контура, окружающего лунку, заметно (на 4%) ниже для
варианта с T = const. Следует отметить, что теплогидравлическая эффективность (THE) участка
с канавкой превышает 1 для граничных условий второго рода и оказывается меньше 1 для гра-
ничных условий первого рода.

В отличие от сопоставления поверхностных харатеристик течения и теплообмена в продоль-
ном срединном сечении нагретой стенки узкого канала с наклонной канавкой [17], в данном ис-
следовании для анализа численных прогнозов выбирается продольное сечение, проходящее че-
рез центр сечения перехода от входного сферического сегмента к цилиндрической траншее (рис. 3).
Как уже отмечалось при рассмотрении картин Nu/Nupl, теплоотдача от стенки для граничных
условий первого рода заметно отличается от прогнозируемой теплоотдачи для граничных усло-
вий второго рода. Максимум Nu/Nupl для изотермической нагретой стенки в районе скруглен-
ной наветренной кромки примерно на 1.2 превосходит (Nu/Nupl)max стенки с q = const, достигая
почти четырехкратного увеличения в сравнении с плоскопараллельной стенкой. В то же время
на подветренной стороне канавки минимальная относительная теплоотдача при T = const почти

Рис. 5. Сравнение осредненных по поперечным полосам относительных чисел Нуссельта Num/Numpl в сре-
динных продольном – 1, 2 и поперечном – 3, 4 сечениях контрольного участка с наклонной канавкой (a) и
контура, окружающего канавку (б) при задании граничных условий q = const – 1, 3 и T = const – 2, 4.
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Таблица 1

Канал с канавкой Канал без канавки

Pmin –0.3242 –0.2519
Pmax 0.2031 0.0041
Umin –0.4160 0
Umax 1.277 1.259
Vmin –0.3895 –0.0005
Vmax 0.5361 0.0006
Wmin –0.8269 –0.0005
Wmax 0.3555 0.0005
Kmax 0.03408 0.01173
μtmax 0.004241 0.004162
Tmax 1.018 1.012
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вдвое ниже, чем при q = const. На дне канавки в центральной части прогнозы Nu/Nupl близки по
величине с некоторым превышением для изотермической стенки и оказываются порядка 1.5.

На наветренной сглаженной кромке достигают максимумов перепад статического давления
P–Ppl и относительное трение f/fpl. Отмечается характерный для аномальной интенсификации
отрывного течения и теплообмена экстраординарный перепад статического давления, величина
которого оказывается порядка 0.35. Пик относительного трения порядка 4.5 коррелирует с мак-
симумом Nu/Nupl, близким к 4, а минимальное значение f/fpl оказывается порядка –1.5. Интерес-
ным представляется распределение относительной температуры на стенке с q = const.
Пик Tw/Twpl на подветренной скругленной кромке, превышающий 1, внутри канавки быстро па-
дает до минимума заметно ниже 1 (0.997), а затем в следе за канавкой быстро подрастает, остава-
ясь ниже 1 на значительном удалении, т.е. имеет место захолаживание стенки в области следа.

Как и в ряде проведенных исследований [14–18], интерес для сравнений представляют два ха-
рактерных сечения канавки: срединное продольное сечение и поперечное сечение стыковки
входного сферического сегмента и цилиндрической траншеи. На рис. 4 построены зависимости
локальных поверхностных характеристик течения и теплообмена от локальных координат s и t,
причем нулевые значения координат выбраны на стенке перед скругленной кромкой канавки.
Как уже отмечалось ранее, распределения Nu/Nupl(s) (кривые 1, 2 на рис. 4а) демонстрируют зна-
чительное различие численных прогнозов для граничных условий первого и второго рода. Мак-
симумы относительной теплоотдачи достигают близких величин – 1.85 для T = const и 1.6 для
q = const в входной части канавки. Следует отметить, что теплоотдача на дне канавки оказывает-
ся значительно (в 1.5–2 раза) выше теплоотдачи от гладкой плоской стенки. В траншейной части
и на конце канавки Nu/Nupl существенно меньше 1, причем прогнозы для изотермической по-
верхности канавки примерно вдвое ниже прогнозов для q = const. Распределение перепада ста-
тического давления P–Ppl по длине канавки носит в целом возрастающий характер с минимумом
порядка –0.1 на входе и максимумом порядка 0.1 на выходе. Относительное трение f/fpl(s) пока-
зывает формирование зоны интенсивного отрывного течения с минимумом порядка –1.6, пере-
ходящей в область проточного течения с f/fpl > 0, занимающей практически всю канавку, за ис-
ключением малой окрестности конца канавки. Распределение относительной температуры
Tw/Twpl(s) при q = const имеет ярко выраженный минимум во входной части в зоне образования
интенсивного торнадоподобного потока и три разновеликих локальных максимума, превосхо-
дящие 1 и отражающие перемены тепловых режимов по мере развития проточного течения вдоль
канавки. Как уже отмечалось, один из максимумов может быть связан с выходом из канавки спи-
ралеобразного вихря в центральной части за серединой (рис. 2).

Поперечное сечение стыковки сферического сегмента и траншеи характеризует наиболее ин-
тенсивную зону отрывного течения и теплообмена в наклонной канавке (рис. 4б). Перепад ста-
тического давления между зонами торможения на наветренном склоне и разрежения на дне ка-
навки превысил заявленный ранее уровень 0.35. Минимум отрицательного относительного тре-
ния приблизился к –1.8 и сместился по дну канавки к наветренной кромке. Установлено
кардинальное влияние граничных условий на прогнозы относительной теплоотдачи. Величина
(Nu/Nupl)max вдвое выше на изотермической скругленной кромке канавки в сравнении с q =
= const и (Nu/Nupl)min вдвое ниже на подветренном склоне. На подветренной кромке наблюда-
ется пик относительной температуры в случае q = const с величиной порядка 1.003. По мере дви-
жения к наветренной кромке Tw/Twpl резко падает и достигает уровня 0.997 на кромке.

Представленные на рис. 5 зависимости проинтегрированных по поперечным полосам отно-
сительных чисел Нуссельта позволяют оценить тепловую эффективность участков структуриро-
ванной поверхности, анализируя зависимости Num/Numpl от продольных (x, s) и поперечных (z, t)
координат выбранных участков. Также определяется влияние на численные прогнозы гранич-
ных условий первого и второго рода.

Таблица 2

Тип условия Numm/Nummpl Nummd/Nummdpl ζ/ζpl THE

q = const 1.104 1.071 1.088 1.015
T = const 1.081 1.027 1.087 0.994
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Пиковые тепловые нагрузки на профилированный наклонной канавкой контрольный уча-
сток нагретой стенки узкого канала, как видно из рис. 5а, приходятся на переднюю его часть
(кривые 1, 2), причем уровень относительной теплоотдачи доходит до 1.25–1.3, и на правую бо-
ковую часть (кривые 3, 4) с (Num/Numpl)max = 1.55. Различие между прогнозами при T = const и
q = const не выглядит значительным, что обусловливает 2% разницу в интегральной тепловой эф-
фективности контрольного участка.

В то же время различие в прогнозах осредненной по полосам относительной теплоотдачи в
пределах контура, окружающего канавку, на рис. 5б несомненно значительное. Если в продоль-
ном направлении s максимумы и минимумы отличаются на величину порядка 0.2 (кривые 1, 2),
то в поперечном направлении t их отличие доходит до 1.5 раза. Становится понятной 4% разница
в прогнозах с использованием различных граничных условий интегральной тепловой эффектив-
ности участка, ограниченного контуром канавки.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведено численное моделирование конвективного теплообмена в узком канале с единич-

ной наклонной канавкой глубиной 0.39 (в долях ширины) и длиной 8 на нагретой стенке при
турбулентном низкоскоростном течении воздуха. Определяется влияние граничных условий
первого и второго рода на прогнозы тепловой и теплогидравлической эффективности. При ано-
мальной интенсификации отрывного течения и теплообмена в выбранной наклонной канавке
суммарная относительная (по отношению к плоскопараллельному каналу) теплоотдача от кон-
трольного участка структурированной изотермической стенки оказывается заметно (на 2%) ни-
же, чем для стенки с q = const. Особенно сильное различие (порядка 4%) установлено для отно-
сительной теплоотдачи от прямоугольного участка, контур которого окружает канавку. Анализ
локальных относительных чисел Нуссельта в окрестности канавки показал, что экстремальные
величины могут кардинально (до полутора раз) различаться в зависимости от вида граничных
условий. Установленная на примере единичной наклонной канавки тенденция к занижению
численных прогнозов тепловой и теплогидравлической эффективности для нагретых изотерми-
ческих поверхностей может усилиться для пакетов наклонных канавок на структурированной
стенке. Это обстоятельство необходимо учитывать при конструировании энергоэффективных
структурированных поверхностей, которые эксплуатируются при q = const.

Исследование выполнено при частичной финансовой поддержке Российского научного фон-
да по грантам 22-19-00056 (эксперименты) 23-19-00083 (расчеты).
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В рамках упрощенной физико-математической модели гидродинамических и тепловых про-
цессов при нестационарной пленочной конденсации на вертикальной полубесконечной пла-
стине рассматривается смена режимов течения пленки конденсата вдоль подстилающей по-
верхности под действием массовой силы. Модель используется для определения условий
применимости приближения идеальной невесомости при рассмотрении пленочной конден-
сации. Установлено, что корректность использования приближения идеальной невесомости
для расчета скорости роста толщины пленки на каком-либо участке пластины зависит не
только от величины массовой силы, но и от времени и от расстояния между этим участком и
носиком пластины.
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Гидродинамические и тепловые эффекты при нестационарной пленочной конденсации изу-
чены в настоящее время относительно мало. Подавляющее число работ, посвященных пленоч-
ной конденсации, касается стационарного режима, и здесь к настоящему времени накоплено
множество результатов [1, 2]. Одна из причин такого положения дел состоит в том, что в услови-
ях земной силы тяжести стационарный режим устанавливается, как правило, сравнительно
быстро, поэтому нестационарный режим не представляет большого практического интереса.
Совершенно другая ситуация реализуется на борту космических аппаратов в условиях реальной
невесомости, когда ускорение массовой силы может быть на 4–5 порядков меньше, чем на Зем-
ле. При этом скорость стекания конденсата также уменьшается на порядки, и время установле-
ния стационарного режима настолько растягивается, что нестационарный режим становится, с
точки зрения практических приложений, наиболее интересным.

Для теоретических исследований гидродинамических и теплообменных процессов при мик-
рогравитации часто используется приближение идеальной невесомости [3–6], когда наличие
массовых сил полностью игнорируется. Понятно, что такой подход оправдан, если преобладаю-
щее влияние на изучаемые процессы оказывает не массовая сила, а другие физические факторы.
Что же касается пленочной конденсации, то здесь необходимо отметить следующее. Все извест-
ные решения, описывающие стационарную пленочную конденсацию при определяющем влия-
нии массовой силы, не имеют прямых ограничений на величину массовой силы. Поэтому стаци-
онарные решения и для условий микрогравитации будут оставаться в силе, и не учитывать силу
тяжести при этом нельзя, какой бы малой она не была. Однако для описания нестационарных
режимов использование приближения идеальной невесомости не только привлекательно из-за
возможности упрощений в постановке задачи, но и допустимо с физической точки зрения.
Но здесь необходимо отметить, что, хотя приближение идеальной невесомости используется от-
носительно часто, условия его применимости для задач пленочной конденсации практически не
изучены.

УДК 532.62
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Целью данной работы является исследование смены режимов течения при нестационарной
пленочной конденсации на вертикальной полубесконечной пластине под действием массовой
силы в рамках упрощенной физико-математической модели гидродинамических и тепловых
процессов. Отметим, что использованная в данной работе физико-математическая модель не
претендует на высокую точность. Например, не учитываются процессы волнообразования и
влияние капиллярных сил. Эти процессы подробно изучались в работах [7–9], в том числе и при
наличии фазовых переходов для пленки на бесконечной пластине. Однако для рассматриваемой
задачи о пленке на полубесконечной пластине, развитый в работах [7–9] теоретический подход
к описанию капиллярных эффектов напрямую неприменим из-за трудностей с постановкой гра-
ничных условий на носике пластины, где толщина пленки равна нулю. Если же отвлечься от вли-
яния волнообразования и поверхностного натяжения, то использованная в данной работе мо-
дель основана на тех же базовых физических предположениях, что и модель [7–9]. Главное ее до-
стоинство состоит в том, что она позволила для задачи о нестационарной конденсации на
полубесконечной пластине получить результаты в виде простых аналитических формул. Это су-
щественно упрощает физический анализ результатов и дает возможность для оценок, интерес-
ных с точки зрения практики (условия применимости приближения идеальной невесомости).

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим сначала конденсацию неподвижного насыщенного пара с температурой , а без-
граничную плоскость с температурой  при полном отсутствии массовых сил, т.е. в условиях
идеальной невесомости. Ясно, что в этом случае пленка будет нарастать однородно по всей плос-
кости, и жидкость в пленке будет неподвижна. Примем, что профиль температуры поперек
пленки близок к линейному. Тогда

(1.1)

Здесь  – удельный тепловой поток в стенку,  – толщина пленки конденсата, λ – коэффи-
циент теплопроводности конденсата,  перепад температуры на пленке.

Предполагается, что давление пара поддерживается постоянным, а температура поверхности
жидкости фиксирована в соответствии с кривой насыщения. В дальнейшем будем считать, что
тепло, выделившееся при фазовом переходе, полностью уходит в жидкую фазу и далее в стенку.
Данное допущение правомерно при конденсации чистого пара, когда процесс конденсации ли-
митируется исключительно скоростью отвода тепла от поверхности раздела фаз в холодную
стенку через жидкую пленку. Однако в случае конденсации из парогазовой смеси часть выделя-
ющегося тепла может поступать также в газовую фазу. Поэтому в таких условиях необходимо
учитывать процессы теплообмена и диффузии в газовой фазе. Один из подходов описания дан-
ных явлений (применительно к процессу испарения криогенной жидкости в атмосферу) пред-
ставлен в работах [10, 11].

Используя связь между массой сконденсировавшегося пара и выделившимся при этом теп-
лом, и выражая прирост массы в пленке через прирост ее толщины, получим

(1.2)

Здесь  – плотность конденсата,  – теплота фазового перехода,  – время. Из (1.1) и (1.2) мож-
но легко получить уравнение, описывающее изменение толщины пленки

(1.3)

Интегрируя уравнение (1.3) с учетом начального условия (  при ) получим

(1.4)

Рассмотрим теперь случай, когда параллельно плоскости действует некоторая массовая сила
с ускорением  – рис. 1а. Под действием этой силы возникнет течение конденсата вдоль поверх-
ности. В произвольном объеме пленки конденсата между сечениями  и  из-
менение толщины пленки обусловлено конденсацией на поверхности пленки, вытеканием кон-
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денсата через сечение  и втеканием через сечение . Однако, поскольку расходы втекающего
и вытекающего конденсата в рассматриваемом случае одинаковы, то течение не будет влиять на
скорость роста толщины пленки. При этом формула (1.4) останется справедливой для любой
точки поверхности.

Ситуация меняется, если пластина имеет верхнюю кромку (рис. 1б), которую примем за на-
чало координаты. Рассмотрим теперь объем между сечениями  и . Очевидно,
что в этом случае нет никакого втекания конденсата в рассматриваемый объем через сечение ,
тогда как вытекание через сечение  будет иметь место. Поэтому непосредственно вблизи верх-
ней кромки пластины стекание конденсата под действием силы тяжести будет с самого начала
процесса влиять на рост толщины пленки и формула (1.4) в этой зоне выполняться уже не будет.

Считаем, что течение пленки конденсата является ламинарным и волнообразование отсут-
ствует, конвективный и кондуктивный переносы тепла вдоль пленки несущественны по сравне-
нию с кондуктивным переносом тепла поперек нее, поперечный градиент скорости конденсата
на границе раздела фаз равен нулю в силу малости отношения коэффициентов динамической
вязкости для пара и жидкости. Также для упрощения полагаем, что температура насыщенного
пара поддерживается постоянной по всему занимаемому объему. В рамках данных допущений
уравнение движения и граничные условия к нему для стационарного случая будут иметь следу-
ющий вид [12]

(1.5)

(1.6)

(1.7)

Здесь  – составляющая скорости вдоль оси ,  – кинематический коэффициент вязкости
конденсата,  – поперечная к стенке координата. Из (1.5)–(1.7) вытекают следующие выра-
жения для поперечного профиля скорости в пленке и объемного расхода конденсата  через
пленку

(1.8)
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Рис. 1. Конденсация насыщенного пара на вертикальной пластине в поле силы тяжести: (а) – бесконечная пла-
стина; (б) – полубесконечная пластина.
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(1.9)

При рассмотрении нестационарной пленочной конденсации в более общей постановке в [13]
для профиля скорости поперек пленки было получено следующее выражение

(1.10)

где ; ;  – коэффициент кинематической вязкости.

Наибольший вклад в сумму в выражении (1.10) дает первый член ряда . Для дальнейших
оценок воспользуемся соотношением (1.4). Тогда

Как легко убедиться, для параметров задачи, представленных в табл. 1 для воды, аммиака и
пропана, параметр  по порядку величины лежит в диапазоне 10–5–10–2, что позволяет исполь-
зовать формулу (1.8) вместо соотношения (1.10).

Отметим, что в рассматриваемом случае , , . Обозначим че-
рез  удельный поток массы конденсата в пленку, тогда баланс массы для пленки запишется
в виде

(1.11)

Как отмечалось ранее, профиль температуры поперек пленки считается линейным. В более
общей постанове [13] профиль температуры описывается следующим выражением

(1.12)

где , ;  – коэффициент температуропроводности.

Как и в случае профиля скорости, наибольший вклад в сумму в выражении (1.12) дает первый

член ряда . Вводя число Прандтля , можно записать

Как видно, если , то . Это означает, что можно пренебречь вкладом нелинейного
члена в выражении (1.12) и считать профиль температуры линейным.
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Таблица 1. Параметры задачи формирования пленки конденсата для различных веществ [14–16]

Вещество , К , К , кг/м3 , 
Вт/(м · К)

, 
Дж/(кг · К)

, кДж/кг , м2/с

H2O 323 300 988 0.643 4181 2382.5 5.51 × 10–7

NH3 303 300 600 0.470 2510 1158.7 2.27 × 10–7

С3H8 303 300 490 0.028 1800 332.5 1.96 × 10–8

sT wT ρ λ pc r v
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Тогда, используя связь между сконденсировавшейся массой и выделившимся при этом теп-
лом, можно записать

(1.13)

Подставляя теперь (1.13) в (1.11) и используя (1.9), получим уравнение

(1.14)

Будем рассматривать случай, когда момент времени  соответствует моменту начала кон-
денсации. Тогда граничное и начальное условия для уравнения (1.12) будут иметь вид

Преобразуем уравнение (1.14) к следующему виду

(1.15)

Для упрощения дальнейших выкладок введем обозначения

Тогда уравнение (1.15) можно записать в виде

(1.16)

Аналогичное уравнение было получено при исследовании катящихся волн на поверхности
стекающей пленки конденсата в рамках длинноволнового приближения в работе [9].

Уравнение (1.16) является уравнением в частных производных. Введем новые зависимую и
независимую переменные по формулам

(1.17)

Предположим теперь, что функция  является функцией единственной переменной . Тогда

(1.18)

Подставляя формулы (1.17) и (1.18) в уравнение (1.16), его можно свести к следующему диффе-
ренциальному уравнению

(1.19)

Стоит отметить, что уравнение (1.19) является частным случаем уравнения, полученного в ра-
боте [7] при  и .

2. РЕШЕНИЕ

Решением рассматриваемой задачи является функция , удовлетворяющая соот-
ношениям (1.17) и обеспечивающая выполнение граничного и начального условий

(2.1)

(2.2)

Уравнение (1.19) имеет два точных решения
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Отметим, что решение (2.3) обеспечивает выполнение граничного условия (2.1), но не соот-
ветствует начальному условию (2.2). Более того, при переходе к размерным переменным время
вообще “выпадает” из этого решения, которое преобразуется к виду

(2.5)

Как легко убедиться, это решение является классическим решением Нуссельта [1, 2] для ста-
ционарной пленочной конденсации на вертикальной пластине. При этом стационарное течение
конденсата в пленке описывается, в соответствии с формулами (1.8), (1.9) и (2.5), выражениями

(2.6)

(2.7)

Что касается решения (2.4), то оно, наоборот, обеспечивает выполнение начального усло-
вия (2.2), но не соответствует граничному условию (2.1). В размерных переменных это решение
можно переписать в виде

(2.8)

Отметим, что при переходе к размерным переменным из решения “выпадает” и простран-
ственная координата . Это означает, что данное решение описывает пленку, толщина которой
однородно нарастает по поверхности. Отметим также, что формально решение (2.8) совпадает с
формулой (1.4), полученной для случая конденсации на безграничной плоскости в условиях иде-
альной невесомости. Однако совпадение касается только толщины пленки. При выводе форму-
лы (1.4) конденсат в пленке предполагался неподвижным, тогда как формула (2.8) получена в
предположении о течении конденсата. При этом независимость толщины пленки от координаты
означает, что течение в пленке является плоскопараллельным. Подставляя (2.8) в (1.8) и (1.9), по-
лучим следующие выражения для поперечного профиля скорости и объемного расхода через
пленку

(2.9)

(2.10)

Отметим, что функции  и  совпадают в точке . Рассмотрим теперь функцию (рис. 2а)

(2.11)

(2.12)

Как легко убедиться, функция  является точным решением уравнения (1.19) при всех значе-
ниях  обеспечивает выполнение обоих условий (2.1) и (2.2), поэтому данная функция является
точным решением рассматриваемой физической задачи в рамках принятой математической мо-
дели. Отметим, что функция  является непрерывной, но имеет разрыв производной  в

точке  (имеет слабый разрыв на линии  (рис. 2 б), которая является характеристи-
кой уравнения (1.19)). Это обстоятельство, однако, никак не нарушает непрерывности второго
слагаемого в уравнении (1.19), поскольку коэффициент перед производной в точке  равен
нулю.
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3. АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННОГО РЕШЕНИЯ
3.1. Толщина пленки

Для упрощения анализа рассмотрим участок пластины от  до . Отметим, что, в рам-
ках принятой физико-математической модели, задача для данного участка полубесконечной
пластины полностью эквивалентна задаче для конечной пластины длиной .

Введем новые безразмерные переменные по формулам

(3.1)

(3.2)

Перейдем теперь от функции  автомодельной переменной  более удобным для физическо-
го анализа переменным ,  и  (безразмерная толщина пленки, безразмерная координата и без-
размерное время). В этих переменных решение (2.11) и (2.12) имеет вид

(3.3)

(3.4)

(3.5)

Формулы (3.3)–(3.5) имеют простой физический смысл (рис. 3). Если время не слишком ве-
лико, то рассматриваемый участок пластины в каждый момент времени разделяется координа-
той  на две зоны:  и . В первой зоне все гидродинамические и тепловые па-
раметры стационарны – здесь реализуется классическое решение Нуссельта для стационарной
пленочной конденсации. В частности, толщина пленки, скорость жидкости в пленке и объем-
ный расход жидкости через пленку описываются формулами (2.5), (2.6) и (2.7). Во второй зоне
процесс конденсации нестационарен. При этом толщина пленки здесь однородна по простран-
ству и нарастает во времени с такой же скоростью, как при идеальной невесомости (как легко
убедиться, формула (3.4) является безразмерной формой уравнения (1.4). Однако, в отличие от
случая идеальной невесомости, конденсат в пленке не является неподвижным (рис. 4). Течение
здесь таково, что поле скорости, в отличие от первой зоны, не зависит от продольной простран-
ственной координаты, но изменяется во времени, в соответствии с формулами (2.9) и (2.10).

В дальнейшем будем называть точку с координатой  разделяющей точкой. Отметим, что
эта точка перемещается вниз по потоку в соответствии с формулой (3.5). В рамках принятой ма-
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Рис. 2. (а) Точное решение уравнения (1.19) с граничными условиями (2.1) и (2.2); (б) область I – однородная
по пространству пленочная конденсация; область II – классическое решение Нуссельта.
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тематической модели стационарный режим на каком-либо участке поверхности устанавливает-
ся сразу после того, как разделяющая точка проходит этот участок. Поэтому граница области
стационарного решения сдвигается со временем вниз по потоку в соответствии с формулой (3.5)
и область стационарного решения со временем распространяется на все большую площадь.
В частности, в случае конечной пластины через некоторое время стационарный режим охватит
всю пластину и это время можно легко рассчитать по формуле (3.5). Интересно отметить, что
аналогичный сценарий установления стационарного режима (“кинематическая волна”) обнару-
жен в работе [17] при исследовании пленочной конденсации на пластине из движущегося потока
пара при отсутствии массовых сил.

Используя соотношения (3.1), (3.2) и (3.5), можно получить выражение для времени установ-
ления стационарного профиля пленки на пластине длины  размерном виде

(3.6)

Так, для воды, аммиака и пропана (табл. 1) время перехода к стационарному режиму конден-
сации на пластине длиной 0.2 м в условиях микрогравитации (  м/с2), реализуемых, на-
пример, на борту космического аппарата, превышает 100 с – 419 с, 473 с, 276 с соответственно.
Как следует из полученных оценок, в условиях микрогравитации время формирования стацио-
нарного профиля пленки становится уже макроскопическим.
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vrt L
g

−= 410g

Рис. 3. Распределение безразмерной толщины пленки конденсата в различные моменты времени.
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Как отмечалось выше, разделяющая точка является точкой разрыва производных. Получен-
ное решение таково, что все производные по времени равны нулю при  и отличны от нуля
при , а пространственные производные, наоборот, равны нулю при  и отличны от
нуля при . Покажем, что, в рамках принятой математической модели, этот разрыв суще-
ствует уже в начальный момент времени. Используя переменные (3.1), преобразуем основное
уравнение (1.16) и условия (1.13) к виду

(3.7)

(3.8)

(3.9)
Из условия (3.9) следует

(3.10)

Отметим, что уравнение (3.7) и условие (3.8), как и условие (3.9), выполняются, в том числе,
и в начальный момент времени. Тогда, подставляя (3.10) в (3.7), получим, что, в начальный мо-
мент времени для всех значений 

(3.11)

С другой стороны, поскольку условие (3.8) справедливо для любого времени, то из этого усло-
вия следует, что в точке 

(3.12)

Сравнивая (3.11) и (3.12), видим, что в начальный момент времени в точке  уже имеет ме-
сто разрыв производной по времени. Аналогично можно показать, что в начальный момент вре-
мени в точке  имеет место также разрыв производной и по пространственной координате.
Таким образом, разрыв производных в разделяющей точке  cуществует уже в начальный мо-
мент времени, и в дальнейшем он “сносится” вниз по потоку вместе с разделяющей точкой в со-
ответствии с формулой (3.5).

Наличие разрыва производных связано, разумеется, с тем, что принятая математическая мо-
дель учитывает далеко не все факторы. Однако относительная грубость этой математической
модели, как показано выше, приводит к решениям в виде простых формул. Поэтому данная мо-
дель может быть полезным инструментом для проведения различных оценок, необходимых в
инженерной практике. Для примера рассмотрим вопрос о том, когда при пленочной конденса-
ции в условиях микрогравитации можно полностью пренебречь наличием массовых сил при
расчете теплообмена.

3.2. Тепловой поток
Обозначим через  интегральный тепловой поток в стенку на участке пластины длиной 

(3.13)

Ниже будем использовать индекс “0” для обозначения параметров, относящихся к идеальной
невесомости, а те же параметры без индекса будем относить к случаю наличия массовой силы.
Тогда, используя полученные результаты, можно получить

(3.14)

(3.15)

< *x x
> *x x > *x x

< *x x

( ) ∂ψ∂ ψ + =
∂ ∂

2 1
x t

=ψ = 0 0x

=ψ = 0 0t

=

δψ =
δ  0

0
tx

  x

=

δψ =
δ  0

1
tt

= 0x

=

δψ =
δ  0

0
tt

= 0x

= 0x
*x

Q L

λθ λθ= = =
δ δ   

1

0 0 0

L L

Q qdx dx dx

( )−
= + ≤ 

1
20 11 при 1

3
Q t t
Q

( )−
= ≥ 10 3 при 1

4
Q t t
Q



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 6  2023

АВТОМОДЕЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ ЗАДАЧИ 57

Отметим, что безразмерное время  соответствует моменту, когда стационарный режим
устанавливается на всем рассматриваемом участке пластины. Формулы (3.14) и (3.15) иллюстри-
руются на рис. 5. Как видно, сначала тепловые потоки  и  совпадают, но со временем разница
между ними нарастает, причем при наличии массовой силы тепловой поток больше, чем при не-
весомости. Этот результат вполне предсказуем, т.к. толщина пленки при наличии силы тяжести
со временем выходит на стационарное значение, тогда как при невесомости она все время рас-
тет. Отметим, что в момент времени, когда стационарный режим устанавливается на всем рас-
сматриваемом участке пластины, тепловой поток, вычисленный в приближении идеальной не-
весомости, составляет 75% от теплового потока при наличии массовой силы. После момента вре-
мени  тепловой поток, соответствующий невесомости, продолжает уменьшаться, тогда как
тепловой поток при наличии силы тяжести уже не меняется и в момент времени  их отно-
шение составляет уже 0.53.

Используя формулы (3.5) и (3.14), можно получить удобную для оценок формулу

(3.16)

Как уже отмечалось, полученные в данном разделе формулы пригодны для задачи о конден-
сации на пластине конечного размера. В этом случае величина  равна доле, которую занимает
область стационарного режима от общей длины пластины, а эта доля растет со временем соглас-
но формуле (3.5). Тогда из формулы (3.16) следует, что погрешность при использовании прибли-
жения идеальной невесомости тем меньше, чем меньше доля стационарного участка и, соответ-
ственно, чем меньше время после начала процесса. В частности, из формулы (3.16) следует, что
приближение идеальной невесомости для расчета интегрального теплового потока можно ис-
пользовать с погрешностью не выше 3.5% до тех пор, пока доля стационарного участка не пре-
вышает 10%. При этом локальная величина теплового потока при  будет описываться точ-
но. Таким образом, возможность применения приближения идеальной невесомости для задач
пленочной конденсации зависит не только от величины ускорения массовой силы, но и от раз-
мера поверхности и времени после начала процесса.

Используя соотношения (3.16), (3.2) и (3.5), можно установить момент времени, до которого
погрешность определения интегрального теплового потока в рамках приближения идеальной
невесомости не будет превосходить некоторой величины 

(3.17)

Так, при конденсации воды, аммиака и пропана (табл. 1) на пластине длиной 0.2 м в условиях
микрогравитации (  м/с2) при  = 0.035 время  будет составлять 136, 153 и 89 с соответ-
ственно.
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Рис. 5. Временное изменение относительного интегрального теплового потока в пластину.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В рамках упрощенной физико-математической модели исследованы течение и теплообмен

при нестационарной пленочной конденсации на вертикальной пластине. Показано, что в рам-
ках данной модели задача сводится к обыкновенному дифференциальному уравнению, для ко-
торого найдено точное решение.

Получено, что развитие процесса происходит следующим образом. В каждый момент време-
ни имеется точка, которая разделяет пластину на две зоны. В первой зоне (от носика пластины
до разделяющей точки) реализуется классическое стационарное решение Нуссельта для пленоч-
ной конденсации на вертикальной пластине. В области за разделяющей точкой реализуется не-
стационарное решение, в котором, несмотря на наличие течения конденсата, толщина пленки
нарастает во времени однородно по пространству, причем с тем же темпом, что и при отсутствии
массовой силы, когда конденсат неподвижен.

Получены формулы, описывающие продвижение разделяющей точки вниз по потоку с тече-
нием времени. Полученные результаты показывают, что корректность использования прибли-
жения идеальной невесомости для расчета скорости роста толщины пленки на каком-либо
участке пластины зависит не только от величины массовой силы, но и от времени и от расстоя-
ния между этим участком и носиком пластины. Для пластины конечной длины показано, что
применение приближения идеальной невесомости для расчета интегрального теплового потока
приводит к нарастающей во времени погрешности, которая составляет приблизительно 3.5%,
когда длина стационарной зоны составляет 10% от полной длины пластины, и увеличивается до
33% в момент установления стационарного режима по всей длине пластины.

По данным результатам получена формула для оценки интервала времени, на котором спра-
ведливо приближение идеальной невесомости. В качестве критерия используется интегральный
тепловой поток, поглощаемый подстилающей поверхностью.
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Изучаются деформации ледяного покрова на поверхности идеальной несжимаемой жидко-
сти конечной глубины под действием движущейся прямолинейно с постоянной скоростью
области давления при наличии течения со сдвигом скорости, а также волновые силы, дей-
ствующие на движущееся тело. Течение жидкости не потенциально. Ледяной покров модели-
руется тонкой упругой пластиной с учетом равномерного сжатия. Движение нагрузки может
происходить под произвольным углом к направлению течения. Предполагается, что в систе-
ме координат, движущейся вместе с нагрузкой, прогиб льда является установившимся. Ис-
пользован метод преобразования Фурье в рамках линейной теории волн. Исследованы зави-
симости максимальных деформаций ледяного покрова и волновых сил от градиента скорости
течения, направления движения и коэффициента сжатия.

Ключевые слова: тонкая упругая плавающая пластина, изгибно-гравитационные волны, сдви-
говое течение, движущаяся нагрузка, критическая скорость, волновые силы, деформации
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Интенсивное освоение Арктики вызывает интерес к решению задач, связанных с взаимодей-
ствием различных возмущений в жидкости с ледяным покровом. В настоящее время наиболее
полно изучена задача о воздействии динамических возмущений и возбуждении изгибно-грави-
тационных волн для безграничного однородного ледяного покрова. Ледяной покров обычно мо-
делируется тонкой упругой пластиной, плавающей на поверхности воды. Достаточно хорошо
исследованы процессы развития и распространения изгибно-гравитационных волн в покоящей-
ся в невозмущенном состоянии среде или в потоке жидкости, текущей с постоянной по глубине
скоростью (см., например, [1–12]). Однако в реальных морских условиях существуют подледные
течения, вертикальное распределение скорости может меняться и по величине, и по направ-
лению.

Влияние сдвига скорости в подледном течении на изгибно-гравитационные волны в ледяном
покрове в настоящее время изучено недостаточно. Значительно лучше исследовано воздействие
сдвига скорости на поверхностные волны. Обзор полученных результатов можно найти в ра-
боте [13], в которой исследованы критические скорости и прогиб ледяного покрова в зависимо-
сти от градиента скорости течения, направления движения и коэффициента сжатия под дей-
ствием движущейся прямолинейно с постоянной скоростью области давления. Настоящая рабо-
та является продолжением работы [13] – с помощью решения [13] изучаются деформации
ледяного покрова и волновые силы, действующие на движущееся тело.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается бесконечный ледяной покров, плывущий на поверхности потока идеальной

несжимаемой жидкости конечной глубины  с вертикальным сдвигом скорости. Ледяной по-
кров моделируется упругой бесконечной пластиной постоянной толщины. В подвижной декар-
товой системе координат , связанной с пластиной, с центром  на верхней границе жидко-

H

Oxyz O

УДК 532.59:539.3



60

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 6  2023

ТКАЧЕВА

сти, осью , направленной противоположно основному течению, и осью , направленной
вертикально вверх, вектор скорости жидкости можно представить в виде

где  – константа, основное течение жидкости  не потенциально, имеет постоянную завих-
ренность, , ,  – возмущенные компоненты скорости, малые по сравнению с основным тече-
нием. Предполагается, что заданное внешнее давление  равномерно распределено по прямо-
угольной области шириной  и длиной . Область давления движется с постоянной скоростью 
под углом  к оси . Давление внешней нагрузки равно , где  – масса движу-
щегося тела,  – ускорение свободного падения. Данная нагрузка моделирует судно на воздуш-
ной подушке.

Рассмотрим движение жидкости. Скорость течения жидкости удовлетворяет уравнениям
Эйлера и неразрывности

(1.1)

Здесь  – полная производная по времени,  – гидродинамическое давление, которое
складывается из гидростатической части и возмущенного гидродинамического давления ,  –
плотность жидкости,  – единичный орт оси . Прогиб ледяного покрова  описывается
уравнением изгиба тонких упругих пластин Кирхгофа-Лява

(1.2)

где  – цилиндрическая жесткость пластины,  – модуль Юнга, ,  – плотность и толщина
льда,  – коэффициент Пуассона,  – сжимающие усилия в пластине.

Ставятся граничные условия: условие непротекания на дне

(1.3)

а на верхней границе жидкости кинематическое условие

(1.4)

и динамическое условие (1.2). Условие излучения ставится в следующем виде: перед нагрузкой
распространяются только те волны, групповая скорость которых больше скорости нагрузки.

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Введем безразмерные переменные, параметры и функции по формулам

Штрихи далее опускаем. Поскольку мы ищем стационарное решение в системе координат,
движущейся вместе с нагрузкой, то в исходной системе координат, связанной с ледяной пласти-
ной, возмущенные скорости движения жидкости имеют вид
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В предположении малости возмущенных скоростей по сравнению с основным течением
уравнения (1.1) линеаризуются. Применяем преобразование Фурье по переменным , . Неиз-
вестные функции , , , ,  ищем в виде

С помощью обратного преобразования Фурье из уравнений (1.1)–(1.4) получаем решение.
В системе координат , повернутой относительно исходной системы координат на угол ,
с осью , направленной вдоль линии движения, осью , перпендикулярной ей, прогиб ледя-
ного покрова выражается формулами [13]

(2.1)

Если скорость движения нагрузки больше критической, функция  имеет нули
 и ,  в некоторых областях значений угла . Поэтому при этих значени-

ях угла  интеграл по  в выражении (2.1) является интегралом в смысле главного значения. Кон-
тур интегрирования деформируется таким образом, чтобы выполнить условие излучения. Из-
вестно, что групповая скорость изгибно-гравитационных волн больше их фазовой скорости для
коротких волн и меньше для длинных волн. Короткие волны соответствуют упругой ветви дис-
персионной кривой, а длинные волны – гравитационной ветви. Поэтому при  корень 
обходится сверху, а корень  – снизу, при  – наоборот.

Согласно линейной теории упругости деформации пластины изменяются по толщине по ли-
нейному закону. Тензор максимальных деформаций имеет вид

(2.2)

(2.3)

Подынтегральная функция в (2.1) при  имеет порядок . При вычислении компо-

нентов тензора (2.2) подынтегральная функция (2.3) имеет порядок  при , сходи-
мость интеграла в этом случае значительно хуже. При  интеграл вычислялся с помо-
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щью выделения особенности и добавления соответствующих вычетов. При  можно поло-
жить , где . Подынтегральная функция преобразуется следующим образом

Выделяя главный член при , представим функцию  в виде

Интеграл от первого слагаемого по  в (2.3) вычисляется аналитически, а второй член имеет
порядок . Таким образом, сходимость значительно улучшилась.

Для оценки вероятности разрушения ледяного покрова движущимся телом достаточно рас-
смотреть случай , так как наибольшие деформации ожидаются на линии движения. Отме-
тим, что при  вычисление  упрощается, в силу симметрии интеграл по  определяет-
ся вкладом вычетов.

Главные значения тензора деформаций  определяются как собственные значения матрицы,
составленной из компонентов тензора. В линейной теории упругости напряжения и деформа-
ции связаны линейной зависимостью. Необходимо, чтобы деформации и напряжения не превы-
шали предельных значений, при которых начинаются пластические деформации и разрушение.
Экспериментально полученные в [14] критические значения максимальных деформаций для
льда составляют  – . В работе [15] использовалось критическое значение мак-
симальных деформаций , которое использyетcя ниже.

Волновое сопротивление  и боковая сила , действующие на движущееся тело, определя-
ются формулами

Подставляя в эти формулы выражение (2.1) для прогиба ледяного покрова, получаем

В силу симметрии вклад в эти интегралы дают только вычеты в нулях знаменателя. Получаем

где ( , ) – интервал значений угла  в правой полуплоскости, при которых имеются нули дис-
персионной функции , штрих означает производную функции  по переменной .

Безразмерные коэффициенты волновых сил определяются формулами
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3. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Численные расчеты проводились для ледяного покрова при следующих входных параметрах
задачи:  ГПа,  кг/м3,  кг/м3, , толщина льда  м, глубина жид-
кости  м,  Н/м2,  м,  м, скорость движения нагрузки  м/с.
Сжимающие усилия в пластине заданы в виде ,  и 1.5.

На рис. 1 представлены графики зависимости безразмерных коэффициентов волновых сил , 
от скорости движения нагрузки при , ,  и различных значениях параметра .
При скорости, меньшей критической, волн нет, и волновые силы равны нулю. Максимальные
значения прогиба ледяного покрова достигаются при скоростях, близких к критическим. Соот-
ветственно максимальные значения волновых сил также достигаются при скоростях, близких к
критическим. Максимальные различия критических скоростей при изменении градиента скоро-
сти течения (параметра ) наблюдаются при углах  и  (рис. 2 [13]). Поэтому макси-
мальное отличие кривых безразмерного волнового сопротивления  при различных значениях
параметра  наблюдается также при  и .

Из графиков следует, что при движении нагрузки против течения (  при увеличении
градиента скорости потока волновое сопротивление уменьшается, что на первый взгляд неожи-
данно. Объясняется это тем, что с ростом параметра  при  уменьшается критическая ско-
рость, а прогиб ледяного покрова максимален вблизи критической скорости. Поэтому при уве-
личении параметра  при фиксированной скорости движения нагрузки прогиб ледяного покро-
ва становится меньше, соответственно волновое сопротивление уменьшается. При движении по
течению волновое сопротивление увеличивается с ростом параметра  в области сверхкритиче-
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Рис. 1. Зависимости безразмерных коэффициентов волновых сил ,  от скорости движения нагрузки при
: (а–в) – , , ; 1–4 – , 0.3, 0.5, 1.
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ских скоростей. При  критические скорости оказываются близкими при различных зна-
чениях параметра , потому кривые 1–3 на рис. 1б практически совпадают. В этом случае мак-
симального значения достигает боковая сила. Боковая сила  существенно меньше волнового
сопротивления .

На рис. 2 изображены такие же графики, что на рис. 1, но при . Видно, что при 
поведение зависимостей волновых сил от скорости движения нагрузки аналогично, но значения
их приблизительно в два раза выше.

Максимальные деформации ледяного покрова также происходят при скоростях движения на-
грузки, близких к критической. Стационарное решение при равномерном движении нагрузки с
критической скоростью по упругой плавающей пластине в линейном приближении не суще-
ствует. Для определения ограниченного решения при критической скорости необходимо при-
влекать нелинейные модели или учитывать структурное демпфирование пластины.

На рис. 3 приведены зависимости от координаты  максимальных деформаций ледяного по-
крова, отнесенных к критическому значению , при , ,  = 20 м/с,  и ,

 и . Видно, что при движении нагрузки против течения максимальные деформации
меньше, чем в отсутствие течения, а при движении по течению больше и превышают допусти-
мый уровень деформаций. Ледяной покров может разрушиться при движении нагрузки по тече-
нию. Это объясняется тем, что скорость  м/с близка к критической скорости  м/с
при . Однако, если скорость движения нагрузки меньше этого значения, то волн не будет
при движении по течению, и деформации ледяного покрова могут быть как меньше, так и боль-
ше, чем при движении против течения.

На рис. 4 представлены аналогичные зависимости при . При  максимальные де-
формации больше перед нагрузкой, а при  за нагрузкой. При  максимальные де-
формации значительно выше, чем при , допустимый уровень максимальных деформаций
превышен в обоих случаях. Сжатие льда приводит к повышению прогиба и деформаций ледяно-
го покрова.

На рис. 5 показаны зависимости максимальных деформаций  от координаты  при
 (а) и от координаты  при  (б) при ,  м/с, ,  и .

В этом случае течение поперек линии движения не влияет практически на зависимость макси-
мальных деформаций от координаты , поскольку критическая скорость при  прибли-
зительно равна критической скорости в отсутствие течения [13], но зависимость от координаты

 существенна.
Наибольшие деформации происходят под областью нагрузки. На рис. 6 представлены изоли-

нии максимальных деформаций  при ,  м/с, ,  (а) и . В обо-
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Рис. 4. Зависимости от координаты  максимальных деформаций ледяного покрова  при , ,
 м/с: (а–б) – , ; 1–2 – , 0.4.
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их случаях амплитуды волн деформации перед нагрузкой значительно больше, чем в других на-
правлениях.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследовано влияние сдвига скорости жидкости на деформации ледяного покрова при рав-
номерном прямолинейном движении нагрузки под произвольным углом к направлению тече-
ния с учетом однородного сжатия льда, а также волновые силы, действующие на тело. Поле ско-
ростей жидкости не потенциально. Показано, что сдвиг скорости, направление движения на-
грузки и коэффициент сжатия льда оказывают существенное влияние на максимальные
деформации ледяного покрова и волновые силы. Максимальные деформации наблюдаются под
нагрузкой при скоростях движения нагрузки, близких к критической. При увеличении коэффи-
циента сжатия льда максимальные деформации значительно увеличиваются.

Волновое сопротивление уменьшается при движении нагрузки против течения и увеличива-
ется при ее движении по течению в области сверхкритических скоростей. Боковая сила макси-
мальна при движении нагрузки перпендикулярно течению. При увеличении коэффициента сжа-
тия льда волновые силы значительно растут.

Следует отметить, что направление течения жидкости зависит от системы координат. Если
в неподвижной системе координат ось Ox' направлена вдоль течения жидкости, то при переходе
в систему координат, связанную с пластиной, жидкость течет в противоположном направлении.
В данной работе и в статье [13] направление течения определяется в системе координат,
связанной с пластиной. 
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Рассмотрена задача об определении характеристик пристенной ламинарной закрученной
струи несжимаемой жидкости. Получены численные решения уравнений Навье–Стокса в
стационарной и нестационарной постановках. Показано, что на больших расстояниях от ис-
точника струи характеристики струи подчиняются автомодельному закону, как и при истече-
нии трехмерной ламинарной незакрученной струи, но распространение струи при этом про-
исходит под некоторым углом к первоначальному направлению выдува струи. При большой
закрутке потока в струе возникают области рециркуляционного течения, течение в струе ста-
новится нестационарным.

Ключевые слова: пристенная струя, затопленная струя, закрученная струя, автомодельное ре-
шение, рециркуляционное течение, уравнения Навье–Стокса
DOI: 10.31857/S1024708423600343, EDN: TWTIDE

Пристенные струи – струи, распространяющиеся вдоль твердой поверхности. Несмотря на
практическую важность изучения пристенных струй, исследованию течения в них посвящено
небольшое количество публикаций. В основном это экспериментальные исследования турбу-
лентных пристенных струй, которые можно условно разделить на плоские струи [1–4], трехмер-
ные незакрученные струи [5–12], трехмерные закрученные струи [13]. Численные исследования
плоских пристенных струй проводились в работах [14, 15], трехмерных пристенных незакручен-
ных струй – в [16–19]; авторам не известны работы по численному исследованию трехмерных
пристенных закрученных струй.

Для ламинарных пристенных струй теоретические и численные исследования проводились
только для плоских и трехмерных незакрученных струй. Впервые задача о плоской ламинарной
струе, вытекающей из тонкой щели параллельно твердой поверхности, была решена в рамках
уравнений пограничного слоя [20] и через три года повторена в [21]. Успеху в решении задачи
способствовал тот факт, что в плоском случае удалось найти инвариант, сохраняющий свое зна-
чение в любом поперечном сечении струи. Наличие инварианта позволило теоретически опре-
делить параметр автомодельности, отвечающий за изменение характеристик струи вдоль про-
дольной координаты , толщина струи растет пропорционально , а продольная компонента
скорости затухает как .

В случае трехмерной пристенной струи, вытекающей из практически точечного источника
параллельно твердой поверхности, течение можно описать с помощью параболизованных урав-
нений Навье–Стокса, в которых пренебрегают непорядковыми членами: продольным градиен-
том давления и вторыми производными вдоль продольной координаты в вязких членах уравне-
ний. В [22] сделано предположение, что на больших расстояниях от источника струи решение
должно выходить на автомодельный режим. Но для определения параметра автомодельности
в [22] был применен закон сохранения момента импульса потока, который на самом деле не со-
храняется. Значение параметра автомодельности и связанные с ним различные характеристики
струи получены в работе [23]. Так как инвариантного решения для трехмерной пристенной струи
на сегодняшний день не построено, параметр автомодельности можно определить только с по-
мощью численного решения задачи [24], что и было сделано в [23]. Как правило, при отсутствии
инварианта невозможно получить универсальные характеристики. Так, в случае трехмерной

x 3/4x
−1/2x

УДК 532.522



68

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 6  2023

ГАЙФУЛЛИН, ЩЕГЛОВ

пристенной струи профили компонент скорости и давления будут меняться в зависимости от
формы и высоты над плоскостью выходного отверстия струи, от профиля скорости в выходном
сечении и от числа Рейнольдса. Но, как показано в [23], универсальные профили все же можно
построить, если предположить, что инвариант, хоть и не найден, но существует и если имеется
асимптотическое решение задачи в некоторых областях.

В данной статье рассмотрены трехмерные пристенные закрученные ламинарные струи. В ре-
зультате исследований авторы попытались ответить на следующие вопросы. Подчиняются ли ха-
рактеристики в дальнем поле струи автомодельным законам, и если да, то зависит ли параметр
автомодельности от закрутки струи? Линия, вдоль которой происходит распространение струи
при наличии закрутки, уже не будет прямой. Является ли в дальнем поле эта линия параллельной
оси , вдоль которой выдувается струя, наклонена ли к ней под некоторым углом? Решению этих
и некоторых других вопросов посвящена данная статья.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим установившееся течение несжимаемой жидкости. Введем декартову систему ко-

ординат , , . Компоненты скорости V1 в этой системе координат обозначим через , , .
Плотность жидкости , давление , кинематический коэффициент вязкости ν. Бесконечная
твердая плоскость определяется уравнением . Струя выдувается из круглой цилиндриче-
ской трубы радиуса  параллельно твердой плоскости в направлении оси  в затопленное про-
странство. Центр входного сечения трубы имеет координаты , , . Аналогич-
но [25] закрутка струе придается вращением внутренней поверхности трубы. Внешняя поверх-
ность трубы не вращается. На выходном сечении трубы со стороны потока струя закручена по
часовой стрелке.

Определим безразмерные координаты и переменные

где  – среднерасходная продольная скорость жидкости в трубе.
Течение жидкости будем считать ламинарным, его характеристики удовлетворяют уравнени-

ям Навье–Стокса

(1.1)

В [23] было также показано, что характеристики трехмерной пристенной струи при больших
числах Рейнольдса можно определить в приближении параболизованных уравнений

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

В случае незакрученной трехмерной пристенной струи при больших  решение уравне-
ний (1.2)–(1.5) стремится к автомодельному с параметром автомодельности, равным 
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.

Таким образом, толщина и ширина трехмерной пристенной незакрученной ламинарной
струи растут пропорционально .

При заданной форме и высоте над поверхностью выходного сечения трубы характеристики
пристенной закрученной ламинарной струи будут зависеть от нескольких начальных парамет-
ров, заданных в сечении истечения струи: расхода, закрутки, числа Рейнольдса. Определим не-
достающие параметры. Будем считать, что труба, из которой выдувается струя, достаточно длин-
ная, чтобы в сечениях, не близких к выходному, установился профиль Пуазейля для продольной
компоненты скорости и твердотельное вращение для азимутальной скорости 

(1.6)

Здесь безразмерный радиус  отсчитывается от оси трубы,  угловая скорость вра-
щения жидкости в трубе, учтено то, что среднерасходная скорость , а максимальная ско-
рость . Под закруткой будем понимать величину .

На выходе из трубы струя обладает импульсом  в направлении оси  и близким к нулю им-
пульсом  в направлении оси 

Под действием сил трения жидкости о твердую поверхность продольный импульс струи с ро-
стом  будет уменьшаться, а поперечный импульс будет сначала приобретаться, а затем уже те-
ряться. Из уравнений (1.3) и (1.5)

Выскажем гипотезу: на больших расстояниях от источника струи несимметрия в струе, вы-
званная вращением жидкости в выходном сечении, исчезнет; эволюция струи ничем не будет от-
личаться от эволюции незакрученной струи, но за счет приобретенного бокового импульса струя
будет распространяться не вдоль оси , а вдоль прямой линии, наклоненной к оси  на некото-
рый угол ; параметр автомодельности для закрученной струи совпадет с параметром автомо-
дельности для незакрученной струи, т.е. будет равен .

2. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ
Численно с помощью метода конечных объемов решались уравнения Навье–Стокса (1.1).

Аппроксимация конвективных членов проводилась по схеме второго порядка точности с
разностями против потока, а диффузионных членов и давления – с помощью центральных
разностей второго порядка точности. Уравнения импульсов и давления решаются совмест-
но. Задача решается как псевдонестационарная методом установления с фиксированным
шагом по псевдовремени.

Моделирование проводится на структурированной расчетной сетке с общим количеством
ячеек . На рис. 1 приведены параметры расчетной области и геометрические параметры
трубы (поверхность трубы выделена серым цветом); пропорции между различными размерами
на рис. 1 не соблюдаются. Расширяющаяся расчетная область позволяет сосредоточить бόльшую
часть ячеек внутри ядра струи.

На границах расчетной области были поставлены следующие граничные условия:
• В начальном сечении (5) заданы профили компонент скорости (1.6)
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• На горизонтальной твердой поверхности (9) и на поверхностях (внутренней и внешней)
трубы (6) задано условие прилипания

• На боковых (1), (2), верхней (3), передней (7, 8) и выходной (4) свободных границах постав-
лено условие

Установление решения отслеживается по величине массового расхода через границу (4) рас-
четной области. При этом величина невязок по уравнению импульса не превосходит  .

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

Для определенности будем считать, что центр выходного сечения трубы расположен на высо-
те  (рис. 1). Было проведено два расчета при Re = 77,  и .

Имеется некоторый произвол в выборе определения центра струи. В данной работе центром
струи в сечении  называется точка с координатами , , в которой имеет максимум

составляющая скорости, параллельная твердой плоскости, т.е. функция  име-
ет максимум при фиксированном . На рис. 2 представлены графики функций , , из
которых следует, что действительно струя распространяется под некоторым углом к оси . Оче-
видно, что этот угол зависит от начальной закрутки струи. При  и  эти углы со-
ответственно равны 1.7° и 2.7°.

Введем понятие линии тока поперечного течения в сечении . Уравнение линий
тока

На рис. 3а показаны линии тока поперечного течения при . Если вместо координат ,
,  ввести повернутую на угол  систему координат , ,  (рис. 4), то в этой системе координат

линии тока поперечного течения соответствуют показанным на рис. 3б. Линии тока на рис. 3б
соответствуют аналогичным расчетам для незакрученной струи [23]. Определенный показатель
автомодельности при распространении струи вдоль оси  соответствует значению . Тем са-
мым подтверждена гипотеза о соответствии в дальнем поле эволюции закрученной струи, повер-
нутой на угол , эволюции незакрученной струи.

n n n
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Рис. 1. Система координат задачи и геометрия расчетной области.
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Рис. 2. Графики , : 1, 2 – S = 0.56, 0.33.
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4. ОТСУТСТВИЕ СТАЦИОНАРНОГО РЕШЕНИЯ ПРИ БОЛЬШИХ S

Так же, как и в свободной струе, увеличение закрутки струи приводит к появлению в потоке об-
ластей рециркуляционного течения [26]. При появлении возвратного течения невязки при реше-
нии стационарных уравнений Навье–Стокса уже нельзя сделать меньше некоторой заданной ве-
личины. Этот факт указывает на необходимость решения задачи с помощью нестационарных
уравнений Навье–Стокса.

Результаты расчетов представлены на рис. 5 и 6 в виде уже линий тока в сечении 

При  нестационарность, хотя и присутствует, но картина линий тока слабо зависит от
времени – рис. 5. Иное дело, когда закрутка струи становится еще больше,  – рис. 6. В этом
случае в окрестности рециркуляционной области, геометрия которой сильно зависит от времени,
образуются дополнительные вихри различного направления вращения. Течение становится пери-
одическим. На рис. 6 представлено характерное изменение линий тока через равные промежутки
времени в течение периода. Периодичность течения можно наблюдать и по изменению продоль-
ной компоненты скорости в заданной точке пространства. В качестве таковой выбрана точка на
продолжении оси трубы, отстоящая на 4 радиуса от выходного сечения – рис. 7.

= 0z
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, ,0 , ,0
dydx
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Рис. 4. Прямоугольные декартовы системы координат , ,  и , , . Пунктир соответствует линии ,
, точки – проекции пунктирной линии на плоскость . Ось  направлена вдоль касательной к про-

екции пунктирной линии на плоскость  в точке .
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Впервые определены важные особенности эволюции трехмерной закрученной ламинарной
струи. Закрутка струи приводит к отклонению оси струи от первоначального направления.
В дальней области струя распространяется под некоторым углом к этому первоначальному на-
правлению. Закрученная трехмерная пристенная струя достаточно быстро теряет свою закрутку,
и в повернутой системе координат ее поведение в дальней области слабо отличается от незакру-
ченной струи. Соответственно, и параметр автомодельности оказывается таким же, как в неза-

крученной струе – . Поперечные размеры струи растут пропорционально , продольная

компонента скорости затухает по закону , а поперечные компоненты пропорционально .
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−ζ 5/3 −ζ 4/3

Рис. 6. Линии тока, соответствующие расчету при .
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При больших значениях закрутки в струе возникают области рециркуляционного течения.
Течение становится нестационарным, периодическим.

Научное исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 23-11-00210,
https://rscf.ru/project/23-11-00210/.
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Проведены экспериментальные исследования полей пристеночных пульсаций давления на
поверхности обтекателей и вокруг них в турбулентном пограничном слое. Обтекатели имели
форму полуэллипсоида и устанавливались на стенке дозвуковой малошумной аэродинамиче-
ской трубы. Их высота составляла 25% от толщины набегающего пограничного слоя. Посред-
ством визуализации предельных линий тока определены основные физические особенности
исследуемого течения. Проведено сопоставление поля пристеночных пульсаций давления с
картиной течения. Показано, что наибольшие уровни пульсаций давления регистрируются
на поверхности обтекателя в его носовой части. Установлено, что удлинение модели приво-
дит к существенному снижению интенсивности пульсаций давления в области отрыва потока
с поверхности обтекателя.

Ключевые слова: пульсации давления, отрывное течение, турбулентный пограничный слой
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Турбулентность, формирующаяся вблизи поверхности высокоскоростных транспортных
средств, является источником шума и нестационарных аэроакустических нагрузок на элементы
конструкции. Они возбуждают вибрации упругой конструкции, что приводит к снижению ком-
форта пассажиров, ухудшению условий работы экипажа и бортового оборудования, накоплению
усталостных повреждений. Для борьбы с данными нежелательными явлениями требуется по-
дробная информация о пространственно-временной структуре поля пульсаций давления на об-
текаемой поверхности.

Выступающие в поток элементы конструкции многократно усиливают пристеночные пульса-
ции давления не только вблизи препятствия, но и в следе за ним [1, 2]. Зачастую протяженность
области возмущенного течения на порядок больше характерного размера выступающего тела [3, 4].
В частном случае пассажирского самолета примерами выступающих элементов конструкции
являются обтекатели антенн, ниш шасси и приводов закрылков, сочленение крыла с фюзе-
ляжем и т.п.

К настоящему времени большая часть исследований пристеночных пульсаций давления, по-
рождаемых обтеканием выступающих элементов, посвящена сравнительно простой геометрии
двумерных уступов, ширина которых существенно превышает высоту [1–12]. Установлено, что
нестационарные возмущения, вносимые в поток прямыми и обратными уступами, связаны с от-
рывом пограничного слоя, колебаниями зон возвратного течения и неустойчивостью сдвигового
слоя на их границе [13–16].

Трехмерность осредненного по времени течения в окрестности выступающих тел конечной
ширины приводит к появлению новых организованных структур и к их взаимодействию. В каче-
стве примера можно привести подковообразный вихрь, образующийся при обтекании сочлене-
ния крыла или цилиндра с плоской поверхностью. Колебания этого вихря являются источником
повышенных пристеночных пульсаций давления [17–20].

УДК 532.526.4
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В целом количество исследований, посвященных пристеночным пульсациям давления в
трехмерных течениях, невелико. Помимо работ [17–20] можно выделить измерения пульсаций
давления на поверхности полусферы [21], работы, посвященные изучению влияния конечной
ширины уступов [22–24] и угла скоса потока [25–27], а также измерения пристеночных пульса-
ций давления в окрестности [28] и на поверхности обтекателей различной формы [29]. Отмеча-
ется, что при уменьшении ширины препятствия до значений, сопоставимых с его высотой, ин-
тенсивность пристеночных пульсаций давления и их пространственное распределение заметно
изменяются [23]. Это напрямую свидетельствует о существенном влиянии трехмерности осред-
ненного течения на поле пульсаций давления.

Настоящая статья расширяет экспериментальные данные о пристеночных пульсациях давле-
ния, порождаемых трехмерными выступающими телами в турбулентном пограничном слое. Она
является продолжением работы [29], которая ограничивалась регистрацией пульсаций давления
на поверхности обтекателей. В настоящем исследовании проведены измерения пульсаций дав-
ления как на поверхности, так и на стенке вокруг обтекателей. Кроме того, выполнена визуали-
зация предельных линий тока методом масляной пленки, позволившая провести детальное со-
поставление осредненной картины течения с особенностями поля пристеночных пульсаций
давления.

1. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА

Измерения проводились на аэроакустической установке П-2 Московского комплекса ЦАГИ.
Установка представляет собой дозвуковую аэродинамическую трубу, в которой были предпри-
няты меры по снижению шума в рабочей части. Рабочая часть трубы – это канал прямоугольного
сечения 500 × 160 мм длиной 6 м, перед которым располагается конфузор с односторонним под-
жатием порядка 9.5. На входе в конфузор устанавливается мелкоячеистая сетка. За рабочей ча-
стью трубы размещается безотрывной диффузор длиной 3 м, за которым следует глушитель с эф-
фективным диаметром 450 мм. Далее поток попадает в заглушенную камеру объемом 2 м3. Тече-
ние создается системой из 4 вентиляторов, размещенных за капитальной кирпичной стеной.

Практически по всей длине рабочей части аэроакустической установки П-2 пограничный
слой является турбулентным. Профиль скорости в измерительной зоне соответствует распреде-
лению скоростей в развитом турбулентном пограничного слое с логарифмическим законом
стенки. Максимальная толщина пограничного слоя, реализуемая в установке П-2, составляет
70 мм. Спектры пристеночных пульсаций давления на стенке рабочей части соответствуют не-
возмущенному турбулентному пограничному слою с нулевым градиентом среднего давления на
частотах выше 63 Гц.

2. УСЛОВИЯ ПРОВЕДЕНИЯ ЭКСПЕРИМЕНТА И МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ

Эксперименты проводились при скорости в ядре набегающего потока U = 41 м/с. Толщина
пограничного слоя δ составляла 60 мм, толщина вытеснения δ* = 5.5 мм, а толщина потери им-
пульса θ = 4.3 мм. Число Рейнольдса, определяемое по толщине потери импульса и скорости на
внешней границе пограничного слоя, равнялось 1.2 × 104.

Использовались две модели обтекателей, представляющих собой половину эллипсоида вра-
щения, отличающихся длиной продольной оси (вдоль направления потока). В первом случае l =
= 60 мм, а во втором – l = 120 мм. Высота моделей h = 15 мм, а ширина d = 30 мм. Обтекатели
изготавливались на 3D-принтере с отверстиями под установку датчиков пульсаций давления.
Неиспользуемые отверстия заделывались пластилином таким образом, чтобы обеспечить глад-
кость поверхности. Отношение высоты препятствия к толщине пограничного слоя равнялось 0.25.

Измерения проводились с помощью приемников пульсаций давления Kulite XCS-062-5A,
устанавливаемых заподлицо с обтекаемой поверхностью. Известно, что отклонение датчика на
доли миллиметра от гладкой поверхности приводит к искажению спектральных уровней вплоть
до нескольких дБ [30, 31]. Таким образом, наибольший вклад в погрешность измерений вносит
выступание или углубление датчика. Статистическая оценка по серии измерений различными
датчиками одного типа показывает, что погрешность измерения третьоктавных спектральных
уровней пульсаций давления не превышает 0.7 дБ (без учета разрешающей способности).

Для оцифровки сигнала использовалась 24-битная АЦП National Instruments PCI-4472 с
8-ю каналами регистрации. Частота дискретизации составляла 30 кГц. Перед оцифровкой сиг-
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нал обрезался аналоговым фильтром низких частот с частотой среза 12.5 кГц. Длительность за-
писи составляла 20 с.

При обработке результатов измерений вычислялись третьоктавные спектры пульсаций давле-
ния. По ним определялись среднеквадратичные уровни мощности пульсаций давления в диапа-
зоне частот от 63 до 10000 Гц. Также вычислялись узкополосные спектры с шириной полосы 3.66 Гц
и спектральная плотность мощности. При спектральном анализе использовалась оконная функ-
ция Хэннинга с длиной сегмента 8192 отсчета и перекрытием 50%.

Спектральные характеристики вычисляются с помощью финитного преобразования Фурье

где  – одна из реализаций случайного процесса, описывающая отклонение давления от
среднего значения, k – номер реализации, t – время, T – длительность реализации,  f – частота.

Спектральная плотность мощности определяется через финитное преобразование Фурье сле-
дующим образом [32]

где скобки  обозначают осреднение по ансамблю реализаций, звездочка * – комплексное со-
пряжение. Коэффициент 2 учитывает то обстоятельство, что на практике мощность сигнала вы-
числяется только в области неотрицательных частот.

Среднеквадратичный уровень мощности (средний квадрат пульсаций давления) вычисляется
через спектральную плотность по следующему соотношению

Для большей общности представления результатов спектральная плотность мощности при-
водится в безразмерном виде

где  – скоростной напор.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ
Рассмотрим результаты визуализации предельных линий тока методом масляной пленки,

представленные на рис. 1. Перед моделью обтекателя наблюдается отрыв набегающего турбу-
лентного пограничного слоя (ТПС). Растекание в поперечном направлении приводит к форми-
рованию из области возвратного течения характерной структуры – подковообразного вихря,
огибающего обтекатель. Его размер xs = 0.6h и 0.4h для короткого и длинного обтекателей. В хво-
стовой части модели наблюдается отрыв потока с поверхности обтекателя, проявляющийся в
значительной концентрации красителя, вследствие наличия возвратного течения. Белые пятна
за коротким обтекателем выявляют область присоединения оторвавшегося потока. Размер обла-
сти возвратного течения от точки отрыва до точки присоединения xr ≈ 2.3h для модели с l/d = 2 и
xr ≈ 2.2h при l/d = 4. Приведенные числовые значения носят приближенный характер, связан-
ный как с погрешностью метода визуализации, так и с неоднозначностью определения вели-
чин xs и xr.

Полученная картина течения находит свое отражение в поле пристеночных пульсаций давле-
ния. На рис. 2 дано превышение среднеквадратичных уровней мощности пульсаций давления
над уровнями невозмущенного ТПС. Данные приведены для измерительных точек, располо-
женных в продольной плоскости симметрии обтекателя. Начало системы координат совпадает с
носиком модели. Координатная ось X направлена вдоль набегающего потока. Максимум пуль-
саций регистрируется на носике модели. Он обусловлен нестационарным отрывом погранично-
го слоя перед обтекателем. Превышение над невозмущенным уровнем достигает 20 дБ. При
представлении расстояния в единицах длины области возвратного течения xs (рис. 2б) распреде-
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ление среднеквадратичных уровней пульсаций давления практически не зависит от длины обте-
кателя. Другой ярко выраженный пик наблюдается на расстоянии порядка 0.7l, т.е. в области от-
рыва потока с поверхности обтекателя. Интенсивность пульсаций давления в данной области су-
щественно зависит от длины модели. В случае короткого обтекателя превышение над ТПС
составляет 14 дБ, в то время как для длинного оно не превышает 3 дБ. Это свидетельствует о су-
щественном ослаблении отрыва при удлинении обтекателя. Третьей областью, характеризую-
щейся повышенными пристеночными пульсациями давления, является зона присоединения
потока в следе за моделью. Здесь уровни пульсаций также существенно зависят от длины обтека-
теля. В случае короткой модели превышение над уровнем невозмущенного ТПС достигает 12 дБ,
а для короткой – не превышает 6 дБ.

Полезно рассмотреть, как меняются уровни пульсаций давления на стенке вдоль боковой по-
верхности обтекателя, и сопоставить их с распределением пульсаций в продольной плоскости
симметрии. Соответствующие графики приведены на рис. 3 для короткого обтекателя. Видно,
что в зонах максимальных нагрузок уровни пульсаций давления сбоку от обтекателя на 7–10 дБ
ниже, чем в плоскости симметрии модели. Наибольшее превышение над уровнями пульсаций
ТПС составляет примерно 8 дБ и регистрируется вблизи носовой и хвостовой частей обтекателя.
Сбоку от обтекателя не наблюдается характерного повышения интенсивности пульсаций давле-
ния на расстоянии порядка 0.7l длины модели в области начала отрыва с поверхности обтекате-
ля. По мере увеличения расстояния до модели уровни пульсаций давления постепенно снижа-
ются, при этом никаких дополнительных особенностей в распределении интенсивности пульса-
ций давления не проявляется. Следует отметить, что повышенные нагрузки сбоку от обтекателя
сконцентрированы, главным образом, в пределах подковообразного вихря, размер которого для
данного обтекателя составляет примерно 0.6h. Уже на расстоянии 0.87h среднеквадратичные

Рис. 1. Визуализация предельных линий тока для двух обтекателей различной длины: (а–б) – l/d = 2, 4.

(a)

Xs

Xs

Xr

Xr

(б)
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уровни мощности пульсаций давления превышают аналогичные значения в пограничном слое
не более чем на 2 дБ.

Перейдем к анализу частотного состава пристеночных пульсаций давления, характерного для
различных областей течения. На рис. 4 представлена безразмерная спектральная плотность
мощности пульсаций давления в различных измерительных точках в районе носика модели.
В качестве параметров подобия по аналогии с уступами [5–7] выбраны высота модели h, ско-
рость U и скоростной напор q на внешней границе пограничного слоя. Поле давления перед об-
текателем (точка 1) характеризуется преимущественно низкочастотными пульсациями, что со-
гласуется с результатами измерений при двумерном отрыве пограничного слоя перед прямыми
уступами [1, 4]. Внутри подковообразного вихря сбоку от обтекателя (точка 2) пристеночные
пульсации давления имеют практически идентичный низко- и среднечастотный спектральный
состав. На поверхности модели интенсивные нагрузки регистрируются в более широкой полосе
частот, что связано с присоединением слоя смешения, формирующегося на границе зоны воз-
вратного течения перед обтекателем. При переходе от измерительной точки 2, расположенной
сбоку от модели, к точке 3, расположенной на поверхности обтекателя на сопоставимом рассто-
янии от носика модели, в области числа Струхаля fh/U = 0.03 спектральные уровни возрастают
на 3 дБ, а при fh/U = 0.3 – на 7 дБ.

Рис. 2. Распределение среднеквадратичных уровней мощности пристеночных пульсаций давления относитель-
но невозмущенного ТПС. Измерительные точки расположены в продольной плоскости симметрии обтекате-
ля: 1 – короткий обтекатель; 2 – длинный обтекатель. Координата x представлена (а) в единицах длины обте-
кателя l, (б) в единицах длины области возвратного течения перед моделью xs.
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Рис. 3. Сравнение уровней пристеночных пульсаций давления на поверхности обтекателя и сбоку от него
(l/d = 2): 1 – измерительные точки расположены в продольной плоскости симметрии модели; 2–4 – измери-
тельные точки расположены сбоку от обтекателя на расстоянии 1, 7 и 13 мм от его боковой поверхности.

16

10lg[p2(t)/p2
ТПС(t)]

���� ������

12

8

4

0 0.50 0.750.25 x/l

Поток
X 1

2
3
4



80

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 6  2023

ГОЛУБЕВ, КУЗНЕЦОВ

На рис. 5 приведена спектральная плотность пульсаций давления вблизи отрыва потока с по-
верхности обтекателя (точки 1 и 2), в области присоединения слоя смешения (точка 3) и в следе
за моделью (точка 4). Здесь можно выделить три характерные области частот, определяемые из-
менением формы спектра. Во-первых, во всех представленных измерительных точках регистри-
руются интенсивные пульсации давления в низкочастотной области fh/U < 0.1. Низкочастотный
спектральный состав характерен для нестационарного отрыва [33]. В этом диапазоне чисел
Струхаля превышение над уровнями невозмущенного ТПС достигает 20 дБ. Далее следует об-
ласть средних частот 0.1 ≤ fh/U < 0.6, где интенсивные пульсации давления наблюдаются в изме-
рительных точках 1, 3 и 4, расположенных в продольной плоскости симметрии обтекателя. Для
указанного диапазона чисел Струхаля характерны замедление спада спектральной плотности с
частотой и кратковременный выход на близкие к константным значения спектральных уровней.
Это хорошо заметно при сравнении результатов измерений в точках 2 и 3. Схожие особенности
спектра наблюдаются в области возвратного течения за прямыми уступами [1, 9, 12]. Характер-
ным для нестационарных зон рециркуляции является число Струхаля fxr/U ≈ 0.5, где xr – длина
области возвратного течения. Указанное число Струхаля определяет среднюю частоту схода вих-

Рис. 4. Спектральная плотность мощности пристеночных пульсаций давления вблизи носика модели (l/d = 2).
ТПС – турбулентный пограничный слой.
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Рис. 5. Спектральная плотность пристеночных пульсаций давления в области отрыва потока с поверхности об-
текателя и в следе за ним (l/d = 2).
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рей, образующихся в слое смешения между замедленной жидкостью в зоне рециркуляции и
ускоренным внешним течением [3, 12]. В нашем случае величина fxr/U = 0.5 примерно соответ-
ствует числу Струхаля fh/U = 0.2, т.е. лежит в пределах рассматриваемого среднечастотного диа-
пазона. Отметим, что изменение наклона спектра в окрестности данной безразмерной частоты,
характерное для точек 1 и 3, не проявляется в расположенной в следе точке 4. В то же время
наблюдается некоторое увеличение спектральной плотности пульсаций давления в области
fh/U > 1 по мере удаления от обтекателя. Данный эффект может быть связан с трехмерностью те-
чения в окрестности модели, а именно, с тем, что взаимодействие сходящего с верхней поверх-
ности слоя смешения и огибающего обтекателя подковообразного вихря приводит к перераспре-
делению энергии турбулентных пульсаций по более широкому диапазону временных и про-
странственных масштабов. Отдельно выделяется высокочастотная область fh/U ≥ 0.6, в которой
интенсивные пульсации давления регистрируются только в измерительной точке 1, расположен-
ной на поверхности модели. В этом диапазоне частот в точке 1 имеется пик спектральной плот-
ности при fh/U = 1.9. Подобное явление не наблюдалось в двумерных отрывных течениях в
окрестности уступов, на основании чего можно сделать предположение, что указанные высоко-
частотные пульсации давления связаны с существенной трехмерностью течения в зоне отрыва с
поверхности обтекателя. Действительно, в данной области заметно искривление предельных ли-
ний тока в сторону продольной плоскости симметрии обтекателя (см. рис. 1). В измерительной
точке 4, расположенной сбоку от обтекателя, отсутствуют характерные интенсивные пульсации
в средне- и высокочастотном диапазоне.

Остановимся подробнее на распределении пульсаций давления по измерительной области.
На рис. 6 приведено сопоставление контуров равных уровней пристеночных пульсаций давле-
ния при fh/U = 0.3 с картиной течения, полученной методом визуализации предельных линий

Рис. 6. Пространственное распределение пристеночных пульсаций давления в случае короткого обтекателя
(l/d = 2): (а) – сопоставление контуров равных уровней в среднечастотной области (fh/U = 0.3) с картиной те-
чения; (б) – спектральная плотность пульсаций давления в отрывной зоне.
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тока. Также представлена спектральная плотность пульсаций давления в измерительных точках,
сдвинутых вдоль линии отрыва. Полученные результаты показывают, что область повышенных
среднечастотных спектральных уровней по форме практически совпадает с отрывной зоной.
Рассмотрим изменение спектральной плотности пульсаций давления в поперечном направле-
нии пред линией отрыва. Соответствующие данные представлены на рис. 7. На поверхности мо-
дели (точки 1–3) не наблюдается вариации спектральных уровней пульсаций давления в наибо-
лее энергонесущей низкочастотной и частично среднечастотной части спектра, соответствую-
щей числам Струхаля fh/U < 0.3. Сбоку от обтекателя пристеночные пульсации давления также
характеризуются преобладанием низкочастотных компонент. По мере удаления от поверхности
модели форма спектра не претерпевает существенных изменений, регистрируется лишь посте-
пенное снижение интенсивности пульсаций давления до уровней невозмущенного ТПС.

Удлинение обтекателя не приводит к ощутимому изменению спектрального состава присте-
ночных пульсаций давления в области отрыва набегающего ТПС и подковообразного вихря, что
демонстрируется на рис. 8а. При двукратном увеличении l/d спектральные уровни пульсаций
давления снижаются на 2–4 дБ. Вероятнее всего, это связано с уменьшением радиуса кривизны
носика модели при росте l/d. Наибольшее снижение достигается в среднечастотном диапазоне.
В области отрыва потока с поверхности обтекателя обнаружено значительное влияние удлине-
ния модели. Спектральная плотность пульсаций давления в данной области приведена на
рис. 8б. Видно, что при увеличении длины обтекателя наблюдается снижение спектральных
уровней пульсаций давления во всем диапазоне частот. Наибольшие эффекты проявляются не-
посредственно в области отрыва на поверхности обтекателя (точки 1 и 2). Здесь при числах Стру-
халя fh/U < 0.12 снижение спектральных уровней составляет примерно 10 дБ. При числах
Струхаля fh/U > 0.2 спектральные уровни снижаются на 13–15 дБ, в результате чего интенсив-
ность пульсаций давления в высокочастотном диапазоне становится сопоставимой с уровнями
невозмущенного ТПС. Данное явление объясняется ослаблением отрыва и сокращением обла-
сти возвратного течения, что хорошо согласуется с результатами измерений пульсаций давления
на поверхности уступов с закругленной [11] и наклонной [12] передней кромкой. Высокочастот-
ные пульсации, регистрируемые на поверхности короткого обтекателя в окрестности числа
Струхаля fh/U = 1.9, судя по всему, ответственны за повышение спектральных уровней в области
fh/U > 2 в измерительной точке 2 на поверхности длинной модели. Более высокие характерные
частоты могут быть связаны с уменьшением масштабов турбулентных вихрей, ответственных за
формирование соответствующих возмущений давления, что объясняется сокращением отрыв-
ной зоны на поверхности модели с l/d = 4. В следе за обтекателем (точки 3 и 4) наибольшее сни-
жение интенсивности пристеночных пульсаций давления достигает 7–8 дБ в диапазоне 0.2 <
< fh/U < 0.5, т.е. в среднечастотной области.

Рис. 7. Изменение спектральной плотности пристеночных пульсаций давления в поперечном направлении пе-
ред областью отрыва в случае короткого обтекателя (l/d = 2). Датчики расположены на линии x/l = 0.5.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлены результаты экспериментальных исследований пристеночных пульсаций дав-
ления, формирующихся на поверхности и в окрестности обтекателя в форме полуэллипсоида.
Посредством визуализации предельных линий тока определены основные особенности осред-
ненного течения, которые находят непосредственное отражение в поле пульсаций давления, как
на поверхности, так и в окрестности обтекателя.

Максимальные уровни пристеночных пульсаций давления регистрируются на поверхности
носовой части обтекателя в области отрыва набегающего турбулентного пограничного слоя.
Протяженность зоны возмущенного поля давления определяется размером подковообразного
вихря xs. Наибольшие уровни спектральной плотности пристеночных пульсаций давления на-
блюдаются в низкочастотной области (fh/U < 0.1).

Мощные пульсации давления наблюдаются в области отрыва потока с поверхности короткого
обтекателя. Здесь регистрируются интенсивные средне- и высокочастотные пульсации. Соот-
ветствующие им характерные числа Струхаля fh/U = 0.2 и 1.9. Интенсивность данных возмуще-
ний и их частота существенно зависят от удлинения обтекателя.

Рис. 8. Влияние удлинения обтекателей на спектральную плотность пристеночных пульсаций давления в обла-
сти формирования подковообразного вихря (а) и в зоне отрыва потока с верхней поверхности обтекателя (б).
Закрашенные маркеры – l/d = 2, белые маркеры – l/d = 4.
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В зоне присоединения потока за коротким обтекателем также регистрируются пристеночные
пульсации давления в окрестности числа Струхаля fh/U = 0.2, в то же время для длинной модели
характерен преимущественно низкочастотный спектральный состав.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда, проект 21-71-
30016.
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Экспериментально исследовано воздействие на аэрозоль слабоинтенсивных акустических
колебаний в однородной трубе и в трубе с конусной насадкой в условиях равенства объемов
резонаторов. Показано, что форма резонатора влияет на интенсивность, форму волны давле-
ния и спектр колебаний при постоянных значениях резонансной частоты и амплитуды сме-
щения поршня. Наблюдается увеличение добротности резонатора с конусной насадкой. Вы-
явлено ускоренное осаждение аэрозоля в трубах при акустических колебаниях на резонанс-
ной частоте. При наличии конусной насадки уменьшение концентрации капель аэрозоля
происходит быстрее в 1.2 раза в отличие от однородной трубы и в 3 раза в сравнении с есте-
ственным осаждением. Полученные результаты могут быть использованы для повышения
эффективности акустических методов очистки газов от дисперсной фазы.

Ключевые слова: акустические колебания, аэрозоль, резонатор, труба, осаждение, конусная
насадка
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В настоящее время сохраняется интерес к нелинейным волновым процессам, которые широ-
ко применяются в разных областях науки и техники [1–3]. Данные процессы были рассмотрены
для акустических резонаторов с различной геометрией [4–10]. Изучены оптимальные формы ре-
зонаторов для увеличения амплитуды акустического давления при наличии диссипации энергии
в пограничном слое [5]. Для различных геометрий резонатора в виде конуса, конуса с горлом и
колбы получены амплитуды давления, сильно превышающие амплитуды, полученные в цилин-
дрическом резонаторе [11]. Результаты решения одномерных нелинейных уравнений показали,
что в конических и косинусоидальных трубках индуцируются высокие акустические давления в
безударно-волновом режиме колебаний, когда в цилиндрической трубе равной длины и объема
наблюдаются ударные волны [12]. При этом нелинейные характеристики акустического давле-
ния сильно зависят как от формы трубы, так и от амплитуды ускорения. В работе [6] рассматри-
вается влияние нелинейности и геометрии на колебательное движение газа при резонансных ко-
лебаниях в усеченном конусе. Получено уравнение с собственными значениями, соответствую-
щее переменной равновесной плотности и проведено сравнение с точными численными
решениями. Особый интерес представляют цилиндрические резонаторы в виде трубы с изменя-
ющимся сечением [11, 13–17]. Исследования колебаний газа в таких резонаторах выявили иска-
жение формы волны, дисперсию резонансной частоты [13, 17] и появление сильных нелинейно-
стей [15] в сравнении с цилиндрическими трубами постоянного радиуса. Полученные результа-
ты применимы при разработке оптимальных форм труб для звукового компрессора, насосов или
выявлении эффективных способов акустического осаждения аэрозолей в пыле-каплеуловитель-
ных устройствах. Установлено, что при акустическом воздействии на туманы происходит уско-
рение процессов испарения, конденсации и дегазации капель. В случае увлажненных дымов и
пылей осуществляется подсушка твердой дисперсной фазы. Рассмотренные процессы оказыва-
ют влияние на кинетику осаждения и агрегирования аэрозольных частиц [18–20]. Для улавлива-
ния аэрозолей и очистки от примесей применяют различные газоочистные оборудования, где
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особое внимание уделяется интенсификации осаждения мелкодисперсных частиц аэрозоля [21].
Физическое воздействие в виде акустических полей с подобранными параметрами и геометрией
резонаторов для увеличения интенсивности колебаний существенно влияет на движение дис-
персной фазы [18, 22–24]. Образующиеся при этом вихревые акустические течения приводят к
повышению вероятности сближения частиц и их осаждения на стенках резонатора [25, 26].

Результаты исследования волновых процессов в газах и аэрозолях представляют большой
практический интерес при решении проблем сепарации конденсата из природных газов, сушке
порошков, мониторинге окружающей среды или предварительной фильтрации взвешенных ча-
стиц. Помимо этого, аэрозоль в малых концентрациях может быть использован в качестве трас-
серов для визуализации и изучения вторичных акустических течений в резонаторах оптически-
ми методами измерения мгновенных полей скорости газа [27]. Акустические методы очистки
воздуха используются в качестве вспомогательных технических решений для предварительной
обработки воздуха с целью повышения эффективности удаления дисперсной фазы в традицион-
ных системах очистки газов [18, 19, 25]. Дальнейшее изучение динамики аэрозолей в резонаторах
сложной формы призвано стимулировать развитие волновых технологий для промышленной
экологии.

В настоящей работе исследуется влияние конусной насадки на осаждение мелкодисперсного
аэрозоля и динамику газа при акустических колебаниях малой амплитуды в трубе.

1. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА
Исследования проведены на экспериментальной установке TV51075, которая представляет

собой виброгенератор S511 с усилителем мощности марки ВАA 120 фирмы TIRA [28]. На столе
вибростенда при помощи специальной системы устанавливался плоский поршень из легкого
прочного сплава Д16Т, который колебался в цилиндре соединенного с прозрачной, вертикально
ориентированной, стеклянной трубой радиусом R = 0.018 м. Радиус трубы равен радиусу поршня
и цилиндра. Противоположный конец трубы герметично закрывался плоской крышкой, распо-
ложенной перпендикулярно оси трубы (однородная труба), или крышкой в виде полого симмет-
ричного конуса с радиусом основания, равным радиусу трубы (труба с конусной насадкой). Гео-
метрия исследуемых резонаторов представлена на рис. 1. Длина однородной трубы Lt = 0.51 м
(рис. 1а), длина трубы с конусной насадкой (рис. 1б) состоит из длины цилиндрической части
l = 0.498 м и конуса с высотой d = 0.036 м; следовательно, расстояние от поршня до вершины ко-
нуса составляет Lc = l + d = 0.534 м. Для указанных геометрических параметров трубы с конусной
насадкой системой-аналогом является однородная труба с приведенной длиной [3, 29], опреде-
ляемой выражением, выведенным из равенства объемов

где  – отношение объема конуса к площади поперечного сечения трубы. Учитывая поправку
, длина приведенной трубы  = 0.51 м. Таким образом, геометрические параметры исследуе-

мых труб выбраны исходя из равенства объемов резонаторов, что позволяет напрямую сравни-
вать основные характеристики колебательных систем.

Управление и контроль вибростендом осуществлялись исходя из данных IEPE акселерометра
марки 4513–001 фирмы Bruel & Kjaer и контроллера типа VR8500-1 фирмы Vibration Research

= + =,
3п m m
dL l l l

ml
ml пL

Рис. 1. Виды резонаторов: однородная труба (а), труба с конусной насадкой (б).

(a)

(б)
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Corporation, через специальное программное обеспечение SineVIEW. Система управления вы-
полняла спектральный анализ на базе быстрого преобразования Фурье полученных параметров
и работала как система с обратной связью. Избыточное давление среды p измерялось пьезоэлек-
трическим датчиком модели 8530С-15 фирмы ENDEVCO вблизи поршня. Сигнал с датчика че-
рез трехканальный мостовой усилитель напряжения модели 136 фирмы ENDEVCO подавался на
цифровой осциллограф TDS3012C фирмы Tektronix. Эксперименты проводились в воздухе при
атмосферном давлении p0 = 102.5 × 103 Па и температуре T0 = 291 К.

В качестве рабочей среды использовался аэрозоль, который создавался при помощи аэро-
зольного генератора ATM 225 TOPAS из жидкости DEHS [20, 23]. Измерения с помощью лазер-
ного спектрометра LAP-320 фирмы TOPAS показали, что радиус капель аэрозоля составляют от
0.42 до 0.53 мкм, что достигается благодаря высокоэффективному HEPA фильтру на выходе ге-
нератора. Спектрометр реализовывал принцип количественной регистрации интенсивности
света, рассеянного одной каплей, зависящей от первоначальной интенсивности. Размер средне-
го и наибольшего количества полученных капель, согласно интегральному распределению ча-
стиц, r = 0.43 мкм [30]. Это позволяет рассматривать аэрозоль как монодисперсную систему.
Аэрозоль равномерно заполнял резонатор без избыточного давления. Время заполнения ре-
зонатора было одинаковым для каждого эксперимента, при постоянном расходе аэрозольно-
го генератора. Начальная числовая концентрация аэрозоля для каждого случая равнялась
n0 = 6.4 × 1012 м–3. Полученная концентрация соответствует малым объемному и массовому со-
держаниям капель аэрозоля в резонаторах α = 2.17 × 10–7, m = 0.16 × 10–3, соответственно, опре-
деляемых следующими выражениями [31]

(1.1)

где  – плотность несущей фазы (газа),  – плотность дисперсной фазы (DEHS). Скорость зву-
ка в такой разреженной системе ( , ) слабо отличается от скорости звука в чистом газе.
Выражения (1.1) справедливы для случая монодисперсной системы, когда дисперсная фаза в
каждом элементарном объеме представляет собой сферическую частицу, что дает возможность
пренебречь эффектами взаимодействия частиц.

Осаждение аэрозоля, которое проявляется в просветлении трубы под действием акустических
колебаний со временем, определялось с помощью лазера (SYD1230) с длиной волны 650 нм и
мощностью 5 мВт. Луч света падал перпендикулярно оси через середину трубы на датчик (фото-
диод) люксметра марки АТТ-1505 (Актаком), время замера значений датчиком равняется 0.4 с с
точностью до 4%. Для оценки числовой концентрации аэрозоля можно воспользоваться соотно-
шением, учитывающим показания люксметра и начальную концентрацию [28]

где E1 – значения освещенности с датчика люксметра после полного заполнения трубы аэрозо-
лем, E0 – показание люксметра до заполнения трубы, Et – показания датчика в момент времени t.
При этом коэффициент пропускания среды  для светового потока без аэрозоля Φ0 и
с аэрозолем Φ1 падающего на датчик люксметра равен 0.52 [32].

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 2, 3 представлены амплитудно-частотные характеристики (АЧХ) и осциллограммы
колебаний давления газа для однородной трубы и трубы с конусной насадкой при амплитуде
смещения поршня l0 = 0.05 мм. Амплитуда колебаний давления максимальна на резонансной ча-
стоте ft = fc = 334.5 Гц, одинаковой для обоих случаев в силу равенства объемов резонаторов. На-
блюдается несимметричный вид зависимостей p(f) относительно резонансной частоты. В первом
случае амплитуда колебаний давления на резонансной частоте pmax = 406.5 Па, во втором 512.4 Па.
Измеренные значения интерполированы полиномиальными зависимостями типа

где коэффициенты полиномов Ck представлены в табл. 1.
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При наличии конусной насадки в трубе наблюдаются увеличение амплитуды колебаний дав-
ления на 26% в сравнении с однородной трубой и сильное различие добротностей. Оценим доб-
ротность по формуле [33]

где f0 – резонансная частота,  – ширина полосы пропускания, f1, f2 – нижняя и верх-
няя границы полосы пропускания, определяемые амплитудой колебаний давления .

Для случая однородной трубы добротность составляет Q = 18.57, для трубы с конусной насад-
кой 27.83. Таким образом, добротность трубы с конусной насадкой на 50% выше добротности од-

=
Δ

0fQ
f

Δ = −1 2f f f

max 2p

Рис. 2. Зависимость амплитуды колебаний давления газа от частоты: ■ – однородная труба; ○ – труба с конус-
ной насадкой; линии – полиномиальная аппроксимация.
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Рис. 3. Осциллограммы колебаний в однородной трубе (1) и в трубе с конусной насадкой (2).
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нородной трубы в условиях равенства объемов. Дальнейшее увеличение длины конусной насад-
ки приведет к разнонаправленной динамике амплитуды давления на поршне и закрытом конце [29].
Так, амплитуда давления на поршне будет уменьшаться, в вершине конусной насадки будет на-
блюдаться повышение амплитуды давления.

На осциллограммах наблюдается слабая нелинейность – асимметричность переднего и зад-
него фронтов волны давления. Для однородной трубы на резонансной частоте длительность пе-
реднего фронта равна 1.44 мс, заднего 1.57 мс, для трубы с конусной насадкой 1.35 и 1.63 мс со-
ответственно. В процессе распространения акустическая волна, возбуждаемая синусоидально
колеблющимся поршнем, постепенно стремится превратиться из синусоидальной в пилообраз-
ную. Это обусловлено тем, что при сравнительно больших амплитудах колебаний давления газа
различные части волны движутся с разной скоростью. Участки повышенного давления, где ча-
стицы среды движутся в направлении распространения волны, перемещаются с увеличенной
скоростью, и, наоборот, участки пониженного давления, где частицы движутся в обратном на-
правлении, перемещаются с пониженной скоростью [18]. Таким образом, в трубе с конусной на-
садкой, с увеличением амплитуды колебаний давления, уменьшается длительность переднего
фронта и профиль волны становится более крутым по сравнению с однородной трубой (рис. 3),
а в спектре наиболее ярко выражены высшие гармоники (рис. 4).

На рис. 5 приведены экспериментальные результаты зависимости давления газа от амплиту-
ды смещения поршня. Видно, что с ростом амплитуды смещения поршня давление увеличива-

Таблица 1. Коэффициенты полиномиальной аппроксимации зависимостей p(f)

Коэф.
Однородная труба Труба с конусной насадкой

C0 5.86 × 1013 –3.39 × 1012 –1.06 × 1013 –4.98 × 1012

C1 –1.46 × 1012 7.68 × 1010 2.65 × 1011 1.12 × 1011

C2 1.58 × 1010 –7.62 × 108 –2.88 × 109 –1.11 × 109

C3 –9.85 × 107 4.32 × 106 1.8 × 107 6.27 × 106

C4 3.83 × 105 –1.53 × 104 –6.99 × 104 –2.21 × 104

C5 –9.51 × 102 34.66 174.17 49.93

C6 1.48 –4.9 × 10–2 –0.27 –7 × 10–2

C7 –1.31 × 10–3 3.97 × 10–5 2.41 × 10–4 5.68 × 10–5

C8 5.09 × 10–7 –1.41 × 10–8 –9.39 × 10–8 –2 × 10–8

≤ 0f f ≥ 0f f ≤ 0f f ≥ 0f f

Рис. 4. Спектр акустических колебаний при l0 = 0.05 мм: однородная труба (а), труба с конусной насадкой (б).
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ется. Как известно, амплитуда колебаний давления пропорциональна величине  ( ), кото-
рая характеризует интенсивность колебаний [8]. Аппроксимация полученных эксперименталь-
ных данных дает степенную зависимость

Коэффициенты аппроксимации представлены в табл. 2. Отметим, что показатели степени n
близки к 1, что говорит о безударно-волновом режиме колебаний для обоих случаев геометрии
закрытого конца.

Количественные данные по осаждению аэрозоля приведены на рис. 6. Показано монотонное
уменьшение числовой концентрации капель аэрозоля от начального значения до полного оса-
ждения на стенках резонатора со временем при амплитуде смещения поршня l0 = 0.05 мм на ре-
зонансной частоте колебаний. Время полного осаждения аэрозоля для однородной трубы и тру-
бы с конусной насадкой равны t1 = 680 c и t2 = 816 с соответственно. Время естественного оса-
ждения аэрозоля при отсутствии колебаний t0 = 2016 с.

Приведем теоретические оценки гравитационного и диффузионного осаждения в отсутствие
колебаний газа. Предполагается, что размеры частиц r и его концентрация n0 малы, поэтому вза-
имодействие между частицами незначительно.

Скорость движения частиц под действием сил тяжести, Стокса и Архимеда, известная как
скорость осаждения частиц, определяется по формуле [34]

(2.1)

где μ – динамическая вязкость газа. Расчет по (2.1) дает  м/с.

0
nl > 0n

= 0
np al

( )ρ − ρ=
μ
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Рис. 5. Зависимость давления p от амплитуды смещения поршня l0 на резонансной частоте колебаний газа:
■ – однородная труба; ○ – труба с конусной насадкой; линии – степенная аппроксимация.
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Таблица 2. Коэффициенты степенной аппроксимации зависимостей p(l)

Коэф. Однородная труба Труба с конусной насадкой

a 8578 8300
n 1 0.93
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Для характеристики скорости диффузии частиц аэрозоля в результате теплового движения
молекул при возникновении градиента концентрации у стенок необходимо определить коэффи-
циент диффузии частиц, который рассчитывается по уравнению Стокса–Эйнштейна [35]

где k – постоянная Больцмана. Для параметров эксперимента D = 2.73 × 10–11 м2/с.
Механизм движения частиц характеризуется числом Пекле [36, 37]

Если , то броуновским движением частиц аэрозоля можно пренебречь; при  оса-
ждение является диффузионным. Стоит отметить, что аналитические [34, 38] и численные [37]
расчеты показывают, что для аэрозольных частиц радиуса 0.3–0.5 мкм скорости гравитационно-
го и диффузионного осаждения имеют один и тот же порядок величины. Для частиц аэрозоля,
используемого в эксперименте, число Pe = 0.31, откуда следует, что с учетом геометрических раз-
меров ( ) и вертикальной ориентации трубы диффузионное осаждение превалирует над
гравитационным.

Выявлено, что осаждение для трубы с конусной насадкой происходит в 1.2 раза быстрее в
сравнении с однородной трубой, и в 3 раза быстрее, чем при естественном осаждении. Частицы
аэрозоля принимают участие в колебательном и поступательном движении газа, в том числе под
действием эффектов второго порядка: асимметрия формы звуковой волны, акустические тече-
ния [18]. В данных режимах ускоренное осаждение частиц на стенках резонаторов в первую оче-
редь вызвано акустическими течениями в виде двух тороидальных вихрей в ядре потока
( , где R – внутренний радиус трубы,  – акустический пограничный слой [39]), возника-
ющих в стоячей волне [18, 23, 40]. Наличие конуса ведет к увеличению интенсивности колебаний
(рис. 2), что, соответственно, уменьшает время осаждения аэрозоля.

=
πμ
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6
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r

= vsrPe
D
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L R@

− δ4.6R δ

Рис. 6. Зависимости концентрации частиц аэрозоля от времени в однородной трубе (1), в трубе с конусом (2) и
при естественном осаждении (3) при амплитуде смещения поршня l0 = 0.05 мм. Линии – полиномиальная ап-
проксимация.
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Выражение для аппроксимации экспериментальных результатов имеет вид

где постоянные K0, K1, K2, K3 определены в диапазонах, представленных в табл. 3.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Экспериментально исследовано осаждение аэрозоля при нелинейных колебаниях в трубах с

плоским и конусным окончаниями. Наличие конусной насадки, в сравнении с плоским оконча-
нием, позволяет интенсифицировать колебания газа в трубе при равных амплитудах смещения
поршня и резонансных частотах. В обоих случаях наблюдается слабая нелинейность, однако ко-
лебания сохраняют непрерывный, близкий к гармоническому, вид.

Спектр колебаний газа в трубе с конусной насадкой содержит ярко выраженные пики на
удвоенной и утроенной резонансных частотах. При наличии конусной насадки в условиях без-
ударно-волнового режима колебаний газа наблюдается ускоренное осаждение аэрозоля. Выяв-
лено, что осаждение аэрозоля в трубе с конусной насадкой происходит в 1.2 раза быстрее в срав-
нении с однородной трубой и в 3 раза быстрее по сравнению с естественным осаждением.

Таким образом, конструкционное решение в виде конусного окончания резонансной трубы
может быть использовано для повышения эффективности технологий очистки промышленных
выбросов от дисперсных примесей.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-79-00302,
https://rscf.ru/project/22-79-00302.
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Рассмотрена задача двухфазной фильтрации несжимаемых жидкостей в анизотропной пори-
стой среде, находящейся в поле силы тяжести. Определены критерии подобия, характеризу-
ющие направления течения вытесняющей и вытесняемой жидкостей. В рамках исследования
численных решений профильной задачи фильтрации проведена классификация режимов
вытеснения из анизотропного пласта. Показано, что существует четыре режима, соответству-
ющих качественно различным течениям. Проведено сравнение их эффективности в терми-
нах коэффициента извлечения жидкости из пласта и коэффициента его охвата вытеснением.
Исследовано влияние капиллярного давления на эффективность вытеснения в различных
режимах течения. Показано, что в одних случаях увеличение влияния капиллярного давле-
ния приводит к повышению коэффициента вытеснения, а в других режимах, наоборот, –
к его снижению.

Ключевые слова: фильтрация, анизотропный пласт, гравитационное расслоение, коэффици-
ент вытеснения, коэффициент охвата, повышение нефтеотдачи
DOI: 10.31857/S1024708423600239, EDN: UZTSQC

Разработка углеводородных месторождений предполагает закачку в пласт жидкостей и газов
с целью поддержания пластового давления и вытеснения нефти от нагнетательных к добываю-
щим скважинам [1, 2]. Однако неоднородное строение пластов, которое в ряде случаев можно
охарактеризовать анизотропной проницаемостью, снижает эффективность вытеснения нефти.
Часто абсолютная проницаемость в направлении напластования, т.е. в горизонтальном направ-
лении, значительно больше проницаемости в вертикальном направлении. Это приводит к сни-
жению коэффициента охвата пласта вытеснением, т.е. отношения объема породы, охваченной
вытеснением, ко всему объему нефтесодержащей породы. Нагнетаемая в пласт жидкость (или
газ) может прорываться к добывающим скважинам по отдельным высокопроницаемым про-
пласткам, оставляя невытесненным значительный объем нефти.

Гравитационное расслоение жидкостей также может уменьшать коэффициент нефтеотда-
чи [3–7]. Так как вода обычно характеризуется более высоким значением плотности, чем нефть,
то при заводнении нефтяного пласта вода может опускаться к его подошве, оставляя невытес-
ненной нефть у кровли пласта. При закачке газа реализуется противоположная ситуация. Как
более легкая по сравнению с нефтью фаза, газ поднимается к кровле пласта и вдоль нее проры-
вается к добывающим скважинам, оставляя неохваченными вытеснением области у подошвы
пласта. Отмеченные гидродинамические эффекты в поле силы тяжести осложняются влиянием
других механизмов переноса жидкостей, прежде всего связанных с капиллярной пропиткой по-
ристой среды [8]. Влияние капиллярного давления на эффективность вытеснения неоднознач-
но. С одной стороны, капиллярное давление может приводить к повышению охвата пласта вы-
теснением, а с другой стороны, может приводить к нежелательным последствиям, связанным с
“размытием” фронтов вытеснения и ускоренным продвижением вытесняющей жидкости к до-
бывающим скважинам.

Отмеченные процессы в анизотропном пласте могут оказывать сложное нелинейное влияние
друг на друга, приводя к качественно различным режимам вытеснения. Цель настоящей работы

УДК 532.546



96

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 6  2023

ЧЕРНОВА, АФАНАСЬЕВ

заключается в классификации и описании этих режимов и определении параметров пласта и
жидкости, при которых эти режимы реализуются. Несомненно, подробное описание течений,
особенно в случае вытеснения нефти газом, – сложная многопараметрическая задача. Помимо
описанных эффектов, в ней нужно учитывать компонентный обмен между фазами газа и нефти,
их сжимаемость, диффузию компонент в фазах и т.д. [3, 4, 9, 10]. В данной работе эти эффекты
пренебрегаются, а рассматривается более простая постановка задачи о вытеснении из анизо-
тропной пористой среды одной несжимаемой жидкости другой также несжимаемой жидкостью.
Данное упрощение позволяет провести подробное исследование влияния анизотропии и грави-
тационного расслоения фаз на эффективность вытеснения, что само по себе уже представляет
сложную задачу. Определяемые в данной работе режимы вытеснения и характеризующие их
критерии подобия могут в будущем использоваться в более сложных постановках задач, учиты-
вающих фазовые превращения, диффузию и другие эффекты.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается двумерная постановка задачи изотермической фильтрации в области ,
, описывающей срез проницаемого пласта (рис. 1). Здесь  – горизонтальная

координата, направленная вдоль пласта,  – вертикальная координата, направленная вниз,  –
протяженность рассматриваемого сектора пласта, а  – его толщина. Область  характеризует-
ся однородным распределением пористости  и однородным, но анизотропным распределением
проницаемости k. Пористая среда насыщена несжимаемой жидкостью , которая имеет плот-
ность . В начальный момент времени  пласт находится в условиях гидростатического рав-
новесия, а давление  линейно зависит от глубины 

(1.1)

где  – давление на уровне ,  – насыщенность жидкости , а  – ускорение свободного
падения. Условие  означает, что поровое пространство полностью насыщено жидкостью ,
а другие жидкости отсутствуют. Все границы  и  области  непроницаемые.

При ,  расположен точечный источник Inj, через который в область  закачива-
ется другая вытесняющая жидкость , тоже предполагающаяся несжимаемой и характеризующа-
яся плотностью  (рис. 1). Закачка начинается в момент времени  и происходит с постоян-
ным объемным расходом . Одновременно с источником включается сток Prd, расположенный
у противоположной границы области  при , . Через Prd из области  может от-
бираться как вытесняемая, так и вытесняющая жидкость. Суммарный расход стока для обеих
жидкостей равен , т.е. по абсолютной величине он равен расходу источника. Например, источ-
ник и сток соответствуют горизонтальным скважинам, пересекающим разрез  в направлении
оси , перпендикулярной к  и .

Если , то закачиваемая жидкость из-за силы Архимеда стремится подняться к границе
. Например, этот случай соответствует закачке газа в нефтяной пласт. Противоположный

случай  соответствует, например, закачке воды. В этом случае более тяжелая вытесняю-
щая жидкость  стремится под действием силы тяжести опуститься к границе .

Φ
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Рис. 1. Схема течения в области  при . Символы  и  показывают зоны, насыщенные вытесняющей
и вытесняемой жидкостями соответственно. В области  происходит двухфазное течение обеих жидкостей.
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2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Несмешивающаяся двухфазная фильтрация вытесняющей и вытесняемой жидкостей описы-

вается следующей системой уравнений [7, 11, 12]

(2.1)

(2.2)

(2.3)

где ,  – пористость,  – плотность,  – насыщенность,  – скорость фильтрации,
 – тензор абсолютной проницаемости,  – относительная проницаемость -й фазы,

– динамическая вязкость,  – давление,  – капиллярное давление,  – удельная сила
тяжести, а индексы  и  обозначают параметры закачиваемой и вытесняемой жидкостей соот-
ветственно. Предполагается, что обе жидкости и матрица пористой среды – несжимаемые сре-
ды, т.е. . Главные направления тензора проницаемости выровнены по осям  и ,
а главные значения равны  и  соответственно. Вязкости жидкостей также полагаются кон-
стантами. Уравнения (2.1) – законы сохранения массы каждой из жидкостей, уравнение (2.2) –
закон Дарси, a уравнения (2.3) – замыкающие соотношения для насыщенностей фаз и их давлений.

Функции насыщенности, т.е. относительные фазовые проницаемости  и  и капил-
лярное давление , задаются в виде [13]

(2.4)

где  – максимальное значение относительной фазовой проницаемости, а  – макси-
мальное капиллярное давление. Значения этих констант могут меняться в широком диапазоне в
зависимости от межмолекулярного взаимодействия между скелетом пористой среды и жидко-
стями. Типовые значения этих параметров: , а  бар.

Начальные условия для системы (2.1)–(2.3), соответствующие гидростатическому равнове-
сию, приводятся в уравнении (1.1). Отметим, что значение опорного давления  несущественно
для течения несжимаемых жидкостей, поэтому далее для упрощения изложения положим, что

. Все границы области  – непроницаемые. Это означает, что всюду на границе области ,
кроме выколотых точек при , соответствующих источнику и стоку, нормальная компо-
нента скорости равна нулю, т.е.

(2.5)

где  – нормальный к границе области  вектор.
Учитывая анизотропию абсолютной проницаемости k, определим расстояния до источника и

стока в виде

соответственно. Эти расстояния вычисляются в метрике , в которой тензор
проницаемости становится шаровым, а течение от источника или к стоку в их малой окрестно-
сти – осесимметричным. Тогда условие объемного расхода  для точечного источника записы-
вается в виде

(2.6)

(2.7)

где  и  – компоненты скорости фильтрации жидкости  в направлении осей  и , а  – ма-
тематическая константа. Условия (2.6) и (2.7) означают, что расход жидкостей  и  через источ-
ник равны  и нулю соответственно.
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Условие отбора жидкостей через сток формулируется в виде

(2.8)

Это уравнение означает, что суммарный объемный расход обеих жидкостей через сток равен .
Далее сделаем замену переменных, вычтя из фазовых давлений начальное гидростатическое

распределение давления

(2.9)

Тогда уравнение (2.2) примет вид

(2.10)

где  – разность плотностей. Начальное условие (1.1) для давления примет вид 
при .

3. ХАРАКТЕРНЫЕ МАСШТАБЫ И КРИТЕРИИ ПОДОБИЯ
3.1. Масштабы длины

Выберем различные масштабы длины в горизонтальном и вертикальном направлениях.
За масштаб длины в направлении оси  естественно выбрать длину  области , а за масштаб
длины в направлении оси  – высоту . Используя эти масштабы, введем безразмерные коор-
динаты  и  в виде

(3.1)

где звездой отмечены безразмерные величины. Всюду ниже используются масштабированные
координаты (3.1), а символ звезды для простоты изложения опускается. Тогда область  имеет
вид , источник имеет координаты , а сток – .

3.2. Масштабы давления
В сформулированной задаче можно выделить три масштаба давления

(3.2)

Масштаб  – перeпад давления между границами  и , требующийся для создания
одномерного однофазного течения жидкости  в направлении оси  с раcходом . Действитель-
но, согласно закону Дарси (2.2), скорость фильтрации в таком течении можно оценить равной

. Умножая эту скорость на высоту области , получим полный расход . Согласно (3.2),
перепад давления  возрастает при уменьшении проницаемости  и увеличении вязкости .
Масштаб  равен разности столбов жидкостей  и  при высоте столба . Этот масштаб ха-
рактеризует величину силы Архимеда, действующей на жидкость  в пласте, насыщенном жид-
костью . При увеличении  увеличивается контраст плотностей фаз и, при прочих равных
условиях, интенсивность гравитационного расслоения жидкостей. Масштаб  характеризует
влияние капиллярного давления. При больших  можно ожидать развитие интенсивной ка-
пиллярной пропитки пористой среды жидкостью .

Сравнивая масштабы давления в уравнении (3.2), определим следующие критерии подобия

(3.3)

Критерий подобия  характеризует величину перепада давления между границами  и
 по сравнению с перепадом давления между границами  и  в гидростатическом

равновесии. При  изменением давления в вертикальном направлении можно пренебречь
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по сравнению с . Критерий подобия  характеризует протяженность переходной зоны фрон-
та вытеснения, движущегося от  к , которая связана с действием капиллярных сил [8, 12].
При  протяженность фронта мала, в связи с чем его можно рассматривать как поверхность
сильного разрыва насыщенности. При уменьшении  влияние капиллярного давления увели-
чивается, а протяженность переходной зоны растет. Число  характеризует протяженность зоны
пропитки в капиллярно-гравитационном равновесии жидкостей  и . При  переходная зо-
на мала, что приводит к четкой границе поверхности раздела фаз в равновесии. Выше этой гра-
ницы пористая среда насыщена легкой жидкостью, а ниже – тяжелой. При увеличении  про-
тяженность переходной зоны растет.

Таким образом, капиллярным давлением можно пренебречь при  и . Если даже
одно из этих условий не выполняется, то капиллярное давление может оказывать значительное
влияние на процесс вытеснения.

3.3. Масштабы скорости и времени

В сформулированной задаче можно выделить два масштаба скорости

(3.4)

Скорость  – эффективная скорость фильтрации жидкости в направлении оси , связанная
с работой источника и стока. Действительно, эта скорость равна расходу , отнесенному к высо-
те области , т.е. к площади поперечного течения. Скорость  – характерная скорость в вер-
тикальном направлении, связанная с перемещением частицы жидкости  в пласте, находящемся
в гидростатическом равновесии для жидкости . Под действием силы Архимеда такая частица пе-
ремещается вдоль оси , а согласно (2.2), соответствующая скорость фильтрации пропорцио-
нальна отношению  и градиенту давления .

Имея в уравнении (3.4) характерные скорости фильтрации, оценку для истинной скорости
жидкости  можно получить делением  на пористость , т.е. . Таким образом, используя
скорости (3.4), оценим характерные времена перемещения жидкостей между противоположны-
ми границами области 

(3.5)

Параметр  – характеризует время, за которое частица жидкости  переместится от границы
 до  под действием перепада давления . Параметр  – характерное время, за ко-

торое частица жидкости переместится между  и  под действием силы Архимеда.
Сравнивая масштабы времени (3.5), введем безразмерное число

Малые значения этого критерия подобия, , соответствуют режиму вытеснения, в кото-
ром при прочих равных условиях преобладает вертикальное направление течения. При 
происходит быстрое гравитационное расслоение жидкостей, а затем уже в условиях стратифика-
ции (локального гравитационного равновесия) происходит течение в направлении оси  от ис-
точника к стоку (рис. 2а). То есть, предполагая, что , течение жидкости  направлено от Inj
к кровле пласта вдоль границы . Далее, при достижении границы  направление тече-
ния  резко изменяется и далее происходит вдоль . Большие числа  соответствуют про-
тивоположному характеру течения, в котором доминирует фильтрация от источника к стоку
(рис. 2в). В этом случае жидкость  распространяется от Inj в горизонтальном направлении, по-
степенно под малым действием силы Архимеда всплывая к границе . Если , то имеем
переходный режим с одинаковым временем течения жидкости между вертикальными и горизон-
тальными границами области  (рис. 2б). Характерное направление течения в этом случае от ис-
точника наискосок к точке .
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3.4. Критерий подобия A

В этом разделе обсуждается критерий подобия, характеризующий анизотропное распределе-
ние проницаемости. Этот критерий, обозначаемый символом , выражается через безразмерные
числа  и  в виде [6, 7]

(3.6)

Для объяснения физического смысла параметра  рассмотрим однофазное течение несжима-
емой жидкости от точечного источника в однородной анизотропной пористой среде ( ) в
отсутствие внешних массовых сил. В этом случае распределение давления описывается следую-
щим уравнением

(3.7)

Оценим форму изобар вокруг такого источника при различных , предполагая, что он распо-
ложен в неограниченной области. При  уравнение (3.7) сводится к уравнению Лапласа, а
изобары – окружности с центром в источнике (рис. 3б). Случай  (или ) соответствует
высокой проницаемости в направлении оси  (или ). Следовательно, возмущения давления
быстро переносятся в данном направлении, являющимся также предпочтительным направлени-
ем течения жидкости  от источника (рис. 3а или 3в). Таким образом, согласно (3.7), при 
(или ) изобары имеют вид эллипсов, вытянутых в направлении оси  (или ).

3.5. Критерий подобия Μ
Следуя решению классической задачи Баклея–Леверетта [11, 12], введем критерий подобия

характеризующий отношение подвижностей фаз. Случай , соответствует более подвижной
(т.е. менее вязкой) жидкости  по сравнению с . При , наоборот, вытесняющая жидкость
имеет меньшую подвижность .

Всюду далее полагается, что . Такими значениями характеризуется, например, нагнета-
ние углекислого газа в месторождения легкой нефти. Несомненно, при закачке менее вязкой
жидкости в пласт, насыщенной более вязкой жидкостью, может развиваться гидродинамическая
неустойчивость фронта вытеснения [14–16]. Однако такая неустойчивость возникает при боль-
ших , обычно при . Следовательно, при выбранном значении  и используемых кри-
вых относительной фазовой проницаемости (2.4) неустойчивость развиться не может.
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4. УРАВНЕНИЯ В БЕЗРАЗМЕРНОМ ВИДЕ

Помимо уже приводившихся в уравнении (3.1) масштабов длины, выберем в качестве харак-
терных масштабов времени, скорости фильтрации и давления их значения, связанные с работой
источника и стока и сопутствующим течением между ними, т.е. масштабы ,  и  соответ-
ственно

(4.1)

Здесь, как и ранее, звездой обозначены безразмерные или масштабированные величины.
В таких масштабах безразмерное время в точности равно количеству закачанных поровых объ-
емов области .

Подставляя (2.10), (3.1) и (4.1) в уравнения (2.1) и (2.3) и опуская знак звезды у безразмерных
переменных, получим следующую систему уравнений

(4.2)

(4.3)

(4.4)

Уравнения (4.2)–(4.4) образуют замкнутую систему трех уравнений относительно неизвест-
ных ,  и , причем  и  связаны конечным соотношением (4.4).

Учитывая (2.9), начальные условия (1.1) для системы уравнений (4.2)–(4.4) запишутся в виде

(4.5)

Граничные условия (2.5) в безразмерном виде имеют вид

(4.6)

Условия постоянного расхода жидкостей через точечный источник и сток, приводящиеся в
уравнениях (2.6)–(2.8), в безразмерных переменных принимают вид
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Рис. 3. Формы изобар ( ) вокруг точечного источника при различных . Стрелки показывают предпо-
чтительное направление течения жидкости .
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(4.7)

Таким образом, безразмерная постановка задачи в уравнениях (4.2)–(4.7) содержит только
четыре критерия подобия , ,  и . Кроме этих параметров течение также характеризуется
кривыми относительной фазовой проницаемости и капиллярного давления (2.4). Согласно (3.3)
и (3.6), безразмерные числа  и  однозначно выражаются через другие критерии подобия с по-
мощью следующих соотношений

(4.8)
Далее, учитывая (4.8), вместо  в качестве одного из независимых критериев подобия ис-

пользуется , т.е. в качестве основных величин, характеризующих режим вытеснения, выбира-
ются , ,  и .

Нефтяные пласты характеризуются различными проницаемостями  и , могут иметь раз-
ную мощность , а их разработка может вестись сеткой скважин с различными характерными
расстояниями между скважинами , эксплуатирующихся при различных темпах нагнетания .
Все эти параметры, также как и другие величины, например , , , входят в , ,  и

, а значит различные пласты характеризуются только четырьмя параметрами подобия , , 
и . Таким образом, введение этих безразмерных величин позволяет уменьшить количество па-
раметров, определяющих режим течения.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ
5.1. Классификация режимов вытеснения

В случае общего положения задача (4.2)–(4.7) не допускает аналитического решения. В этой
связи рассмотрим ее численные решения, полученные с помощью пакета программ MUFITS [17,
18]. С помощью численного моделирования в первую очередь оценим влияние критериев подо-
бия  и  на режимы вытеснения жидкости . Причем, считаем, что , т.е. закачивается лег-
кая жидкость. Случай  получается из случая  отражением относительно прямой

 (при фиксированном ).
В этом разделе рассмотрим режимы вытеснения при малом влиянии капиллярного давления

на фильтрацию, т.е. рассмотрим случаи , . Считаем, что первое условие выполняется
при , а второе – при . Рассмотрим четыре асимптотических случая, соответствую-
щих большим ( ) и малым ( ) значениям  и  при . Результаты расчетов для четы-
рех таких пар  и  в моменты времени  и  приводятся на рис. 4 и 5. Эти моменты со-
ответствуют закачке четверти и трех четвертей порового объема соответственно.

В случае  и  реализуется режим одномерного течения от источника к стоку, соот-
ветствующий вытеснению из пласта малой мощности  (рис. 4a; , ,  и

). Далее этот режим обозначаем аббревиатурой 1D. Действительно, во всей области  за
исключением близких к ее границам зон параметры течения, в частности распределение насы-
щенности , слабо зависят от глубины . Из-за высокой проводимости в вертикальном направ-
лении (т.е. при ), жидкость  распространяется от источника вдоль границы  по всей
мощности пласта . Затем, при течении жидкостей от  к  не происходит их зна-
чительного гравитационного расслоения, так как влияние силы Архимеда при  мало. При
достижении границы  жидкости снова резко изменяют направление течения на вертикаль-
ное и переносятся к стоку вдоль узкой зоны, расположенной у границы . Таким образом,
пренебрегая концевыми эффектами, течение действительно одномерное.

Изменение параметров течения с  в режиме 1D описывается решением Баклея–Леверетта
[11, 12]. В этом решении вытеснение происходит в системе волн. Впереди распространяется
сильный разрыв насыщенности , за которым следует присоединенная волна Римана. Эта по-
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следовательность волн наблюдается на рис. 4a. Разрыву соответствует плотное расположение ли-
ний уровня , ограничивающих со стороны больших значений  область течения жид-
кости . Этот разрыв наблюдается в виде узкой переходной зоны, так как капиллярное число 
имеет большое, но конечное значение и в меньшей степени из-за влияния численной дисперсии.
За разрывом расположена область непрерывного изменения насыщенности  в волне Римана.
Насыщенность убывает с  от границы  до разрыва.

При  и  значительно возрастает влияние силы Архимеда. При таких параметрах ре-
ализуется режим вытеснения с образованием ярко выраженного шлейфа жидкости  около угла

 области  (рис. 4б; , ,  и ). Этот режим обозначим аббревиату-
рой PF (plume formation). Также как и в режиме 1D, при  жидкость  распространяется от
источника вверх и вниз вдоль границы  по всей мощности пласта. Однако далее при 
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Рис. 4. Линии уровня , мгновенные линии тока жидкости  ( ) и направления скоростей ui и ud в ре-
жимах вытеснения 1D, PF, AR и SD при  (а–г соответственно). Линии уровня  приводятся с шагом 0.1.
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сила Архимеда значительно влияет на течение от  к . Жидкость  поднимается (всплы-
вает) к верхней границе  и растекается под ней и, таким образом, образуется шлейф из жид-
кости . При этом имеется противоток жидкости , которая опускается к нижней границе шлей-
фа. Двигаясь вдоль кровли пласта, жидкость  достигает границы , вдоль которой узким ко-
нусом опускается к стоку (рис. 5б).

Случай ,  соответствует вытеснению из анизотропного пласта, характеризующего-
ся высокой проницаемостью в направлении  и низкой проницаемостью в направлении , а так-
же малому влиянием силы Архимеда (рис. 4в; , ,  и ). Этот режим
обозначим аббревиатурой AR (anisotropic reservoir). При ,  жидкость быстро прорыва-
ется от источника к стоку вдоль линии . При этом значительные области пласта у границ

 остаются не охваченными вытеснением. Это обусловлено тем, что влияние силы Архи-
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Рис. 5. Режимы вытеснения 1D, PF, AR и SD при  (а–г соответственно). Все обозначения идентичны
рис. 4.
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меда на течение мало при  и эта сила не приводит к значительному перемещению жидкости 
вверх от уровня . Небольшая асимметрия области  связана с тем, что течение рассчи-
тано при большом, но тем не менее конечном  (рис. 5в). Капиллярные силы также не спо-
собствуют увеличению охвата пласта вытеснением, так как в рассмотренном случае число  ма-
ло ( ). То есть капиллярная пропитка в вертикальном направлении пренебрежимо мала.

В случае ,  реализуется режим вытеснения в условиях ярко выраженной стратифи-
кации жидкостей (рис. 4г; , ,  и ). Далее этому режиму присваива-
ется аббревиатура SD (stratified displacement). Малое значение  приводит к быстрому пе-
ремещению жидкости  от источника к кровле пласта . А высокая проницаемость  при ма-
лом  способствует накоплению жидкости  у кровли в виде горизонтального слоя,
толщина которого растет с  по мере закачки жидкости . Действительно, когда закачиваемая
жидкость достигает слоя, то из-за большого  она свободно перемещается по нему в направле-
нии , а из-за малого  не может при  прорваться вниз к стоку. Это способствует форми-
рованию почти горизонтальной границы раздела между жидкостями . С ростом  эта граница
опускается до уровня , а жидкость  начинает отбираться вместе c  из слоя через сток Prd
(рис. 5г). В результате при больших  граница  останавливается на уровне , а область

 остается не охваченной вытеснением. Эта область остается насыщенной только жидко-
стью , которую не удается извлечь с помощью стока, расположенного при .

5.2. Сравнение эффективности режимов

Сравним эффективность вытеснения жидкости  в описанных режимах 1D, PF, AR и SD при
пренебрежимо малом капиллярном давлении (  и ). С этой целью для каждого рас-
считанного течения вычислим интегралы по объему 

(5.1)

где  – дифференциал безразмерного объема. Для вычисления величины  при фиксирован-
ных  и  сначала рассчитывается максимальное значение  в интервале времени от нуля до рас-
сматриваемого момента 

Величина  полагается равной единице, если . В противном случае при 
величина  полагается равной нулю. Таким образом, область  соответствует зоне пласта, в
которую в интервале времени от нуля до  попало значительное количество вытесняющей жид-
кости .

Величина  в уравнении (5.1) – коэффициент извлечения жидкости . Согласно (2.3),  рав-
но отношению объема жидкости , отобранной из  к данному моменту времени, к ее объему
при , т.е. согласно (1.1), к поровому объему всей области . При  имеем . По мере
того как жидкость  отбирается через Prd, коэффициент  растет с . Чем больше , тем больше
жидкости  удается извлечь из пласта.

Величина  – коэффициент охвата пласта вытеснением. Она характеризует долю объема пла-
ста, в который в течение закачки проникала вытесняющая жидкость. При  имеем .
Коэффициент  растет с . Чем больше , тем больший объем пласта был охвачен вытеснением
к данному моменту времени.

Сравним четыре рассчитанных течения, параметры которых приводятся на рис. 4 и 5, в мет-
риках  и . При малых  имеем , так как на начальной стадии закачки жидкость  еще не
прорвалась к стоку, а объем отобранной жидкости  равен объему закачанной жидкости  (рис. 6а).
В момент времени, когда  прорывается к стоку и позже равенство  нарушается. С момента
прорыва  растет медленнее, чем , и при  выходит на горизонтальную полку, соответству-
ющую состоянию истощенного пласта.

Максимальное значение  достигается в режиме 1D (рис. 6а). Действительно, в этом случае
пласт наиболее равномерно по  охвачен вытеснением (риc. 5а). В метрике  чуть более низкая
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по сравнению с режимом 1D эффективность достигается в режиме PF. Значительно более низ-
ким коэффициентом извлечения  характеризуется режим вытеснения в условиях грави-
тационного расслоения фаз SD. В этом случае максимальное значение  обусловлено тем,
что жидкость  почти полностью извлекается из области , а равная ей область  оста-
ется не тронутой вытеснением. Наименьшим коэффициентом  характеризуется вытеснение в
режиме AR. Очевидно, это обусловлено быстрым прорывом жидкости  к источнику вдоль пря-
мой  и вытеснением  только из узкой области, прилегающей к этой прямой.

Так как коэффициент извлечения в значительной мере определяется полнотой охвата пласта
вытеснением, то в метрике  режимы имеют тот же рейтинг, что и в метрике  (рис. 6б). Макси-
мальное  достигается в 1D режиме, так как в нем реализуется равномерный охват пласта во
всем диапазоне глубин . Минимальным  характеризуется режим AR.

Таким образом, в обеих метриках  и  наилучшие режимы вытеснения 1D и PF характери-
зуются условием , т.е. высокой гидродинамической проводимостью в направлении . Наи-
худшим является режим AR, который соответствует вытеснению из пласта, характеризующегося
низкой гидродинамической проводимостью в направлении , при большом темпе нагнетания ,
т.е. при малом влиянии силы Архимеда.

5.3. Влияние капиллярного давления
При меньших  и бóльших  влияния капиллярного давления на процесс вытеснения более

значительное. В соответствии с [8, 12], капиллярная пропитка приводит к увеличению толщин
переходных зон между областями пласта, насыщенными различными жидкостями. В качестве
примера подробно рассмотрим влияние капиллярного давления на режим PF. На рис. 7 приве-
дены результаты расчета вытеснения при , , ,  и четырех различных
значениях . В случае малого капиллярного давления при Ca = 103 и  (рис. 7а) наблю-
дается четкая граница  между зонами, насыщенными жидкостью  и только жидкостью . При
увеличении  в 10 раз, т.е. при Ca = 102 и , эта граница “размывается” за счет капил-
лярной пропитки (рис. 7б). Тем не менее условия  и  можно считать выполненными,
поэтому размеры насыщенной жидкостью  зоны совпадают в случаях, приводящихся на рис. 7а
и б. При увеличении  еще в 10 раз (  и ) и в 100 раз (  и ) капилляр-
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Рис. 7. Параметры течения в режиме PF при , 0.1, 1 и 10 (а–г соответственно). Все обозначения иден-
тичны рис. 4.
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ным давлением в вертикальном направлении уже нельзя пренебречь, так как условие  не
выполняется. В этом случае четкой границы между  и  не наблюдается, причем форма зоны,
насыщенной жидкостью , только качественно соответствует ее форме в случае малого капил-
лярного давления (рис. 7в и 7г). Пропитка приводит к выравниванию линий уровня  в
направлении оси  и более равномерному охвату пласта вытеснением во всем интервале глубин

.
Влияние капиллярного давления на все четыре режима вытеснения можно оценить с помо-

щью рис. 8. В случае режима 1D капиллярное давление при  и  значительно вырав-
нивает поток от  к , в том числе вблизи кровли  и подошвы  пласта (рис. 8а).
В отличие от случая с малым капиллярным давлением (рис. 4а) узкие пограничные зоны вблизи

 с более медленным течением отсутствуют. Очевидно, это связано с очень большим зна-
чением числа , означающим, что толщина переходной зоны в капиллярно-гравитационном
равновесии на три порядка больше мощности пласта. Характерный масштаб изменения  в на-
правлении  значительно больше  и, следовательно,  практически не зависит от , т.е. течение
одномерное. Нарушение условия  означает, что капиллярное давление также приводит к
увеличению протяженности переходной зоны  – разрыва насыщенности на рис. 4а. Действи-
тельно, при  линии  у передней границы зоны, насыщенной жидкостью , рас-
положены менее плотно. В результате при фиксированном  жидкость  проникает дальше в
пласт, а коэффициент охвата  быстрее растет со временем (рис. 6). При этом капиллярное дав-
ление приводит к снижению , так как из-за “размывания” фронта  жидкость  раньше проры-
вается к стоку Prd. Таким образом, в режиме 1D бóльшие значения  приводят к бóльшим 
и меньшим .

Влияние  на распределение насыщенности в режиме PF описано выше (см. рис. 7). Увели-
чение  способствует более равномерному охвату по глубине и более равномерному течению
жидкости  от  к . Таким образом, вытеснение в режиме PF с большим  характе-
ризуется более высокими значениями  и , чем в случае с малым .

В режиме AR большое  при  и  тоже приводит к увеличению скорости ка-
пиллярной пропитки в направлении  (рис. 8в). В результате жидкость  прорывается к стоку
вдоль , однако при этом она интенсивно впитывается в области  и  и за счет
противотока жидкостей вытесняет  к уровню . То есть, в области двухфазного течения
выше уровня  жидкость  имеет значительную компоненту скорости вверх, а жидкость  –
вниз. За счет капиллярного давления жидкость  выносится на уровень , вдоль которого
вместе с  переносится к стоку Prd. Таким образом, вытеснение в режиме AR с большим 
способствует увеличению как , так и  (рис. 6).

В режиме вытеснения SD при  и  капиллярное давление приводит к увеличе-
нию толщины переходной зоны  в вертикальном равновесии жидкостей (рис. 8г). В отличие от
случая с малым  (см. рис. 4г), насыщенность  плавно возрастает при уменьшении  и при
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фиксированном  толщина слоя, насыщенного жидкостью , у кровли пласта больше. В резуль-
тате нижняя граница слоя раньше достигает стока, а коэффициент извлечения  снижается по
сравнению со случаем малого капиллярного давления (рис. 6). При этом коэффициент охвата 
увеличивается, так как толщина слоя больше. Таким образом, вытеснение в режиме SD с боль-
шим  характеризуется пониженным  и повышенным .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

При фиксированном положении источника и стока вытеснение несжимаемой жидкости из
анизотропного пласта в поле силы тяжести характеризуется четырьмя независимыми аритерия-
ми подобия и кривыми относительной фазовой проницаемости и капиллярного давления. Воз-
можны четыре предельных режима вытеснения, в которых реализуются различные направления

t i
R

E

,maxcp R E

Рис. 8. Режимы вытеснения 1D, PF, AR и SD при  и значительном влиянии капиллярного давления (а–г
соответственно). Все обозначения идентичны рис. 4.
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течения вытесняющей и вытесняемой жидкостей, обусловленные различным относительным
влиянием силы Архимеда и анизотропного распределения проницаемости. При малом влиянии
капиллярного давления наиболее эффективным является режим одномерного течения от источ-
ника к стоку, в котором при  коэффициенты вытеснения и охвата достигают максималь-
ных значений. Наименее эффективным является вытеснения из пласта, характеризующегося
малой проницаемостью в вертикальном направлении и малым влиянием силы тяжести. В целом
вытеснение более эффективно при большом числе . Показано, что капиллярное давление мо-
жет существенно изменять параметры режимов и их эффективность. При увеличении влияния
капиллярного давления коэффициент охвата пласта вытеснением всегда увеличивается из-за ка-
пиллярной пропитки, а коэффициент извлечения жидкости может как вырасти, в режимах PF и
AR, так и снизиться, в режимах 1D и SD.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 19-71-10051,
https://rscf.ru/project/19-71-10051/.
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Рассматривается слой жидкости конечной глубины, описываемый уравнениями Эйлера.
Ледяной покров моделируется геометрически нелинейной упругой пластиной Кирхгоффа–
Лява. Находятся траектории частиц жидкости под ледяным покровом в поле нелинейной по-
верхностной бегущей волны, стремящейся к периодической волне на бесконечности: так на-
зываемого “темного солитона” (который является нелинейным продуктом боры и периоди-
ческой волны) малой, но конечной, амплитуды. Присутствие темных солитонов в системе яв-
ляется индикатором модуляционной устойчивости несущей периодической волны
(дефокусировки). Приводимый анализ использует явные асимптотические выражения для
решений, описывающих волновые структуры на поверхности раздела вода–лед типа темных
солитонов, а также асимптотических решений для поля скоростей в толще жидкости, генери-
руемого этими волнами.

Ключевые слова: ледяной покров, упругая пластина Кирхгоффа–Лява, темный солитон, тра-
ектория жидкой частицы
DOI: 10.31857/S1024708423600550, EDN: QYFEAR

Геометрически нелинейная модель льда, основанная на теории пластин Кирхгоффа–Лява,
впервые была использована в [1, 2] для некоторой периодической задачи для изгибно-гравита-
ционных волн. Комбинация теории нормальных форм, изложенной в [3], с редукцией на цен-
тральное многообразие (см., [4] и [5]) для задачи распространения волн на поверхности воды под
ледяным покровом, где ледяной покров моделировался геометрически нелинейной пластиной
Кирхгоффа–Лява в напряженном состоянии, для конечной глубины впервые были адаптирова-
ны в [6]. Метод [6] был обобщен на случай движущейся нагрузки на ледяном покрове в [7]. По-
лученные волновые структуры сравнивались с численными решениями. С тех пор появилось
значительное количество работ, посвященных изучению изгибно-гравитационных волн на по-
верхности жидкости под ледяным покровом, который моделировался либо геометрически нели-
нейной пластиной Кирхгоффа–Лява, либо оболочкой Коссерá, для которой существует явное
выражение для упругой энергии [8] (см. ссылки в [9]).

В огромном большинстве работ, посвященных гидроупругой системе вода–лед, исследуется
поверхность контакта вода–лед и, насколько нам известно, не анализируется волновое поле ско-
ростей в толще жидкости. Движение частиц жидкости в поле поверхностной монохроматиче-
ской волны в линейной постановке описано, например, в монографиях [10, 11]. Частицы дви-
жутся по эллипсам в жидкости конечной глубины и по окружностям в жидкости бесконечной
глубины. Если формально учитывать члены второго порядка по крутизне волны в разложении
скорости частицы (что в линейной теории некорректно), то траектории частиц оказываются не-
замкнутыми и, следовательно существует медленный дрейф частиц в направлении распростра-
нения волны. В работе [12] впервые показано, что для гравитационных волн в рамках модели
идеальной жидкости, при распространении нелинейной волны по поверхности жидкости, мате-
риальные частицы в ней медленно (по сравнении с фазовой и групповой скоростью) перемеща-
ются в направлении распространения волны. С тех пор явление дрейфа частиц активно изуча-

УДК 532.591
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лось в большом количестве работ для разных моделей жидкости. Хороший обзор работ на эту
тему может быть найден в [13].

Настоящая работа является, в определенном смысле, продолжением недавних работ [9, 14],
где исследованы траектории частиц в жидкости под ледяным покровом в поле поверхностной
изгибно-гравитационной уединенной волны и изгибного уединенного волнового пакета – бегу-
щих волн солитонного типа, которые описываются быстроубывающими решениями по про-
странству; эти решения не имеют предела при переходе к линейной формулировке рассматрива-
емой задачи и являются исключительно продуктом взаимодействия нелинейности и дисперсии
в модели. В работе определяется поле траекторий частиц в толще жидкости (слой жидкости опи-
сывается полной двумерной системой уравнений Эйлера) под ледяным покровом (который мо-
делируется геометрически нелинейной пластиной Кирхгоффа–Лява) в поле нелинейной по-
верхностной волны типа “темного солитона”, являющейся нелинейным продуктом взаимодей-
ствия боры и периодической волны. Для последующего анализа будут использованы явные
асимптотические выражения для решений типа темного солитона малой, но конечной, ампли-
туды.

1. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ
Эксперименты показывают, что ледяной покров в естественных условиях ведет себя как тон-

кая упругая пластина, которая плавает на поверхности жидкости [15]. В связи с этим будем рас-
сматривать его в рамках модели упругой пластины Кирхгоффа–Лява, относительно которой
приняты следующие допущения:

• существует нейтральная (серединная) поверхность, деформации растяжения или сжатия
которой являются наперед заданными и не изменяются при изгибе;

• каждое волокно упругого слоя, которое ортогонально нейтральной поверхности в недефор-
мированном состоянии, остается прямым и ортогональным этой поверхности после деформации;

• напряженно-деформированное состояние подчиняется закону Гука, т.е. деформации малы
и пластина является физически линейной.

Будем предполагать, что пластина находится в предварительно напряженном состоянии, ко-
торое характеризуется горизонтальным напряжением  (см. рис. 1). Это напряжение обуслов-
лено начальным растяжением (или сжатием, как на рисунке) серединной поверхности, которое,
в связи с вышеизложенным, остается неизменным при изгибных деформациях.

Математическое описание упругой пластины формулируется в локальной криволинейной
системе координат в плоских сечениях , жестко присоединенной к серединной поверхности
пластины. В недеформированном состоянии эта система координат (с точностью до сдвига) сов-
падает с глобальной декартовой системой координат . Координата  изменяется вдоль дуг

σ0

ξ ζ( , )

,x z ξ

Рис. 1. Фрагмент упругой пластины с локальной координатной системой . Пунктирная линия обозначает
серединную поверхность. В результате заданного внешнего растяжения (сжатия) в пластине возникает поле
напряжений, приводящее к внутренним силам, поверхностная плотность которых имеет величину  (на ри-
сунке пластина подвержена начальному сжатию).
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окружностей, параллельных локальным фрагментам серединной поверхности, а  – в ортого-
нальном направлении к серединной поверхности (рис. 1). Упругий слой, в недеформированном
состояниие имеющий толщину , занимает искривленную область

имеющую границу

Далее будем рассматривать изгиб пластины в плоскости  (рис. 1).
Уравнение баланса сил, действующих со стороны пластины на жидкость, имеет вид (см., на-

пример, [16])

(1.1)

где  – давление в жидкости,  – атмосферное давление,  – начальное напряжение в пласти-
не,  – плотность упругого материала пластины (льда),  – глубина невозмущенного слоя плюс
отклонение поверхности воды. Изгибающий момент  выражается в терминах радиуса кривиз-
ны  нейтральной поверхности пластины как (см., например, [16])

(1.2)

где  – модуль Юнга, а ν – коэффициент Пуассона пластины (льда).
Рассматриваются плоскопараллельные потенциальные движения идеальной несжимаемой

жидкости, имеющей глубину  и плотность . Жидкость занимает область

которая имеет границу

Поверхность раздела вода–лед задается уравнением , .
Из (1.1), (1.2) следует, что уравнения Эйлера для слоя идеальной и несжимаемой жидкости,

имеющей конечную глубину, при наличии указанных поверхностных эффектов, имеют вид
(буквенные индексы обозначают дифференцирование по соответствующим переменным) [17, 18]

(1.3)

где  – потенциал скорости жидкости,  – ускорение свободного падения

Дисперсионное соотношение для линеаризованной системы уравнений (1.3), выражающее
соотношение между частотой  и волновым числом , дается выражением

В безразмерных переменных (старые обозначения сохранены для безразмерных величин)

где  – абсолютная величина скорости волны, область  переходит в область 
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Безразмерные уравнения Эйлера (1.3) для стационарных волн в системе координат, распро-
страняющихся со скоростью  (влево), имеют вид

(1.4)

Постоянные , , ,  и  определяются из формул

(1.5)

Функции ,  задаются выражениями

Далее мы пренебрегаем инерцией ледяной пластины по сравнению с инерцией жидкого слоя,
т.е. полагаем .

2. ОПЕРАТОРНАЯ ФОРМА УРАВНЕНИЙ. ПРИВЕДЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ. 
ТЕМНЫЕ СОЛИТОНЫ

Для малых безразмерных отклонений  поверхности раздела вода–лед можно корректно
определить новые “полу-лагранжевы” координаты  (“выпрямляюшие” слой )
по формуле  где  обозначает функцию тока, нормированную при помо-
щи среднего расхода .

Это отображение локально обратимо (для малых амплитуд поверхностных возмущений) [5].
Кроме того, произведем отображение поля скоростей  на векторное поле  [5]

где ,  предполагаются малыми, а , .
Отклонение поверхности  дается формулой

(2.1)

Можно показать (см., например, обзор [19]), что уравнения (1.4) для волн малой, но конечной
амплитуды можно записать в операторной форме

(2.2)
где верхняя точка обозначает дифференцирование по неограниченной координате . Неограни-
ченный, замкнутый оператор  ( ) действует на пятикомпонентную вектор-функцию ,
четвертой и пятой компонентой которой являются модифицированные скорости  и 
соответственно. Малый параметр  определяется из равенства

(2.3)
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Величина  определяется ниже.
Параметром бифуркации является скорость волны . Из (1.5) и (2.3) имеем

и в первом приближении по 

Параметры  и  определяются по формулам (1.5) с .
Рассматриваемые в настоящей статье волновые структуры (темные солитоны) являются не-

линейными продуктами  резонанса (2.4), при этом собственные значения  оператора  ле-
жат на мнимой оси. Для 1 : 1 резонанса четыре собственных значения  образуют две пары сов-
падающих собственных значений , , приходящие на мнимую ось из комплексной плос-
кости при изменении параметров  (когда происходит бифуркация, ведущая к
появлению темных солитонов;  – безразмерное волновое число).

Можно показать (см., например, [3–5, 20], а также [16]), что бесконечномерная система урав-
нений (2.2) локально эквивалентна конечномерной системе обыкновенных дифференциальных
уравнений (система уравнений в частных производных для ограниченных решений малых ам-
плитуд эквивалентна системе обыкновенных дифференциальных уравнений)

(2.5)
Система уравнений (2.5) называется приведенной системой.
В рассматриваемом случае  резонанса полагаем

Тогда приведенная система (2.5) эквивалентна системе

(2.6)

где знак  обозначает комплексное сопряжение. Имеем также [21]

Все ограниченные решения  системы уравнений (2.2) малой амплитуды записываются
в виде [21]

где

является нелинейной вектор-функцией своих аргументов. Собственный и присоединенный век-
торы , соответствующие центральному спектру, имеют вид
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Приведенная система уравнений (2.6) приближается системой уравнений в квази-нормаль-
ной форме

(2.8)

вплоть до произвольного алгебраического порядка по  [21]. Здесь  и  – полиномы с веще-
ственными коэффициентами

а  и  – постоянные. Заметим, что система (2.8) имеет два интеграла в инволюции

и, следовательно, интегрируема по Лиувиллю.
Произведем замену переменных

(2.9)
Тогда система уравнений (2.8) принимает вид

(2.10)

где . При , имеем без ограничения общности . Тогда, в первом
приближении система уравнений (2.10) примет вид

(2.11)
При этом

(2.12)

(2.13)

где

Постоянная , как следует из (2.12), всегда положительна. График типичной зависимости 
от глубины , определяемой формулой (2.13), приведен на рис. 2. Из рис. 2 видно, что коэффи-
циент  меняет при значениях глубины, превосходящих некоторое критическое значение.
Для тех значений глубины, для которых коэффициент  отрицателен, нелинейная несущая
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периодическая волна малой амплитуды устойчива и, как следствие, система обладает так назы-
ваемыми “темными солитонами” вместо уединенных волновых пакетов. Свое название эти вол-
ны получили из нелинейной оптики из-за свойства, что их интенсивность (в оптике освещение)
минимальна в центре волны. Как уже отмечалось, темный солитон является нелинейным про-
дуктом боры и периодической волны. Присутствие таких волн также известно на поверхности
слоя жидкости с поверхности раздела двух бесконечных слоев жидкости с капиллярными эф-
фектами [22].

Темный солитон в низшем приближении по  описывается решением уравнения (2.11) при
, 

(2.14)

Из (2.9) и (2.14) следует, что для темного солитона

(2.15)

и положим в (2.15) . Заметим, что из уравнений (2.10) следует, что , т.е. является
величиной следующего порядка малости, по сравнению с .

Из (2.1) и (2.15) следует, что поверхностный темный солитон (в первом приближении по )
описывается формулой

(2.16)

На рис. 3 изображена форма изгибной поверхностной волны (2.16) – темного солитона – для
конкретных значений физических параметров бассейна и ледяного покрова.

3. ПОЛЕ СКОРОСТИ В СЛОЕ ЖИДКОСТИ ДЛЯ ПОВЕХНОСТНОГО 
ТЕМНОГО СОЛИТОНА

Компоненты актуальной скорости  выражаются через компоненты вспомогательной
скорости  по формулам

(3.1)
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Рис. 2. Зависимость коэффициентов  от глубины жидкости  (в метрах) при толщине льда  м и напря-

жении  Н ⋅ м–2;  Н ⋅ м–2, ,  кг ⋅ м–3,  м ⋅ с–2.
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Из (3.1), в младшем порядке по  имеем

(3.2)

Напомним, что все рассмотрения проводятся в системе отчета, связанной с волной. Чтобы
перейти в лабораторную систему отсчета, где жидкость покоится на бесконечности, необходимо
сделать преобразование  и . Таким образом, для темного солитона в соответ-
ствии с (2.7) в первом порядке по  в лабораторной системе отсчета имеем

(3.3)

Из (2.15), (3.2)и (3.3) в первом порядке по  получим

(3.4)

Знак “–” в правых частях формулы (3.4) соответствует волне понижения уровня в (2.16), а “+”
волне повышения уровня.

Для определения траекторий жидких частиц в лабораторной системе отсчета имеем

(3.5)

Скорости  и  в поле поверхностной волны (2.16) с точностью до соответствующих малых по
амплитуде волны определяются выражением (3.4).
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Для определения коэффициентов в (2.16), при фиксированных , ,  и  из уравнений (1.5)
и первого уравнения (2.4) определялось . Затем из второго уравнения (2.4) определялось соот-
ветствующее значение безразмерного волнового числа . После этого по формулам (2.12) и (2.13)
вычислялись коэффициенты  и  (при этом необходимо убедиться, что ). При задании 
все параметры поверхностного темного солитона (2.16) и правая часть динамической систе-
мы (3.5) оказываются полностью определенными. Для физических параметров , ,  и , а
также параметра , соответствующих темному солитону, изображенному на рис. 3, имеем

 м/с, , , .

Система уравнений (3.5) решалась численно для параметров, приведенных на рис. 2 и различ-
ных начальных положений частицы по горизонтали  и по вертикали (глубины, на которой
расположена частица) . На рис. 4 и 5 изображен типичный пример формы эволюции траек-
торий с течением времени  частицы, находящейся в начальный момент времени слева от центра
волны понижения уровня на расстоянии, примерно равном расстоянию, когда темный солитон
превращается в волну постоянной амплитуды.

Из рис. 4 и 5 видно, что при небольших значениях времени траектория частицы, расположен-
ной в начальной точке, достаточно далеко от центра волны, начинает закручиваться против ча-
совой стрелки, а радиус вращательного движения постепенно уменьшается до нуля. Затем при
прохождении центра волны над частицей (с течением времени) радиус вращения траектории на-
чинает снова увеличиваться до постоянного значения, при этом устанавливается стационарная
картина эволюции траектории, так как над частицей при значительных временах располагается
периодическая (или почти периодическая) волна постоянной амлитуды, к которой асимптоти-
чен рассматриваемый темный солитон при больших временах. Жидкая частица, при этом, дви-
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Рис. 4. Траектория частицы жидкости, в начальный момент находящейся в точке ,  в поле
поверхностного темного солитона с параметрами, как на рис. 3, в разные моменты безразмерного времени:
слева направо, сверху вниз: .
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гается по спирали и испытывает слабый дрейф: по горизонтали по направлению распростране-
ния волны (влево), а по вертикали – по направлению к поверхности жидкости.

4. ОБСУЖДЕНИЕ

Уравнения для бегущих волн в жидкости под ледяным покровом которые локально могут
быть записаны в операторном виде (2.2); оператор  действует в надлежащем гильбертовом про-
странстве функций на полосе от нуля до единицы или, точнее, в конкретных замкнутых областях
этого пространства  допускают проекцию на центральное многообразие – локальное нелиней-
ное многообразие конечной размерности в бесконечномерном фазовом пространстве основной
системы дифференциальных уравнений в частных производных, где находятся ограниченные
решения и основные уравнения для бегущих волн записываются в виде конечномерной динами-
ческой системы (в виде так называемых приведенных уравнений). Рассматривается случай, ко-
гда размерность центрального многообразия равна четырем, соответствующая линейному 
резонансу. Волновые структуры, рассмотренные в статье, ответвляются от состояния покоя на
многообразиях в пространстве физических параметров, где собственные значения, принадлежа-
щие к центральному спектру оператора (собственным значениям на мнимой оси) оператора 
являются попарно совпадающими. В случае  резонанса в пространстве обратного квадрата
числа Фруда , безразмерного начального напряжения в ледовой пластине  и безразмерной
жесткости пластин на изгиб  – это поверхность (2.4). При этом нелинейным продуктом  ре-
зонанса является семейство темных солитонов.

Как уже упоминалось, темные солитоны имеют место при отрицательных значениях  (это
число, по существу, является коэффициентом при ведущей нелинейности в уравнениях для волн
малой амплитуды). При  коэффициент  становится отрицательным; при ,

 и происходит замещение темных солитонов, которые являются нелинейным продуктом
боры и периодической волны на так называемые “уединенные волновые пакеты” – моно-
хроматические волны под быстроубывающей огибающей; при этом скорость собственно моно-
хроматической волны равна скорости огибающей. Для волн под ледяным покровом, при фикси-
рованной толщине льда, существует критическая глубина жидкости , выше которой не суще-
ствует более решений типа уединенных волновых пакетов, а для  имеют место темные
солитоны [23]. Темный солитон является индикатором модуляционной устойчивости несущей
периодической волны. Таким образом, можно говорить, что при переходе через  (в сторону
возрастания) фокусирующая окрестность безразмерного волнового числа  заменяется на дефо-
кусирующую.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Построены траектории частиц жидкости в поле ограниченных на бесконечности нелинейных

бегущих волн малой (но конечной) амплитулы, асимптотичных к периодической (или почти пе-
риодической) волне распространяющихся по поверхности раздела жидкость–лед в слое идеаль-
ной несжимаемой жидкости под ледяным покровом. Волновые процессы в жидкости описыва-
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Рис. 5. Траектория частицы жидкости, в начальный момент находящейся в точке ,  в мо-
мент безразмерного времени .
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ются уравнениями Эйлера с дополнительным поверхностным давлением, вызванным наличием
льда, который моделируется свободно плавающей на поверхности упругой геометрически нели-
нейной пластиной Кирхгоффа–Лява. Получены приближения первого порядка по малой ам-
плитуде для бегущих поверхностных волн типа темного солитона, а также построены соответ-
ствующие приближения полей скоростей частиц жидкости, отвечающих этим волнам. Распреде-
ление траекторий частиц по глубине слоя жидкости тогда вычисляется путем интегрирования
обыкновенной неавтономной динамической системы.

Разделы 1, 2 и 4 статьи выполнены А.Т. Ильичевым, он также принимал участие в выполне-
нии раздела 3 статьи; раздел 3 статьи выполнен А.С. Савиным и А.Ю. Шашковым. Исследование
А.Т. Ильичева выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 19-71-30012,
https://rscf.ru/project/19-71-30012/ в Математическом институте им. В.А. Стеклова Российской
академии наук.
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Характерной особенностью стратифицированных течений в больших водоемах является ге-
нерация интенсивных короткопериодных внутренних волн на фронте длинноволновых воз-
мущений. Наиболее выражены нелинейные процессы при распространении придонных и
приповерхностных возмущений. Эффективным инструментом исследования волновых про-
цессов в океане является теория многослойной мелкой воды с учетом эффектов нелинейно-
сти и дисперсии. Показано, что разработанные математические модели пригодны для описа-
ния трансформации нелинейных внутренних волн как в шельфовой зоне моря, так и в глубо-
ких пресноводных водоемах. В частности, проведено сравнение структуры придонных
внутренних волн в шельфовой зоне Японского моря и недавно обнаруженных приповерх-
ностных внутренних волн в Телецком озере. Обсуждается механизм генерации интенсивных
внутренних волн при возбуждении сейшевых колебаний в узких водоемах. Построены бегу-
щие волны в многослойной жидкости и найдены численные решения нестационарной про-
блемы генерации внутренних волн. Проведено сравнение с лабораторными экспериментами
по генерации пакета короткопериодных внутренних волн при сейшевых колебаниях двух-
слойной жидкости в длинном канале, а также с зарегистрированной приповерхностной внут-
ренней уединенной волной в Телецком озере.

Ключевые слова: внутренние волны, многослойная мелкая вода, волновой бор, натурный экс-
перимент, шельф, Телецкое озеро
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Наиболее изученным объектом исследований нелинейных волновых процессов в стратифи-
цированных по плотности водоемах являются внутренние волны в океане [1]. Однако внутрен-
ние волны являются также характерной особенностью любых больших резервуаров при наличии
выраженной стратификации плотности по глубине. Механизмы генерации возмущений в пик-
ноклине (термоклине) существенно различаются для открытых и замкнутых водоемов. В шель-
фовой зоне морей основным источником внутренних волн являются внутренние приливы, в то
время как в вытянутых озерах внутренние волны генерируются сейшевыми колебаниями сво-
бодной поверхности, вызванных атмосферными явлениями [2–4].

Проблемам генерации внутреннего прилива на границе шельфовой зоны и его трансформа-
ции в пакет интенсивных внутренних волн посвящено большое число натурных [5–8], лабора-
торных [9, 10], а также аналитических и численных исследований [11–13]. При определенных
условиях длинные внутренние волны порождают цуги нелинейных короткопериодных внутрен-
них волн, структура которых уже не зависит от способа возбуждения длинноволновых колеба-
ний пикноклина. Поэтому математические модели, разработанные для описания внутренних
волн в шельфовой зоне моря и верифицированные на основе натурных наблюдений на специа-
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лизированных гидрофизических полигонах [14–16], пригодны и для расчета структуры внутрен-
них волн в озерах.

Целью данной работы является демонстрация возможности использования разработанной
модели многослойной мелкой воды для описания придонных внутренних волн большой ампли-
туды не только в прибрежных водах, но и для определения структуры нелинейных внутренних
волн в глубоких озерах. В работе уравнения многослойной мелкой воды, учитывающие негидро-
статичность вертикального распределения давления, применены для построения пакета внут-
ренних волн на шельфе Японского моря, зафиксированного на гидрофизическом полигоне
ТОИ ДВО РАН в октябре 2022 г., а также для описания уединенной внутренней волны в поверх-
ностном слое Телецкого озера, зарегистрированной во время проведения натурных исследова-
ний летом 2022 г.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
Для описания динамики длинных внутренних волн в океане широко используется теория

мелкой воды. При этом основное предположение о малости параметра , где  – харак-
терный вертикальный, а  – горизонтальный масштабы волнового движения, справедливо для
широкого класса внутренних волн. Выбор масштабов ,  зависит от постановки задачи. Для
внутренних волн, амплитуда которых сравнима с глубиной канала , принимается .
В случае придонных или приповерхностных внутренних волн, распространяющихся в относи-
тельно тонком слое, в качестве вертикального масштаба движения выбирается толщина этого
слоя.

Переходом к уравнениям многослойной мелкой воды удается понизить размерность задачи и
в то же время учесть вертикальную структуру плотности и скорости в волновых движениях стра-
тифицированной жидкости. В классических уравнениях многослойной мелкой воды (первое
приближение мелкой воды) используется дополнительная гипотеза о гидростатическом распре-
делении давления в потоке. Учет вертикального ускорения в слоях (второе приближение мелкой
воды) позволяет более полно представить внутреннюю структуру нелинейных внутренних волн,
но приводит к существенному усложнению математической модели. Разумным компромиссом
представляется математическая модель, рассмотренная далее, в которой даже в многослойном
течении удается построить и проанализировать однопараметрическое семейство бегущих внут-
ренних волн (уединенных волн, волновых боров и т.д.).

В работе рассматривается модель многослойного течения стратифицированной жидкости в
рамках теории мелкой воды [16], в которой негидростатичность вертикального распределения
давления учтена только во внешних слоях. В приближении Буссинеска уравнения движения
принимают вид

(1.1)

(1.2)

Здесь hi – толщина слоя (нумерация сверху вниз), pi – модифицированное давление в слое, ве-

личина fi описывает диссипацию, связанную с взаимодействием между слоями, 

,  Плотности в слоях постоянны и задают устойчивую стратификацию . Не-
гидростатическое распределение давления учитывается только во внешних слоях  и  в
рамках второго приближения теории мелкой воды.

Величины  можно представить в виде
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Здесь ,  – плавучесть в i-ом слое,  – ускорение свободного падения,
 – рельеф дна. Величина  является неэволюционной и в дальнейшем будет исключена

из уравнений.
Модель (1.1), (1.2), (1.3) при  верифицирована в [13] на данных лабораторных и натурных

экспериментов. Для произвольного числа слоев модель была выведена и проанализирована
в [16, 17]. Показано, что уравнения (1.1), (1.2), (1.3) применимы для описания внутренних волн
большой амплитуды, соответствующих как первой, так и второй модам, а также для численного
расчета взаимодействия этих мод. В приближении Буссинеска свободная граница горизонтальна
и, следовательно, полный расход определяется граничными условиями, т.е.

(1.4)

Поэтому с учетом (1.4) число искомых переменных может быть уменьшено на два.
Для численного построения нестационарных решений уравнения (1.2), с учетом (1.1) и (1.3),

представляются в следующей эквивалентной форме ([13, 16]):

(1.5)

В данной работе модель (1.1), (1.3), (1.5) будет использована для построения нестационарных
решений в двух случаях: а) формирование внутреннего ондулированного бора при сейшевых ко-
лебаниях границы раздела двухслойной жидкости ; б) генерация уединенной
волны в узком водоеме локальной деформацией пикноклина в трехслойной жидкости

 Для произвольного числа слоев будет построено однопараметрическое семей-
ство уединенных волн и проведено сравнение полученного профиля солитонообразной волны с
натурными данными для , , ,  Заметим, что условие β+ = 0

или β– = 0 является существенным при построении солитонов, так как в общем случае при 
такие решения не существуют.

2. СОЛИТОНЫ В N-СЛОЙНОЙ ЖИДКОСТИ
Рассматривается структура уединенных волн в горизонтальном канале (z(x) = 0) в рамках од-

нородных уравнений (1.1), (1.2), (1.3) с одним дисперсионным слоем (β+ = 0, β– = 1, fi = 0
(i = 1,…, n)). Так как рассматриваемая система допускает преобразование Галилея, то достаточ-
но построить стационарные решения, переходящие в заданное течение со сдвигом скорости

Имеется следующий набор интегралов уравнений (1.1), (1.2), (1.3)

(2.1)
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описывающих структуру солитона в стратифицированной жидкости со сдвигом скорости, сво-
дится к уравнению второго порядка

(2.2)

которое может быть проинтегрировано:

(2.3)

Таким образом, построение профиля уединенной волны сводится к квадратурам. Для опреде-
ления скорости волны  достаточно перейти в исходную систему координат. Если солитон рас-
пространяется по покоящейся жидкости, то скорость волны связана с глобальным числом Фруда

. Наличие сдвига скорости в невозмущенном потоке существенно влияет на скорость

распространения солитона.

3. ГЕНЕРАЦИЯ ВНУТРЕННИХ ВОЛН В ДЛИННОМ КАНАЛЕ
Одним из механизмов возбуждения интенсивных внутренних волн в больших озерах являют-

ся внутренние сейши [18]. Формирование внутренних гидравлических прыжков, ондулирован-
ных боров и пакетов короткопериодных внутренних волн на гребне существенно более длинных
волн определяется совместным действием эффектов нелинейности, дисперсии и турбулентного
перемешивания. В рамках модели (1.1), (1.2), (1.3) и ее подмоделей могут быть воспроизведены
генерация и распространение волновых боров и уединенных волн без их обрушения. В следую-
щих разделах будут рассмотрены два примера формирования и распространения внутренних
волн: а) численный анализ развития волнового пакета при сейшевом колебании внутренней гра-
ницы раздела в двухслойной жидкости и сравнение численного решения с лабораторным экспе-
риментом; б) генерация уединенной волны первой моды в трехслойном течении и сравнение па-
раметров солитона с натурными данными, полученными в 2022 г. в Телецком озере.

4. ВОЛНОВОЙ БОР В ДВУХСЛОЙНОЙ ЖИДКОСТИ
В работе [19] была проведена серия лабораторных экспериментов по генерации интенсивных

коротких волн на внутренней границе раздела при сейшевых колебаниях двухслойной жидкости
в длинном канале. Результаты эксперимента объясняют механизм формирования пакетов уеди-
ненных волн при возбуждении внутренних сейш в узких озерах и фьордах. Лабораторный экспе-
римент проводился в лотке под крышкой длиной 600 см, глубиной 29 см и шириной 30 см,
который мог отклоняться на заданный угол от горизонтального положения. В лотке создава-
лась устойчивая двухслойная стратификация с заданной плавучестью ,

 см/с2. Толщина прослойки между слоями в ходе последовательного проведения не-
скольких экспериментов возрастала от 1 до 2 см, что немного уменьшало среднюю плавучесть
стратифицированной жидкости. Для численного расчета течения в указанном канале применим
модель (1.1), (1.2), (1.3) при n =2. При этом нижний дисперсионный слой отсутствует  и
негидростатичность распределения давления учитывается только в верхнем слое.

На рис. 1 показаны в результаты сравнения численного расчета эволюции волн с эксперимен-
тальными данными (сплошная линия – эксперимент, пунктирная – расчет) при начальном на-
клоне границы раздела слоев Θ = 0.5° и различной относительной толщине нижнего слоя (рис. 1а:

,  см/с2; рис. 1б:   см/с2). Отклонение положения границы
раздела от среднего значения толщины нижнего слоя ζ измерялось в центре канала (данные
в [19, Fig. 6b] соответствуют рис. 1а, а данные, приведенные в [19, Fig. 6d], использованы на
рис. 1б). Начальное положение границы раздела (пунктирная линия) и рассчитанный на момент
времени  профиль волны, соответствующий второму эксперименту (рис. 1б), изобра-
жены на рис. 2.

Заметим, что по сравнению с первым случаем (рис. 1а), значение плавучести несколько
уменьшено, так как толщина прослойки в приведенной серии экспериментов возросла и сред-
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няя плавучесть уменьшилась. Из рис. 1 можно заключить, что численная модель адекватно пере-
дает фазовые и амплитудные характеристики нестационарного волнового процесса, наблюдае-
мого в эксперименте. Кроме того, из экспериментальных наблюдений и численных расчетов
следует, что при сейшевых колебаниях в двухслойной жидкости в длинном канале формирова-
ние короткопериодного пакета внутренних волн на гребне более длинной волны существенно
зависит от относительной толщины одного из слоев. Заметим также, что в приближении Бусси-
неска модель (1.1), (1.2) допускает преобразование границы раздела и параметров течения, сим-
метричное относительно средней линии горизонтального канала. Поэтому картину волн, анало-
гичную изображенной на рис. 1б, можно получить и для приповерхностного слоя заменой на-
правления оси ординат на противоположное (и соответствующую замену знака плавучести).
Таким образом, приведенные численные расчеты показывают, что в глубоких узких озерах при
наличии выраженного приповерхностного пикноклина внутренние сейши могут приводить к
генерации интенсивных внутренних волн.

5. ГЕНЕРАЦИЯ УЕДИНЕННОЙ ВОЛНЫ В ТРЕХСЛОЙНОЙ ЖИДКОСТИ

Другим способом генерации пакетов нелинейных внутренних волн является взаимодействие
течений с топографией. При этом резкая деформация пикноклина приводит к задаче о распаде
разрыва и генерации цуга уединенных волн.

Рис. 1. Сравнение численного решения (1.1), (1.2), (1.3) с лабораторным экспериментом [19] при :

сплошная линия – эксперимент, пунктирная линия – расчет; а – , ; б – ,

.
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Рис. 2. Профиль внутренней волны: сплошная линия – численный расчет по модели (1.1), (1.2), (1.3), пунктир-
ная линия – начальное положение пикноклина, , .
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На рис. 3а представлено численное решение задачи о распаде произвольного разрыва (задачи
о водообмене в шлюзе) для геометрии и стратификации, характерной для Телецкого озера в лет-
ний период. В рамках трехслойной модели (1.1), (1.2) внутренние границы раздела определяют
положение основного термоклина (  м,  м,  м, ,  м/с2,

 м/с2, , ).

В качестве начального возмущения рассматривается деформация термоклина (  м,

 м, , , ) на участке 0 ≤ x ≤ L1, L1= 63 м (рис. 3а, пунктирная линия).
Численное решение задачи о распаде произвольного разрыва в бассейне, ограниченном верти-
кальными стенками (0 ≤ x ≤ L0, L0= 3000 м) со следующими начальными данными

(5.1)

представлено на рис. 3а сплошными линиями на момент времени t1 = 24 мин. Данные (5.1) вы-
браны так, чтобы сформировавшаяся при t = t1 уединенная волна соответствовала внешним гра-
ницам термоклина, зафиксированных в натурных наблюдениях на Телецком озере и описанных
ниже. На рис. 3б пунктирными линиями представлена структура уединенной волны, построен-
ной по формуле (2.3). Каждая линия изображает соответствующую изотерму в волне. Движение
волны рассчитано при следующих фоновых параметрах

(5.2)
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Рис. 3. а – профиль внутренней волны (сплошная линия – численный расчет по модели (1.1), (1.2), (1.3), пунк-
тирная линия – начальное положение пикноклина, n = 3, t = 24 мин); б – уединенная внутренняя волна, срав-
нение нестационарного расчета задачи (1.1), (1.2), (1.3), (5.1) (жирные линии) со стационарным решением (1.1),
(1.2), (1.3), (5.2) (пунктирные линии).
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Начальные скорости в слоях распределены линейно от 0.125 м/с2 в верхнем слое до нулевого
значения в нижнем. Для выбранного значения параметров имеем  и скорость волны

 м/с. Сплошными линиями обозначено решение нестационарной задачи о распаде
произвольного разрыва в рамках трехслойной модели, приведенное на рис. 3а при t1 = 24 мин.
Из рисунка видно, что нестационарное трехслойное решение хорошо аппроксимирует внешние
границы на переднем фронте уединенной волны. Более медленное затухание возмущения на
подветренном склоне волны в нестационарном расчете является характерным признаком взаи-
модействия волны с неустановившимся течением за его фронтом.

6. НАТУРНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ
В этом разделе приведены данные наблюдений внутренних волн, зарегистрированных

в 2022 г. во время проведения полевых исследований в шельфовой зоне Японского моря и в ак-
ватории Телецкого озера. Условия проведения натурных экспериментов, анализ полученных ре-
зультатов и характеристика источников внутренних волн будут представлены в других работах.
Здесь только приведены два фрагмента измерений и дано краткое описание места и сроков их
проведения. Данные представлены для сравнения параметров приповерхностных и придонных
внутренних волн в различных водоемах, а также для оценки возможности их математического
описания в рамках одной и той же модели многослойной мелкой воды.

6.1. Внутренние волны на шельфе Японского моря
Исследования внутренних волн в шельфовой зоне Японского моря проводятся на гидрофи-

зическом полигоне ТОИ ДВО РАН в течение ряда лет. Сроки и методика натурных измерений
параметров придонных внутренних волн, обусловленных температурной стратификацией по-
верхностного слоя в летний и осенний периоды, описаны в [15, 16, 20]. Основой измерительного
комплекса является распределенная система донных станций, предназначенных для непрерыв-
ного измерения вертикального профиля температуры и расположенных на глубинах от 20 до
60 м. Автономные станции снабжены цепочками термисторов, расположенных вертикально с
шагом 1–1.5 м от дна до поверхности и передающих в станцию цифровую информацию о темпе-
ратуре на фиксированных горизонтах с частотой, позволяющей зафиксировать короткопериод-
ные внутренние волны. Пример измерений волнового пакета в октябре 2022 г., зафиксирован-
ного на станции, расположенной на глубине 40 м, представлен на рис. 4а. Тонкие линии пока-
зывают температуру (в °C) на фиксированных горизонтах, расположенных через 1 м от дна
(36 датчиков температуры). Указанное время в часах отсчитывается с момента синхронизации
всей системы донных станций. Представленная информация удобна для обнаружения и класси-
фикации проходящих в окрестности станции внутренних волн. Однако для сравнения с резуль-
татами математического моделирования требуется представить волновой процесс в виде возму-
щения фиксированного набора изотерм.

На рис. 4б пунктирными линиями представлены соответствующие изотермы с шагом 2°С.
Сплошные линии – расчет стационарного волнового пакета по модели (1.1), (1.2). Для бегущих
волн эти уравнения сводятся к системе обыкновенных дифференциальных уравнений первого
порядка, разрешенных относительно производных [14, 16]. Поэтому изображенная на рис. 4б
структура волнового бора находится как решение задачи Коши с начальными данными, опреде-
ляемыми положением изотерм на левой границе рисунка (перепад плавучести в соседних слоях
постоянный,  м/с, ). В качестве начального распределения скорости используется
небольшой сдвиг скорости во внешних слоях ( ), распределенный линейно по внутренним
слоям. Заметим, что наличие начального градиента скорости существенно влияет на скорость
бегущей волны, но при этом волновая структура меняется незначительно по сравнению с вол-
ной, бегущей по покою. Сравнение положения расчетных и зарегистрированных изотерм на
рис. 4б показывает соответствие амплитудно-фазовых характеристик волновых пакетов. Таким
образом, стационарные решения многослойной модели (1.1), (1.2) могут быть использованы для
определения структуры придонных волновых пакетов внутренних волн большой интенсивности.

6.2. Приповерхностные внутренние волны на Телецком озере
В августе 2022 г. на Телецком озере была проведена комплексная экспедиция ИВЭП СО РАН.

В перечень ее научных задач входили исследование стратификации температуры до глубин 60 м

=Fr 0.305
= 0.625D

= 0.016nb = 5n
0.1м/с
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и фиксация ее временной динамики на отдельных участках акватории. Экспедиция проводилась
на теплоходе-лаборатории ИВЭП СО РАН. Температурные измерения проводились с борта суд-
на в центральной части основной акватории озера, а также в заливах Кыгинский и Камгинский.
Для измерения вертикального распределения температуры в приповерхностном слое использо-
ван многодатчиковый цифровой измеритель температуры типа ДИТЦ–60–1 с длиной шлейфа
60 м и интервалом расположения цифровых датчиков 1 м. Тип датчиков – DS1840 – соответству-
ет датчикам, использовавшимся в термокосах при проведении натурных экспериментов в шель-
фовой зоне Японского моря. Измерения проводились в течение часа в глубоководных частях
озера (200–300 м) с дрейфующего судна.

Временной интервал считывания информации со всех датчиков устанавливался программно
и был равен 30 с. Таким образом, для каждой станции был получен массив данных порядка
120 реализаций, что позволило фиксировать не только изменение температуры по глубине, но и
определить параметры внутренних волн на этом участке.

По результатам обработки данных для станций № 5, 6 и 8 с координатами: 51°34′13″ с.ш.,
87°39′57″ в.д.; 51°38′07″ с.ш., 87°39′47″ в.д.; и 51°47′09″ с.ш., 87°41′52″ в.д., соответственно, на го-
ризонтах от 15 до 50 м были зафиксированы наибольшие изменения температуры (от 4 до 6°С)
при прохождении нелинейных внутренних волн с периодом от 15 до 35 мин.

На рис. 5а показан фрагмент измерений вертикального распределения температуры на стан-
ции № 6 (глубина 300 м), зафиксировавший уединенную волну понижения в верхнем 30-ти мет-

Рис. 4. Структура пакета внутренних волн: а – зависимость температуры на различных горизонтах от времени,
зафиксированная на шельфе Японского моря (глубина 40 м) в октябре 2022 г.; б – сплошные линии – расчет
пакета бегущих волн по модели (1.1), (1.2), пунктир – изотермы с шагом 2°С, рассчитанные по эксперимен-
тальным данным.
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ровом слое. Здесь тонкими линиями представлена зависимость температуры от времени на фик-
сированном расстоянии от поверхности озера.

На рис. 5б приведено сравнение решения (2.1), (2.2), (2.3), (5.2), описывающего уединенную
волну в многослойной жидкости, с натурными данными. Для заданной скорости волны

 м/с деформация рассчитанных изотерм может быть представлена как функция време-
ни (пунктирные линии). Тонкими сплошными линиями изображено положение изотерм (с ша-
гом 1°С), зарегистрированных с помощью термокосы. Из рисунка видно, что возмущение этих
изотерм в основном термоклине соответствует численному решению. Заметим, что в построен-
ной уединенной волне имеется однозначная связь между скоростью распространения волны и ее
амплитудой. Если начальное положение изотерм в невозмущенном течении может быть найдено
из полученных натурных данных, то скорость жидкости в слоях в невозмущенном состоянии не-
известна, так как измерение горизонтальных компонент скорости не проводилось. Как было от-
мечено выше, при небольшом сдвиге скорости в слоях профиль уединенной волны слабо отли-
чается от волны, распространяющейся по покою, однако скорость волны существенно зависит
от разности скоростей в слоях фонового течения. Поэтому сравнение скорости распространения
зарегистрированной волны со скоростью распространения солитона по покою дает дополни-
тельную (неявную) информацию о наличии сдвигового течения в реальных условиях. Так, выбор

= 0.625D

Рис. 5. Структура уединенной внутренней волны, зарегистрированной на станции № 6: а) – зависимость тем-
пературы на различных горизонтах от времени, полученная на станции; б) – сплошные линии – расчет уеди-
ненной волны по модели (2.1), (2.2), (2.3), (5.2), пунктир – поведение изотерм, построенное по эксперимен-
тальным данным.
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начального сдвига скорости, приведенный в (5.2), позволяет согласовать положение изотерм и
время прохождения волны в расчете и натурных данных.

7. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Как отмечено выше, в приближении Буссинеска эволюция придонных и приповерхностных

волн описывается одними и теми же уравнениями движения. Поэтому математические модели,
разработанные для описания внутренних волн в шельфовой зоне моря, могут применяться и для
расчета структуры приповерхностных внутренних волн в глубоких озерах. Однако класс уравне-
ний, пригодных для моделирования распространения бегущих волн большой амплитуды в глу-
боких озерах и, следовательно, в придонных слоях малой толщины, существенно ограничен (под
волнами большой амплитуды подразумевается волновое движение, амплитуда которого много-
кратно превышает начальную толщину слоя, по которому волна распространяется). В тонком
“активном” слое негидростатическими эффектами можно пренебречь, так как скорость частиц
в этом слое близка к скорости фронта волны. Во внешнем же слое, толщина которого существен-
но превышает толщину “активного” слоя, длина волны может оказаться сравнимой с толщиной
этого слоя и длинноволновое приближение перестает быть эффективным. Одним из аспектов
данного исследования является апробация многослойной модели мелкой воды на конкретных
волновых пакетах большой амплитуды, зафиксированных в различных водоемах. Подробная
информация о структуре вертикального распределения температуры в поверхностном слое при
прохождении внутренней волны, полученная в натурном эксперименте, и возможность учета в
модели (1.1), (1.2) начального сдвига скорости в невозмущенных слоях позволили оценить ско-
рость волны и сравнить поведение изотерм с соответствующим решением стационарной и не-
стационарной моделей уединенной волны.

Проблема генерации короткопериодных внутренних волн на фронте длинноволнового воз-
мущения рассмотрена в рамках двухслойной и трехслойной моделей. Двухслойная модель иллю-
стрирует механизм генерации коротких волн в сейшевых колебаниях внутренней границы раз-
дела в длинном канале. Сравнение с данными лабораторного эксперимента [19] демонстрирует
процесс возрастания амплитуды волнового пакета на фронте длинной волны при уменьшении
относительной толщины “активного” слоя (рис. 1б). Другой механизм генерации внутренней
уединенной волны в результате взаимодействия нелинейных возмущений проиллюстрирован на
рис. 3 для данных, характерных для Телецкого озера.
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С использованием трехпараметрической RANS-модели турбулентности, дополненной урав-
нениями переноса для турбулентных потоков тепла и массы, проведено численное исследо-
вание изменения турбулентных чисел Шмидта и Прандтля в пограничном слое на стенке с за-
весным охлаждением при вдуве гелия в поток ксенона через пористую вставку. Проведено
сравнение полученных результатов с расчетными данными для постоянных значений турбу-
лентных чисел Шмидта и Прандтля.
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Экспериментальные данные по турбулентному числу Прандтля Prt проанализированы в обзо-
ре [1] для развитого течения в круглой трубе, плоском канале и для двумерного пограничного
слоя с постоянными физическими свойствами. В [1] показано, что в общем случае турбулентное
число Прандтля является функцией молекулярного числа Прандтля Pr, числа Рейнольдса Re и
расстояния от стенки y+.

Для газовых смесей водорода, гелия, аргона, ксенона с молекулярным числом Прандтля
0.18 < Pr < 0.7 при числах Рейнольдса 3 × 104 < Re < 1 × 105 в [2] рассмотрен ряд моделей для уста-
новления зависимости Prt(y+, Pr, Re). Анализ результатов расчетных исследований величины Prt
показывает, что они носят противоречивый характер, особенно в пристеночной области при
y+ < 10. Путем прямого численного моделирования (DNS), проведенного для турбулентного те-
чения в канале и трубе с непроницаемыми стенками в работах [3–5], установлено, что величина
турбулентного числа Прандтля при низких числах Рейнольдса для Pr ≥ 0.2 практически не зави-
сит от значения молекулярного числа Прандтля. В [6] также путем DNS проведено численное
моделирование турбулентного пограничного слоя на плоской пластине с транспирационным
охлаждением.

Большой разброс значений Prt в экспериментах, приведенных в [7], по-видимому, объясняет-
ся невысокой точностью измерения входящих в выражение для турбулентного числа Прандтля
(см. ниже) величин  и  и большой погрешностью при дифференцировании измерен-
ных профилей скорости  и температуры  в широком диапазоне расстояний от стенки
до оси трубы.

В [8] был проведен анализ более 20 измеренных профилей температуры в пристенных турбу-
лентных течениях различных жидкостей (при 0.02 ≤ Pr ≤ 100) при условии, что профили темпе-
ратуры имели достаточно широкий участок, хорошо описывающийся логарифмической форму-

' 'u v ' 'Tv

∂ ∂/u y ∂ ∂/T y

УДК 533.6
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лой. Определенные в [8] по логарифмическому участку значения Prt практически не зависят от
Pr и группируются около среднего значения Prt = 0.85.

В [9, 10] с использованием дифференциальной RANS-модели турбулентности [11], дополнен-
ной уравнением переноса для турбулентного потока тепла [12], проведено численное исследова-
ние зависимости турбулентного числа Прандтля от молекулярного числа Прандтля, интенсив-
ности вдува (отсоса) газа через проницаемую стенку и параметра ускорения (торможения) набе-
гающего потока. В качестве газовых теплоносителей рассмотрены воздух и смеси гелия с
ксеноном и с аргоном, а в качестве жидкостных – ртуть, вода и трансформаторное масло. Полу-
ченные результаты расчетов согласуются с имеющимися экспериментальными данными для
турбулентного числа Прандтля и величинами, входящими в его определение.

В ряде работ (см., например, [13–15]) выполнены расчеты в предположении постоянства тур-
булентных чисел Прандтля и Шмидта. Так, в [14] для сверхзвуковой пристеночной струи в спут-
ном сверхзвуковом потоке удовлетворительное согласие расчета с экспериментом [16] получено
для значений турбулентных чисел Прандтля Prt = 0.85 и Шмидта Sct = 0.7.

Следует отметить, что экспериментальные данные для турбулентного числа Шмидта, ввиду
трудностей измерения корреляций , практически отсутствуют. Расчетных исследований
величины Sct немного (см., например, обзор в [17]). В [17] также путем прямого численного мо-
делирования (DNS), проведенного для турбулентного пограничного слоя на стенке с щелевым
завесным охлаждением, получено распределение турбулентных чисел Прандтля и Шмидта в об-
ласти завесы. Показано, что турбулентные числа Прандтля и Шмидта примерно равны в области
смешения щелевой завесы с набегающим сверхзвуковым потоком, оба не являются постоянны-
ми и уменьшаются от значений ~1.2 на входе до ~0.8 дальше по течению. Поведение Prt и Sct со-
поставимо в основной части области смешения, а значительные градиенты чисел Prt и Sct имеют
место вблизи стенки и внешней границы набегающего потока. Численное исследование [13]
установило, что для точного прогнозирования характеристик завесного охлаждения предполо-
жение о постоянных турбулентных числах Прандтля или Шмидта является недостаточным.

В работе [18] оценены адекватность и точность предположения о постоянном числе Шмидта
при прогнозировании турбулентных скалярных полей в поперечных потоках струй. Круглая
струя, впрыскиваемая в замкнутый поперечный поток в прямоугольном канале, была смодели-
рована с использованием усредненных по Рейнольдсу уравнений Навье–Стокса со стандартной
k–ε моделью турбулентности. Установлено, что для наилучшего согласования расчетов с экспе-
риментальными данными рекомендуется использовать значение турбулентного числа Шмидта
Sct = 0.2.

Как отмечено в [19], применение RANS-модели к турбулентным течениям с переносом массы
обычно предполагает использование гипотезы градиентной диффузии, которая требует опреде-
ления турбулентного числа Шмидта Sct. Однако универсальное значение Sct не установлено, и
в различных исследованиях использовались эмпирические значения. В [19] рассматриваются
исследования, связанные с применением оптимальных значений Sct, имеющих отношение к ат-
мосферному массообмену. Оптимальные значения Sct широко распространены в диапазоне 0.2–
1.3, и конкретное выбранное значение оказывает существенное влияние на результаты прогно-
зирования. На основании результатов проведенного в [19] исследования, поскольку оптималь-
ные значения Sct в значительной степени зависят от местных характеристик потока, рекоменду-
ется определять Sct с учетом доминирующей структуры потока в каждом случае.

Таким образом, из рассмотрения упомянутых выше публикаций следует, что при проведении
расчетов с использованием предположения о постоянстве турбулентных чисел Прандтля и
Шмидта выбор их значений зависит от конкретной задачи, для которой проводится расчет.

Целью настоящей работы является демонстрация эволюции турбулентных чисел Прандтля и
Шмидта в пограничном слое на стенке на примере переменных по длине граничных условий –
с завесным охлаждением через пористую вставку при вдуве гелия в поток ксенона и сравнение
полученных результатов с расчетными данными для постоянных значений турбулентных чисел
Шмидта и Прандтля.

Отметим, что выбор задачи численного исследования обусловлен актуальностью тематики
использования газовых смесей с низким значением молекулярного числа Прандтля при завес-
ном охлаждении в эффективных теплообменных устройствах наземного и космического базиро-
вания.
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ЛУЩИК и др.

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТУРБУЛЕНТНЫХ ЧИСЕЛ ПРАНДТЛЯ И ШМИДТА
Уравнения неразрывности, движения, энергии и бинарной диффузии, описывающие дозву-

ковое безградиентное течение в пограничном слое на плоской пластине имеют вид [20]

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

Здесь x – направление вдоль пластины, y – координата, отсчитываемая по нормали к пласти-
не, u и  – компоненты скорости вдоль осей x и y, соответственно, T – термодинамическая тем-
пература газа, с – относительная массовая концентрация газа завесы (концентрация газа основ-
ного потока равна 1–с),  – турбулентное трение,  – турбулентный
поток тепла,  – турбулентный поток массы, ,  – молекулярные
числа Прандтля и Шмидта, соответственно, ρ – плотность, η – динамическая вязкость, cp – изо-
барная теплоемкость, λ – теплопроводность, D – коэффициент бинарной диффузии газа.

Для величин ρτ, ρqt и ρjt обычно используются гипотезы вида

(1.5)

(1.6)

(1.7)

Здесь εt – коэффициент турбулентного переноса количества движения (турбулентная вяз-
кость), Prt и Sct – турбулентные числа Прандтля и Шмидта, соответственно, которые обычно
принимаются равными и постоянными по толщине пограничного слоя.

Для определения величины турбулентной вязкости εt в инженерной практике широко ис-

пользуется гипотеза пути смешения Прандтля . Для пути смешения  в литературе
(см., например в [21]) предложено большое количество эмпирических функций расстояния до
стенки, подобранных для каждого конкретного эксперимента, расчет которого требуется
провести.

В случае использования уравнений переноса для турбулентных потоков импульса ,
тепла  и массы  турбулентные числа Прандтля и Шмидта могут быть
рассчитаны по соотношениям вида

(1.8)

(1.9)

2. МОДЕЛЬ ТУРБУЛЕНТНОСТИ. УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА ДЛЯ ТУРБУЛЕНТНЫХ 
ПОТОКОВ ТЕПЛА И МАССЫ

Для вычисления величины напряжения сдвига , входящей в определение турбулентных чи-
сел Прандтля (1.8) и Шмидта (1.9), использована трехпараметрическая RANS-модель турбулент-
ности [11], обобщенная на течение с теплообменом, в которой уравнения переноса записывают-
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ся для энергии турбулентности , величины напряжения сдвига  и пред-

ложенного А.Н. Колмогоровым параметра – квадрата частоты турбулентности 
(  – поперечный интегральный масштаб турбулентности)

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Для вычисления величины , входящей в определение турбулентного числа Прандтля (1.8),
в [12] получено уравнение переноса для величины 

(2.4)

Полагая, согласно [22, 23], концентрацию, как и температуру, пассивной примесью, что весь-
ма точно выполняется в случае массопереноса, для величины , входящей в определе-
ние турбулентного числа Шмидта (1.9), уравнение переноса может быть получено аналогично
уравнению переноса для величины  [12] и будет иметь вид

(2.5)

Значения констант в уравнениях (2.1)–(2.5) [9–12]

(2.6)

3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ РАСЧЕТА. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ
Расчет пограничного слоя на стенке с завесным охлаждением через пористую вставку при

вдуве инородного газа выполнен с использованием уравнений (1.1)–(1.4) и (2.1)–(2.5) с констан-
тами (2.6) и граничными условиями на непроницаемой теплоизолированной стенке (3.1) и стен-
ке со вдувом (3.2) [13]

(3.1)

(3.2)

Здесь  – массовая скорость вдуваемого газа, Tw – температура стенки, Tj – темпера-
тура вдуваемого газа, cw – концентрация вдуваемого газа на стенке, qw – тепловой поток в стенку.
Граничное условие ∂E/∂y = 0 позволяет определить величину ωw(x), которая заранее неизвестна.

Граничные условия на внешней границе расчетной области (y = h), которая превосходит пе-
ременную по длине толщину пограничного слоя δ(x), где u = 0.99ue, имеют вид

(3.3)
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В (3.3) ue, Te – величины скорости, температуры для течения в набегающем потоке, а
функции Ee(x) и ωe описывают вырождение турбулентности в этом течении. Индексы “w” и “e”
в граничных условиях и далее относятся, соответственно, к условиям на стенке и в набегающем
потоке.

В начальном (x = 0) сечении профиль скорости u(y) определялся из автомодельного решения
Блазиуса, профиль температуры T(y) принимался подобным профилю скорости, профили функ-
ций E(y), τ(y), ω(y), задавались как в [13].

Начальный масштаб турбулентности L0 принимался таким (ReL = , чтобы
интенсивность турбулентности набегающего потока , уменьшающаяся вследствие вы-
рождения ее на расчетной длине, не более, чем в два раза отличалась от начальной величины

.
Теплофизические свойства и числа Pr и Sc задавались в табличном виде в зависимости от дав-

ления, температуры и концентрации. Для смеси газов теплофизические свойства рассчитыва-
лись по полуэмпирическим формулам для многокомпонентной смеси газов, приведенным в [24],
а плотность – по уравнению состояния идеального газа.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Расчеты проводились в следующей постановке (см. рис. 1). Пластина обтекалась набегающим

потоком газа с постоянной скоростью ue = 20 м/с при давлении pe = 2 МПа. Параметрами задачи
являются числа Рейнольдса по длине (рис. 1), отсчитываемые от входа , либо от
начала участка со вдувом  при значениях теплофизических параметров, опреде-
ленных по температуре и давлению в набегающем потоке.

Участок пластины длиной x0 = 100 мм полагался непроницаемым и теплоизолированным. Да-
лее по потоку между сечениями 1 и 2 на длине Lp = 50 мм осуществлялся вдув, интенсивность ко-
торого  линейно нарастала на небольшой длине и далее оставалась постоянной по
длине проницаемой пластины и равной величине . Область газовой завесы находилась
за сечением 2 (Rex > 1.5 × 106), где пластина полагалась непроницаемой и теплоизолированной.

Длина входного участка x0 (рис. 1) была выбрана так, что начало вдува находилось за областью
перехода в пограничном слое от ламинарного режима течения к турбулентному (Rex > 106).

В качестве газа набегающего потока рассматривались ксенон (Xe) при температуре Te = 1000 K,
а вдуваемого газа – гелий (He) при температуре Tj = 300 K. Молекулярные числа Шмидта Sc и
Прандтля Pr для смеси гелий-ксенон в зависимости от массовой концентрации гелия с приведе-
ны на рис. 2.

Характер изменения режима течения по длине пластины иллюстрирует рис. 3, где представ-
лена расчетная зависимость коэффициента трения cf от числа Рейнольдса Rex.

Как видно из рис. 3, расчетная зависимость (линия 1) при Rex < 105 близка к закону Блазиуса

[25] cf = 0.664 ·  (линия 2) для ламинарного режима течения, а при Rex > 2 × 105 (за исклю-
чением области вдува 106 < Rex < 1.5 × 106), где коэффициент трения существенно снижается,

близка к зависимости [26]  (линия 3) для турбулентного режима течения. Точ-

ρ η = × 5
0 1( / ) 0.2 10 )L u

= / ee E u

= =0 0 1/ 0.03e E u

= ρ ηRe ( / )x ex u
= ρ η1 1Re ( / )x ex u

= ρ/( )o
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−= ⋅ 1/50.0567 Ref xc

Рис. 1. Расчетная схема.
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ками 4 на рис. 3 отмечены сечения, в которых на рис. 4–7 приведены профили скорости, кон-
центрации, температуры и характеристик турбулентности.

Система уравнений (1.1)–(1.4) и (2.1)–(2.5) с граничными условиями (3.1)–(3.3) позволяет
определить поля скоростей u, температур T, концентраций вдуваемого газа c и характеристик
турбулентности: τ, qt, jt и с использованием соотношений (1.8), (1.9) найти распределение турбу-
лентных чисел Шмидта и Прандтля по толщине пограничного слоя y/δ.

На рис. 4 приведены профили относительных величин скорости u/ue (а), массовой концен-
трации c (б) вдуваемого газа (гелия) в смеси с газом основного потока (ксенона) и температуры
T/Te (в) в ряде сечений по длине пластины x.

Как видно из рис. 4, профиль относительной скорости u/ue (рис. 4а) слабо изменяется по дли-
не пластины от менее заполненного в области вдува (x = 100–150 мм) до более заполненного в
области завесы (x > 150 мм).

Рис. 2. Молекулярные числа Шмидта Sc (1) и Прандтля Pr (2) в зависимости от массовой концентрации гелия c
в смеси гелий-ксенон.
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Рис. 3. Изменение коэффициента трения сf по длине пластины Rex; 1 – результаты расчета; 2 – ламинарный
режим течения; 3 – турбулентный режим течения; 4 – сечения, для которых приведены данные на рис. 4–7.
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Массовая концентрация вдуваемого газа (гелия) c (рис. 4б) в области вдува возрастает до ве-
личины c = 0.85, при которой относительный коэффициент трения  (см. рис. 3), что
близко к величине критического вдува. В области завесы (x > 150 мм) величина c существенно
уменьшается. Профили относительной температуры T/Te (рис. 4в) в области вдува также суще-
ственно изменяются по толщине пограничного слоя y/δ и слабо изменяются в области завесы.

На рис. 5 представлено распределение в пограничном слое безразмерных величин и турбу-
лентного трения  (а), турбулентного потока массы  (б) и тур-

булентного потока тепла  (в).

≈0/ 0.14f fc c

τ = − 2' ' /o
eu uv = − −' ' / ( )o

t e w ej c u c cv

= − −' ' / ( )o
t e e wq T u T Tv

Рис. 4. Профили скорости (а), массовой концентрации (б) вдуваемого газа (гелия) в смеси с газом основного
потока (ксенона) и температуры (в) в ряде сечений по длине пластины x.
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Как видно из рис. 5, характер зависимостей турбулентных потоков массы  (б) и тепла  (в)
в пограничном слое существенно меняется при переходе из области вдува (x = 100–150 мм) в об-
ласть завесы (x > 150 мм) при менее существенном изменении турбулентного трения  (а).

Профили молекулярных чисел Шмидта Sc и Прандтля Pr в смеси гелия с ксеноном для зна-
чений массовой концентрации гелия (рис. 4в) в ряде сечений по длине пластины x приведены на
рис. 6. Как видно, профили молекулярных чисел Шмидта и Прандтля, как и профили массовой
концентрации гелия (рис. 4в), существенно меняются при переходе из области вдува (x = 100–
150 мм) в область завесы (x > 150 мм).

o
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o
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Рис. 5. Профили турбулентных характеристик  (а),  (б),  (в) в ряде сечений по длине пластины x.
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На рис. 7 представлено изменение по толщине пограничного слоя y/δ турбулентных чисел
Шмидта Sct и Прандтля Prt, определенных по соотношениям (1.8), (1.9), с использованием рас-
четных профилей скорости, массовой концентрации вдуваемого газа и температуры (рис. 4), а
также характеристик турбулентности τ, jt и qt (рис. 5).

Как видно из рис. 7, зависимости Sct(y/δ) и Prt(y/δ) в области вдува (x = 100–150 мм) далеки от
постоянных значений Sct = Prt = 0.85 (штриховые линии) и лишь в области завесы (x > 150 мм)
при y/δ > 0.1 близки к упомянутому постоянному значению. В пристеночной области зависимо-
сти Sct(y/δ) и Prt(y/δ) в особенности очень сильно меняются.

На рис. 8 приведены изменения от числа Рейнольдса, , определенного по дли-
не x1 от начала вдува (см. рис. 1) массовой концентрации гелия cw (а) и температуры стенки Tw (б)
для двух вариантов расчета: 1 – с использованием модели турбулентности (2.1)–(2.3) с уравнени-
ями переноса для турбулентных потоков тепла (2.4) и массы (2.5) и 2 – без уравнений (2.4), (2.5)
и с соотношениями для турбулентных потоков тепла (1.6) и массы (1.7) для постоянных турбу-
лентных чисел Шмидта и Прандтля Sct = Prt = 0.85.

Как видно из рис. 8, в области вдува (Rex1 < 5 × 105) переменность турбулентного числа Шмид-
та слабо сказывается на изменении по длине массовой концентрации гелия на стенке СHew (рис. 8а),
в то время как переменность турбулентного числа Прандтля заметно сказывается на изменении

= ρ η1 1Re ( / )x ex u

Рис. 6. Профили молекулярных чисел Шмидта Sc (1) и Прандтля Pr (2) в смеси гелия с ксеноном в ряде сечений
по длине пластины x.
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Рис. 7. Профили турбулентных чисел Шмидта Sct (1) и Прандтля Prt (2) в ряде сечений по длине пластины x:
3 – Sct = Prt = 0.85.
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по длине температуры стенки Tw (рис. 8б). В области завесы (Rex1 > 105), где турбулентные числа
Шмидта и Прандтля близки к постоянным (см. рис. 7), значения величин cw и Tw для двух вари-
антов расчета практически совпадают.

В результате проведенного численного исследования установлено, что величина турбулент-
ного числа Шмидта более консервативна по сравнению с величиной турбулентного числа
Прандтля, изменение которого, как показано в [9, 10] для пограничного слоя со вдувом, заметно
влияет на тепловые характеристики пограничного слоя.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

С использованием трехпараметрической RANS-модели турбулентности, дополненной урав-
нениями переноса для турбулентных потоков тепла и массы, проведено численное исследование
пограничного слоя на стенке с завесным охлаждением через пористую вставку при вдуве гелия в
поток ксенона.

Получены расчетные значения полей скорости, температуры, массовой концентрации вдува-
емого газа, турбулентного трения и турбулентных потоков тепла и массы, с использованием ко-
торых рассчитано распределение турбулентных чисел Шмидта и Прандтля по толщине погра-
ничного слоя в сравнении с постоянными значениями турбулентных чисел Шмидта и Прандтля.

Показано, что профиль скорости слабо изменяется по длине пластины от менее заполненного
в области вдува до более заполненного в области завесы. Массовая концентрация вдуваемого га-
за (гелия) в области вдува возрастает до величины, при которой относительный коэффициент
трения близок к величине, соответствующей критическому вдуву. Профили температуры в обла-
сти вдува также существенно изменяются по толщине пограничного слоя и слабо изменяются
в области завесы. Характер зависимостей турбулентных потоков массы и тепла в пограничном

Рис. 8. Сравнение расчетного изменения по длине Rex1 (а) массовой концентрации гелия cw на стенке и (б) тем-
пературы стенки Tw: 1 – использование уравнений переноса для турбулентных потоков массы и тепла; 2 – рас-
чет для постоянных турбулентных чисел Шмидта и Прандтля Sct = Prt = 0.85.
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слое существенно меняется при переходе из области вдува в область завесы при менее суще-
ственном изменении турбулентного трения.

Показано, что зависимости турбулентных чисел Прандтля и Шмидта по толщине погранич-
ного слоя y/δ в области вдува далеки от постоянных значений Sct = Prt = 0.85 и лишь в области
завесы при y/δ > 0.1 близки к упомянутому постоянному значению. В пристеночной области за-
висимости Sct(y/δ) и Prt(y/δ) (в особенности) очень сильно меняются, что связано с немонотон-
ным изменением в области вдува характеристик турбулентности и молекулярных чисел Прандт-
ля и Шмидта.

Проведено исследование влияния переменности турбулентных чисел Прандтля и Шмидта на
характеристики тепло- и массообмена, в частности, на температуру стенки и массовую концен-
трацию вдуваемого газа (гелия) на стенке по длине пластины. Показано, что в области вдува пе-
ременность турбулентного числа Шмидта слабо сказывается на изменении по длине массовой
концентрации гелия на стенке, в то время как переменность турбулентного числа Прандтля за-
метно сказывается на изменении по длине температуры стенки. В области завесы турбулентные
числа Шмидта и Прандтля близки к постоянной величине ~0.85.

Таким образом, предположение о постоянстве турбулентных чисел Шмидта и Прандтля (в
особенности) во всей области течения нельзя считать оправданным, если требуется высокая точ-
ность определения характеристик тепло- и массообмена.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант № 19-19-
00234).
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С использованием модифицированной амбиполярной модели квазинейтральной электро-
разрядной плазмы численно исследована электродинамическая структура аномального тле-
ющего разряда между двумя плоскими электродами, расположенными на поверхности заост-
ренной пластины, обтекаемой сверхзвуковым потоком молекулярного азота в широком диа-
пазоне чисел Маха. Выполнена модификация коэффициента амбиполярной диффузии и
эффективной скорости ионизации при учете внешнего магнитного поля. Задача решается в
двухмерной х–у постановке, в которой вектор индукции внешнего магнитного поля направ-
лен в положительном или отрицательном направлении оси z. Численно исследованы пара-
метры аномального тлеющего разряда в диапазоне давлений р = 0.14–5 Торр и падений на-
пряжения на квазинейтральном токовом столбе разрядной плазмы V = 30–320 В. Определены
основные параметры задачи, позволяющие получить разумное согласие с имеющимися экс-
периментальными данными.

Ключевые слова: сверхзвуковое обтекание заостренной пластины, аномальный тлеющий раз-
ряд
DOI: 10.31857/S1024708423600598, EDN: UXTNQH

ВВЕДЕНИЕ
На классическом схематическом изображении вольтамперной характеристики электриче-

ских разрядов (от несамостоятельного до дугового) [1–5] область существования аномального
тлеющего разряда характеризуется токами I ~ 10–2–1 А и напряжениями на электродах V ~ 102–
103 В. Указаны приближенные границы области существования, которые в значительной степе-
ни определяются многими параметрами и условиями горения стационарных аномальных разря-
дов. Среди важных характерных признаков аномальных тлеющих разрядов, представляющих
интерес для данной работы, отметим полное заполнение газоразрядной плазмой поверхностей
электродов и формирование на их границах локальных областей повышенных значений напря-
женности электрического поля и концентраций заряженных частиц, которые, в конечном счете,
являются одной из причин электрического пробоя и/или перехода аномального тлеющего раз-
ряда в дуговой.

Повышенное внимание к изучению структуры и закономерностей существования аномаль-
ных тлеющих разрядов в прошедшие десятилетия было обусловлено многими физико-техниче-
ским приложениями, связанными с созданием магнитогазодинамических генераторов, электро-
разрядных лазеров, развитием плазмохимии и поисками эффективных технологий плазменной
аэродинамики. Отметим, что аномальные тлеющие разряды занимают весьма скромное место в
ряду широкого спектра изучаемых в фундаментальных и прикладных исследованиях разрядов
постоянного тока, импульсных, высокочастотных и сверхвысокочастотных разрядов. Тем не ме-
нее несомненным преимуществом этого типа разрядов является то, что это относительно про-
стые объекты физики газового разряда, часто не требующие для своего описания многообразия
процессов физико-химической кинетики. Несомненным достоинством аномальных тлеющих
разрядов является возможность их исследования в лабораторных условиях и в таких конфигура-
циях, которые позволяют построение соответствующих расчетно-теоретических моделей, пред-

УДК 533.6.011
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назначенных для изучения закономерностей их существования. В качестве одного из таких
примеров можно привести эксперименты [6, 7], где аномальный тлеющий разряд изучался в
простейшей конфигурации обтекания заостренной пластины, на поверхности которой распола-
гались заподлицо два электрода, генерирующие приповерхностный тлеющий разряд постоянно-
го тока. Получены важные для задач плазменной аэродинамики опытные данные по харак-
терным вольтамперным характеристикам и влиянии поперечного к потоку магнитного поля с
индукцией до 1 Тл на параметры пограничных слоев. Схематическое изображение этих экспери-
ментов показано на рис. 1а. Серия подобных экспериментов послужила мотивацией для разви-
тия компьютерных моделей аномальных тлеющих разрядов [8, 9].

1. ФОРМУЛИРОВКА МОДИФИЦИРОВАННОЙ АМБИПОЛЯРНОЙ МОДЕЛИ
При расчетном исследовании структуры газоразрядной плазмы, включая аномальные тлею-

щие разряды, большое распространение получила диффузионно-дрейфовая модель [9–11], ко-
торая позволила изучить структуру тлеющих разрядов в одномерной, двухмерной и трехмерных
постановках, в том числе в газовых потоках [12]. Указанная модель получена в результате упро-
щения уравнений движения многожидкостной частично ионизованной смеси газов, получае-
мых, в свою очередь, из уравнений Больцмана с использованием моментной процедуры [13–15].
Для двухжидкостной и двухтемпературной модели тлеющего разряда, которая наиболее широко
используется в компьютерной физике газового разряда, диффузионно-дрейфовая модель имеет
вид [5, 9]
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Рис. 1. Расчетная схема задачи (а) и типичная конфигурация расчетной сетки (б) для одного из вариантов рас-
положения электродов на поверхности.
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где  – концентрации электронов и ионов в 1 см3; ,  – коэффициент ударной ионизации
молекул электронами (первый коэффициент Таунсенда) и ион-электронной рекомбинации; ,

 – векторы плотности потоков электронов и ионов,

 и ϕ – вектор напряженности электрического поля и его потенциал; ,  – коэффициенты
диффузии электронов и ионов; ,  – подвижности электронов и ионов.

Правые части уравнений (1.1) и (1.2) содержат два слагаемых:  – объемная скорость иони-
зации и  – объемная скорость рекомбинации (в 1/(см3 · с)), так что сумма этих двух слагае-
мых определяет суммарную скорость рождения/рекомбинации заряженных частиц в газораз-
рядной плазме. Использование коэффициента Таунсенда здесь требует некоторых пояснений.
При анализе элементарных процессов в газоразрядной плазме типа тлеющего разряда Ю.П. Рай-
зер [5] определяет частоту ионизации  и скорость дрейфа электронов в электрическом поле 
как “первичные” величины, непосредственно вычисляемые на основе рассмотрения микроско-
пического процесса. И если частота ионизации  позволяет определить константу скорости
ионизации (объемную скорость ионизационных процессов)

где N – концентрация нейтральных частиц, на фоне которых развивается процесс ионизации, то
скорость дрейфа электронов

характеризует ту среднюю скорость электронов, приобретаемую во внешнем электрическом по-
ле, которая в конечном счете также определяет эффективность ионизационных процессов. По-
движность электронов определяется через частоту столкновения электронов с нейтральными
частицами 

Как уже отмечалось, частота ионизации  может быть определена из решения кинетического
уравнения для электронов, в котором учитывается многообразие элементарных кинетических
процессов, включая процессы электронного, колебательного и вращательного возбуждения
внутренних степеней свободы атомов и молекул. В принципе, вместо слагаемого  в (1.1) и
(1.2), можно использовать непосредственно константу скорости ионизации . Однако это озна-
чает, что при решении уравнений диффузионно-дрейфовой модели (а это фактически феноме-
нологическая модель определения усредненных характеристик газоразрядной плазмы) придется
дополнительно решать кинетическое уравнение для электронов, что является самостоятельной
задачей, требующей корректного анализа вероятностей учитываемых элементарных процессов,
или использовать аппроксимации ранее полученных решений (если они имеются для условий,
близких к рассматриваемым). Поэтому при решении задач физики газоразрядной плазмы в рам-
ках диффузионно-дрейфовых моделей более удобно использовать именно первый ионизацион-
ный коэффициент Таунсенда α, достаточно надежно определяемый в эксперименте [3, 5], и свя-
занный с “первичными” функциями следующим образом

.
Еще одним немаловажным преимуществом формулировки уравнений переноса заряженных

частиц в виде (1.1) и (1.2) является удобство численного интегрирования данной системы, когда
в правой части уравнений находятся в явном виде концентрация заряженных частиц и компо-
ненты напряженности электрического поля. В таком виде интегрируемая система уравнений
приобретает ясный феноменологический смысл: скорость ионизационных процессов пропор-
циональна плотности потоков электронов, где коэффициент пропорциональности α определяет
число пар заряженных частиц, рождаемых электроном на единице длины в постоянном приве-
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денном поле , где Е – модуль напряженности электрического поля и р – давление в газе (в
физике газоразрядной плазмы часто используется близкий по смыслу параметр , где N –
концентрация нейтральных частиц). Этот эмпирический коэффициент включает в себя все мно-
гообразие кинетических процессов, рассмотрение которых остается за рамками рассматривае-
мой модели.

Эта система уравнений использовалась в работах [10, 11, 16] при исследовании структуры нор-
мального и аномального тлеющего разряда в двухмерной осесимметричной постановке. Итогом
этих исследований было установление физического механизма, определяющего природу закона
нормальной плотности тока [17].

В работе [18] дана формулировка диффузионно-дрейфовой модели в плоской двухмерной по-
становке для описания динамики нормального тлеющего разряда между двумя бесконечными
электродами, расположенными напротив друг друга, между которыми движется газ с дозвуковой
или сверхзвуковой скоростью. 

Особенностью данной модели явился учет внешнего магнитного поля, поэтому векторы
плотностей потоков электронов и ионов задавались в виде

где ,  – векторы усредненных скоростей электронов и ионов; B – вектор индукции внешнего
магнитного поля;  – вектор скорости движения нейтрального газа, в котором горит
тлеющий разряд; ,  – единичные орты прямоугольной декартовой системы координат.

В двухмерной x–y геометрии при учете только одной компоненты вектора индукции магнит-
ного поля Bz вдоль оси z, уравнения указанной модели в проекциях на оси x и y имеют вид

(1.4)

(1.5)

(1.6)

где компоненты эффективного электрического поля выражаются следующими соотношениями:

(1.7)

В указанные соотношения входят параметры Холла электронов и ионов

и частота Лармора электронов и ионов

частоты столкновения электронов и ионов с нейтральными частицами, а также заряд электрона,
массы электрона и иона, и скорость света. Предполагается, что тлеющий разряд не искажает
внешнее магнитное поле.

Замыкающие теплофизические и электрофизические соотношения задаются для молекуляр-
ного азота [3, 5]

(1.8)
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где Т – температура газа. Температура электронов принята постоянной  = 1 эВ = 11610 К, а тем-
пература ионов принята равной температуре нейтральных частиц . Коэффициент реком-
бинации β считается постоянным:  см3/с.

Коэффициент ионизации , определяемый аппроксимацией экспериментальных данных для
условий горения тлеющего разряда в азоте при условиях, близких к рассматриваемым, задается
в виде [3, 5]

(1.9)

где , , .

Изложенная логическая схема хорошо себя зарекомендовала при решении широкого класса
задач газоразрядной плазмы. Однако при учете внешнего магнитного поля такой подход требует
корректировки. В идеале было бы хорошо иметь зависимость  от магнитного поля. В принципе
такая возможность имеется, если воспользоваться аппроксимациями решения кинетического
уравнения для электронов относительно коэффициента ионизации. В данной работе применя-
ется существенно более простой подход. Первый ионизационный коэффициент Таунсенда
оставляется при учете магнитного поля без изменения, как характеристика ионизационных про-
цессов при заданной плотности потока электронов и локального значения приведенного элек-
трического поля . Модификации в правой части (1.4) и (1.5) подвергается плотность дрейфо-
вого потока электронов

где

а компоненты эффективного электрического поля определяются формулами (1.7). Очевидно,
что при  < 1, т.е. в случае слабых магнитных полей, степень модификации объемной скорости
ионизации оказывается не слишком заметной. Но при  получается заметное снижение ско-
рости ионизации, что качественно верно отражает тенденцию снижения эффективности иони-
зационных процессов при учете магнитного поля.

Диффузионно-дрейфовая модель позволяет приближенно описать области пространствен-
ного заряда между электродами и рассчитать суммарный ток, протекающий через токовый столб
разряда, что в свою очередь позволяет учесть внешнюю электрическую цепь. При необходимо-
сти [10, 11] удается учесть нестационарные процессы накопления зарядов на электродах. При
учете внешней электрической цепи задается дополнительное уравнение

где  – падение напряжения на электродах;  – разрядный ток; ε – э.д.с. источника питания;
– внешнее балластное сопротивление. Полный ток через разряд рассчитывается по формуле

где n – единичный вектор нормали к поверхности катода (к) и анода (а); j – плотность тока,
.

Выделение тепла в частично ионизованном газе за счет протекания тока рассчитывается по
формуле

где  – эффективность преобразования энергии электрического поля в нагрев газа.
Представленные в данной работе результаты получены при η = 0.5. Очевидно, и это было под-
тверждено многочисленными расчетами в рамках феноменологических моделей рассматривае-
мого класса, что величина этого коэффициента оказывает весьма сильное влияние на прогнози-
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руемые результаты. Однако поиски наиболее подходящего параметра η имеют смысл при более
детальном изучении конкретных расчетных случаев.

Для расчета параметров поверхностного тлеющего разряда в плоской геометрии все инте-
гральные параметры (например, полный ток) должны быть отнесены к единице длины в направ-
лении оси z.

Из приведенных соотношений видно, что в присутствии поперечного магнитного поля (Bz)
усредненное по ларморовскому вращению заряженных частиц движение электронной и ионной
жидкостей можно рассматривать в эффективном электрическом поле. Заметим, что в общем ви-
де соотношения для динамики плазменных потоков при произвольной ориентации векторов на-
пряженности электрического и магнитного полей приведены и подробно обсуждаются в [19–21].

Указанная постановка задачи оказалась также очень удобной для анализа аномального тлею-
щего разряда между электродами конечной ширины, расположенными на одной или противо-
положных поверхностях [22]. Однако при численном моделировании структуры аномальных
тлеющих разрядов обнаружилось, что диффузионно-дрейфовая модель становится чрезвычайно
и неоправданно трудоемкой вследствие необходимости интегрирования уравнения Пуассона (1.3),
(1.6) для нахождения электрического потенциала во всей расчетной области, включая протяжен-
ную область положительного столба (область квазинейтральной плазмы) и, в особенности, в об-
ластях приэлектродных границ, где наблюдаются большие градиенты электрического потенци-
ала. Наличие в правой части уравнений (1.1), (1.2) и (1.4), (1.5) источниковых слагаемых для ско-
рости ионизации с экспоненциальной зависимостью от напряженности электрического поля
приводит к быстро развивающейся численной неустойчивости (физический аналог – ионизаци-
онно-перегревная неустойчивость). Эти два главных фактора делают неэффективной расчетную
методику, основанную на решении уравнения Пуассона. Следует принять во внимание также
тот факт, что, как правило, области пространственного заряда располагаются близко к электро-
дам и занимают малую часть токового канала.

Исходя из сказанного, в работе [23] было предложено для решения подобных задач использо-
вать амбиполярную модель аномального тлеющего разряда. Если учесть только квазинейтраль-
ную область разряда, т.е. сделать следующие допущения

обычно используемые для положительного столба тлеющего разряда [5], то из системы уравне-
ний (4)–(6) можно получить следующие два уравнения так называемой амбиполярной модели:

(1.10)

(1.11)

где , , , ,

(1.12)

 – эффективные подвижность и коэффициент диффузии электронов в магнитном поле.
Здесь первое уравнение описывает перенос заряженных частиц, а второе уравнение позволяет
получить распределение электрического потенциала в квазинейтральном положительном стол-
бе тлеющего разряда.

Объемная мощность джоулева тепловыделения и силы, действующей на токовый канал в маг-
нитном поле, определяются по общим соотношениям электродинамики [19]

В рассматриваемом двухмерном случае
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Приведем оценки физических параметров, характеризующих рассматриваемый класс тлею-
щих разрядов и применяемую амбиполярную модель.

Применение амбиполярной модели является вполне оправданным, поскольку типичная ве-
личина радиуса экранирования Дебая

cоставляет величину порядка  ~ 10–3 см (приняты для оценки характерные значения  ~ 1011 см–3,
 ~ 11610 K).

В данной работе рассматривается диапазон индукции магнитного поля  Тл, что поз-
воляет оценить ларморовские частоты электронов и ионов (например, )  = 8.7 × 1010 c–1,

= 1.56 × 106 c–1 и параметры Холла при самых низких из исследованных давлений p ~ 0.1 Торр,
 ~ 100,  ~ 0.5. Именно столь экстремально высокие значения  представляют значительный

интерес для исследуемой модели, поскольку получаемые с ее использованием вольтамперные
характеристики и эффекты воздействия магнитного поля на газодинамическую структуру погра-
ничного слоя дают, в известном смысле, на удивление хорошее качественное и даже количе-
ственное согласие с экспериментом [7]. Вместе с этим заметим, что в пограничном слое у обте-
каемой поверхности формируется давление в несколько раз выше, чем отмеченное, и фактически
указанные параметры Холла оказываются также в несколько раз ниже, к тому же значительная
часть расчетов будет выполнена при параметрах Холла электронов меньше единицы.

Оценим для р = 1 Торр характерные значения подвижностей и коэффициентов диффузии
(здесь Te и Ti измеряются в эВ)

Оценим характерные значения скоростей движения заряженных частиц:
– тепловая скорость движения электронов

– дрейфовые скорости электронов и ионов в электрическом поле напряженностью Епс ~ 300 см/с,
характерной для положительного столба тлеющего разряда нормальной плотности

Отсюда следует, что дрейфовые скорости ионов оказываются соизмеримыми со скоростью
нейтрального газа  см/с. При этом следует иметь в виду, что при обтекании поверх-
ности, на которой расположены электроды, приповерхностный тлеющий разряд частично рас-
полагается внутри пограничного слоя, на внешней границе которого скорости нейтральных ча-
стиц могут превосходить дрейфовые скорости ионов, а внутри пограничного слоя – быть замет-
но ниже.

Отметим некоторые свойства сформулированной амбиполярной модели.
1. В данной работе рассматривается частный двухмерный случай горения тлеющего разряда в

поперечном магнитном поле. В общем случае введенные коэффициенты с учетом магнитного
поля составляют компоненты тензора подвижности и диффузии.

2. Следует иметь в виду важное ограничение использования амбиполярных моделей для рас-
чета параметров аномального тлеющего разряда у обтекаемой газом поверхности. Используемую
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в физике газового разряда аппроксимацию коэффициента ионизации в форме 1-го коэффици-
ента Таунсенда (1.9) рекомендуется применять в ограниченном диапазоне приведенного поля

В работе [5] показано, что при понижении давления p ≤ 0.1 Торр типичные значения приве-
денных полей становятся настолько большими, что для определения скорости ионизационных
процессов необходимо учитывать иной механизм ионизации. При низких давлениях необходи-
мо также применять другие, чем (1.8), соотношения для расчета подвижностей электронов и
ионов.

Учитывая сказанное, анализируемую в данной работе расчетную модель рекомендуется ис-
пользовать при  Торр. При меньших давлениях необходимо дальнейшее исследование
обоснованности использования приведенной амбиполярной модели в сильном магнитном поле.
При больших давлениях требуется выполнить дополнительный анализ замыкающих электрофи-
зических параметров, а также роли амбиполярного дрейфа [5].

3. К сожалению, упрощение математической постановки задачи об аномальном тлеющем раз-
ряде у поверхности при использовании амбиполярной модели делает плохо реализуемым алго-
ритм учета внешней электрической цепи. В амбиполярной модели, по определению, исключа-
ются приэлектродные области пространственного заряда. Здесь фигурирует лишь падение по-
тенциала между приэлектродными слоями (аналог – положительный столб, в котором известно
только падение потенциала между катодным и анодным слоями). Таким образом, при решении
задачи в амбиполярном приближении в качестве определяющего параметра приходится задавать
падение потенциала между границами токового слоя у электродов. В результате решения задачи
находится лишь полный ток через электроразрядный промежуток. Использование в предыду-
щих работах [22, 23] условий полной электрической цепи для амбиполярной модели следует рас-
сматривать как математический прием демпфирования переходного режима формирования
установившегося (стационарного) решения. Без использования такого демпфирования поиск
установившегося решения может быть затруднительным. В самом деле, задание фиксированно-
го значения падения напряжения на токовом столбе квазинейтральной плазмы часто приводит
либо к численному погасанию разряда, либо к неограниченному возрастанию концентраций
электронов.

4. Уравнения амбиполярной модели (в рассматриваемой двумерной постановке с попереч-
ным магнитным полем) не содержат информации по направлению вектора индукции магнитно-
го поля. То есть наличие магнитного поля не вносит в задачу какой-либо анизотропии. Однако
при решении сопряженной электрофизической и газодинамической задачи такая информация
содержится в направлении объемной магнитной силы, порождаемой взаимодействием вектора
индукции магнитного поля с токовым каналом.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА СОПРЯЖЕННОЙ ЗАДАЧИ О ТЛЕЮЩЕМ 
РАЗРЯДЕ В ПОТОКЕ ГАЗА

Система уравнений амбиполярной модели тлеющего разряда (1.10), (1.11) численно решается
совместно с уравнениями Навье–Стокса и уравнением сохранения энергии, определяющими
распределение скорости, давления и температуры в газе

(2.1)
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(2.4)
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где ,  – плотность и давление;  – динамический коэффициент вязкости;  – удельная тепло-
емкость при постоянном давлении;  – температура;  – коэффициент теплопроводности.
Уравнение сохранения энергии здесь записано в форме уравнения Фурье–Кирхгофа.

Система уравнений (2.1)–(2.3) интегрируется совместно с термическим и калорическим урав-
нениями состояния идеального совершенного газа

(2.5)

где  эрг/(моль ⋅ K) – универсальная газовая постоянная;  = 28 г/моль – моле-
кулярный вес газа;  – внутренняя энергия совершенного газа и удельная теплоемкость при
постоянном объеме; ; γ = 1.4.

Граничные условия задают невозмущенный набегающий поток

и условия второго рода для изменения функций вдоль потоковой координаты  на выходе из
расчетной области, где газовый поток считается сверхзвуковым (тонкая дозвуковая область в по-
граничном слое у поверхности не приводит к нарушению устойчивости решения)

На поверхности обтекаемого тела задаются условия прилипания и температура поверхности

где  – нормальная к поверхности координатная линия.
В правой части уравнений, выражающих закон сохранения импульса в проекциях на коорди-

натные оси (2.2), (2.3) входят компоненты магнитной силы , а в правой части уравне-
ния сохранения энергии (2.4) – слагаемое , отвечающее джоулевому тепловыделению в газе,

. Именно эти слагаемые математически связывают газодинамические процессы с
электродинамическими процессами, протекающими в электрическом разряде.

При решении системы уравнений амбиполярной модели задаются следующие граничные
условия:

Здесь , , , -координаты точек C, D, E, F на рис. 1а; NI, NJ – число точек конечно-
разностной сетки вдоль осей y и х соответственно;  – высота расчетной области.

При численном интегрировании системы сопряженных уравнений (1.10), (1.11), (2.1)–(2.4)
необходимо весьма тщательно подготавливать конечно-разностную сетку, обеспечивая сгуще-
ние узлов вблизи поверхности и в окрестности электродов. Пример такой расчетной сетки
приведен на рис. 1б. Видно сильное сгущение конечно-разностной сетки вблизи поверхно-
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сти и в окрестности электродов. Местоположение электродов показано прямоугольниками на
рисунках.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Моделируемый в данной работе аномальный тлеющий разряд между двумя плоскими элек-
тродами, расположенными на обтекаемой сверхзвуковым потоком молекулярного азота поверх-
ности (рис. 1а), является весьма сложной физически согласованной системой, структура кото-
рой в первую очередь определяется следующими параметрами:

– давление и температура в газе,
– напряжение на межэлектродном промежутке,
– скорость газового потока,
– направление вектора индукции магнитного поля.
Перечислены только основные определяющие параметры данной задачи, влияние которых

на структуру аномального тлеющего разряда будет обсуждаться ниже.
Значительное влияние оказывают также тип газа, геометрия и взаимное расположение элек-

тродов, а также степень их нагрева.
Давление в газе и напряженность электрического поля в межэлектродном пространстве явля-

ются основными параметрами, определяющими эффективность процессов ионизации и реком-
бинации, подвижность электронов и ионов, а также коэффициенты их диффузии. В покоящемся
газе при разумном задании этих параметров можно получить численные решения системы урав-
нений диффузионно-дрейфовой или амбиполярной модели, которые достаточно хорошо опи-
сывают экспериментальные данные, в том числе с учетом магнитного поля [6–8].

Таблица 1. Исходные данные и интегральные результаты расчетных вариантов

Вар. p, Торр M , В , Тл , А Ui, max

1 0.14 0 120 0 550. 70628

1 0.14 0 60 0 14.0 15200

1 0.14 0 30 0 0.00014 0.211

1 0.14 20 120 0 0.00022 0.194

1 0.14 20 120 0.3 0.00023 0.196

1 0.14 20 120 +0.3 0.00021 0.226

2 0.14 12 60 0 0.0168 12.6

2 0.14 12 60 –0.5 0.017 11.0

2 0.14 12 60 +0.2 0.016 16.8

3 0.5 0 60 0 5.97Е–05 0.156

3 0.5 0 120 0 2.56 11163

3 0.5 12 120 0 0.00018 0.225

3 0.5 12 120 –0.3 0.00016 0.216

3 0.5 12 120 +0.3 0.00017 0.239

4 5.0 0 320 0 0.00013 0.248

4 5.0 6 320 0 0.024 191

4 5.0 6 320 –0.5 0.024 192

4 5.0 6 320 +0.5 0.027 215

V zB I
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При изучении структуры разряда в потоке газа задача сильно усложняется, поскольку вблизи
поверхности, где горит тлеющий разряд, формируется пограничный слой с неоднородным рас-
пределением температуры и давления [9, 12, 23]. При этом масштаб изменения газодинамиче-
ских параметров оказывается соизмеримым с характерными размерами токового столба.

Учитывая сказанное, для численного моделирования структуры аномального тлеющего раз-
ряда были определены четыре расчетные серии. Исходные данные для расчетов и некоторые ин-
тегральные результаты (полный ток и максимальная концентрация заряженных частиц Ui, max в
109 см–3) приведены в табл. 1. Указанные исходные данные выбраны близкими к исследованным
в экспериментах [6, 7].

В одном из вариантов первой расчетной серии рассматривался разряд при внешнем давлении
р = 0.14 Торр и предельно большим напряжением на межэлектродном промежутке  = 120 В, при
котором приведенное поле достигает максимальной величины  ~ 1000 В/(см · Торр). Такая
напряженность поля наблюдалась только в очень малой области у границы катода и анода. Прак-
тически во всем токовом столбе приведенное поле не превосходило  ~ 450 В/см. Как видно
из табл. 1, в этом случае отмечались чрезмерно большие величины полного тока  ~ 550 А и кон-

V
E p

E p
cI

Рис. 2. Концентрация ( ) заряженных частиц (а) и плотность электрического тока (в А/см2) (б) в поко-
ящемся газе без магнитного поля при р = 0.14 Торр, V = 30 В.
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центрации заряженных частиц n ~ 7.1 × 1013 см–3. Подчеркнем, что в данном случае (разряд без
газового потока) нагрев газа не учитывался, поэтому данный расчетный вариант следует рас-
сматривать как оценочный, поскольку в реальных условиях при таких параметрах происходит
переход аномального разряда в дуговой.

Разряд без потока рассматривался также при V = 60 и 30 В. В последнем случае были получены
более реалистичные параметры (см. табл. 1). На рис. 2 показаны распределения концентрации
электронов (здесь и далее  см–3) и плотности тока в аномальном тлеющем разряде при= 9

0 10n

Рис. 3. Концентрация ( ) заряженных частиц (а) и плотность электрического тока (в А/см2) (б) в поко-
ящемся газе без магнитного поля р = 5 Торр, V = 320 В.
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p = 0.14 Торр и V = 30 В. Видно, что наибольших значений указанные функции достигают около
близлежащих границ катода и анода. Толщина токового канала не превосходит 0.5 см.
А наибольшие концентрации заряженных частиц в центральной части токового канала состав-
ляют n ~ 108 см–3. Здесь и далее на распределениях электродинамических функций приводятся
изолинии напряженности электрического поля, а также прямоугольниками на полях рисунков
показано расположение электродов.

Оценить степень влияния давления в газе на структуру аномального газового разряда позво-
ляет сравнение распределений концентраций электронов и плотности тока при p = 0.14 и 5 Торр.
Данные для повышенного давления (расчетная серия № 4) приведены на рис. 3. Обратим внима-

Рис. 4. Газодинамические параметры аномального тлеющего разряда при p = 0.14 Торр, V = 60 В, М = 12:
а) давление (в Тор) при  = –0.5 Tл (а) и  = +0.2 Tл (б); б) температурное поле (в К) при  = –0.5 Tл (в) и

 = +0.2 Tл (г); в) скорость  ( ) при  = –0.5 Tл (д) и  = +0.2 Tл (е).
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ние, что для двух указанных расчетных случаев, p = 0.14 Торр, V = 30 В и p = 5 Торр, V = 320 В,
получены примерно одинаковые уровни концентраций заряженных частиц и плотности тока в
разряде.

При рассмотрении обтекания поверхности с тлеющим разрядом при p = 0.14 Торр падения на-
пряжения V = 30 В не хватило для поддержания разряда. Близкие электродинамические парамет-
ры удалось получить при числе Маха скорости потока М = 20, V = 120 В и при М = 12, V = 60 В
(см. табл. 1, расчетные серии № 1 и 2).

На рис. 4 показана газодинамическая структура поля течения над заостренной пластиной, на
поверхности которой горит аномальный тлеющий разряд при V = 60 В. Здесь показаны поля дав-
ления (рис. 4а,б), температуры (рис. 4в,г) и нормальной к поверхности компоненты скорости
потока (рис. 4д,е). Рисунки 4а,в,д отвечают внешнему магнитному полю с индукцией Bz = –0.5 Тл,
а рис. 4б,г,е – Bz = +0.2 Тл. Отметим важные особенности поля течения, которые оказывают
сильное влияние на структуру тлеющего разряда.

Во-первых, при обтекании поверхности сверхзвуковым потоком газа давление вблизи элек-
тродов возрастает более, чем в 3 раза. Это происходит из-за образования сжатого слоя между по-
верхностью и отходящей от кромки ударной волны. В рассматриваемом случае давление в набе-
гающем потоке р = 0.14 Торр, а над поверхностью электродов давление составляет р = 0.47 Торр.

Внутри пограничного слоя на расстоянии примерно 0.2 см над электродами наблюдается об-
ласть с максимальной температурой Т ~ 800 К, обусловленная диссипативными процессами в га-
зе за фронтом ударной волны.

Представленные на рис. 4д,е распределения компоненты скорости  наиболее на-
глядно иллюстрируют возмущение поля течения за счет тлеющего разряда.

На рис. 4 видны различия в формируемой газодинамической структуре течения, обусловлен-
ные разной поляризацией магнитного поля Bz = –0.5 Тл и Bz = +0.2 Тл. В случае Bz = –0.5 Тл объ-
емная магнитная сила направлена к поверхности, т.е. прижимает к ней токовый канал тлеющего
разряда. При Bz = +0.2 Тл магнитная сила отжимает от поверхности токовый канал и газовый по-
ток. Проявление этого можно видеть на всех рис. 4.

Распределение коэффициента давления
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вдоль поверхности показано на рис. 5. Видно, что при Bz < 0 давление газа на поверхность воз-
растает, а при Bz > 0 – наблюдается локальное разрежение. Примечательно, что при Bz < +0.2 Тл,
в потоке, оттесняемом от поверхности, возникают газодинамические неустойчивости, и обтека-
ние становится неустановившимся.

Электродинамическая структура аномального тлеющего разряда при р = 0.14 Торр, М = 12,
V = 60 В и Bz = +0.2 Тл показана на рис. 6. Максимум концентраций заряженных частиц и плот-
ности тока в токовом канале между электродами наблюдается на расстоянии примерно 0.15 см от
поверхности. Над близлежащими границами электродов мощность джоулева тепловыделения
превосходит примерно на порядок соответствующую величину в токовом канале.

На рис. 7 показаны распределения вдоль поверхности концентраций заряженных частиц и
напряженности электрического поля. Отметим локальные максимумы напряженности поля у
границ электродов, что, как уже отмечалось, представляет значительные трудности при числен-
ном моделировании аномальных тлеющих разрядов. Вблизи левой границы анода концентрация
заряженных частиц отличается для двух поляризаций магнитного поля более, чем на порядок.
Так, в локальной области проявляется падение давления в газе вследствие небольшого оттесне-
ния токового канала от поверхности.

На рис. 8 показаны для этих же условий поля нормальной к поверхности компоненты объем-
ной магнитной силы, действующей на токовый канал в поперечном магнитном поле. Хорошо
видна противоположная направленность для двух противоположных поляризаций магнитного
поля.

Эволюция напряженности электрического поля в квазинейтральной плазме при изменении
условий горения электрического разряда показана на рис. 9. Наибольшие значения модуля на-
пряженности электрического поля  20–30 В/см при отсутствии газового потока и магнитно-
го поля достигаются у близлежащих границ электродов (рис. 9а,б). При этом значения приведен-
ного поля E/p ~ 200–300 В/(см · Торр).

Близкие значения приведенного поля формируются в потоке М = 12 и М = 20, поскольку дав-
ление в пограничном слое у поверхности возрастает в несколько раз, поэтому, несмотря на уве-
личение абсолютных значений напряженности до  40 и 80 В/см (рис. 9в и 9г), приведенное
поле изменяется незначительно. Примечательно также, что наибольшие значения напряженно-
сти электрического поля наблюдаются теперь у внешней границы пограничного слоя, а напря-
жение на газоразрядном промежутке необходимо задать в два раза больше при почти двухкрат-
ном увеличении скорости потока.

~E

~E

Рис. 5. Распределение коэффициентов давления  вдоль поверхности при p = 0.14 Торр, V = 60 В, М = 12.
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Рис. 6. Электродинамические параметры аномального тлеющего разряда при p = 0.14 Торр, V = 60 В, М = 12:
(а) – концентрация заряженных частиц (в 109 см–3) при  = +0.2 Tл; (б) – плотность электрического тока
(в А/см2) при  = +0.2 Tл; (в) – мощность джоулева тепловыделения (в эрг/см3) при  = +0.2 Tл.
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Рис. 7. Распределение концентраций заряженных частиц (в 109 см–3) и напряженности электрического поля Еу

(В/см) вдоль поверхности при  = 0.14 Торр,  = 60 В и М = 12 для двух значений индукции магнитного поля
 = –0.5 Tл и +0.2 Тл.
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Для этих же двух расчетных вариантов (V = 60 B, M = 12 и V = 120 B, M = 20), на рис. 10а,б
соответственно, показаны объемные мощности джоулева тепловыделения QJ (в эрг/см3). Обра-
щает на себя внимание факт возрастания QJ примерно на два порядка при большей скорости по-
тока. Здесь также следует обратить внимание на то, что при изменении поляризации приложен-
ного магнитного поля область максимального джоулева тепловыделения смещается к правому
электроду (сравните рис. 10а и 6б). Важно также, что при увеличении скорости потока вблизи
внешней границы пограничного слоя образуется вторая область повышенного энерговыделения
(рис. 10б).

На рис. 11 показаны поля объемной скорости ионизационных процессов в потоке М = 12 при
р = 0.14 Торр в отсутствие магнитного поля и при Вz = –0.5 Тл. Фактически здесь дается иллю-
страция влияния магнитного поля на скорость ионизационных процессов в изучаемой модели.
Как уже отмечалось, расчетный случай р = 0.14 Торр отличается очень большими значениями па-
раметров Холла электронов и ионов. Из рис. 11 видно, что учет магнитного поля с индукцией
Вz = –0.5 Тл приводит в данной модели к падению скорости ионизации более, чем на 4 порядка.

Как уже отмечалось, давление в газе оказывает одно из определяющих влияний на структуру
тлеющего разряда. Поэтому представляет интерес рассмотреть эволюцию аномального тлеюще-
го разряда в потоке газа при заметном увеличении давления набегающего газового потока. В 3-й
и 4-й расчетных сериях это давление составляет р = 0.5 и 5 Торр. Интегральные параметры тле-
ющего разряда при р = 0.5 Торр в табл. 1 показывают, что при отсутствии газового потока изме-
нение задаваемого падения напряжения на электродах от V = 60 В до 120 В приводит к очень
сильному изменению концентраций заряженных частиц и плотности тока. В частности, при V =
= 120 В значение концентрации достигает n = 1.12 × 1013 см–3. Однако учет газового потока, обте-
кающего разряд со скоростью М = 12, позволяет получить вполне разумные величины концен-
траций на уровне n ~ 0.2 × 109 см–3 и полного тока I ~ 0.16 мА. Качественно повторяется законо-
мерность, отмеченная для р = 0.14 Торр и скорости потока М = 20.

При давлении р = 5 Торр без учета газового потока при падении напряжения V = 320 В ток че-
рез разрядный промежуток достигает величины I ~ 0.13 × 10–3 А, а концентрация зарядов n ~ 0.25 ×
× 109 см–3. В газовом потоке со скоростью М = 6 концентрация зарядов возрастает примерно в
103 раз, а плотность тока – в 102 раз. Распределение газодинамических параметров при двух по-
ляризациях индукции магнитного поля показано на рис. 12. В данном случае температурный по-
граничный слой значительно ближе прижат к поверхности, но при изменении направления ин-
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дукции магнитного поля виден эффект изменения давления газа у поверхности (рис. 12а,б).
Сравнение распределений концентраций заряженных частиц без газового потока (рис. 3) и с по-
током при М = 6 (рис. 13) показывает сильную локализацию токового канала у поверхности.

На рис. 14 показано распределение коэффициентов давления вдоль обтекаемой поверхности,
что свидетельствует о сильном влиянии поляризации индукции магнитного поля на интеграль-
ные характеристики обтекания.

Завершая анализ интегральных параметров аномальных тлеющих разрядов (табл. 1), а также
данных по их электродинамической и газодинамической структуре (рис. 2–14) отметим, что раз-
работанная сопряженная модель, включающая систему уравнений Навье–Стокса и уравнения
амбиполярной модели, позволяют получить удовлетворительное качественное, а по некото-
рым параметрам – количественное согласие с серией экспериментальных данных [6–8], на-
пример по вольтамперным характеристикам и по распределению давления над поверхно-
стью обтекаемой пластины с аномальным тлеющим разрядом, в том числе в поперечном маг-
нитном поле.

Одним из дальнейших шагов по описанию структуры аномальных тлеющих разрядов в газо-
вых потоках, связанный с учетом приэлектродных слоев пространственного заряда, может быть

Рис. 8. Распределение y-компоненты магнитной силы в токовом столбе (в дин/см2) при  = 0.14 Торр,  = 60 В,
М = 12,  = –0.5 Tл (а) и  = +0.2 Tл (б).
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использование существенно более трудоемкой диффузионно-дрейфовой модели. Требуют так-
же дальнейшего развития феноменологические модели газоразрядной плазмы, в первую очередь
учет усредненных транспортных свойств частиц газоразрядной плазмы в магнитном поле, эф-
фективности ионизационных процессов и преобразования джоулева энерговыделения в тепло.

Рис. 9. Напряженность электрического поля при  = 0.14 Торр: a) –  = 30 В, М = 0,  = 0; б )–  = 60 В,
М = 0,  = 0 ; в) –  = 60 В, М = 12,  = –0.3 Тл г) –  = 120 В, М = 20,  = –0.3 Тл.
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Рис. 9. Окончание
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Рис. 10. Объемная мощность джоулева тепловыделения (эрг/см3) при  = 0.14 Торр: a) –  = 60 В, М = 12,
= –0.3 Тл; б) –  = 120 В, М = 20,  = –0.3 Тл.
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате развития амбиполярной модели квазинейтральной разрядной плазмы в части
учета внешнего магнитного поля и ее применения к анализу сопряженной задачи о структуре
аномального тлеющего разряда, горящего между двумя плоскими электродами вблизи поверх-
ности, обтекаемой сверхзвуковым потоком газа установлено следующее:

– при использовании амбиполярной модели в качестве граничных условий следует задавать
падение потенциала между границами токового столба в квазинейтральной плазме (аналог по-
ложительного столба), в результате чего удается рассчитать полный ток через токовый канал.
В силу того, что приэлектродные слои пространственного заряда в данной модели не учитыва-
ются и полное падение напряжения между электродами не определяется, в данной постановке
не удается моделировать внешнюю электрическую цепь и задавать необходимую э.д.с. для под-
держания тлеющего разряда, как это делается при использовании диффузионно-дрейфовой мо-
дели;

– учет магнитного поля в амбиполярной модели приводит к модификации коэффициента ам-
биполярной диффузии и подвижностей заряженных частиц;

Рис. 11. Объемная скорость ионизационных процессов (1/(см3·с)  = 0.14 Торр: a) –  = 60 В, М = 12,  = 0;
б) –  = 60 В, М = 12,  = –0.5 Тл.
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Рис. 12. Газодинамические параметры аномального тлеющего разряда при  = 5 Торр,  = 320 В, М = 6:
давление (в Торр) при  = –0.5 Tл (а) и  = +0.5 Tл (б); скорость  ( ) при  = –0.5 Tл (в) и  =
= +0.5 Tл (г).
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– при решении задачи о структуре аномального тлеющего разряда в потоке газа необходимо
следить за соблюдением ограничений, накладываемых на используемые замыкающие электро-
физические функции (коэффициент ионизации, подвижности электронов и ионов), поскольку
образующийся при обтекании поверхности пограничный слой весьма сильно изменяет условия
горения разряда;

– использование внешнего магнитного поля с разной поляризацией вектора магнитной ин-
дукции позволяет модифицировать условия горения разряда, создавая вблизи электродов обла-
сти повышенного и пониженного давления;

Рис. 13. Концентрация заряженных частиц (в 109 см–3) при  = 5 Торр,  = 320 В, М = 6 и  = –0.5 Tл.
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Рис. 14. Распределение коэффициентов давления  на поверхности обтекаемой пластины при  = 5 Торр,
= 320 В, М = 6.
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– вблизи границ электродов образуются области повышенной напряженности электрическо-
го поля, зарядовых концентраций, и, как следствие, повышенной мощности джоулева тепловы-
деления.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (грант № 22-11-00062).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Энгель А., Штеенбек М. Физика и техника электрического разряда в газах. Т. 2. М.– Л.: Объединенное
научно-техн. изд-во НКТП СССР, 1936. 382 с.

2. Капцов Н.А. Электрические явления в газах и вакууме. М.: Гостехиздат, 1950. 808 с.

3. Браун С. Элементарные процессы в плазме газового разряда. М.: 1961. Гос. Изд-во литературы в обла-
сти атомной науки и техники. 323 с. (Brown S.C. Basic Data of Plasma Physics. Technology Press of M.I.T.
and Wiley, 1966).

4. Грановский В.Л. Электрический ток в газе. Установившийся ток. М.: Наука, 1971. 543 с.

5. Райзер Ю.П. Физика газового разряда. М.: Наука, 1987. 591 с.

6. Kimmel R.L., Hayes J.R., Menart J.A., Shang J. Effect of surface plasma discharge on boundary layers at
Mach 5 // AIAA Paper 2004–509. 2004. 10 p.

7. Menart J., Shang J.S., Kimmel R., and Hayes J. Effects of Magnetic Fields on Plasmas Generated in a Mach 5
Wind Tunnel //AIAA Paper 2003-4165. 2003. 13 p.

8. Shang J.S., Surzhikov S.T., Kimmel R., Gaitonde D., Menart J., Hayes J. Mechanisms of plasma actuators for hy-
personic f low control // Progress in Aerospace Sciences. 2005. V. 41. P. 642.

9. Суржиков С.Т. Физическая механика газовых разрядов. Изд-во МГТУ им. Н.Э. Баумана. 2006. 640 с.

10. Гладуш Г.Г., Самохин А.А. Численное исследование шнурования тока на электродах в тлеющем раз-
ряде // Прикладная механика и техническая физика. 1981. № 5. С. 15–23.

11. Райзер Ю.П., Суржиков С.Т. Двумерная структура нормального тлеющего разряда и роль диффузии в
формировании катодного и анодного пятен // Теплофизика высоких температур. 1988. Т. 25. № 3.
С. 428–435.

12. Битюрин В.А., Бочаров А.Н., Попов Н.А. Численное моделирование электрического разряда в сверхзву-
ковом потоке //Изв. РАН. МЖГ. 2008. № 4. С. 160–172.

13. Баранов В.Б., Краснобаев К.В. Гидродинамическая теория космической плазмы. М.: Наука. 1977. 333 с.

14. Гершман Б.Н., Ерухимов Л.М., Яшин Ю.Я. Волновые явления в ионосфере и космической плазме. М.:
Наука, 1984. 392 с.

15. Шкаровский И., Джонстон Т., Бачинский М. Кинетика частиц плазмы. М.: Атомиздат, 1969. 396 с.

16. Суржиков С.Т. Двухмерная электродинамическая структура нормального тлеющего разряда в про-
дольном магнитном поле // Физика плазмы. 2017. Т. 43. № 3. С. 303–313.

17. Райзер Ю.П., Суржиков С.Т. Еще раз о природе эффекта нормальной плотности тока на катоде тлею-
щего разряда // Письма в ЖТФ. 1987. Т. 13. № 8. С. 452–456.

18. Surzhikov S.T., Shang J.S. Two-component plasma model for two-dimensional glow discharge in magnetic
field// Journal of Computational Physics. 2004. V. 199. P. 437–464.

19. Тамм И.Е. Основы теории электричества. М.: Наука, 1966. 624 с.

20. Кадомцев Б.Б. Коллективные явления в плазме. М.: Наука, 1988. 304 с.

21. Трубников Б.А. Теория плазмы. М.: Энергоатомиздат, 1996. 463 с.

22. Суржиков С.Т. Гиперзвуковое обтекание разреженным газом поверхностного тлеющего разряда с
внешним магнитным полем. М.: Изд-во ИПМех РАН, 2011. 273 с.

23. Суржиков С.Т., Шэнг Дж.С. Вязкое взаимодействие на плоской пластине с поверхностным разрядом в
магнитном поле // Теплофизика высоких температур. 2005. Т. 43. № 1. С. 21–31.



168

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА, 2023, № 6, с. 168–182

ИССЛЕДОВАНИЯ АВТОКОЛЕБАТЕЛЬНЫХ ПРОЦЕССОВ МЕЖДУ 
ВОЗВРАЩАЕМЫМ АППАРАТОМ И ДВИГАТЕЛЬНЫМ ОТСЕКОМ 

ПИЛОТИРУЕМОГО КОСМИЧЕСКОГО КОРАБЛЯ 
ПРИ ИХ РАЗДЕЛЕНИИ В СЛУЧАЕ АВАРИИ

© 2023 г.   А. В. Гарбарукa, Б. Н. Даньковb, А. А. Дядькинc, А. П. Косенкоb, М. В. Михайловc, 
С. П. Рыбакc,*,**, М. Х. Стрелецa, М. Л. Шурa

aСанкт-Петербургский политехнический университет (ФГАОУ ВО “СПбПУ”), 
Санкт-Петербург, Россия

bЦентральный научно-исследовательский институт машиностроения (ЦНИИмаш), 
Королев, Московская обл., Россия

cРакетно-космическая корпорация “Энергия” им. С.П. Королева, Королев, Московская обл., Россия
*E-mail: rybak_53@bk.ru

**E-mail: Sergey.Rybak@rsce.ru
Поступила в редакцию 13.07.2023 г.

После доработки 20.08.2023 г.
Принята к публикации 01.09.2023 г.

Представлены результаты анализа исследований течения в зазоре между возвращаемым ап-
паратом пилотируемого космического корабля и расположенным за ним двигательным отсе-
ком при их разделении в случае аварии ракеты на активном участке траектории. Особое вни-
мание уделено автоколебательным процессам различной природы, возникающим при опре-
деленных расстояниях разделения на трансзвуковых режимах полета. Предложен подход к
оценке режимов существования и частот автоколебаний на основе геометрии задачи и усло-
вий обтекания.

Ключевые слова: автоколебательные процессы, волновые возмущения, стоячая звуковая вол-
на, слой смешения, крупномасштабные вихревые структуры, численное моделирование,
двухэтапный RANS-LES подход, методы экспериментальных исследований
DOI: 10.31857/S102470842360046X, EDN: QXWMCZ

Экспериментальные и численные исследования течения в зазоре между возвращаемым аппа-
ратом (ВА) пилотируемого транспортного корабля и расположенным за ним двигательным отсе-
ком (ДО), защищенным обтекателем (ОДО), при их разделении в случае аварии ракеты на актив-
ном участке траектории, выполненные авторами, выявили возникновение автоколебательных
процессов на определенных режимах полета ракеты и расстояниях разделения объектов.

Анализ результатов расчетов и измерений, часть из которых опубликована в [1, 2], позволил
предположить аналогию этих процессов с процессами автоколебаний, возникающими при обте-
кании каверн. Поэтому при анализе процессов в кольцевом зазоре между ВА и ДО авторы опи-
рались, в том числе, на опубликованные данные по обтеканию каверн, обзор которых приведен
в начале статьи.

В настоящей работе приводятся результаты анализа природы и механизмов автоколебатель-
ных процессов на основе комплексных численных и экспериментальных исследований течения
воздуха в зазоре между ВА и ДО.

Также предложен и верифицирован (на основе расчетных и экспериментальных данных) под-
ход к оценке режимов существования автоколебаний и их частот с использованием геометрии
задачи и условий обтекания.

Рассмотрим некоторые опубликованные данные по автоколебательным процессам в каверне
с открытым и переходным типом течения [3–24]. Согласно работам [3–9] нестационарный про-
цесс в каверне имеет, прежде всего, гидродинамическую природу (по терминологии Д. Року-
элла [12]) и связан с потерей устойчивости слоя смешения отрыва, возникающего при обтекании

УДК 533.6.011.35:534-13
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каверны. В этом случае в слое образуются крупномасштабные вихревые структуры, которые,
смещаясь вниз по потоку, при взаимодействии с задней стенкой деформируются. Задняя стенка
при этом становится источником волновых возмущений, которые, распространяясь вверх по по-
току через зону отрыва, приводят к росту неустойчивости слоя смешения в его чувствительной
зоне (вблизи угловой кромки передней стенки). Вследствие установления обратной связи между
колебаниями в области взаимодействия слоя смешения с задней стенкой и около передней стен-
ки возникает упорядоченная в среднем амплитудная и частотная модуляция пульсаций давления
в каверне.

Исследования [13–15] показали, что необходимыми условиями для возникновения неустой-
чивости взаимодействующего с препятствием сдвигового слоя являются нахождение слоя в не-
равномерном поле течения и наличие поперечной возмущающей силы определенной величины.

В работах [8, 16, 19] было показано, что вторая и третья моды автоколебаний, обусловленных
потерей устойчивости сдвигового слоя, соответствуют наиболее интенсивным тонам в спектрах
пульсаций давления.

Хеллер и Блисс, изучая особенности сверхзвукового обтекания каверны, установили [5], что
неустойчивость сдвигового слоя приводит к периодическому подводу в каверну и отводу из нее
массы газа и, как следствие этого, к колебанию давления на задней стенке. При росте давления
генерируются волны сжатия, которые распространяются вверх по потоку со сверхзвуковой абсо-
лютной скоростью. Внутри зоны отрыва волна является прямой, а в области идеального течения –
наклонной. В процессе взаимодействия с передней стенкой отражается лишь внутренняя (пря-
мая) часть этой волны. При ее смещении вниз по потоку происходит выпучивание сдвигового
слоя. Когда волна достигает задней стенки, масса газа, находящаяся в наружной части отрывно-
го течения, вытесняется из каверны. Далее процесс повторяется. Таким образом, было установ-
лено существование помимо нестационарного процесса гидродинамической природы еще и
расходно-волнового процесса. Позднее было показано, что к образованию крупномасштабных
вихрей в рассмотренном случае приводят, прежде всего, волны, отраженные от передней стенки
каверны [7, 20].

В связи с возникновением при сверхзвуковой скорости набегающего потока волновой систе-
мы Хэнки и Шенг предложили [8] определять частоту вышеописанного автоколебательного про-
цесса из условия, отражающего чисто волной процесс. При этом скорость перемещения отра-
женной волны принималась равной конвективной скорости сноса вихря вниз по потоку.

Этими же авторами было обращено внимание на возможность возникновения в каверне ре-
зонансного (акустического) процесса при условии равенства частот прямой и обратной бегущих
волн [8].

Дальнейшее развитие понимания природы нестационарного течения в каверне было до-
стигнуто при проведении комплексных экспериментально-теоретических исследований осо-
бенностей течения в переходной (по терминологии [25]) каверне, когда оторвавшийся поток
присоединялся ко дну [10]. В исследованиях, проведенных при М∞ = 0.9, было установлено,
что крупномасштабные вихревые структуры, определяющие автоколебательный процесс гид-
родинамической природы, возникают не на передней угловой кромке, как полагал Росситер, а
ниже по течению – в первом по потоку гребне волны неустойчивости. При этом происходит во-
влечение в вихревую структуру массы газа из прилегающих областей отрывного течения.

Распространение волны давления вверх по потоку от задней стенки происходит вначале через
область дозвукового течения, располагающуюся в задней части каверны. Затем волна огибает
вихрь, который выделяется из кормового отрыва и двигается к задней стенке вблизи дна кавер-
ны. После этого часть волны распространяется внутри, а другая ее часть снаружи отрывной зоны.

При подходе к задней стенке выделившихся вихревых структур происходит их деформация,
вихри дробятся, налезают друг на друга, нарастающая масса газа выдавливается наружу.

Вместе с тем было показано, что источником волновых возмущений является не только зад-
няя стенка каверны, но и области повышенного давления в слое смешения, возникающие перед
и за крупномасштабными вихрями в момент их образования, выделения и взаимодействия с
дном каверны. Расположение эти новых источников волновых возмущений зависит, прежде все-
го, от газодинамических и физических свойств слоя смешения в каверне.

Выявлено согласование моментов образования областей повышенного давления в слое сме-
шения с приходом волн давления, распространяющихся от задней стенки с частотой определен-
ных гармоник колебаний. Установлено, что усиление колебаний на модах, отличных от первой,
обусловливается интерференцией указанных волн давления и волновых возмущений. Нестаци-
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онарный процесс в этом случае представляется как совокупность синхронных взаимозависимых
автоколебаний, характерное время которых определяется положением источника волновых воз-
мущений.

Было подтверждено, что в каверне при некоторых режимах обтекания реализуются одновре-
менно несколько нестационарных процессов: гидродинамической, расходно-волновой и резо-
нансной природы, причем волна давления, генерируемая задней стенкой, участвует во всех этих
процессах, но в разных гармониках колебаний [10].

Автоколебания резонансной природы порождаются чисто волновым (акустическим) процес-
сом и возникают в случае взаимодействия двух звуковых волн, распространяющихся на рассмат-
риваемой частоте навстречу друг к другу. Следовательно, передвижение отраженной волны,
участвующей в резонансном процессе, не может быть ограничено перемещением в слое смеше-
ния вихревых структур. Остается допустить, что вместе с указанными структурами смещается
лишь периферийная часть отраженной волны, а ее внутренняя часть распространяется в глубине
зоны отрыва с большей скоростью, близкой к местной скорости звука [23].

Возникновение автоколебательных процессов приводит к появлению на характеризующих их
частотах узкополосных составляющих в функциях спектральной плотности и когерентности
взаимного спектра пульсаций давления, а в функциях фазы θsw(f) участков, где dθsw/df = 0 (s(t) и
w(t) – сигналы, характеризующие пульсации давления в рассматриваемых точках. Для выявле-
ния механизмов автоколебательных процессов, возникающих при обтекании каверны, требует-
ся знание расположения источников и псевдоисточников пульсаций давления, определяющих
анализируемый процесс, и корреляционных характеристик пульсаций для пар точек, находя-
щихся вблизи этих источников. Если рассматриваемые колебания происходят между абсолютно
жесткими стенками и θsw(f) = π, то процесс, скорее всего, имеет резонансную природу. Подтвер-
ждением этого служит образование стоячей звуковой волны с пучностями на стенках каверны.
При этом между стенками располагается половина длины стоячей звуковой волны первой моды,
причем колебания давления во всех точках от первой пучности до узла должны происходить син-
хронно, но в противофазе с колебаниями после узла до второй пучности [26].

Возникающие в каверне автоколебательные процессы различной природы не являются аль-
тернативой друг другу, а взаимосвязаны, протекают одновременно, поддерживают друг друга,
что не дает им затухнуть под воздействием диссипативных потерь [24].

1. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ

Испытываемая модель масштаба М1 : 70 состояла из двух частей: модели отделяемого голов-
ного блока (ОГБ) c моделью возвращаемого аппарата (ВА) и имитатором системы аварийного
спасения (САС) и модели двигательного отсека (ДО), защищенного обтекателем (ОДО). На обе-
их частях производилось измерение давления и пульсаций давления. Общий вид модели и поло-
жение датчиков пульсаций давления (обозначены – П1 и П2) показаны на рис. 1.

Испытания модели проводились в трансзвуковой аэродинамической трубе (АДТ) со снижен-
ным уровнем фонового шума в рабочей части.

Модель ДО устанавливалась на хвостовой державке, которая крепилась в центральном узле
подвески механизма задания углов атаки, скольжения и передвижения модели. Модель ОГБ с
помощью боковой державки и фланца крепилась в оптическом окне рабочей части АДТ.

Эксперименты проводились при различных фиксированных значениях числа Маха набегаю-
щего потока (в диапазоне от 0.6 до 1.6) и относительного расстояния dХ/D между моделями ОГБ
и ДО (от 0.05 до 5.0). Расстояние dХ отсчитывалось от центральной точки сегментальной поверх-
ности днища ВА до верхнего торца ДО (D – диаметр миделя модели ВА, D = 63.9 мм). Числа Рей-
нольдса, рассчитанные по параметрам набегающего потока и по длине модели ОГБ, составляли
Re > 4.5 × 106, что обеспечивает турбулентный режим течения в исследуемой области течения
между моделями ВА и ДО.

Измерения нестационарных давлений на поверхности модели проводились посредством ма-
логабаритных преобразователей давления с собственной частотой более 200 кГц. Один датчик
пульсаций давления (точка П1) располагался на периферии днища ВА, другой – точка П2 – на
верхнем торце ДО напротив П1. Для повышения точности определения характеристик пульса-
ций давления, включая корреляционные, длительность эксперимента при постоянных условиях
составляла не менее 10 с.
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Рис. 1. Общий вид модели, расположение датчиков пульсаций давления П1 (на днище ВА) и П2 (на верхнем
экране ДО). ВА – возвращаемый аппарат, ОДО – обтекатель двигательного отсека, dX – расстояние разде-
ления ВА и ОДО.
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Рис. 2. Функции спектральной плотности мощности пульсаций давления в точках П1 и П2: М∞ = 0.9,
dX/D = 0.5.
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На рис. 2 и 3 приводятся результаты обработки измерений, полученных при испытаниях мо-
дели на режиме с параметрами: число Маха М∞ = 0.9, расстояние разделения dX/D = 0.5. Пред-
ставлены данные по функциям спектральной плотности мощности, PSD (Power Spectral Densi-
ty), когерентности (COH) и фазы (PHASE) взаимного спектра пульсаций давления для точек П1
и П2 (разрешение по частоте: 10 Гц).

Детальные описания методики и результатов экспериментальных исследований представле-
ны в [1].

Рис. 3. Функции когерентности и фазы взаимного спектра пульсаций давления в точках П1 и П2: М∞ = 0.9,
dX/D = 0.5.
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2. ЧИСЛЕННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ
Поскольку характерное время разведения существенно превышает характерное время фор-

мирования статистически установившейся турбулентности, в расчете предполагается, что турбу-
лентное течение, формирующееся в зазоре между ОГБ от ДО, является квазистационарным.
Это позволяет воспроизвести данный процесс с помощью серии расчетов статистически стаци-
онарных течений при фиксированных (шаг за шагом увеличивающихся) значениях расстоя-
ния dX между ВА и ДО. Поэтому численное моделирование турбулентного обтекания разделяю-
щихся ОГБ и ДО и течения, формирующегося в зазоре между ними, осуществлялось путем серии
расчетов при фиксированных значениях числа Маха и расстояний разделения.

Для этого использовался разработанный авторами из СПбПУ подход двухэтапных RANS-LES
расчетов, суть которого состоит в следующем.

На первом (вспомогательном) этапе проводится расчет обтекания полной конфигурации
ОГБ – ДО с ОДО и с фрагментом ракеты-носителя путем решения уравнений Рейнольдса
(RANS). Для их замыкания использована полуэмпирическая модель турбулентности Ментера
k–ω SST [27] с поправкой на кривизну линий тока и вращение [28].

На втором этапе проводится вихреразрешающий расчет течения в ограниченной части пото-
ка, включающей только нижнюю по потоку часть ВА, ДО с ОДО, зазор между ними и фраг-
мент РН. При этом использовался вихреразрешающий гибридный метод Delayed Detached-Eddy
Simulation (DDES) [29] в сочетании с определением подсеточного линейного масштаба, адапти-
рованного к слоям смешения [30]. Использование этого масштаба обеспечивает быстрый пере-
ход от полностью моделируемых рейнольдсовых напряжений в RANS подобласти DDES к прак-
тически полностью разрешенным напряжениям в его LES- подобласти.

Граничные условия для RANS-расчетов ставятся следующим образом.
На твердых стенках используются условия прилипания для скорости и условия адиабатично-

сти для температуры. Кинетическая энергия турбулентности k полагается равной нулю, а удель-
ная скорость диссипации энергии определяется по формуле [27]: , где  – мо-
лекулярная вязкость, β1 = 0.075 – эмпирическая константа модели Ментера, а Δy1 – величина
первого пристенного шага расчетной сетки.

На входных и выходных границах для газодинамических уравнений используются характери-
стические граничные условия, в которых инварианты Римана рассчитываются по известным па-
раметрам невозмущенного потока. Турбулентные характеристики на левой входной границе за-
даются таким образом, чтобы обеспечить быстрое формирование развитого турбулентного по-
граничного слоя на поверхности ОГБ, что является оправданным при рассматриваемых высоких
значениях числа Рейнольдса. В частности, турбулентная вязкость полагается равной молекуляр-
ной ( ), а кинетическая энергия турбулентности и скорость ее диссипации определяются по
формулам , ω = 10U∞/L0, где U∞ – скорость набегающего потока, L0 – характерный ли-
нейный размер. Те же значения k и ω задаются на внешней границе области, а на выходной гра-
нице турбулентные характеристики определяются путем линейной экстраполяции из внутрен-
них точек области. Наконец, на плоскостях симметрии ϕ = 0° и ϕ = 45° используются условия
симметрии.

Граничные условия на DDES-этапе в целом аналогичны описанным выше условиям, исполь-
зуемым на RANS-этапе. Основное различие состоит в том, что на левой входной границе DDES
подобласти характеристические граничные условия используются только вне пограничного
слоя и формулируются относительно инвариантов Римана, вычисляемых по локальным пара-
метрам потока на этой границе, которые известны из RANS-решения, полученного на первом
этапе. На части входной границы, находящейся внутри пограничного слоя, используются гра-
ничные условия первого рода, т.е. задаются профили скорости, температуры и турбулентных ха-
рактеристик из RANS-решения. Кроме того, в том случае, если входная граница является сверх-
звуковой, то на ней задается также давление из RANS-решения, а в случае дозвуковой границы
оно определяется путем линейной экстраполяции из внутренних точек области. Наконец, в ази-
мутальном направлении для всех переменных используются условия периодичности.

Расчеты проводились с использованием многоблочных структурированных сеток типа “Хи-
мера”, шаги которых сгущались в областях высоких градиентов параметров потока. В частности,
в пристеночных пограничных слоях эта сетка сгущалась в направлении нормали к стенке таким
образом, чтобы ближайший к стенке шаг в единицах закона стенки был меньше  и
отношение соседних шагов не превышало 1.3. Сетка измельчалась также в окрестности сопел ДУ

ω = ν β Δ1 160 /( ( )̂ 2)w y ν

ν = νt

= ν ω⋅tk

+Δ <1( )1.0 1.0y
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САС и слоя смешения, отрывающегося от поверхности ВА. Общий размер сетки зависел от про-
тяженности зазора dX/D и составлял от 13 до 16 млн ячеек для 3D RANS и от 27 до 38 млн для
DDES. Детальное описание сеток приведено в [2].

Численные расчеты в рамках описанного выше подхода выполнены с использованием соб-
ственного CFD кода авторов из СПбПУ “Numerical Turbulence Simulation” (NTS) [31], представ-
ляющего собой конечно-объемный код, работающий на многоблочных структурированных сет-
ках типа “Химера”.

Для численного решения уравнений Навье–Стокса для сжимаемого газа в коде используется
неявный метод расщепления разностей векторов потоков типа Роу [32]. Вязкие составляющие
потоков во всех уравнениях аппроксимируются с использованием симметричной схемы второго
порядка, а аппроксимация их невязких составляющих зависит от используемого подхода к мо-
делированию турбулентности. В частности, в рамках RANS они аппроксимируются с использо-
ванием противопоточной схемы третьего порядка точности, а в рамках DDES – с помощью ги-
бридной схемы, представляющей собой взвесь противопоточной схемы третьего порядка и сим-
метричной схемы четвертого порядка [33].

Для интегрирования уравнений по времени в коде используется неявная трехслойная схема
второго порядка точности c внутренними итерациями по псевдовремени. На каждой итерации
система линейных алгебраических уравнений решается с использованием релаксации Гаусса-
Зейделя по плоскостям.

Расчеты проводились для натурных условий полета РКН и для условий испытаний модели
при различных фиксированных значениях числа Маха (в диапазоне от 0.8 до 1.5) и относитель-
ного расстояния dХ/D между ВА и ДО (от 0.5 до 2.5). Временной интервал, в течение которого
производилось накопление данных по колебаниям газодинамических параметров на квазиста-
ционарных режимах обтекания натурных ВА и ДО для последующей статистической обработки,
составлял около 1.12 с.

Некоторые результаты численных расчетов приведены в разделе 3.
Детальные описания алгоритмов и методик численного моделирования, а также результаты

численных исследований представлены в [2].

3. АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

В экспериментальных исследованиях автоколебательные процессы выявлены на режимах по
числу Маха (в диапазоне от 0.8 до 1.2) и относительному расстоянию dХ/D между ВА и ДО (от 0.5
до 1.5). При этом на ряде частот в спектрах измеренных пульсаций давления выделяются интен-
сивные узкополосные составляющие. Практически на всех этих частотах значения функции ко-
герентности пульсаций давления в точках П1 и П2 превышали 0.3 (см. рис. 3).

Для выявления природы вышеуказанных узкополосных составляющих, характеризующих ав-
токолебательные процессы в зазоре между ВА и ДО, проведен анализ полученных в численных
исследованиях полей различных параметров течения в зазоре между моделями ВА и ДО. По-
скольку природа и механизмы автоколебательных процессов идентичны для всех режимов, на
которых они проявляются, то детальный анализ выполнен только для режима М = 0.9 и dX/D =
= 0.5, на котором возникают наиболее интенсивные автоколебания пульсаций давления в зазоре
между днищем ВА и лобовым экраном ДО.

На рис. 4 представлено поле осредненного числа Маха, полученное на первом (RANS) этапе
расчета (здесь: L0 = (1/70) м). Видно, что пограничный слой, оторвавшийся с угловой кромки
ВА, примыкает к лобовой поверхности ДО. То есть, течение между ВА и ДО относится к так на-
зываемому открытому типу [25]. Скорость течения за угловой кромкой ВА над границей слоя
смешения является сверхзвуковой и лишь в области примыкания под воздействием располагаю-
щегося здесь замыкающего скачка уплотнения (1) опять становится дозвуковой. Таким образом,
при рассматриваемых условиях реализуется заключительная стадия трансзвуковой перестройки
течения [24].

Анализ механизмов автоколебательных процессов в зазоре между моделями ВА и ДО выпол-
нен с использованием кадров цифровых мультфильмов с мгновенными значениями полей раз-
личных параметров течения в зазоре, полученных с шагом относительного времени t = 0.1 (что
для расчетов модели соответствует шагу по времени t ~ 5 микросекунд). В статье такие кадры
приведены для режима М = 0.9, dX/D = 0.5.
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Рис. 4. Поле осредненного числа Маха, полученное в численных исследованиях при использовании уравнений
Рейнольдса: М∞ = 0.9, dX/D = 0.5. 1 – замыкающий скачок уплотнения.
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На рис. 5–7 представлены полученные в DDES-расчетах модели поля мгновенных значений
коэффициента давления и безразмерного модуля завихренности, соответствующие различным
моментам относительного времени рассматриваемых процессов, t (t = t/(L0/U∞)). Течение в зоне
отрыва нестационарное. В момент относительного времени t = 1.0 давление на лобовой поверх-
ности ДО начинает возрастать. Вначале это отмечается на периферийной части ДО, что обуслов-
лено началом слива массы газа из слоя смешения. Из наиболее важных особенностей течения
следует выделить (см. рис. 5): волновое возмущение 1, смещающееся от ВА к ДО; возникновение
в слое смешения первого по потоку гребня волны неустойчивости со сформировавшимся
вихрем 2; развитие вихрей в крупномасштабные вихревые структуры 3; их смещение вниз по по-
току и деформация при взаимодействии с лобовой поверхностью ДО 4. На развитие вихревых
структур оказывает влияние затекание 5 в указанные структуры массы газа из возвратного тече-
ния в зоне отрыва.

С приходом волны 1 к лобовой поверхности ДО здесь происходит дальнейшее повышение
давления и при t = 1.8 оно достигает максимального значения (см. рис. 5). Слив массы газа из
слоя смешения возрастает. Далее на периферийную часть ДО начинают набегать смещающиеся
сюда новые вихревые структуры. При этом давление на лобовой поверхности ДО снижается.
К моменту времени t = 3.2 сюда подходит вихревая структура 2, зародившаяся при t = 1.0 в пер-
вом по потоку гребне волны неустойчивости (см. рис. 7).

Рост давления на лобовой поверхности ДО при t = 1.0–1.8 приводит к генерации волновых
возмущений 6, распространяющихся к ВА (рис. 7). Под воздействием этих возмущений, в свою
очередь, повышается давление на поверхности днища ВА. Возникает отраженная волна, отме-
ченная на рис. 5 цифрой 1.

Интенсивность волновых возмущений, распространяющихся к ВА, а также отраженной вол-
ны меняется во времени в зависимости от изменения величины давления на ДО. Соответствен-
но, изменяется и скорость распространения волновых возмущений (от скорости распростране-
ния звуковых волн до скорости распространения волн сжатия). Анализ полей полученных газо-
динамических параметров течения показал, что средняя скорость распространения волновых
возмущений 6 внутри зоны отрыва близка к местной скорости звука. В соответствии с этим, рост
давления на ДО при t = 1.0–1.8 сказывается на величине давления на поверхности ВА при t =
= 2.8–3.7 (см. рис. 6, 7).

Изменение давления на ДО и ВА происходит противоположным образом: когда давление на
ДО повышается, на ВА оно снижается, и наоборот. При снижении давления на ВА слой смеше-
ния за его угловой кромкой разворачивается по направлению вглубь зоны отрыва, а при повы-
шении – выпучивается (см. рис. 6 (t = 2.3) и 7 (t = 3.7)).

Выявленные детали изменения характера течения находятся в согласии с вышеизложенными
особенностями автоколебательных процессов в кавернах. Отмеченная особенность в изменении
давления на ДО и ВА, а также распространение части отраженной волны 1 в глубине отрывного
течения (см. рис. 5) свидетельствуют о существовании в рассматриваемой области резонансного
процесса. Обращает на себя внимание определяющая роль волнового возмущения, генерируе-
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мого областью присоединения потока на ДО, для развития нестационарных процессов в рас-
сматриваемом зазоре.

На рис. 8 приводится сопоставление функций спектральной плотности мощности пульсаций
давления, полученных при испытаниях модели и при численном моделировании течения при
условиях испытаний. Видно, что спектры численных расчетов, в целом, согласуются с экспери-
ментальными данными (за исключением спектральной составляющей в окрестности частоты
2750 Гц).

На основе анализа данных численных и экспериментальных исследований разработан подход
и проведена оценка характерных частот автоколебаний различной природы в зазоре между ВА и
ДО и соответствующих им чисел Струхаля Sh = f ⋅ dX/U∞.

Если пренебречь средним значением скорости возвратного потока в зазоре между телами и
учесть установленные выше особенности распространения волновых возмущений в этой обла-
сти, то в случае возникновения акустического резонанса и, следовательно, образования стоячей
звуковой волны между ВА и ДО его частота определяется формулой: f = n ⋅ С0/(2dX), где С0 – ско-
рость звука, а n – частотный номер моды (n = 1, 2, 3…). Скорость звука С0, определяемая темпе-
ратурой заторможенного потока T0, равна 344.3 м/с. Следовательно, частота первой гармоники
резонансного процесса согласно оценкам составляет 5387 Гц, что близко к измеренной частоте
5500 Гц. Резонансную природу автоколебательного процесса на частоте 5500 Гц подтверждает

Рис. 5. Поля мгновенных значений коэффициента давления, Cp (а) и относительного модуля завихренности,
Ω*D/U∞ (б) для безразмерного момента времени t = 1.0 (слева) и t = 1.8 (справа): M∞ = 0.9, dX/D = 0.5.
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близость значения угла функции фазы на этой частоте к π (см. рис. 3). Таким образом, выявлен-
ные в экспериментах и расчетах частоты 11000, 16500, 22000 и 27500 Гц соответствуют частотам
второй, третьей, четвертой и пятой гармоники этого процесса. Обращает на себя внимание то,
что резонансные колебания имеют большую добротность (рис. 8).

Рассмотрим далее, какие из измеренных частот могут быть отнесены к автоколебательному
процессу гидродинамической природы. В этом случае частота колебаний первой моды опреде-
ляется суммой времен формирования в области смешения отрыва крупномасштабной вихревой
структуры – t1, сноса ее вниз по потоку до взаимодействия с периферийной частью лобовой по-
верхности модели ДО и последующего слива – t2 и перемещения волны давления от ДО к ВА – t3.
Частоты колебаний определяются при этом формулой: f = n/(t1 + t2 + t3).

Из анализа расчетных полей течения около модели следует, что длина слоя смешения отрыв-
ного течения составляет 0.0433 м, а расстояние от точки отрыва до места образования первого по
потоку гребня волны неустойчивости со сформировавшимся вихрем – 0.0074 м. В долях общей
протяженности слоя смешения это соответствует 0.17 (что близко к данным, полученным при
изучении каверны с открытым типом течения [11, 23]). Протяженность области деформации
вихревых структур перед ДО в среднем оказалась равной 0.0165 м.

Рис. 6. Поля мгновенных значений коэффициента давления (а) и относительного модуля завихренности (б):
M∞ = 0.9, dX/D = 0.5; t = 2.3 (слева) и t = 2.8 (справа).
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Из численных расчетов следует также, что время t1, определенное по интервалу времени меж-
ду последовательным появлением в слое смешения сформировавшихся крупномасштабных вих-
рей, составляет 0.00004 с. Определение абсолютного значения времени для условий экспери-
мента осуществляется по формуле t = t ⋅ L0/U∞.

Среднее значение параметра t2 находится с учетом не только времени смещения вихревой
структуры от места образования до ДО, но и времени, затрачиваемого на слив массы газа, т.е.
до момента наибольшего изменения величины давления на периферийной части ДО и, следова-
тельно, возрастания генерации волнового возмущения. Завершение слива в рассматриваемом
цикле автоколебательного процесса гидродинамической природы происходит при относитель-
ном времени t = 4.3. Таким образом, относительное время от возникновения вихря (2), (см. рис. 5),
до завершения слива составит 3.3, а абсолютное значение этого времени равно 0.000164 с.

Время t3 можно оценить, используя ранее принятое допущение о том, что волновые возмуще-
ния внутри зоны отрыва распространяются с местной скоростью звука, соответствующей темпе-
ратуре T0. Путь, пройденный волной от места генерации (периферийной части ДО) до точки от-
рыва (чувствительной области слоя смешения), составляет 0.0433 м. Тогда время t3 составит
0.000126 с. В итоге, суммарное время оказывается равным 0.00033 с, что соответствует частоте

Рис. 7. Поля мгновенных значений коэффициента давления (а) и относительного модуля завихренности (б):
M∞ = 0.9, dX/D = 0.5; t = 3.2 (слева) и t = 3.7 (справа).
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первой гармоники колебаний – 3030 Гц. Из экспериментальных данных близкой частотой ока-
зывается частота 2750 Гц (отличие не превосходит 10%).

Проведенная фильтрация измеренных на модели сигналов пульсаций давления и определе-
ние в различные моменты эксперимента функций спектральной плотности при осреднении в
малых временных интервалах выявили нестабильность колебаний давления на частоте 2750 Гц
(в отличие от колебаний на резонансной частоте 5500 Гц). Нестабильный характер автоколеба-
тельного процесса гидродинамической природы отмечался и ранее, например, при трансзвуко-
вой перестройке течения за задней угловой кромкой надкалиберного конусно-цилиндрического
тела [24]. Нестабильность процесса на частоте 2750 Гц в рассматриваемом случае, скорее всего,
возрастает из-за заднего расположения замыкающего скачка уплотнения (см. рис. 4), при кото-
ром колебания скачка, степень проникновения повышенного давления в отрывную зону, а сле-
довательно, устойчивость слоя смешения, могут меняться в течение эксперимента. В связи с
этим, отмеченное выше отсутствие указанной узкополосной составляющей в численных расче-
тах вполне может быть обусловлено малой (~0.02 с) протяженностью временного интервала на-
копления необходимых статистических данных для выявления узкополосной составляющей
спектров в этой области частот.

Таким образом, в условиях эксперимента частоты, характеризующие автоколебательный
процесс гидродинамической природы, с учетом гармоник, составят 2750, 5500, 8250, 11000 Гц.
Как видно, некоторые частоты совпадают с частотами резонансного процесса (только других
гармоник). Близость частоты второй гармоники автоколебательного процесса гидродинамиче-
ской природы к частоте первой гармоники резонансного процесса свидетельствует о том, что ре-
зонансный процесс оказывает влияние на возникновение и поддержку автоколебательного про-
цесса гидродинамической природы через цикл своих колебаний. Это влияние осуществляется
через выпучивание слоя смешения у угловой кромки ВА под воздействием волновых возмуще-
ний, интенсивность которых возрастает в результате взаимодействия с ДО волны 1, участвующей
в резонансном процессе. Действительно, положение вихря 2 во втором цикле колебаний в мо-
мент t = 3.7 свидетельствует о том, что в конце автоколебательного процесса гидродинамической
природы происходит интенсивный рост давления, близкий к тому, что отмечался при t = 1.8.

Проведем, наконец, оценку частоты первой гармоники, соответствующей автоколебательно-
му процессу расходно-волновой природы. Предположим, что расходно-волновой процесс опре-
деляется волновыми возмущениями, генерируемыми периферийной частью ДО в начале слива,
то есть в момент прихода вихря 2 к ДО (в момент t = 3.2). В этом случае частота колебаний первой
моды определяется суммой времен распространения волнового возмущения от периферийной
части ДО до точки отрыва пограничного слоя на ВА – t3, перемещения отраженной волны дав-

Рис. 8. Сравнение функций спектральной плотности мощности пульсаций давления на днище ВА (r/D ~ 0.33),
полученных при испытаниях и численных расчетах модели: M∞ = 0.9, dX/D = 0.5; 1 – расчет (выборка 3.55 ×
× 104), 2 – испытание (выборка 1.02 × 106).
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ления от точки отрыва на ВА до места образования вихря 2 – t4 и времени смещения вихря 2 до
ДО – t5. Частоты колебаний определяются формулой: f = n/(t3 + t4 + t5). Время t3 найдено ранее.
Значение времени t4 оценивается, исходя из того, что волновое возмущение распространяется
здесь с местной скоростью звука: t4 = 0.0000215 с. Время t5 находится по расчетным данным как
время между моментом t = 1.0 (возникновение вихря 2) и t = 3.2 (приход вихря 2 к ДО). Тогда
Δt = 2.2 и t5 = Δt ⋅ (L0/U∞) = 0.000109 с. В итоге суммарное время оказывается равным 0.000257 с,
что соответствует частоте первой гармоники колебаний – 3899 Гц. Из экспериментальных дан-
ных близкой частотой оказывается частота 4400 Гц (отличие не превосходит 13%).

Таким образом, к частотам автоколебательного процесса расходно-волновой природы из экс-
периментальных данных следует отнести 4400, 8250 и 11000 Гц. Некоторые частоты узкополос-
ных составляющих совпадают с частотами других процессов (только других гармоник). Обраща-
ет на себя внимание низкий уровень узкополосного спектра на частоте первой гармоники этого
процесса, что подтверждает косвенным образом слабое волновое возмущение, генерируемое пе-
риферийной частью ДО в момент прихода вихря 2 к ДО.

Частоты автоколебательных процессов, выявленных при экспериментальных и численных
исследованиях, и оценки этих частот, проведенных на основе анализа природы и механизмов ав-
токолебательных процессов, приведены в табл. 1.

Видно, что числа Струхаля, Sh = f ⋅ dX/U∞, соответствующие характерным частотам автоколе-
бательных процессов, полученным в экспериментах и в численных расчетах, в целом, согласу-
ются между собой. Результаты оценочных расчетов по предложенному подходу также вполне
удовлетворительны. Приведенные оценки основаны на выявленных в численных исследованиях
особенностях течения, что, безусловно, повысило их надежность, но, главное, позволило уточ-
нить механизм взаимодействия автоколебательных процессов различной природы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

 В настоящей работе анализ нестационарных процессов, возникающих в зазоре между двумя
телами с тандемным расположением проведен на основе данных, полученных непосредственно
из проведенных численных расчетов. Подтверждено, что место образования крупномасштабной
вихревой структуры находится в слое смешения ниже по потоку от угловой кромки впереди
расположенного тела, участие в формировании этой структуры возвратного течения в зоне
отрыва. 

В численных расчетах удалось визуализировать не только перемещение вихревых структур, но
и волновых возмущений внутри зоны отрыва.

Благодаря использованию комплексного численно-экспериментального подхода показано,
что автоколебания резонансной природы являются наиболее стабильными и могут служить
механизмом для запуска нестабильных автоколебательных процессов гидродинамической и
расходно-волновой природы.

Таблица 1. Численные и экспериментальные данные по частотам автоколебаний, возникающих в зазоре
между ВА и ДО при M∞ = 0.9, dX/D = 0.5. Оценки соответствующих чисел Струхаля

* – частоты, соответствующие максимальным уровням в узкополосных спектрах.

По расчетным данным [2] для натуры, f, Гц/Sh
74.5 
0.51

86.3* 
0.6

148 
1.02

175.7 
1.21

214 
1.48

266.4 
1.84

По экспериментальным данным [1] для модели 
(масштаб М1 : 70), f, Гц/Sh

2750 
0.31

4400 
0.49

5500* 
0.61

8250 
0.92

11000 
1.22

13750 
1.53

16500 
1.83

Оценки по подходу настоящей работы для модели:
– автоколебания гидродинамической природы, 
Sh / (№ гармоники)

0.34 
(1)

0.67 
(2)

1.01 
(3)

1.34 
(4)

– автоколебания расходно-волновой природы, 
Sh/(№ гармоники)

0.43 
(1)

0.87 
(2)

1.3 
(3)

– автоколебания резонансной природы, 
Sh/(№ гармоники)

0.6 
(1)

1.19 
(2)

1.78 
(3)
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Анализ результатов расчетных и экспериментальных исследований автоколебаний на режи-
мах по числам Маха (в диапазоне от 0.8 до 1.2) и по относительным расстояниям разделения dX/D
(от 0.5 до 1.5) показал, что приведенные в табл. 1 оценки чисел Струхаля применимы на выше-
указанных режимах. При этом погрешность оценок не превысит 13%. На различных рассмотрен-
ных режимах могут проявиться как все вышеописанные, так и отдельные механизмы автоколе-
бательных процессов.

Полученные числа Струхаля могут использоваться для оценок характеристик автоколеба-
тельных процессов и для других аналогичных конфигураций тандемно расположенных объектов
на трансзвуковых режимах турбулентного обтекания.
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Представлены результаты исследования начальной стадии расширения бесстолкновитель-
ной плазмы с током в плоский вакуумный промежуток на базе кинетических уравнений для
электронов и ионов и уравнения Пуассона для электрического поля. Теоретически смодели-
рована самосогласованная динамика двухкомпонентной плазмы и электрического поля, по-
дробно описан фундаментальный механизм установления сверхтепловых скоростей заря-
женных частиц и рассчитаны параметры анодонаправленных потоков положительных ионов
в плазме катодного факела. Наблюдаемые в вакуумных дугах скорости расширения плазмы
катодного факела на уровне (1–5) × 106 см/с могут быть объяснены в рамках предложенного
бесстолкновительного механизма.

Ключевые слова: вычислительная физическая кинетика, вакуумный пробой, аномальное
ускорение ионов
DOI: 10.31857/S1024708423600446, EDN: VAMYHA

Расширение плазмы катодного факела в вакуумный промежуток является предметом многих
экспериментальных и теоретических исследований в связи с широким применением данного яв-
ления [1]. Оно представляет собой неотъемлемую часть вакуумного пробоя как первой стадии
разряда в вакууме [2]. Эксперименты убедительно показывают, что характерные величины ско-
ростей разлета прикатодной плазмы и переноса ионов от катода к аноду в вакуумном разряде су-
щественно превосходят тепловые значения скоростей компонентов плазмы. Типичные значе-
ния скоростей объемного разлета плазмы находятся в диапазоне 1–5 × 106 см/с [3], что соответ-
ствует кинетической энергии ионов вещества катода на уровне десятков и сотен эВ. Потоки
ионов с такими энергиями реально наблюдаются в вакуумных дугах, чему свидетельствует об-
ширная экспериментальная база вакуумной и плазменной эмиссионной электроники [2].
Поскольку кинетическая энергия ионов (>100 эВ) может в несколько раз превышать рабочее
напряжение вакуумного дугового разряда (<80 В), то о таких ионах говорят как об ионах с
“аномально высокими” энергиями. В вакуумных дугах ионы переносят на анод 8–12% пол-
ного заряда, протекающего через промежуток [4]. Имеется большое количество гипотез, на-
правленных на объяснение феномена “аномального” токопереноса ионов как на стадии про-
боя, так и в последующих стадиях вакуумного разряда. Все гипотезы условно можно разде-
лить на три группы – эксплозивные, столкновительные и электродинамические [5], но они
все в той или иной мере отводят ключевую роль столкновительным процессам. Большинство
работ, в которых высказываются точки зрения в пользу той или иной гипотезы, основывает-
ся на моделировании плазмы в приближения жидкостного континуума (МГД), либо в терми-
нах “крупных частиц” (PIC).

Использование жидкостного (МГД) приближения для описания движения плазмы вакуумно-
го разряда, на наш взгляд, обусловлено скорее историческими, чем физическими причинами.
Даже предварительный анализ показывает, что длины свободного пробега плазменных частиц во
много раз превышают характерные размеры вакуумного диода. Так, при средних концентрациях
объемной плазмы на уровне n0 = 1020 м–3 длины свободного пробега частиц λ = (σn0)–1 имеют по-
рядок 10 см (при характерных сечениях столкновений σ = 10–19 м2), что обычно превышает длину

УДК 533.9
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вакуумного промежутка, не говоря уже о длине его прикатодных слоев. Последние имеют поря-

док дебаевской длины  (здесь и ниже q = 1.6 × 10–19 Кл – элементарный заряд,
ε0 = 8.85 × 10–12 Ф/м – электрическая постоянная), которая при тепловых энергиях частиц
W = 2–5 эВ имеет микрометровые масштабы. Поэтому уравнения жидкостной модели плазмы,
описывающие эволюцию первых моментов статистических распределения (концентрацию,
эйлерову скорость, среднюю энергию), не позволяют, в принципе, выявить проявление эффек-
тов, обусловленных сильной неравновесностью статистических ансамблей заряженных частиц.

В данной работе развит подход, основанный на фундаментальной физической кинетике двух-
компонентной бесстолкновительной плазмы с минимальным набором начальных предположе-
ний о поведении катодной плазмы. На основании представленной кинетической теории выяв-
лены принципиальные особенности процесса разлета плазмы, формирования спектров электро-
нов и ионов, а также механизм биполярного токопереноса в бесстолкновительной плазме на
начальной стадии ее расширения в условиях приложенного к диоду напряжения.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Рассмотрим планарный вакуумный диод в одномерной геометрии. Будем считать, что меж-
электродное расстояние равно D, внешняя электрическая цепь отсутствует, а напряжение с ам-
плитудой U0 подается на анод (x = D) с коротким фронтом (~0.1 нс). Эмиттер заряженных частиц
на катоде моделируется поддержанием постоянного значения концентрации квазинейтральной
плазмы n0 в катодном сечении (координата x = 0). Специально упрощая задачу, полагаем, что ка-
тодная плазма состоит только из электронов и однозарядных ионов ne0 = ni0 = n0. Заметим, что
такое упрощение актуально для катодов, например, из лития, углерода, сурьмы и некоторых дру-
гих материалов, которые генерируют почти полностью однозарядный ионный состав плазмы ва-
куумной дуги [6].

Основываясь на фундаментальных принципах физической кинетики, динамика плазмы бу-
дет описываться замкнутой системой уравнений Власова–Пуассона [7], которые в одномерной
постановке имеют следующий вид

(1.1)

Здесь fe(x, px, t) и fi(x, px, t) – нестационарные функции распределения электронов (ФРЭ) и
ионов (ФРИ) соответственно, определенные в одномерном фазовом пространстве (координата x
и импульс px), Ex(x, t) и ϕ(x, t) – распределения напряженности электрического поля и электро-
статического потенциала, me и mi – массы электрона и иона, соответственно, t – текущее время.

Уравнение Пуассона в (1.1) содержит концентрации частиц как нулевые моменты функций
распределения

Математическая модель представляет собой сравнительно простую для анализа систему
уравнений, которая в то же время позволяет описывать с позиций физической кинетики до-
статочно сложную совокупность физических процессов в одномерной системе электронного
и ионного ансамблей, взаимодействующих друг с другом исключительно посредством само-
согласованного электрического поля. Простота системы (1.1), в частности, позволяет полу-
чить точное аналитическое выражение для решения уравнения Пуассона, записанного в яв-
ном виде через квадратурные формулы [8]
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(1.3)

где приняты граничные условия типа Дирихле: , . Как будет показано
ниже, пренебрежение влиянием электрической цепи не является препятствием для описания
начальной стадии развития пробоя.

Для получения численного решения уравнений Власова (1.1) в задаче о разлете плазмы были
использованы нулевые начальные  и стационарные граничные условия
на катодной плоскости в виде распределений Максвелла по импульсам для каждой компоненты
катодной плазмы

(1.4)

где We и Wi – термодинамические температуры электронов и ионов соответственно. Как будет
видно ниже, граничные условия (1.4) создают высокий градиент концентрации плазмы на левой
границе расчетной области, что в условиях физического эксперимента имеет место при взрыво-
эмиссионном механизме генерации катодной плазмы.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Для получения численного решения уравнений Власова (1.1) использовалась обратная полу-
лагранжевая схема Ченга-Кнорра, реализующая кубическую сплайновую интерполяцию реше-
ния уравнений сдвига, получаемых предварительным операторным разложением Странга ис-
ходных уравнений Власова (аналогичная [8]). В качестве альтернативных методов для верифика-
ции результатов нами также использовалась схема SL-WENO пятого порядка точности [9] и
операторные методы разложения, реализующие более высокие порядки точности решения по
временной переменной [10], однако, кубические сплайны оказались наилучшим выбором с точ-
ки зрения соотношения времени работы алгоритма и получаемой точности решения. Дополни-
тельно расчеты начальной фазы процесса пробоя проверялись методом PIC в одномерной про-
странственной электростатической реализации. Сравнение не выявило противоречий в резуль-
татах, полученных всеми используемыми нами методами.

Ниже, в качестве типичной иллюстрации приводятся основные результаты численного моде-
лирования начальной стадии вакуумного пробоя в рамках предложенной модели (1.1)–(1.4) для
следующих параметров планарного вакуумного диода: D = 1 см, U0 = 2 кВ (длительность фронта
нарастания напряжения до амплитудного значения был равен 0.1 нс), We = 5 эВ, Wi = 1 эВ. В ка-
честве материала катода был выбран углерод (mi = 12 а.е.м.), для которого характерен именно
двухкомпонентный состав плазмы из электронов и однозарядных ионов углерода C+ [6]. Мо-
делирование проводилось для конечной, но достаточно высокой эмиссионной способности
плазмы в катодном сечении. В приведенном ниже расчете при плотности катодной плазмы
n0 = 1021 м–3 тепловой ток электронной эмиссии  мА/см2 на не-

сколько порядков превышал ток Чайлда-Ленгмюра  мА/см2

вакуумного диода.
На рис. 1 показана временная динамика ФРЭ/ФРИ, а также приведены пространственные

распределения электрического потенциала (1.3) и локальных средних кинетических энергий
ионов в промежутке, вычисленных по формуле

(2.1)
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Начиная с 3 нс c момента подачи анодного напряжения, в вакуумном диоде устанавливается
квазистационарный режим протекания электронного тока (см. фазовый портрет ФРЭ на рис. 1),
в результате которого электроны ускоряются до энергий, равных значению анодного напряже-
ния (умноженного на заряд электрона).

Рис. 1. Графики плотности ФРЭ (столбец А), ФРИ (столбец Б) и пространственные распределения электриче-
ского потенциала (кривая 1, столбец В) и средней энергии ионов (кривая 2), в моменты времени t = 10, 25, 40 и
55 нс. Штриховая линия 3 указывает мгновенное положение минимума потенциала и его глубину.

2.5
(a) (б) (в)

�,
 к

эВ

10 нс

fe fi

2.0

1.5

0.5

0

1.0 �,
 к

эВ

�,
 к

эВ

�(x)�
�(x)

1

2

3

2.0

1.5

�53 B

0.5

0
0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0

1.0

�,
 к

эВ

1.0

0.6

0.8

0.2

0

0.4

2.5

�,
 к

эВ

25 нс

fe fi

2.0

1.5

0.5

0

1.0 �,
 к

эВ

�,
 к

эВ

�(x)�
�(x)

1

2

3

2.0

1.5

�53 B

0.5

0
0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0

1.0

1.0
�,

 к
эВ

0.6

0.8

0.2

0

0.4

2.5

�,
 к

эВ

40 нс

fe fi

2.0

1.5

0.5

0

1.0 �,
 к

эВ

�,
 к

эВ

�(x)�
�(x)

1

2

3

2.0

1.5

�51 B

0.5

0
0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0

1.0

1.0

�,
 к

эВ

0.6

0.8

0.2

0

0.4

2.5

�,
 к

эВ

55 нс

fe fi

2.0

1.5

0.5

0
0 0.2 0.4 0.6

x, см
0.8 1.0 0 0.2 0.4 0.6

x, см
0.8 1.0 0 0.2 0.4 0.6

x, см
0.8 1.0

1.0 �,
 к

эВ

�,
 к

эВ

�(x)�
�(x)

1

2

3

2.0

1.5

�49 B

0.5

0
0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0

1.0

1.0

�,
 к

эВ

0.6

0.8

0.2

0

0.4

�
�

�
�



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 6  2023

КИНЕТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ РАСШИРЕНИЯ 187

Сразу после установления электронного тока начинается движение ионов в сторону анода.
Данному процессу на начальном этапе способствует специфическое распределение электриче-
ского потенциала в окрестности катода (рис. 1). Распределение представляет собой ступенчатый
спад потенциала от нуля у катода до значений порядка –25 В в малой окрестности катода, име-
ющей характерные размеры длины Дебая. Этот резкий спад сохраняется на протяжении всего
времени протекания процесса. Существование данной области объясняется тем, что электроны,
как более легкие частицы плазмы, быстро смещаются относительно малоподвижных ионов, со-
здавая на периферической части прикатодной плазмы избыточный отрицательный объемный
заряд. Для верификации данного наблюдения было проведено исследование сеточной сходимо-
сти численного решения в зависимости от точности разбиения пространственной области

, а именно для квазиравномерной сетки со сгущением вблизи границ расчетной области
[11] общее число узлов варьировалось от 1000 до 5000.

Отрицательный скачок потенциала в окрестности катода создает необходимые и достаточные
условия для начала движения ионов к аноду. Движение плазмы сопровождается экстракцией
электронов сильным электрическим полем с эмиссионной кромки катодного факела и их непре-
рывным переносом на анод. Отбор электронов из плазмы вызывает согласованное продвижение
области минимума отрицательного электрического потенциала к аноду и дальнейшее ускорение
ионной компоненты на спадающем участке профиля потенциала в зазоре. Положение виртуаль-
ного катода (сечение локального минимума потенциала) на рис. 1 обозначено пунктирной лини-
ей 1. Глубина виртуального катода составляет примерно –50 В. Вариация приложенного напря-
жения в пределах 0.5–5.0 кВ показала, что это значение не зависит от напряжения, а определя-
ется только концентрацией плазмы на катоде.

Кинетика частиц и поля расширяющейся в плоский промежуток катодной плазмы, которая
показана на рис. 1 и 2, представляет далеко не очевидный процесс. Начнем анализ с графических
данных, показанных в столбце B рис. 1, где представлены пространственные профили локально-
го значения средней энергии ионов в потоке (формула (2.1)) на фоне распределения электриче-
ского потенциала и на рис. 2, где приведены пространственные профили концентраций электро-
нов и ионов в четыре равноотстоящих момента времени.

Сразу заметен нетривиальный характер графика кинетической энергии ионов: в каждый мо-
мент времени он резко снижается до нуля в некотором сечении, которое будем условно называть
“сечением срыва”. Из сравнения рис. 1 и 2 видно, что в этом сечении концентрация ионов падает
практически до нуля, поэтому в “сечении срыва” не удается корректно посчитать среднюю энер-

[ ]∈ 0,x D

Рис. 2. Пространственно-временная картина изменения электронной (кривые 1) и ионной (кривые 2) концен-
трации в логарифмическом масштабе в моменты времени t = 10, 25, 40 и 55 нс.
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гию по формуле (2.1) из-за обращения знаменателя в нуль. Но вплоть до этого сечения энергия
ионов остается довольно высокой.

Квазинейтральность в расширяющейся плазме реализуется на фоне электронного и ионного
анодонаправленных потоков. На рис. 2 видно, что координата, где начинает нарушаться ней-
тральность, лежит заметно ближе к катоду, чем сечение срыва энергии. Это сечение, где начина-
ют расходиться графики концентраций электронов и ионов, может быть ассоциировано с поня-
тием эмиссионной границы плазмы (или эмиссионной кромки). Интересно, что наличие и дви-
жение эмиссионной кромки квазинейтральной плазмы никак не отражаются на графике
электрического потенциала и фазовом портрете электронного ансамбля. В приведенном на
рис. 2 расчете средняя скорость продвижения эмиссионной кромки (границы квазинейтральной
плазмы) составила 3 мм/45 нс ~7 × 106 см/с. Эта скорость отвечает кинетической энергии ионов
углерода ~300 эВ.

Также видно, что средняя кинетическая энергия ионов непосредственно перед “сечением
срыва” может быть как выше (в моменты 10 и 25 нс), так и ниже (в момент 55 нс) локального по-
тенциала в этом сечении. В последнем случае нет никакого противоречия в том, как ионы с
меньшей энергией попали в область высокого потенциального барьера? Ионный ансамбль име-
ет широкий разброс по энергиям, и средняя энергия ансамбля может быть ниже локального по-
тенциала, но ионы из высокоэнергетичного хвоста распределения (он не виден на фазовом порт-
рете ионов в силу его экспоненциально малой концентрации) все равно доходят до этой точки.
Этот эффект четко виден в кинетическом расчете, но не может быть замечен, если бы мы исполь-
зовали жидкостное описание плазмы.

На фазовых портретах для ионов (столбец Б на рис. 1) показан только основной массив ион-
ного ансамбля, правая граница которого при 40 и 55 нс уже реагирует на тормозящее ионы элек-
трическое поле (формируется нисходящий язык справа от точки минимума потенциала). Видно,
что локальные распределения ионов по энергиям в потоке очень широкие (от 100 до 150 эВ). Этот
же эффект разогрева (правда, не столь большого, разброс в пределах всего 10–15 эВ) заметен на
фазовых портретах электронного ансамбля (столбец А на рис. 1) в области квазинейтральной
плазмы. При этом электронный пучок справа от эмиссионной кромки остается практически мо-
ноэнергетичным. Возникает естественный вопрос о механизме столь сильного разогрева ионно-
го ансамбля.

3. МЕХАНИЗМ ФОРМИРОВАНИЯ ВЫСОКИХ СКОРОСТЕЙ ИОНОВ

Наиболее важным аспектом предложенной теории является тот факт, что движение плазмы
приводит к расширению распределения энергетического спектра ионов вплоть до энергий
300 эВ (столбец Б рис. 1) несмотря на то, что потенциальная яма имеет глубину, не превышаю-
щую –50 В (см. столбец В рис. 1). Такая ситуация возникает из-за того, что ансамбль ионов дви-
жется почти синхронно с границей области высокой напряженности поля, отчего ионы непре-
рывно находятся под действием большой ускоряющей силы. Синхронное движение этих взаи-
модействующих агентов может приводить к генерации ионов с так называемыми “аномально
высокими” (по отношению к мгновенному значению минимума потенциала виртуального като-
да) энергиями. Аналогичное появление “аномально высоких энергий” характерно, например,
для убегающих электронов в области усиленного поля вида бегущей волны, которое имеет место
в газовых разрядах высокого давления [12, 13]. В данном случае суть механизма ускорения при-
мерно та же – непрерывное воздействие ускоряющей электрической (электродинамической)
силы, только у нас ускоряются не электроны, а ионы. Указанный результат является ключевым,
так как предлагает принципиально новый механизм генерации ионов, движущихся к аноду ва-
куумного диода с высокой скоростью.

Для лучшего понимания действия электрического поля вида “бегущей волны” (аналогия [12])
рассмотрим модельную задачу о движении положительно заряженной частицы в поле с нестаци-
онарной потенциальной функцией U(x, t). Положительно заряженная частица (масса m, заряд q)
стартует с нулевой скорости из начала координат и ускоряется под действием однородного элек-
трического поля E = U0/d в области, правая граница d которой перемещается вправо с постоян-
ной скоростью u (рис. 3). Для ясности результата глубина спада U0 принимается неизменной. Ка-
кую скорость наберет частица к моменту, когда она догонит правую границу области, занятой
полем?
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Ускорение частицы в поле такой конфигурации описывается уравнением движения, интегри-
рование которого не представляет больших трудностей

(3.1)

Частица догонит правую границу области ненулевого поля в момент t*, когда выполнится
следующее равенство

(3.2)

Причем к этому моменту времени скорость частицы будет равна

(3.3)

По условию задачи скорость u может быть любой, в том числе и такой, что , сле-
довательно, заряженная частица в поле переменной потенциальной функции типа “яма”, име-
ющей монотонный уклон к стационарному значению, может приобрести скорости, которые
многократно больше значения, соответствующего глубине потенциальной ямы.

Приведенные выводы отчасти согласуются с концепцией, полученной в рамках приближен-
но-аналитической модели “глубокой потенциальной ямы” [14] в той части, где показывается
принципиальная возможность образования нестационарной области пониженного электриче-
ского потенциала у катода. Однако в исследуемых режимах глубина области “виртуального ка-
тода” существенно меньше амплитудного значения анодного потенциала. Причина такого рас-
хождения заключается в том, что в [14] авторы использовали слишком сильные упрощения
(жидкостное описание, полубесконечную геометрию прикатодной области диода и пр.), кото-
рые нарушают внутреннюю согласованность модели (см. [2], замечания о проблеме Г.А. Месяца
в гл. 9). Таких упрощений лишено предложенное здесь кинетическое описание.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Приведено моделирование процесса расширения плазмы катодного факела в планарном ва-

куумном диоде с непрерывной эмиссией плазмы с поверхности катода. Предложенная теория
заслуживает особого внимание ввиду того, что, по сути дела, является “минимальной” трактов-
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Рис. 3. Схематическое изображение движения положительно заряженной частицы в потенциальной яме, пере-
мещающейся с постоянной скоростью.
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кой процесса формирования пробоя в вакууме в терминах физической кинетики. С методологи-
ческих позиций “минимальность” модели позволяет исключить ряд второстепенных факторов,
номинальное влияние которых на процесс аномального ускорения (транспорта) ионов малозна-
чительно.

В данной теории намеренно исключено влияние всех столкновительных взаимодействий для
того, чтобы изучить вопрос: может ли происходить расширение разреженной плазмы только под
действием электрических сил, создаваемых локальным перераспределением электрического по-
ля? Дополнительным аргументом для обоснования применимости “бесстолкновительной тео-
рии” является тот факт, что изначально высокая (граничная) концентрация катодной плазмы
существенно (на несколько порядков) снижается вблизи ее эмиссионной границы. Таким обра-
зом, в вакуумном промежутке вклады электрон-ионных и ион-ионных рассеивающих кулонов-
ских столкновений действительно оказываются пренебрежимо малыми.

Результаты данной работы можно сформулировать в виде следующих положений.
1. В рамках кинетической теории показано, что ускорение ионов к аноду из области катодной

эмиссии, приводящее к расширению плазмы катодного факела, имеет сугубо электродинамиче-
скую природу, не связанную ни со спецификой геометрической неоднородности промежутка,
ни с влиянием упругих рассеивающих электрон-ионных и ион-ионных столкновений.

2. В основе электродинамического механизма расширения катодной плазмы лежит фунда-
ментальная тенденция нарушения квазинейтральности на границах плотного плазменного об-
разования, в результате чего периферические области приобретают отрицательный объемный
заряд, который формирует вблизи катода область отрицательного потенциала (виртуального ка-
тода).

3. Благодаря возникновению области пониженного электрического потенциала, происходит
ускорение ионов в зазоре между физическим и виртуальным катодами с последующим заполне-
нием этой области квазинейтральной катодной плазмой.

4. Приложение внешнего электрического поля, с одной стороны, приводит к транспорту
электронов к аноду, а с другой стороны, перемещает в сторону анода виртуальный катод, что, в
свою очередь, ведет к дальнейшему продвижению катодного факела. (Мы в этой работе наме-
ренно не обсуждаем прибытие плазмы на анод, так как эта стадия может иметь множество сце-
нариев, обусловленных вариациями электрической цепи питания разряда, что значительно сни-
зило бы общность излагаемого физического механизма).

5. Нестационарность поля в прикатодной плазме приводит к заметному разогреву ансамбля
электронов и неравновесности ФРЭ в области локализации виртуального катода.

6. Примечательно, что наличие потока электронов относительно медленных ионов в расши-
ряющейся плазме не приводит в наших расчетах к развитию двухпотоковых плазменных не-
устойчивостей, например, типа неустойчивости Бунемана [15]. Это может быть объяснено ши-
роким энергетическим спектром ионного и электронного ансамблей в нашем расчете, а неустой-
чивость Бунемана была теоретически описана в [15] в рамках МГД модели холодной плазмы
(с нулевыми температурами частиц).

Расчетная бесстолкновительная кинетика разлета электронно-ионной плазмы демонстриру-
ет реалистичные тенденции поведения, характеризуемые значениями скорости плазменного фа-
кела и корректным энергетическим спектром ионов. Это означает, что принципы физической
кинетики позволяют дать наиболее минималистичное теоретическое объяснение наблюдаемого
эффекта в вакуумном разряде. Тем не менее авторы не исключают некоторого влияния на пара-
метры потока ионов и других механизмов, с которыми связывают явление аномального ускоре-
ния ионов. В частности, такими как возникновение “горба потенциала” или столкновительны-
ми эффектами типа “электронного ветра” и градиента давления в струях неидеальной плазмы
взрывоэмиссионного центра.

Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства науки и высшего обра-
зования Российской Федерации по темам № FWRM-2021-0007, FWRM-2021-0014.
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Предложена модель для численного исследования излучения за фронтом сильной ударной
волны в газовой смеси CO2–N2. Модель основана на методе прямого статистического моде-
лирования Монте-Карло и учитывает физико-химические свойства атомов и молекул, посту-
пательно-вращательный и поступательно-колебательный обмен энергией, кинетику химиче-
ских реакций, возбуждение электронных уровней атомов и молекул, а также процессы пере-
носа радиационной энергии. Проведена серия расчетов спектральных характеристик ударно
нагретой смеси. Полученные результаты сравниваются с имеющимися экспериментальными
данными.

Ключевые слова: ударные волны, излучение, смесь CO2–N2, метод прямого статистического
моделирования Монте-Карло, спектральные характеристики
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Обеспечение надежной тепловой защиты перспективных космических аппаратов (десантных
модулей), входящих в атмосферу Земли и других планет Солнечной системы с супер-орбиталь-
ными скоростями, зависит от правильной оценки конвективных и радиационных тепловых на-
грузок на их поверхность [1]. Это, в частности, относится к атмосферам Марса и Венеры, кото-
рые состоят из CO2 и небольшой примеси N2 [2, 3], а также к спутнику Сатурна Титану, облада-
ющего плотной атмосферой, состоящей преимущественно из CO2 с небольшой примесью
углеводородов. При этом, как показывают результаты численного моделирования, радиацион-
ная составляющая теплового потока на отдельных участках траектории движения космического
аппарата в атмосфере может превышать конвективную составляющую [4].

Основным источником информации по излучению ударно нагретых газовых смесей, содер-
жащих CO2, являются результаты обработки экспериментальных данных, полученных на удар-
ных трубах [5]. Эта информация используется как для оценки тепловых потоков к поверхности
космического аппарата, так и для тестирования различного рода физико-математических моде-
лей, способных предсказать поведение высокотемпературной газовой среды за фронтом ото-
шедшей ударной волны. Эксперименты по измерению радиационных характеристик смеси
CO2–N2 за фронтом сильной ударной волны проводились на различного типа ударных установ-
ках. К ним относятся электро-разрядные установки EAST (Исследовательский центр NASA
Ames) [6–13] и ADST (ЦАГИ) [14], поршневая ударная труба HVST (JAXA, Японское агентство
космических исследований) [15], а также детонационные ударные трубы, эксплуатируемые в
МИФИ [16] и Институте механики МГУ [17, 18].

Методы численного моделирования позволяют получить информацию по тем параметрам те-
чения, которые трудно поддаются измерению. Основы расчета спектральных характеристик
ударно нагретого газа заложены в пионерских работах отечественных и зарубежных авторов [19–
28]. При моделировании излучения обычно используются спектральные [29–32] и столкнови-
тельно-радиационные (CR) [33–37] модели. Среди спектральных моделей наибольшей популяр-
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ностью пользуется вычислительная процедура NEQAIR [29], которая выполняет полинейный
(line-by-line) расчет спектров излучения и поглощения атомов и молекул, входящих в состав ис-
следуемой газовой смеси. Данная модель часто используется в качестве радиационного блока в
компьютерных программах, описывающих газодинамику течения [38, 39]. Более сложные CR
модели включают кинетический блок, который содержит уравнения для определения газодина-
мических параметров газа за ударной волной, а также систему кинетических уравнений, позво-
ляющих вычислять состав химически реагирующей смеси и заселенность возбужденных уровней
атомов и молекул [34]. Результаты расчета кинетического блока являются исходной информаци-
ей для определения спектральных и энергетических характеристик излучения.

Метод прямого статистического моделирования Монте-Карло (DSMC, direct simulation Mon-
te Carlo), разработанный Бёрдом [40], является кинетическим подходом к моделированию тече-
ния разреженных газов. Он основан на построении процесса, который имитирует движение ча-
стиц газа, а также их столкновения между собой с химическими реакциями, возбуждением внут-
ренних степеней свободы и излучением фотонов [41]. Ранее с помощью DSMC метода проведено
моделирование различных кинетических процессов в ударно нагретом воздухе, включая враща-
тельно-поступательный энергообмен [42], кинетику химических реакций [43, 44] и перенос ра-
диационной энергии [45, 46]. В настоящей работе DSMC процедура применена для расчета спек-
тральных характеристик высокотемпературной смеси CO2–N2, моделирующей атмосферу Мар-
са и Венеры. В предлагаемом алгоритме процессы столкновения молекул и излучения фотонов
проводятся одновременно: фотоны рождаются непосредственно при переходах возбужденных
молекул на низколежащие уровни. При этом газ теряет часть энергии на излучение, что модели-
рует влияние излучения на течение газа.

1. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ

В методе DSMC большое количество реальных частиц газа (молекул, атомов, ионов и фото-
нов) заменяется гораздо меньшим набором модельных частиц. Эти модельные частицы движут-
ся в физическом пространстве, сталкиваются с другими частицами и с твердыми границами об-
ласти течения аналогично элементарным процессам, протекающим в реальной газовой динами-
ке [41]. Столкновения частиц моделируются как мгновенный случайный переход системы из
одного состояния в другое, что отличает метод DSMC от метода молекулярной динамики, в ко-
тором столкновения рассматриваются как детерминированный процесс.

Следует отметить, что в отличие от стандартных кинетических моделей, в которых газодина-
мические параметры течения и концентрации возбужденных частиц определяются в результате
решения системы дифференциальных уравнений (см., например, [47]), метод DSMC оперирует
только с вероятностями соответствующих столкновительных и излучательных процессов. В предла-
гаемом алгоритме расчета ударная волна в исследуемом неподвижном газе генерируется движе-
нием твердого поршня. Скорость поршня подбирается таким образом, чтобы скорость образую-
щейся перед ним ударной волны равнялась заданному значению. Кинетические процессы, про-
текающие за ударной волной, определяют состояние системы сталкивающихся частиц в каждый
момент времени. Это состояние позволяет вычислить макроскопические свойства системы,
включая концентрации возбужденных частиц, ответственных за излучательные характеристики
газа.

Существует большое количество упрощенных моделей взаимодействия частиц газа при их
столкновении. Наиболее простой является модель VHS (variable hard spheres), в которой сталки-
вающиеся частицы рассматриваются как твердые шарики, диаметр которых зависит от их отно-
сительной скорости [40]. Данная модель позволяет правильно описать экспериментально на-
блюдаемую степенную зависимость вязкости газа от температуры с показателем степени ω. При
этом диаметр dij сталкивающихся частиц сортов i и j должен зависеть от их относительной скоро-
сти g следующим образом:

(1)

где  и ωij – постоянные величины для частиц сортов i и j; Tref = 273 K; mij – приведенная масса
сталкивающихся частиц; Г(x) – гамма-функция. Рассеяние в VHS модели предполагается изо-
тропным, т.е. дифференциальное сечение σ и угол рассеяния χ равны:

( )ω −− − −= Γ − ω1 21 2 1 5(2 )
2

ijref
ij ij ref ij ijd d kT m g

ref
ijd
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(2)

где b – прицельное расстояние, dΩ = sin(χ)dχdϕ – элемент телесного угла. Принятые в настоя-
щей работе параметры VHS модели для компонентов смеси CO2–N2, которые используются в
выражениях (1) и (2), приведены в [47] и равны примерно 4.0 Å для dij и 0.75 для ωij.

Моделирование поступательно-вращательного обмена энергией осуществлялось с помощью
алгоритма, в котором лишь доля столкновений молекул, равная вероятности изменения враща-
тельной энергии PRT, приводит к изменению вращательной энергии молекул. Величина PRT за-
висит от полной энергии столкновения EC, равной сумме поступательной и вращательной энер-
гии сталкивающихся частиц, и определяется зависимостью вида [41]

(3)

где ZR – среднее число столкновений, необходимое для релаксации вращательной температуры
к поступательной; ZR∞ и  – константы; ηij = ωij – (1 + ξi + ξj)/2; ξi – количество степеней сво-
боды i-й частицы. Входящие в (3) параметры модели ZR∞ и , рекомендованные в данной работе
исходя из данных различных авторов по вращательно-поступательной релаксации, приведены
в [47].

Моделирование поступательно-колебательного обмена проводится аналогичным образом.
Вероятность изменения колебательной энергии PVT, которая определяется как отношение вре-
мени свободного пробега молекул τc ко времени поступательно-колебательной релаксации τVT,
вычисляется по формуле [41]

(4)

где второй член представляет собой высокотемпературную коррекцию Парка [48]. Параметры
модели, входящие в выражение (4) для вероятности PVT, приведены в [47].

Для описания кинетики химических реакций в методе DSMC наиболее часто используется
модель полной энергии столкновения TCE (total collision energy) Бёрда [40], в которой константа
скорости бинарной реакции kd представляется в модифицированной форме Аррениуса:

(5)

где A и n – константы, Ed – энергия активации реакции, k – постоянная Больцмана. Интегриро-
вание в TCE модели по равновесной функции распределения при фиксированной полной энер-
гии столкновения EC и константе скорости реакции вида (5) приводит к следующему выражению
для вероятности PTCE бинарной реакции [40]:

(6)

Здесь EC – суммарная энергия столкновения двух частиц с учетом всех внутренних степеней
свободы; ξ – суммарное количество степеней свободы; θ – функция Хэвисайда. Если столкно-
вение привело к диссоциации в соответствии с вероятностью PTCE, описываемой выражени-
ем (6), производится столкновение молекулы с частицей по обычным правилам с перераспреде-
лением энергии в соответствии с методом Боргнакке–Ларсена [49]. При этом из полной энергии
столкновения вычитается энергия реакции. После столкновения проводится процедура разделе-
ния молекулы на два атома в случае диссоциации или изменение сортов сталкивающихся частиц
в случае обменной реакции. Рекомбинация моделируется двумя последовательными бинарными
столкновениями с образованием промежуточной возбужденной молекулы.
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Кинетический механизм химических реакций, использованный в настоящей работе для рас-
чета спектральных характеристик высокотемпературной смеси CO2–N2, разработан на основа-
нии рекомендаций [48] с дополнениями и уточнениями, предложенными в обзоре [50]. Полная
схема механизма с соответствующими параметрами констант скоростей реакций приведена в [47].
Рассматриваются реакции с участием как нейтральных, так и заряженных частиц. Константы
скоростей реакций получены для основного уровня атомов и молекул, однако они применяются
также и для возбужденных уровней. При этом энергия реакции поправляется на энергию воз-
буждения участвующих частиц. Образование заряженных частиц описывается набором реакций
ассоциативной и ударной ионизации. При этом электроны являются единственной отрицатель-
но заряженной частицей. Следует отметить, что заметный вклад в концентрацию электронов в
области за фронтом ударной волны могут вносить электроны, образовавшиеся перед ударной
волной за счет фотоионизации молекул газа жестким излучением ударно нагретого газа [51].
Данный процесс до настоящего времени плохо изучен и в расчетах не учитывается.

При высокой температуре газовой среды начинают возбуждаться электронные уровни атомов
и молекул. При электронных переходах меняются параметры молекул, поэтому возбужденная и
невозбужденная молекулы рассматриваются как разные частицы. Возбуждение атомов и моле-
кул за счет их столкновений с электронами является доминирующим механизмом в значитель-
ной части ионизационного процесса. Вероятность изменения электронного состояния m при
этом можно оценить с помощью выражения Pm = (E)/σ(E), где σm → n – сечение перехода
с уровня m на уровень n, E – кинетическая энергия налетающего электрона или поступательная
энергия относительного движения тяжелых частиц, σ – сечение упругого столкновения. В при-
ближении Борна аппроксимация сечения σm → n при n > m (возбуждение) имеет вид [25]:

(7)

Здесь d – параметр модели (d ~ a0, где a0 = 0.529 Å – радиус первой боровской орбиты);

 – сила осциллятора возбуждения в переходе m → n; En и Em – энергии элек-
тронных уровней n и m; θ – функция Хэвисайда, gn и gm – кратности вырождения уровней n и m.
При n < m (тушение) соответствующее выражение для σm → n записывается в виде:

На рис. 1 в качестве примера приведено сравнение сечения возбуждения молекулы CO элек-
тронным ударом из основного состояния X1Σ+ в электронно-возбужденное состояние A1П, вы-
численного по выражению (7), с имеющимися теоретическими оценками [52, 53] и данными из-
мерений [54, 55]. Видно, что приближение Борна вполне адекватно описывает зависимость се-
чения возбуждения от энергии электрона E.

Моделирование излучения, возникающего за счет дискретного перехода возбужденной ча-
стицы с верхнего уровня n на нижний уровень m, проводится с использованием коэффициентов
Эйнштейна. В общем случае рассматриваются процессы спонтанного излучения, индуцирован-
ного излучения и поглощения. Ввиду большого времени работы программы при моделировании
излучения в ударных волнах индуцированное излучение и поглощение не учитывались, т.е. ис-
пользовалось приближение высвечивания.

Объемная мощность излучения, испускаемого частицами определенного сорта при переходе
n → m, в общем случае определяется выражением [23]

(8)

где xn и xm – заселенности соответствующих уровней; Anm – вероятность перехода (коэффициент
Эйнштейна) для спонтанного излучения;  – спектральная интенсивность излучения с часто-
той ; Bnm – вероятность перехода для индуцированного излучения; Bmn – коэффициент Эйн-
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штейна для поглощения; h – постоянная Планка; dΩ – элемент телесного угла. Коэффициенты
Эйнштейна, входящие в выражение (8), связаны друг с другом следующими соотношениями:

Здесь gn – статистический вес n-го уровня; c – скорость света.
Наряду с вероятностями переходов Anm, Bnm и Bmn часто используются безразмерные величины –

силы осцилляторов fnm, которые пропорциональны вероятностям переходов. В частности, имеет
место соотношение

Здесь me и e – масса и заряд электрона. При расчете радиационных характеристик ударно на-
гретого газа силы осцилляторов fnm для атомов взяты из базы данных NIST [56]. Уширение от-
дельных линий оценивалось с помощью теории уширения атомарных линий [28].

Параметрами, характеризующими двухатомную молекулу, являются номер ее колебательного
уровня V, вращательное квантовое число J, проекция момента количества движения на межъ-
ядерную ось молекулы Λ и полный спин электронов молекулы S. Отдельная линия молекулы
представляет собой переход между двумя состояниями, в каждом из которых фиксированы S, Λ,
V и J. Многочисленные молекулярные линии перекрывают друг друга, образуя полосы.

Переходы в двухатомных молекулах, которые учитывались в расчетах, приведены в табл. 1.
В предположении независимости электронного, колебательного и вращательного движения мо-
лекулы, силы осцилляторов молекул можно представить в виде

Здесь SJnJm – факторы Хёнля–Лондона, формулы, для вычисления которых можно найти в [57].
Для вращательного перехода Jn → Jm новый уровень  Jm выбирается случайным образом в соот-
ветствии с общей концепцией метода Монте-Карло и с учетом правил отбора. Число учитывае-
мых вращательных уровней зависит от типа и электронного состояния молекулы и меняется в
интервале от 20 до 300 [58].

Силы осцилляторов  f0 для системы полос основных молекулярных компонентов взяты из [24].
На рис. 2 в качестве примера показаны величины  f0 для третьей и четвертой положительной си-
стемы полос молекулы CO, которые характеризуют интенсивность и спектральный диапазон из-
лучения данных полос. Фоновое излучение включает в себя тормозное излучение, которое оце-
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Рис. 1. Сечение возбуждения молекулы CO электронным ударом при переходе X1Σ+ → A1П: 1 – расчет по фор-
муле (7); 2 – расчет методом функции подобия [52]; 3 – расчет вариационным методом Швингера [53]; 4 и 5 –
экспериментальные данные [54] и [55] соответственно.
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нивалось по формуле Крамера [59] и фото-рекомбинационное излучение электронов, сечения
для которого взяты из базы данных TOPbase [60].

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Моделирование радиационных характеристик смеси CO2–N2 за фронтом сильной ударной
волны выполнялось для двух вариантов состава смеси: 70%CO2 + 30%N2 и 96%CO2 + 4%N2. Они
были использованы при приведении экспериментов на детонационной ударной трубе DDST-M

Таблица 1. Системы полос молекулярных компонентов, учитываемые в вычислениях

Молекула Система полос Переход Спектральный диапазон, нм

N2 1-я положительная B3Пg → 500–1100

2-я положительная C3Пu → B3Пg 250–450

Birge-Hopfield I b1Пu → 98–132

Birge-Hopfield II 83–180

1-я отрицательная 250–600

NO ε D2Σ+ → X2П 166–350

δ C2Пr → X2П 160–570

β B2Пr → X2П 170–450

γ A2Σ+ → X2П 160–500

O2 Schumann-Runge 200–400

C2 Swan d3Пg → a3Пu 400–600

CN Фиолетовая B2Σ+ → X2Σ+ 340–450

Красная A2Пi → X2Σ+ 580–1450

Le Blanc B2Σ+ → A2Пi 400–600

CO 3-я положительная b3Σ+ → a3П 200–400

4-я положительная A1П → X1Σ+ 125–240

+Σ3
uA

+Σ1 gX
+ +Σ → Σ1 1
u gb X

+
2N − +Σ → Σ1 2

u gB X

− −Σ → Σ3 3
u gB X

Рис. 2. Силы осцилляторов для систем полос: 1 – CO(3+) и 2 – CO(4+).
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Института механики МГУ [18] и электро-разрядной ударной установке EAST Исследовательско-
го центра NASA Ames [8] соответственно. Первый состав отличается от состава атмосфер Марса
и Венеры большим содержанием молекулярного азота и полученные на его основе расчеты могут
служить лишь для оценки интенсивности излучения, возникающего при спуске космического
аппарата в атмосферах этих планет. Расчеты проведены при различных скоростях VSW ударной
волны и давлениях p0 в невозмущенном потоке перед ударной волной.

На рис. 3 приведены спектрограммы объемной мощности излучения Bλ (панорамные спек-
тры), рассчитанные для первого варианта состава смеси при скоростях ударной волны VSW = 6.7
и 7.4 км/с и начальном давлении p0 = 0.33 Торр. Исследованный диапазон длин волн излучения
включает вакуумно-ультрафиолетовую (VUV), ультрафиолетовую (UV) и видимую (VIS) спек-
тральные области. Видно, что при увеличении скорости VSW мощность излучения растет. Этот
рост особенно заметен в VUV области, где при VSW = 7.4 км/с появляются интенсивные линии
атома углерода на длинах волн λ = 156.1, 165.8 и 195.5 нм, а также в VIS области, где наблюдается
резкий всплеск излучения мультиплетов атома кислорода на длинах волн λ = 616 и 777 нм.

Парциальный вклад молекулярных полос и атомарных линий в спектрограмму излучения
смеси 70%CO2 + 30%N2 при скорости ударной волны VSW = 6.7 км/с и давлении перед ударной
волной p0 = 0.33 Торр приведен на рис. 4. Видно, что в VUV спектральном диапазоне (λ = 120–
200 нм) наряду с линиями атома углерода наблюдается интенсивное излучение третьей положи-
тельной системы полос молекулы CO. В спектральном диапазоне λ = 190–300 нм, относящемся
к UV области излучения, регистрируется в основном система полос Шумана-Рунге молекуляр-
ного кислорода, которая возникает за счет электронного перехода . Значительный
вклад в излучение в этом диапазоне вносит также система полос β, γ и δ молекулы NO, а также
четвертая положительная система молекулы CO. Молекулярные полосы излучения играют ос-
новную роль и в VIS спектральной области. В первую очередь это относится к фиолетовой и
красной системе полос цианистого радикала CN и системе полос Свана молекулы C2. Следует
отметить, что ионы при рассматриваемых скоростях ударной волны не вносят заметного вклада
в излучение.

На рис. 5 проводится сравнение спектрограммы объемной мощности излучения Bλ, вычис-
ленной в настоящей работе с помощью метода DSMC, с соответствующей спектрограммой, из-
меренной на ударной трубе DDST-M [18] и спектрограммой, вычисленной с помощью CR моде-
ли [61]. Все спектральные кривые получены для смеси 70%CO2 + 30%N2 при VSW = 6.7 км/с и p0 =
= 0.33 Торр. Видно, что в общих чертах спектрограммы повторяют друг друга. Данные расчета

− −Σ → Σ3 3
u gB X

Рис. 3. Вычисленные спектрограммы излучения смеси 70%CO2+30%N2 при начальном давлении p0 = 0.33 Торр
и скоростях ударной волны VSW = 6.7 и 7.4 км/с.
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объемной мощности излучения, полученные в настоящей работе, лежат значительно ниже экс-
периментальных данных, особенно в VIS спектральной области. Расчет по CR модели более точ-
но воспроизводит экспериментальную спектрограмму.

На рис. 6 спектрограмма объемной мощности излучения Bλ вычислена в настоящей работе
при VSW = 5.2 км/с и p0 = 1 Торр. Она сравнивается с экспериментально измеренной спектраль-
ной кривой [18] и результатами расчета по CR модели [61] при той же скорости ударной волны и
начальном давлении. Видно, что результаты DSMC моделирования в UV области излучения не
сильно отличаются от приведенных экспериментальных данных. С другой стороны, в VIS спек-
тральном диапазоне расчетная кривая лежит значительно ниже экспериментальной. Сравнение
с результатами, приведенными на рис. 5, показывает, что наблюдается резкое уменьшение мощ-

Рис. 4. Вклад различных компонентов в излучение ударно нагретой смеси 70%CO2+30%N2 при VSW = 6.7 км/с
и p0 = 0.33 Торр.
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Рис. 5. Сравнение спектрограмм излучения смеси 70%CO2 + 30%N2 при VSW = 6.7 км/с и p0 = 0.33 Торр, полу-
ченных с помощью: 1 –расчета методом DSMC (настоящая работа); 2 – измерений на ударной трубе DDST-M
[18]; 3 – расчета по CR модели [49].
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ности излучения Bλ во всем спектральном диапазоне при уменьшении скорости ударной волны
с 6.7 до 5.2 км/с. При этом начальное давление увеличивается с 0.33 до 1 Торр.

Следует отметить, что на экспериментальной спектральной кривой в VIS диапазоне (λ = 450–
850 нм) наблюдаются только фоновое излучение и линии излучения щелочных металлов, таких
как Na (λ = 589 нм), Li (λ = 671 нм) и K (λ = 766589 нм) [18]. Появление атомарных линий Na, Li,
и K вызвано присутствием этих элементов в кварцевом стекле, из которого сделаны окна наблю-
дения. Именно в этом диапазоне, как видно из рис. 6, вычисленная спектрограмма сильно отли-
чается от экспериментальной. Парциальный вклад молекулярных полос и атомарных линий в
спектрограмму излучения рассматриваемой смеси при VSW = 5.2 км/с и p0 = 1 Торр показан на
рис. 7. Видно, что интенсивность излучения молекулярных полос в рассматриваемом диапазоне
очень низкая. Отсюда можно сделать вывод, что при DSMC моделировании недостаточно кор-
ректно учитывается фоновое излучение. Это является причиной большого различия между вы-

Рис. 6. Сравнение спектрограмм излучения смеси 70%CO2 + 30%N2 при VSW = 5.2 км/с и p0 = 1 Торр, получен-
ных с помощью: 1 – расчета методом DSMC (настоящая работа); 2 – измерений на ударной трубе DDST-M [18];
3 – расчета по CR модели [49].
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Рис. 7. Вклад различных компонентов в излучение в ударно нагретой смеси 70%CO2 + 30%N2 при VSW =
= 5.2 км/с и p0 = 1 Торр.
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численной и измеренной спектральными кривыми. Похожая проблема существует при описа-
нии результатов измерения на ударной трубе EAST. Здесь фоновое излучение, наблюдаемое в
эксперименте, также значительно превосходит расчетные значения, полученные с помощью вы-
числительной процедуры NEQAIR [62].

Эксперименты на электро-разрядной ударной установке EAST Исследовательского центра
NASA Ames [8] проводились для смеси, имеющей состав 96%CO2+4%N2, который совпадает с
составом атмосфер Марса и Венеры. На рис. 8 проводится сравнение спектральной кривой, вы-
численной в настоящей работе при VSW = 6.8 км/с и p0=0.25 Торр для данного состава смеси, с
соответствующей спектральной кривой, полученной на EAST, а также вычисленной с помощью
спектральной модели NEQAIR [29]. Видно, что в VUV спектральной области, которая вносит
значительный вклад в суммарную интенсивность излучения. Данные DSMC расчета достаточно
хорошо согласуются с экспериментальной кривой и лежат несколько выше расчета по NEQAIR
модели. В спектральном диапазоне длин волн λ > 250 нм расчетная спектральная кривая в общих
чертах повторяет экспериментальную кривую, но лучше согласуется со спектральной кривой,
полученной с помощью расчета по NEQAIR модели. Как и в предыдущем случае, более высокие
экспериментальные значения величины Bλ могут свидетельствовать о недостаточно корректном
учете фонового излучения в расчетных моделях.

Как уже отмечалось выше, фотоионизация молекул газа перед фронтом ударной волны жест-
ким излучением ударно нагретого газа может заметно увеличить начальную электронную
концентрацию за ударным фронтом [51]. Это, в свою очередь, ведет к увеличению скорости воз-
буждения электронных уровней атомов и молекул электронным ударом и, соответственно, к по-
вышению их излучательной способности. Так как данный процесс не учитывался в рассматри-
ваемой модели, расчетная спектрограмма должна быть несколько ниже экспериментальной.

Значительное влияние на рассчитываемую величину излучательной способности ударно на-
гретого газа могут оказывать погрешности при определении кинетических и спектроскопиче-
ских параметров газа. В первую очередь это относится к значениям констант скоростей химиче-
ских реакций, которые могут иметь разброс в несколько порядков. Как показано в [61], варьиро-
вание параметров констант скоростей некоторых ключевых химических реакций может заметно
улучшить согласие между расчетными и экспериментальными спектральными кривыми. Анало-
гичная ситуация наблюдается при определении сечений возбуждения электронных уровней мо-
лекул газа. Имеющаяся информация относится, как правило, к переходам из основного электронно-
го состояния молекул при их столкновениях с электронами. С другой стороны, база данных по
силам осцилляторов также является далеко не полной [63]. Отсутствие же в вычислительной мо-

Рис. 8. Сравнение спектрограмм излучения смеси 96%CO2 + 4%N2 при VSW = 6.8 км/с и p0 = 0.25 Торр, полу-
ченных с помощью: 1 – расчета методом DSMC (настоящая работа); 2 – измерений на ударной трубе EAST [8];
3 – расчета по модели NEQAIR [29].
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дели полного набора спектроскопических параметров ведет к снижению расчетной эффектив-
ности излучения по сравнению с экспериментальной.

Следует также отметить, что методики регистрации излучения на ударных установках DDST-M и
EAST отличаются друг от друга. На первой установке измеряется объемная плотность энергии
излучения Iλ в определенном измерительном сечении, которая затем пересчитывается на объем-
ную мощность излучения Bλ с использованием значений эффективного времени излучения Δτ,
зависящих от длины волны излучения [64]. На второй установке используется так называемая
3D спектроскопия изображения, которая позволяет сразу измерять величину Bλ [65]. Сравнение
результатов измерения объемной мощности излучения с помощью этих методик показывает, что
данные, полученные на ударной трубе DDST-M, как правило, превышают данные, полученные
на установке EAST. Этим можно объяснить тот факт, что результаты настоящего расчета лучше
согласуются с экспериментальными данными EAST, чем с данными измерений, проведенных на
ударной трубе DDST-M. Это хорошо видно при сопоставлении спектральных кривых, приведен-
ных на рис. 5 и 8.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Построена математическая модель для численного исследования излучения за фронтом силь-

ной ударной волны в газовой смеси CO2–N2, которая основана на методе прямого статистиче-
ского моделирования Монте-Карло. Моделирование радиационных характеристик смеси
CO2–N2 за фронтом сильной ударной волны выполнено для двух вариантов состава смеси:
70%CO2 + 30%N2 и 96%CO2 + 4%N2, которые были использованы при приведении эксперимен-
тов на детонационной ударной трубе DDST-M Института механики МГУ и электро-разрядной
ударной установке EAST Исследовательского центра NASA Ames соответственно.

Показано, что при увеличении скорости ударной волны VSW мощность излучения растет. Этот
рост особенно заметен в вакуумно-ультрафиолетовой области, где при VSW = 7.4 км/с появляют-
ся интенсивные линии атома углерода на длинах волн λ = 156.1, 165.8 и 195.5 нм. Схожий эффект
просматривается также в видимой области, где наблюдается резкий всплеск излучения мульти-
плетов атома кислорода на длинах волн λ = 616 и 777 нм.

Проведено сравнение рассчитанных спектрограмм объемной мощности излучения Bλ с соот-
ветствующими спектрограммами, измеренными на ударных трубах, а также вычисленными с по-
мощью столкновительно-радиационной модели и спектральной модели NEQAIR. Показано,
что в общих чертах все спектрограммы повторяют друг друга. Тем не менее данные расчета, по-
лученные в настоящей работе, лежат значительно ниже экспериментальных данных. Обсужда-
ются причины данного разногласия.

Из анализа полученных результатов ясно, что необходима дальнейшая работа по модерниза-
ции предложенной модели как с точки зрения усовершенствования ее составляющих, так и с
точки зрения расширения и уточнения используемых баз данных.

Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства науки и высшего обра-
зования Российской Федерации “Экспериментальное и теоретическое исследование кинетиче-
ских процессов в газах” (номер гос. регистрации АААА-А19-119012990112-4).
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