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Задача колебаний жидкости в сосудах (бассейнах) имеют много приложений как в технике, так и в
геофизике. Наиболее популярны исследования в рамках теории длинных волн (теории мелкой воды),
позволяющие учесть изменения донной поверхности бассейна. Линейная теория свободных коле-
баний жидкости в параболоиде вращения и параболическом канале изложена в монографиях [1, 2].
В них в линейном приближении полученных явные формулах для различных мод свободных коле-
баний и их периодов. Нелинейные колебания жидкости в параболоиде вращения изучались в [3–6].
В этих работах приводятся примеры частных точных решений осесимметричных уравнений мелкой
воды. В [7] предложен способ построения широкого класса решений с помощью лагранжевых пере-
менных, обобщающий решения [36]. Это исследование продолжено в работе [8]. В ней показано, что
нелинейные колебания жидкости, описываемые данным классом решений, оказываются изохрон-
ными, т.е. их период определяется только параметрами параболоида и не зависит от амплитуды ко-
лебаний. В [9] с помощью группового анализа получен класс периодических по времени решений,
описывающий нелинейные колебания жидкости в круговом параболоиде с замкнутыми или квазиза-
мкнутыми траекториями движения жидких частиц.

В данной работе методом лагранжевых координат [7, 8] построено семейство точных решений
уравнений осесимметричных колебаний жидкости во вращающемся сосуде. Семейство зависит от уг-
ловой скорости вращения жидкости и амплитудного параметра. Такие решения имеют интересный
приложения для описания волн в северных озерах и морях с учетом вращения Земли, а также для
тестирования различных асимптотических решений, обзор которых представлен в [10].

1. PABHOBECHЫE ФОРМЫ ВО ВРАЩАЮЩЕМСЯ СОСУДЕ

Форма свободной поверхности h(r) тяжелой жидкости, вращающейся с угловой скоростью ω, удо-
влетворяет уравнениям гидростатики во вращающейся системе координат [1, 2]:

−ω2r = −g
∂h
∂r
. (1.1)

Донная поверхность сосуда имеет форму параболоида и определяется уравнением:

ς (r) = kr2 = H
r2

a2 ,
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где a — радиус смоченной поверхности в покоящемся сосуде, a H — уровень поверхности покоящейся
жидкости.

Тогда семейство форм поверхности hω (r), удовлетворяющего уравнению (1.1) и условию сохране-
ния объема жидкости

V
2π
=

∫︁ aω

0
(hω (r) − ς (r)) rdr = const

имеет следующий компактнвхй вид:

hω (r) − ς (r)
H

= (1 − q)1/2 − (1 − q)
r2

a2 , q =
a2ω2

2g
.

На рис. 1 изображена свободная поверхность в жидкости с параметром вращения q = 0.5. Жирная
линия — поверхность дна, сплошная тонкая линия — поверхность жидкости, штриховая горизонталь-
ная линия — уровень покоящейся жидкости, вертикальные линии определяют радиусы смоченных
поверхностей и R покоящейся и вращающейся жидкостей соответственно. Из решения видно, что
радиус смоченной поверхности R зависит от параметра q следующим образом:

R/a = (1 − q)−1/4. (1.2)

h
H

H

H
h (r)

R
a

a
r

Рис. 1. Равновесная поверхность в бассейне в форме параболоида.

2. ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ СЕМЕЙСТВО СТОЯЧИХ ВОЛН ВО ВРАЩАЮЩЕМСЯ
ПАРАБОЛИЧЕСКОМ СОСУДЕ

Уравнений мелкой воды в неинерциальной системе координат, скрепленной с вращающимся со-
судом имеют вид [1, 2]:

wr +we +wc = −g grad h,
d (h − ζ)

dt
+ (h − ζ) divv = 0,

где — вектор скорости, h и Z — отметки свободной поверхности и дна соответственно, v, wr, we,
wc — векторных скорости, относительного, переносного и кориолисова ускорений, со следующими
компонентами в полярных координатах r, θ:

v (vr, vθ) , wr

(︂(︂
dvr

dt
−

v2
θ

r

)︂
,

1
r

d
dt

(rvθ)
)︂
,

we
(︀
−ω2r, 0

)︀
, wc

(︀
−2ω2vθ, 2ωvr

)︀
.

Компоненты векторного уравнения и уравнение неразрывности принимают вид:

dvr

dt
−

v2
θ

r
− ω2r − 2ωvθ = −g

∂h
∂r
,

1
r

d (rvθ)
dt

+ 2ωvr = 0,

d
dt

(h − ζ) + (h − ζ)
1
r

(︂
∂ (rvr)
∂r

+
∂ (vθ)
∂θ

)︂
= 0.
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Рис. 2. Поверхности максимального развития для амплитудных параметров e = 1.4 — (a), 1.8 — (б), 2.2 — (в).

Нелинейные уравнения (2.1) имеют семейство точных решений

h − ζ
H
=

(1 − q)1/2

f (ξ, t)
−

(1 − q) r2

f 2 (ξ, t) a2 , q =
a2ω2

2g
; (2.1)

f (ξ, t) =
1
2

(︁
ξ + 1

⧸︁
ξ + (ξ − 1/ξ) cos

(︁
2t
√︀

gk
)︁)︁
, ξ ⩾ 1. (2.2)

Решение имеет 2 параметра: параметр угловой скорости q ∈ (0, 1) и амплитудном параметре 1 ⩽ ξ <
< ∞. Решение получено с помощью лагранжевых координат. Соответствующая подстановки приве-
дена в [7, 8]. Компактный вывод решения (2.2), (2.3) приведен в разд. 4 и 5.

3. АНАЛИЗ РЕШЕНИЯ

Полученное решение (2.2) можно назвать стоячей волной. При амплитудном параметре ξ = 1 ⇒
⇒ f = 1 формула (2.2) описывает равновесную форму (I-2). При ξ > 1 форма волны меняется. Из
уравнения h − ζ = 0 находим радиус смоченной поверхности R и соответствующую высоту h(R)

h (R)
H
=

R2

a2 = f (ξ, t) (1 − q)−1/2. (3.1)

Форма стоячей волны максимального развития и максимальный радиус смоченной поверхности Rmax
получается подстановкой f (ξ, t) = ξ в (2.2) и (3.1) соответственно

h − ζ
H
=

(1 − q)1/2

ξ
−

(1 − q)
ξ2

r2

a2 ,
h (Rmax)

H
=

R2
max

a2 = ξ(1 − q)−1/2.

Форма стоячей волны минимального развития и минимальный радиус смоченной поверхности Rmin
получается подстановкой f (ξ, t) = ξ в (2.2) и (3.1) соответственно

h − ζ
H
= ξ(1 − q)1/2 − ξ2 (1 − q)

r2

a2 ,
h (Rmin)

H
=

R2
min
a2 =

(1 − q)−1/2

ξ
.

Стоячие волны максимального и минимального развития изображены на рис. 2 штриховыми ли-
ниями при амплитудных параметрах ξ = 1.4, ξ = 1.8 и ξ = 2.2 и параметре вращения q = 0.5. Тонкая
синяя линия — статическая поверхность жидкости, черная жирная линия — донная поверхность. Ам-
плитудный параметр меняется в пределах 1 ⩽ ξ ⩽ ∞, при ξ → ∞. максимальный смоченный радиус
(величина заплеска) стремится к бесконечности.

4. ВЫВОД РЕШЕНИЯ

Решение (2.1), следуя [7], ищем в лагранжевых координатах в виде

r = ρ (t) r0, h = ζ +
h0 (r0)
ρ2 (t)

,

vr = ρ̇ (t) r0, vθ = ω
(︂

r0

ρ
− r0ρ

)︂
,

(4.1)
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где h0(r0) — функция лагранжевой координаты r0, a, ρ(t) — функция времени.
Более общий вид подстановки приведен в [7, 8].
Решение (4.1) можно выразить в эйлеровых координатах

vr =
ρ̇

ρ
r, vθ = ω

(︂
r
ρ2 − r

)︂
, h = ζ +

h0
(︀
r
⧸︀
ρ (t)

)︀
ρ2 (t)

. (4.2)

Для производных по времени от функций (4.1) имеем

dvr

dt
= ρ̈r0,

1
r

d (rvθ)
dt

= −2ωr0ρ̇,
d
dt

(h − ζ) = −
2ρ̇
ρ

(h − ζ).

а для производных по координате (4.2) –

∂h
∂r
=
∂ζ

∂r
+

h′0 (r0)
ρ3 (t)

,
1
r
∂ (rvr)
∂r

= 2
ρ̇

ρ
.

Отсюда видно, что второе и третье уравнения системы (2.1) удовлетворяются тождественно, а подста-
новка приведённых выражений в первое уравнение системы (2.1) приводит его к следующему виду:

r0ρ̈ − ω
2

(︃
1
ρr0

(︂
r0

ρ
− r0ρ

)︂2

+ r0ρ + 2
(︂

r0

ρ
− r0ρ

)︂)︃
= −g

(︂
h′0
ρ3 + kρr0

)︂
.

Переменные t и r0 в этом уравнении можно разделить

ρ
3 (t)

(︂
ρ̈ + gkρ −

ω2

ρ3

)︂
= −

gh′0 (r0)
r0

= gn. (4.3)

Функции от t и r0 тождественно равных и следовательно постоянны. Постоянная величина обозначе-
на через gn, где n-произвольное действительное число. Таким образом, соотношения (4.3) расщепля-
ются на два уравнения

ρ̈ + gkρ =
(︀
ω

2 + gn
)︀
ρ(t)−3, −

gh′0 (r0)
r0

= gn. (4.4)

Решение первого уравнения (4.4) можно построить проще, чем в [7, 8], если воспользоваться ана-
логией с двумерным линейным осциллятором (см. раздел 6). При k > 0, n > 0 решение имеет вид

ρ(t)2 =

(︂
ω2 + gn

kg

)︂1/2

f (ξ, t) .

f (ξ, t) =
1
2

(︁
ξ + 1

⧸︁
ξ + (ξ − 1/ξ) cos

(︁
2t
√︀

gk
)︁)︁
.

(4.5)

5. АНАЛОГИЯ С ЛИНЕЙНЫМ ОСЦИЛЛЯТОРОМ

В [11] обратили внимание, что уравнение (4.4) следует из систем уравнений для линейного осцил-
лятора

ẍ + Ω2x = 0, ÿ + Ω2y = 0. (5.1)

Для этого запишем эту систему в полярных координатах x = cos θ, y = sin θ и примем во внимание
сохранение кинетического момента M = ρ2θ̇

ρ̈ − ρθ̇2 + Ω2
ρ = 0⇒ ρ̈ + Ω2

ρ = M2⧸︀
ρ

3. (5.2)

При замене уравнение (5.2) совпадает с уравнением (4.4), что и требовалось показать.

Ω2 = gk, M2 = ω2 + gn. (5.3)

Подставив решение линейных уравнений (5.1) (с кинетическим моментом M = xẏ−yẋ): x = A cosΩt,
y = M

AΩ sinΩt в полярную координату p2 = x2 + y2, после несложных преобразований получим

ρ
2 =

1
2

M
Ω

(︂
ξ +

1
ξ
+

(︂
ξ −

1
ξ

)︂
cos 2Ωt

)︂
, ξ =

A2Ω

M
. (5.4)

Подставив в (5.4) формулы (5.3), получим требуемое решение (2.3).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследуется достаточно популярная постановка задачи [3–10]. Для нее получена двухпараметри-
ческая серия точных решений (2.2) нелинейных уравнений колебаний свободной поверхности тяже-
лой жидкости во вращающемся сосуде, имеющего форму параболоида. Первый параметр определяет
угловую скорость вращения сосуда, второй параметр — амплитуду колебаний около равновесной по-
верхности. Все известные решения [3–9] записываются в более общем виде и выражаются через про-
извольную функцию начального распределения толщины слоя h0 и функцию M0 распределения угло-
вого момента. Приведенная в явном виде двухпараметрическая серия точных решений (2.2) представ-
ляет собой наиболее интересный, реализуемый в эксперименте, частный случай. Это оригинальный
результат, позволяющий легко определять формы волн наибольшего развития и проводить сравнение
с экспериментом. Кроме того, впервые в гидродинамической задаче замечена аналогия с линейным
двумерным осциллятором. Она значительно упрощает вывод решения уравнения (4.3) по сравнению
с выводом, который представлен в [7].

Работа выполнена по теме государственного задания (№ госрегистрации 124012500443-0).
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ON FLUID OSCILLATIONS A ROTATING PARABOLOIDAL VESSEL
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Abstract—The equations of fluid oscillations in a paraboloid rotating at a constant velocity are
considered in the longwave approximation. An exact solution to the equations of fluid oscillations
is constructed.
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