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Обсуждаются точные решения системы уравнений линейной теории мелкой воды, представляющие 
собой бегущие волны со специфическим свойствами на временных интервалах распространения, ко-
торое бесконечно при приближении к берегу и конечно при уходе на глубокую воду. Решения получены 
с помощью сведения одномерных уравнений мелкой воды к уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу 
с отрицательным целым коэффициентом перед младшей производной. Проведен анализ динамики 
волнового поля. Показано, что форма волны, подходящей к берегу, будет дифференцироваться опре-
деленное число раз, что проиллюстрировано на ряде примеров. При движении волны от берега ее про-
филь интегрируется. Полученные решения в рамках линейной теории справедливы только на конечном 
интервале изменения глубины.
Ключевые слова: уравнение Эйлера–Пуассона–Дарбу, волновое уравнение с переменными коэффици-
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Большим испытанием даже для современных морских судов являются штормовые волны и цунами. 
Моделирование таких природных явлений просто необходимо как для кораблестроения и судоходства, 
так и для постройки береговых сооружений. В качестве одного из возможных вариантов математических 
моделей описания длинноволновых процессов в океане может быть выбрано приближение мелкой воды, 
точные решения линейной версии которого и будут обсуждаться в нашей статье.

Важной задачей является изучение волн, распространение которых происходит без отражения. И, сле-
довательно, волна будет перемещаться на большие расстояния без потери энергии. Описывать такие волны 
могут решения, представимые в виде суммы бегущих волн f (x + t), где f – произвольная функция, x – это 
координата, а t – время. Как известно, отражение очень мало в плавно неоднородных средах, где можно 
эффективно применять ассимптотические методы, в силу наличия малого параметра – отношения длины 
волны к масштабу неоднородностей.

В линейной теории мелкой воды такие волновые процессы хорошо изучены [1–3], и, например, с по-
мощью этого подхода выведен известный закон Грина, когда амплитуда волны изменяется пропорцио-
нально h-1/4, где h(x) – глубина бассейна.

Если смотреть на вопрос наличия волн, распространяющихся без отражения, с точки зрения матема-
тики, то можно попробовать свести уравнения мелкой воды к уже известным уравнениям математической 
физики с решениями в виде суммы бегущих волн. Идея преобразований к уравнениям с известными ре-
шениями является одним из классических методов нахождения точных решений линейных и нелинейных 
моделей неоднородных сред [4–6].

Уравнения мелкой воды уже преобразовывались к волновому уравнению [7, 8], уравнению Клейна–
Гордона (см., напр., работу [14]), а также к уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу с четным коэффициен-
том 2m, m ∈  Z перед младшей производной [9].
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При изучении последнего сведения выяснилось, что для положительных и отрицательных коэффици-
ентов 2m динамика волн будет принципиально отличаться. Для случая положительных m качественный 
анализ был приведен в работе [9]. В данной же статье мы даем представление о поведении волн, получен-
ных сведением к уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу с целым отрицательным коэффициентом перед 
младшей производной.

Статья организована следующим образом. В разд. 1 приведены одномерные уравнения линейной 
теории мелкой воды для волн, распространяющихся над неровным дном, а также кратко описан процесс 
их сведения к уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу. В разд. 2 отмечаются основные особенности полу-
ченного решения. При этом находится также второй компонент волнового поля – усредненная по глубине 
скорость. В разд. 3 и 4 приводятся примеры, которые иллюстрируют характерное поведение волн для 
таких сведений с различными отрицательными целыми m. Полученные результаты суммируются в разд. 6 
и заключении.

1. CВЕДЕНИЕ УРАВНЕНИЙ МЕЛКОЙ ВОДЫ К УРАВНЕНИЮ ЭЙЛЕРА–ПУАССОНА–ДАРБУ
Динамику одномерных длинных волн, распространяющихся в водоеме переменной глубины, можно 

описать с помощью уравнений мелкой воды:
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где h(x, t) – смещение водной поверхности; u(x, t) – усредненная по глубине скорость течения; h(x) – глу-
бина воды (расстояние от дна до уровня воды в состоянии штиля); g – ускорение свободного падения.

Будем считать, что точка x  = 0 – это берег, и изменение глубины происходит вдоль оси x (рис. 1). Гра-
ничное условие в точке x  = 0 будет обсуждаться ниже. На бесконечности принимается условие свободного 
ухода волн, т.е., в некоторой, достаточно удаленной, точке x  = L0 мы полагаем

	 ( ) = 0.c x
t x

∂h ∂h
+

∂ ∂
С помощью элементарных преобразований из уравнений (1) и (2) мы можем исключить скорость u, 

перейдя к волновому уравнению на смещение h:

	 ( )
2

2
2

= 0,c x
x xt

∂ h ∂ ∂h -  ∂ ∂∂  
	 (3)

где

	 ( ) ( )= .c x gh x

h(x)
0

x

η

Рис. 1. Геометрическое представление распространения волн.
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Решив это уравнение, мы можем найти второй компонент волнового поля, например из уравнения (2), 
как

	 ( ) ( ), = , .u x t g x t dt
x

∂
- h

∂ ∫ 	 (4)

Теперь для целостности изложения кратко повторим способ, описанный в работе [13], с помощью 
которого будет получено решение для определенных конфигураций дна h(x) уравнения (3). Для этого 
предположим, что смещение представляется в виде

	 ( , ) = ( ) [ ( ), ],x t A x G x th t 	 (5)

где ( ),A x  ( ),xt  ( , )G tt  – некоторые, пока неизвестные, произвольные гладкие функции. Проведя подста-
новку (5)  в уравнение (3), получаем
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Теперь, потребовав следующие условия:
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уравнение (6) сведем к уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу (10) (решаемому на полуоси t > 0):
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Известно [10–12], что при целых (неважно, положительных или отрицательных) m решением этого 
уравнения является линейная комбинация произвольных функций и их производных, которые в свою 
очередь зависят от суммы и разности t и t. При A(x) = 1 условие (9) автоматически выполняется, и решение 
на смещение (для отрицательных m) тогда записывается как
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где производная берется по всему аргументу, и коэффициент a0 в силу линейности можно принять рав-
ным 1 (функции f и g при этом имеют размерность смещения). Коэффициент a1 = -a0 = -1, а дальнейшие 
коэффициенты ak можно искать по следующей формуле (обобщение выражений из [10]):
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или брать их из решения для положительных m (коэффициенты при одинаковых слагаемых для решений 
при m > 0 и -m + 1 совпадают).

Уравнения (7) и (8) дают выражения для неизвестной функции t(x), профиля дна h(x) и скорости волны 
c(x) (с точностью до сдвига координаты по оси x):
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где 0h +∈ R  – это глубина водоема на расстоянии L от берега; 0 +t ∈ R  – время, за которое волна от точки 
L уйдет на бесконечность. Именно такой выбор согласуется с рис. 1, ведь тогда берегом является точка 
x  = 0. Все профили дна лежат между x2 и x4, при этом предельным случаем, как и при положительных m, 
будет профиль x2.

Особенностью этих решений является то, что, с одной стороны, вблизи берега время движения волны 
t стремится к бесконечности, и это значит, что волна не может достичь берега за конечное время. С другой 
стороны, волна уходит на бесконечность за конечное время, сильно ускоряясь. Оба предельных случая 
лежат за рамками линейной теории мелкой воды, и мы это обсудим в заключении. Здесь же ограничимся 
рассмотрением произвольного интервала (a,b), < < < 0.a b-∞

2. УЕДИНЕННАЯ ВОЛНА, ДВИЖУЩАЯСЯ К БЕРЕГУ
В дальнейшем мы будем рассматривать только функции смещения и скорости из пространства L2,  

описывающие волны с конечной энергией (уединенные волны). Смещение волны, приближающейся к 
берегу, записывается как
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Теперь найдем выражение для усредненной по глубине скорости волны, бегущей к берегу:
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где 1= ( 1)k k kb a k a ++ +  вплоть до | | 1m -  и | | | |= .m mb a  Здесь мы воспользовались тем, что t ′= -1/c. Легко 
заметить, что дополнительного интеграла в скорости, в отличие от случая положительного m, не появится 
в силу коэффициента перед ним – k = 0. Отметим, что 0 = 0b  всегда, поскольку 0 0 1= = 1 1 = 0,b a a+ -  
поэтому мы можем переписать скорость как
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Рассмотрим ситуацию, когда волна подходит к берегу издалека. В этом случае можно считать, что волна 
описывается приближенно как
	 ( ) ( ), ,x t f th ≈ t +

поскольку все остальные слагаемые в сумме будут давать незначительный вклад в (15). Отметим, что в силу 
большой глубины далеко от берега усредненная по глубине скорость течения мала, так что можно не при-
водить для нее соответствующего выражения. А при приближении волны к берегу в решении будут пре-
валировать все более высокие производные от функции f. Тогда очевидно, что 0 ( , )x a b∀ ∈  будет выпол-
няться:
	 0lim ( , ) 0.

t
x t

→∞
h =

Поэтому мы остаемся в пространстве волн с конечной энергией, и никаких дополнительных условий 
на функцию f накладывать не надо, в отличие от обратного случая – отхода волны от берега (см. далее).

3. УСЛОВИЯ НА НАЧАЛЬНУЮ ФОРМУ ВОЛНЫ, ДВИЖУЩЕЙСЯ ОТ БЕРЕГА
Отдельно выделим случай волны, заданной в точке x0 вблизи берега как | | ( )m

ma tt j  и идущей от него. 
В таком случае в формуле (11) присутствует только функция g(t – t), и у берега превалирует |m|-я произ-
водная функции g. При этом верно асимптотическое равенство (в зависимости от близости к берегу)
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в то время как на бесконечности будет превалировать сама функция g, т.е.
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Для наглядности перепишем решение на смещение через функцию j(t):
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и, чтобы остаться в пространстве волн с ограниченной энергией, понятно, что достаточно потребовать, 
чтобы все интегралы вплоть до |m|-го порядка по R равнялись нулю, поскольку отличие от него хотя бы 
одного интеграла повлечет за собой расходимость последующих:
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Данное условие в точности повторяет условие на решения для уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу 
с натуральным m, однако с существенным изменением – они накладываются на форму волны, задаваемую 
у берега и бегущую от него, а не наоборот. Выражение для скорости волны не имеет в своей записи более 
высоких интегралов от j, поэтому дополнительных ограничений на класс j(t) оно не внесет.

Далее приведем несколько примеров, иллюстрирующих сходства и расхождения поведения волн при 
сведении к уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу с различными отрицательными m.

4. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ МЕЛКОЙ ВОДЫ ПРИ m = –1
В качестве первого примера рассмотрим поведение волн при сведении к уравнению Эйлера–Пуас-

сона–Дарбу при m = –1. Профиль безотражательного дна в данном случае задается уравнением

	 4
0( ) = ( / ) ,h x h x L
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Смещение волны, бегущей к берегу:
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У первого слагаемого амплитуда не меняется, второе слагаемое прямо пропорционально h-1/4, поэтому 
все решение вблизи берега будет удовлетворять закону Грина (превалирует второе слагаемое), а вдали от 
берега амплитуда будет практически константой (основной вклад дает первое слагаемое). Выражение для 
усредненной по глубине скорости

	 ( ) ( )
( ) ( )( ), =

g x
u x t f x t

c x

t
′- t + 	 (19)
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состоит из одного слагаемого и также никаких ограничений не приносит. Амплитуда пропорциональна 
h-3/4 – закон Грина для скорости выполняется везде (этот результат уже был получен в [7]).

Пусть в некоторой точке (достаточно удаленной от берега) задана уединенная волна вида

	
2

2
( ) = exp ,

t
f t A

T

 
- 
  

	 (20)

где A – амплитуда волны, а T характеризует ее длительность. Дальнейшие расчеты мы будем проводить в 
нормализованных переменных / = ,dAh h  / = ,dt T t  / = ,dx L x  0 / = dh u g A u  (индекс d означает безраз-
мерность физической величины). Тогда мы будем иметь дело только с одним параметром a = T/t0, физи-
ческий смысл которого – это время распространения волны в единицах периода.

Тогда решения (18) и (19) записываются как

	
2

2
= exp 1 ,d d d

d d d

a a a
t a t a

x x x

       h - + + + + +    
        

	 (21)

	
2

2
= exp .d d d

d d d

a a a
u t a t a

x x x

     - + + + +   
     

	 (22)

В такой записи сразу же становится видно, что при малом параметре а смещение не будет практически 
отличаться от заданной функции f в точке x  = -L, а при большом – отличаться сильно, больше напоминая 
производную функции f. Однако очевидно, что в независимости от a на бесконечности смещением будет 
чисто гауссовский импульс.

Возьмем, например, такой импульс, что в точке x  = -L он в 10 раз короче t0, т.е. a  = 10. На рис. 2–4 
представленна трансформация решений смещения и скорости.

Вдали от берега (см. рис. 2) импульс – чисто гауссовский. Графики практически не сдвигаются на 
рисунке – так и должно быть: у волны очень большая скорость движения, поэтому из точки x  = -70L она 
практически сразу же приходит в x  = -10L. Затем форма волны не интегрируется, как в случае с натураль-
ным m, а дифференцируется, что можно заметить на рис. 3 (слева). Амплитуда ее растет по закону Грина, 
и при этом волна все сильнее и сильнее замедляется. Далее происходит обрушение, чего линейная теория 
не учитывает (см. рис. 4). Рисунки 2–4 (справа), как и предполагала формула, иллюстрируют рост ампли-
туды и неизменность формы графика скорости.

t/T

η/
A

η(−10L, t)
η(−20L, t)
η(−30L, t)
η(−70, t)

t/T

u(−10L, t)
u(−20L, t)
u(−30L, t)
u(−70L, t)

Рис. 2. Мареограммы смещения (а) и скорости (б) вдали от берега.
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5. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ МЕЛКОЙ ВОДЫ ПРИ m = -2
Теперь рассмотрим пример сведения к уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу с m = -2. Профиль дна 

в таком случае выражается как
	 8/3 8/3

0( ) = ( / ) ,h x h x L x∼

	
4 /3

1/3 1/3 4 /3
0

0

3
( ) = ( / ) , ( ) = .

L x
x L x x c x x

L
-t t ∼ ∼

t

Волновое поле импульса, бегущего к берегу, для этого случая описывают выражения

	 ( ) ( ) ( ) ( )21
, = ,

3
t f t f t f t′ ′′h t t + - t t + + t t + 	 (23)

Рис. 3. Мареограммы смещения (а) и скорости (б) в окрестности L.

Рис. 4. Мареограммы смещения (а) и скорости (б) при подходе к берегу.

t/T

η/
A

η(−0.3L, t)
η(−0.5L, t)

η(x=−3L, t)
η(−L, t)

t/T

u(−0.3L, t)
u(−0.5L, t)

u(x=−3L, t)
u(−L, t)

t/T

η/
A

η(−0.2L, t)
η(−0.15L, t)
η(−0.1L, t)

t/T

u(−0.2L, t)
u(−0.15L, t)
u(−0.1L, t)
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	 ( ) ( ) ( ) ( )2, = .
3

g
u t f t f t

c x
 ′′ ′t t t + - t t +  	 (24)

Из формул (23) и (24) легко заметить, что функция смещения водной поверхности при подходе к берегу 
будет дважды трансформироваться – дифференцироваться, а скорость притерпит только одну трансфор-
мацию, что также следует из серии рис. 5–7.

Для иллюстрации наших соображений возьмем ту же функцию, что и в первом примере:

	 ( ) 2 2= exp .f t A t T - 
Тогда мы можем записать решение в виде

	
2 22

2

2 4 2
= exp 1 ,

3 3d d d d
d d d dd

a a a a a
t a t a t a

x x x xx

             h - + + + + + + + + -      
             

η/
A

η(x=−4000L, t)
η(−6000L, t)

t/T t/T

u(−4000L, t)
u(−6000L, t)

Рис. 5. Мареограммы смещения (а) и скорости (б) вдали от берега, и постепенная трансформация формы волны.

Рис. 6. Мареограммы смещения (а) и скорости (б) на промежуточных расстояниях до берега.

t/T

η/
A

η(−10L, t)
η(−20L, t)
η(−40L, t)
η(−60L, t)

t/T

u(−10L, t)
u(−20L, t)
u(−40L, t)
u(−60L, t)
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а скорость – как 

	
2 22

4 /3 2

1 2 2
= exp ( ) 2 1) .

3
d d d d

d d d ddd

a a a a a
u t a t a t a

x x x xx x

           - + + - + + + + + -    
           

Аналогичную роль в решении играет параметр a – чем он больше, тем более различны в точке L вели-
чины f и h. Как и раньше, возьмем t0 = 10T. Тогда получим результаты, которые иллюстрируют графики 
на рис. 5–7. При этом максимальные значения смещения и скорости у берега подчиняются закону Грина, 
что можно заметить и для общего случая m: 2/3 1/4x h- -h ∼ ∼  и 2 3/4.u x h- -∼ ∼

6. ОСНОВНЫЕ ЗАКОНОМЕРНОСТИ ПОЛУЧЕННОГО ВОЛНОВОГО ПОЛЯ
Рассмотрев два примера, а также обратив внимание на формулы (11) и (17), можно выделить основные 

закономерности для случаев сведения (к уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу) с различными отрицатель-
ными m.

1. Смещение водной поверхности трансформируется | m | раз, и к берегу подходит | m |-я производная 
изначальной функции смещения с растущей амплитудой.

2. При этом если волна задается у берега, то на бесконечность уходит, наоборот, | m |-й интеграл, и по-
является серия ограничений на класс начальных мареограмм.

3. График усредненной по глубине скорости трансформируется | m | – 1 раз, и к берегу подходит (| m | – 1)-я 
производная изначальной функции скорости (| m |-я производная изначальной функции смещения) с рас-
тущей амплитудой.

4. Ассимптотика амплитуды волны вблизи берега для любого m удовлетворяет закону Грина (~h-1/4), 
как и максимальные значения скорости: u  ~ h-3/4. 

5. Ассимптотики смещения (~const) и скорости (~h1/(4m) – 1/2) вдали от берега в общем случае не удовле-
творяют закону Грина (исключением является только ассимптотика скорости при m = -1). Хотя понятно, 
что приближения мелкой воды в данном случае уже работать не будут, и этот случай нужно рассматривать 
отдельно.

Также стоит отметить, что если для положительных m закон Грина выполнялся вдали от берега [9] – то 
для отрицательных m все стало ровно наоборот – он выполняется вблизи берега.

6. Волна не может достичь береговой линии, ее время прохождения стремится к бесконечности. То есть 
при подходе к берегу волна все сильнее и сильнее замедляется. Если амплитуда волны сильно нарастает 

Рис. 7. Мареограммы смещения (а) и скорости (б) при подходе к берегу.
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t/T t/T
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и волна не добегает до берега, это означает, что волна обрушится, и в рамках линейной теории анализи-
ровать поведение волны вблизи берега мы не можем. Но на конечных расстояниях это будет физически 
разумным решением.

Волна же, бегущая от берега, достигает бесконечность за конечное время. Такое поведение можно 
объяснить тем, что мы выходим за рамки начальных приближений мелкой воды – глубина будет расти как 
~ x4m/(2m + 1). Мы не можем как приблизится к берегу, так и уйти далеко от него, поэтому, как и предлагалось 
выше, необходимо рассматривать это решение только на промежутке (a, b).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведено обсуждение свойств точных решений уравнений мелкой воды, полученные сведением сис-

темы уравнений мелководья к уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу отрицательными целыми m. Получено 
аналитическое решение для всего волнового поля – как для смещения, так и для усредненной по глубине 
скорости. Решения проиллюстрированы примерами. Выявлены основные закономерности в поведении 
волнового поля.

В дальнейшем авторы предполагают изучить различные режимы трансформации бегущей волны на 
урезе, а также ее уход на бесконечность, где нужно будет рассматривать задачу в рамках нелинейной теории, 
как, например в [13], поскольку в этих областях уже будут важны дисперсия и нелинейность.
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LINEAR WAVES IN SHALLOW WATER OVER AN UNEVEN BOTTOM, 
SLOWING DOWN NEAR THE SHORE

I. E. Melnikov*, E. N. Pelinovsky**
* E-mail: melnicovioann@gmail.com

** E-mail: pelinovsky@appl.sci-nnov.ru

The exact solutions of the system of equations of the linear theory of shallow water are discussed, representing 
traveling waves with specific properties for the time propagation, which is infinite when approaching the shore 
and finite when leaving for deep water. These solutions are obtained by reducing one-dimensional shallow water 
equations to the Euler–Poisson–Darboux equation with a negative integer coefficient before the lower derivative. 
The analysis of the wave field dynamics is carried out. It is shown that the shape of a wave approaching the shore 
will be differentiated a certain number of times, which is illustrated by a number of examples. When a wave moves 
away from the shore, its profile is integrated. The solutions obtained in the framework of linear theory are valid 
only for a finite interval of depth variation.
Keywords: Euler–Poisson–Darboux equation, wave equation with variable coefficient, linear shallow water theory
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