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Изучаются деформации ледяного покрова на поверхности идеальной несжимаемой жидко-
сти конечной глубины под действием движущейся прямолинейно с постоянной скоростью
области давления при наличии течения со сдвигом скорости, а также волновые силы, дей-
ствующие на движущееся тело. Течение жидкости не потенциально. Ледяной покров модели-
руется тонкой упругой пластиной с учетом равномерного сжатия. Движение нагрузки может
происходить под произвольным углом к направлению течения. Предполагается, что в систе-
ме координат, движущейся вместе с нагрузкой, прогиб льда является установившимся. Ис-
пользован метод преобразования Фурье в рамках линейной теории волн. Исследованы зави-
симости максимальных деформаций ледяного покрова и волновых сил от градиента скорости
течения, направления движения и коэффициента сжатия.
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Интенсивное освоение Арктики вызывает интерес к решению задач, связанных с взаимодей-
ствием различных возмущений в жидкости с ледяным покровом. В настоящее время наиболее
полно изучена задача о воздействии динамических возмущений и возбуждении изгибно-грави-
тационных волн для безграничного однородного ледяного покрова. Ледяной покров обычно мо-
делируется тонкой упругой пластиной, плавающей на поверхности воды. Достаточно хорошо
исследованы процессы развития и распространения изгибно-гравитационных волн в покоящей-
ся в невозмущенном состоянии среде или в потоке жидкости, текущей с постоянной по глубине
скоростью (см., например, [1–12]). Однако в реальных морских условиях существуют подледные
течения, вертикальное распределение скорости может меняться и по величине, и по направ-
лению.

Влияние сдвига скорости в подледном течении на изгибно-гравитационные волны в ледяном
покрове в настоящее время изучено недостаточно. Значительно лучше исследовано воздействие
сдвига скорости на поверхностные волны. Обзор полученных результатов можно найти в ра-
боте [13], в которой исследованы критические скорости и прогиб ледяного покрова в зависимо-
сти от градиента скорости течения, направления движения и коэффициента сжатия под дей-
ствием движущейся прямолинейно с постоянной скоростью области давления. Настоящая рабо-
та является продолжением работы [13] – с помощью решения [13] изучаются деформации
ледяного покрова и волновые силы, действующие на движущееся тело.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается бесконечный ледяной покров, плывущий на поверхности потока идеальной

несжимаемой жидкости конечной глубины  с вертикальным сдвигом скорости. Ледяной по-
кров моделируется упругой бесконечной пластиной постоянной толщины. В подвижной декар-
товой системе координат , связанной с пластиной, с центром  на верхней границе жидко-
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сти, осью , направленной противоположно основному течению, и осью , направленной
вертикально вверх, вектор скорости жидкости можно представить в виде

где  – константа, основное течение жидкости  не потенциально, имеет постоянную завих-
ренность, , ,  – возмущенные компоненты скорости, малые по сравнению с основным тече-
нием. Предполагается, что заданное внешнее давление  равномерно распределено по прямо-
угольной области шириной  и длиной . Область давления движется с постоянной скоростью 
под углом  к оси . Давление внешней нагрузки равно , где  – масса движу-
щегося тела,  – ускорение свободного падения. Данная нагрузка моделирует судно на воздуш-
ной подушке.

Рассмотрим движение жидкости. Скорость течения жидкости удовлетворяет уравнениям
Эйлера и неразрывности

(1.1)

Здесь  – полная производная по времени,  – гидродинамическое давление, которое
складывается из гидростатической части и возмущенного гидродинамического давления ,  –
плотность жидкости,  – единичный орт оси . Прогиб ледяного покрова  описывается
уравнением изгиба тонких упругих пластин Кирхгофа-Лява

(1.2)

где  – цилиндрическая жесткость пластины,  – модуль Юнга, ,  – плотность и толщина
льда,  – коэффициент Пуассона,  – сжимающие усилия в пластине.

Ставятся граничные условия: условие непротекания на дне

(1.3)

а на верхней границе жидкости кинематическое условие

(1.4)

и динамическое условие (1.2). Условие излучения ставится в следующем виде: перед нагрузкой
распространяются только те волны, групповая скорость которых больше скорости нагрузки.

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Введем безразмерные переменные, параметры и функции по формулам

Штрихи далее опускаем. Поскольку мы ищем стационарное решение в системе координат,
движущейся вместе с нагрузкой, то в исходной системе координат, связанной с ледяной пласти-
ной, возмущенные скорости движения жидкости имеют вид
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В предположении малости возмущенных скоростей по сравнению с основным течением
уравнения (1.1) линеаризуются. Применяем преобразование Фурье по переменным , . Неиз-
вестные функции , , , ,  ищем в виде

С помощью обратного преобразования Фурье из уравнений (1.1)–(1.4) получаем решение.
В системе координат , повернутой относительно исходной системы координат на угол ,
с осью , направленной вдоль линии движения, осью , перпендикулярной ей, прогиб ледя-
ного покрова выражается формулами [13]

(2.1)

Если скорость движения нагрузки больше критической, функция  имеет нули
 и ,  в некоторых областях значений угла . Поэтому при этих значени-

ях угла  интеграл по  в выражении (2.1) является интегралом в смысле главного значения. Кон-
тур интегрирования деформируется таким образом, чтобы выполнить условие излучения. Из-
вестно, что групповая скорость изгибно-гравитационных волн больше их фазовой скорости для
коротких волн и меньше для длинных волн. Короткие волны соответствуют упругой ветви дис-
персионной кривой, а длинные волны – гравитационной ветви. Поэтому при  корень 
обходится сверху, а корень  – снизу, при  – наоборот.

Согласно линейной теории упругости деформации пластины изменяются по толщине по ли-
нейному закону. Тензор максимальных деформаций имеет вид

(2.2)

(2.3)

Подынтегральная функция в (2.1) при  имеет порядок . При вычислении компо-

нентов тензора (2.2) подынтегральная функция (2.3) имеет порядок  при , сходи-
мость интеграла в этом случае значительно хуже. При  интеграл вычислялся с помо-
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щью выделения особенности и добавления соответствующих вычетов. При  можно поло-
жить , где . Подынтегральная функция преобразуется следующим образом

Выделяя главный член при , представим функцию  в виде

Интеграл от первого слагаемого по  в (2.3) вычисляется аналитически, а второй член имеет
порядок . Таким образом, сходимость значительно улучшилась.

Для оценки вероятности разрушения ледяного покрова движущимся телом достаточно рас-
смотреть случай , так как наибольшие деформации ожидаются на линии движения. Отме-
тим, что при  вычисление  упрощается, в силу симметрии интеграл по  определяет-
ся вкладом вычетов.

Главные значения тензора деформаций  определяются как собственные значения матрицы,
составленной из компонентов тензора. В линейной теории упругости напряжения и деформа-
ции связаны линейной зависимостью. Необходимо, чтобы деформации и напряжения не превы-
шали предельных значений, при которых начинаются пластические деформации и разрушение.
Экспериментально полученные в [14] критические значения максимальных деформаций для
льда составляют  – . В работе [15] использовалось критическое значение мак-
симальных деформаций , которое использyетcя ниже.

Волновое сопротивление  и боковая сила , действующие на движущееся тело, определя-
ются формулами

Подставляя в эти формулы выражение (2.1) для прогиба ледяного покрова, получаем

В силу симметрии вклад в эти интегралы дают только вычеты в нулях знаменателя. Получаем

где ( , ) – интервал значений угла  в правой полуплоскости, при которых имеются нули дис-
персионной функции , штрих означает производную функции  по переменной .

Безразмерные коэффициенты волновых сил определяются формулами
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3. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Численные расчеты проводились для ледяного покрова при следующих входных параметрах
задачи:  ГПа,  кг/м3,  кг/м3, , толщина льда  м, глубина жид-
кости  м,  Н/м2,  м,  м, скорость движения нагрузки  м/с.
Сжимающие усилия в пластине заданы в виде ,  и 1.5.

На рис. 1 представлены графики зависимости безразмерных коэффициентов волновых сил , 
от скорости движения нагрузки при , ,  и различных значениях параметра .
При скорости, меньшей критической, волн нет, и волновые силы равны нулю. Максимальные
значения прогиба ледяного покрова достигаются при скоростях, близких к критическим. Соот-
ветственно максимальные значения волновых сил также достигаются при скоростях, близких к
критическим. Максимальные различия критических скоростей при изменении градиента скоро-
сти течения (параметра ) наблюдаются при углах  и  (рис. 2 [13]). Поэтому макси-
мальное отличие кривых безразмерного волнового сопротивления  при различных значениях
параметра  наблюдается также при  и .

Из графиков следует, что при движении нагрузки против течения (  при увеличении
градиента скорости потока волновое сопротивление уменьшается, что на первый взгляд неожи-
данно. Объясняется это тем, что с ростом параметра  при  уменьшается критическая ско-
рость, а прогиб ледяного покрова максимален вблизи критической скорости. Поэтому при уве-
личении параметра  при фиксированной скорости движения нагрузки прогиб ледяного покро-
ва становится меньше, соответственно волновое сопротивление уменьшается. При движении по
течению волновое сопротивление увеличивается с ростом параметра  в области сверхкритиче-
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ских скоростей. При  критические скорости оказываются близкими при различных зна-
чениях параметра , потому кривые 1–3 на рис. 1б практически совпадают. В этом случае мак-
симального значения достигает боковая сила. Боковая сила  существенно меньше волнового
сопротивления .

На рис. 2 изображены такие же графики, что на рис. 1, но при . Видно, что при 
поведение зависимостей волновых сил от скорости движения нагрузки аналогично, но значения
их приблизительно в два раза выше.

Максимальные деформации ледяного покрова также происходят при скоростях движения на-
грузки, близких к критической. Стационарное решение при равномерном движении нагрузки с
критической скоростью по упругой плавающей пластине в линейном приближении не суще-
ствует. Для определения ограниченного решения при критической скорости необходимо при-
влекать нелинейные модели или учитывать структурное демпфирование пластины.

На рис. 3 приведены зависимости от координаты  максимальных деформаций ледяного по-
крова, отнесенных к критическому значению , при , ,  = 20 м/с,  и ,

 и . Видно, что при движении нагрузки против течения максимальные деформации
меньше, чем в отсутствие течения, а при движении по течению больше и превышают допусти-
мый уровень деформаций. Ледяной покров может разрушиться при движении нагрузки по тече-
нию. Это объясняется тем, что скорость  м/с близка к критической скорости  м/с
при . Однако, если скорость движения нагрузки меньше этого значения, то волн не будет
при движении по течению, и деформации ледяного покрова могут быть как меньше, так и боль-
ше, чем при движении против течения.

На рис. 4 представлены аналогичные зависимости при . При  максимальные де-
формации больше перед нагрузкой, а при  за нагрузкой. При  максимальные де-
формации значительно выше, чем при , допустимый уровень максимальных деформаций
превышен в обоих случаях. Сжатие льда приводит к повышению прогиба и деформаций ледяно-
го покрова.

На рис. 5 показаны зависимости максимальных деформаций  от координаты  при
 (а) и от координаты  при  (б) при ,  м/с, ,  и .

В этом случае течение поперек линии движения не влияет практически на зависимость макси-
мальных деформаций от координаты , поскольку критическая скорость при  прибли-
зительно равна критической скорости в отсутствие течения [13], но зависимость от координаты

 существенна.
Наибольшие деформации происходят под областью нагрузки. На рис. 6 представлены изоли-

нии максимальных деформаций  при ,  м/с, ,  (а) и . В обо-

ψ π= /2
S

2A
1A

= 1.5Q = 1.5Q

1x

*e 1 = 0y = 0Q V ψ = 0 ψ π=
= 0S = 0.4S

= 20V = 18.7V
ψ π=

= 1.5Q = 0Q
= 1.5Q = 1.5Q

= 0Q

/ *me e 1x

1 = 0y 1y 1 = 0x = 0Q = 20V ψ π= /2 = 0S = 0.4S

1x ψ π= /2

1y

/ *me e = 0Q = 20V = 0.4S ψ π= /2 ψ π=

Рис. 3. Зависимости от координаты  максимальных деформаций ледяного покрова  при , ,
 м/с: (а–б) – , ; 1–2 – , 0.4.
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Рис. 4. Зависимости от координаты  максимальных деформаций ледяного покрова  при , ,
 м/с: (а–б) – , ; 1–2 – , 0.4.
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Рис. 5. Зависимости от координаты  при  (а) и от координаты  при  (б) максимальных дефор-
маций ледяного покрова  при ,  м/с, : 1–2 – , 0.4.
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их случаях амплитуды волн деформации перед нагрузкой значительно больше, чем в других на-
правлениях.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследовано влияние сдвига скорости жидкости на деформации ледяного покрова при рав-
номерном прямолинейном движении нагрузки под произвольным углом к направлению тече-
ния с учетом однородного сжатия льда, а также волновые силы, действующие на тело. Поле ско-
ростей жидкости не потенциально. Показано, что сдвиг скорости, направление движения на-
грузки и коэффициент сжатия льда оказывают существенное влияние на максимальные
деформации ледяного покрова и волновые силы. Максимальные деформации наблюдаются под
нагрузкой при скоростях движения нагрузки, близких к критической. При увеличении коэффи-
циента сжатия льда максимальные деформации значительно увеличиваются.

Волновое сопротивление уменьшается при движении нагрузки против течения и увеличива-
ется при ее движении по течению в области сверхкритических скоростей. Боковая сила макси-
мальна при движении нагрузки перпендикулярно течению. При увеличении коэффициента сжа-
тия льда волновые силы значительно растут.

Следует отметить, что направление течения жидкости зависит от системы координат. Если
в неподвижной системе координат ось Ox' направлена вдоль течения жидкости, то при переходе
в систему координат, связанную с пластиной, жидкость течет в противоположном направлении.
В данной работе и в статье [13] направление течения определяется в системе координат,
связанной с пластиной. 
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