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ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ

Том 59 2023 Вып. 1

УДК 621.391 : 519.725

© 2023 г. С.Г. Колесников, В.М. Леонтьев

СЕРИИ ФОРМУЛ ДЛЯ ПАРАМЕТРОВ БХАТТАЧАРЬИ
В ТЕОРИИ ПОЛЯРНЫХ КОДОВ1

В теории полярных кодов для определения позиций замороженных и инфор-
мационных бит используются параметры Бхаттачарьи. Они характеризуют ско-
рость поляризации каналовW (i)

N , 1 � i � N , специальным образом построенных
из исходного канала W , где N = 2n – длина кода, n = 1, 2, . . . В случае, когда
W – двоичный симметричный канал без памяти, приведены две серии формул
для параметров Z

(
W

(i)
N

)
: при i = N − 2k + 1, 0 � k � n, и при i = N/2− 2k + 1,

1 � k � n− 2. Формулы требуют порядка
(2n−k + 2k − 1

2k

)
22

k

операций сложе-

ния для первой серии и порядка
(2n−k−1 + 2k − 1

2k

)
22

k

для второй. Для случаев
i = 1, N/4 + 1, N/2 + 1, N найденные выражения для параметров удалось упро-
стить, вычислив входящие в них суммы. Указаны возможные обобщения для
значений i из интервала (N/4, N). Также исследуются комбинаторные свойства
поляризационной матрицы GN полярного кода с ядром Арикана. В частности,
установлены простые рекуррентные соотношения между строками матриц GN

и GN/2.
Ключевые слова: полярный код, параметр Бхаттачарьи, поляризационная мат-
рица.
DOI: 10.31857/S0555292323010011, EDN: JDDBTP

§ 1. Введение и основные результаты

ПустьW – двоичный симметричный канал без памяти с входным алфавитомX =
= {0, 1}, выходным алфавитом Y = {0, 1} и переходными вероятностями

W (y |x) =
{
p, если x �= y,

1− p в противном случае.

Через WN , N = 2n, n = 1, 2, . . . , обозначим N -ю декартову степень канала W . Для
каждого натурального числа i, 1 � i � N , определим канал W

(i)
N : X → Y N ×X i−1

с переходными вероятностями

W
(i)
N (y, u′ |ui) =

1

2N−1

∑
u′′∈XN−i

WN (y |uGN ),

где y ∈ Y N , u′ ∈ X i−1, ui ∈ X , u = u′uiu
′′ – конкатенация векторов u′, (ui) и u′′,

а GN – поляризационная матрица полярного кода с ядром Арикана F =

(
1 0
1 1

)
.

1 Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым Министерством
образования и науки Российской Федерации (номер соглашения 075-02-2022-876).
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Тогда [1] значение параметра Бхаттачарьи Z
(
W

(i)
N

)
определяется равенством

Z
(
W

(i)
N

)
=
∑

y∈Y N

∑
u′∈Xi−1

√
W

(i)
N (y, u′ |0) W (i)

N (y, u′ |1). (1)

В той же работе [1] формула (1) была упрощена до следующей:

Z
(
W

(i)
N

)
= 2N−1

∑
y∈L

√
W

(i)
N (y, (0, . . . , 0) |0) W (i)

N (y, (0, . . . , 0) |1),

где L – подмножество в Y N мощности 2i, и было показано, что числа Z
(
W

(i)
N

)
удо-

влетворяют рекуррентной системе равенств и неравенств{
Z
(
W

(2i−1)
2N

)
� 2Z

(
W

(i)
N

)
−
[
Z
(
W

(i)
N

)]2
,

Z
(
W

(2i)
2N

)
=
[
Z
(
W

(i)
N

)]2
.

(2)

В [2] предложены два метода аппроксимации (“сверху” и “снизу”) вероятности
ошибки в поляризованных битовых каналах. Там же [2, теорема 1] показывается, что
для достаточно больших N сложность алгоритма аппроксимаций для всех каналов
одновременно имеет порядок O(Nμ2 logμ), где μ > μ0, причем константа μ0 зависит
от пропускной способности канала I(W ), скорости и вероятности блоковой ошибки
кода, но не зависит от N .
В настоящей статье авторы ставили перед собой задачу получения точных фор-

мул для параметров Бхаттачарьи, которые в перспективе можно использовать для
расчетов. Приведем основные результаты.

Т е о р ем а 1. Справедливы равенства

Z
(
W

(1)
N

)
=
√
1− (1− 2p)2N , Z

(
W

(N)
N

)
= 2NpN/2(1− p)N/2.

Для формулировки следующего результата нам потребуется ввести ряд обозна-
чений. Пусть m ∈ N – произвольное натуральное число. Через Z

m
2 обозначим m-ю

декартову степень поля вычетов Z2 с операцией сложения ⊕. Подмножества в Zm
2 ,

состоящие из векторов с четной и нечетной суммой координат, обозначим, соответ-
ственно, через Zm

2,e и Zm
2,o. Для произвольного (0, 1)-вектора z = (z1, . . . , zm) и про-

извольного целочисленного вектора t = (t1, . . . , tm) положим

r(t, z) = w(z)
N

m
+

m∑
j=1

(z̄j − zj)tj ,

где, как обычно, w(z) = z1 + . . .+ zm – вес Хэмминга вектора z, 0̄ = 1, 1̄ = 0. Пусть
также

H(t, z) = pr(t,z)(1− p)N−r(t,z).

Наконец, определим на векторах t функцию θ(t), полагая

θ(t) =
m!

k1! . . . k�!
,

где k1, . . . , k� – мощности всех подмножеств, состоящих из одинаковых элементов
набора t1, . . . , tm.
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Те о р ем а 2. Пусть n, k ∈ N, причем 1 � k < n, и пусть N = 2n, m = 2k,
s = 2n−k − 1. Тогда

Z
(
W

(N−m+1)
N

)
=

= 2
s∑

t1=0

. . .
s∑

tm=tm−1

(
s

t1

)
. . .

(
s

tm

)
θ(t)

√√√√[ ∑
z∈Z

m
2,e

H(t, z)

][ ∑
z∈Z

m
2,o

H(t, z)

]
.

Замечание 1. Несложно видеть, что число слагаемых во внешних суммах в сово-
купности равно числу сочетаний с повторениями из s+1 поm, т.е.

(
s+m

m

)
, а суммы

под корнем содержат по 2m−1 слагаемых каждая.

Замечание 2. Пусть N = 2n и m = 2k + �, где 1 � k < n и 0 < � < 2k. Для
j = 1, 2, . . . , 2k+1 обозначим через zj вектор, у которого на позициях с номерами
(j − 1)2n−k−1 + 1, . . . , j2n−k−1 стоят единицы, а остальные координаты равны ну-
лю. Допустим, что существует эффективно вычислимая функция κm, принимаю-
щая значение 1, если вектор α1z1 + . . . + α2k+1z2k+1 , αj ∈ {0, 1}, принадлежит под-
пространству, порожденному последними m строками матрицы GN , и равная нулю
в противном случае. Тогда справедлив следующий аналог формулы из теоремы 2:

Z
(
W

(N−m+1)
N

)
= 2

s′∑
t1=0

. . .
s′∑

tm′=tm′−1

(
s′

t1

)
. . .

(
s′

tm′

)
θ(t)

√[∑
z

H(t, z)

][∑
z

H(t, z)

]
,

гдеm′ = 2k+1, s′ = 2n−k−1−1, t = (t1, . . . , tm′), а векторы z пробегают множество Zm′

2
и удовлетворяют условию κm−1(z) = 1 для первой суммы и условиям κm(z) = 1
и κm−1(z) = 0 для второй.

Далее, положим

tz =

m∑
j=1

(−1)zj tj

и

F (t, z) = 2(s+1)w(z)+tzpNw(z)/2m+tz(1− p)N−Nw(z)/2m−2(s+1)(m−w(z))+tz ×

×
(
p2 + (1 − p)2

)(s+1)(m−w(z))−tz
.

Те о р ем а 3. Пусть n, k ∈ N, причем 1 � k < n − 1, и пусть N = 2n, m = 2k,
s = 2n−k−1 − 1. Тогда

Z
(
W

N/2−m+1
N

)
=

= 2
s∑

t1=0

. . .
s∑

tm=tm−1

(
s

t1

)
. . .

(
s

tm

)
θ(t)

√√√√[ ∑
z∈Z

m
2,e

F (t, z)

][ ∑
z∈Z

m
2,o

F (t, z)

]
.

Легко видеть, что для вычислений по формуле из теоремы 3 потребуется порядка(
2n−k−1 + 2k − 1

2k

)
22

k

операций сложения. Также отметим, что все сказанное в заме-
чании 2 можно с незначительными изменениями переформулировать для значений i
из множества {N/4 + 1, . . . , N/2− 1}.
Для i = N/2 + 1 и i = N/4 + 1 формулы из теорем 2 и 3 удалось упростить.
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Сл е д с т в и е 1. Положим L1 = p2 + (1 − p)2 и L2 = 2p(1 − p). Справедливы
равенства

Z
(
W

(N/2+1)
N

)
= 1−

(
p2 + (1− p)2

)N/2
+

√(
p2 + (1− p)2

)N −
(
p2 − (1− p)2

)N
,

Z
(
W

(N/4+1)
N

)
= 1−

(
L2
1 + L2

2

)N/4
+

√(
L2
1 + L2

2

)N/2 −
(
L2
1 − L2

2

)N/2
.

Таким образом, для фиксированного N = 2n теоремы 1–3 вместе с формулой (2)
дают точные выражения для параметров Бхаттачарьи для n2+1 каналов. Конечно,
приведенные формулы являются не альтернативой, а дополнением к методу из [2]
в тех случаях, когда расчеты по ним возможны. Также авторы выражают надежду
на то, что дальнейшие исследования свойств поляризационной матрицы откроют
возможности для построения новых серий, а изучение симметрий в найденных фор-
мулах позволит значительно упростить последние, в идеале – до такого вида, как
в теореме 1 или следствии 1, в крайнем случае – до формул с полиномиальным
числом слагаемых под корнем.

§ 2. Свойства поляризационной матрицы

Напомним, что поляризационная матрица G2n является произведением переста-
новочной матрицы BN на n-ю кронекерову степень ядра Арикана F⊗n. В свою оче-
редь, матрица BN раскладывается в произведение

BN = RN (E2 ⊗RN/2) . . . (EN/2 ⊗R2),

где R2i , i = 1, . . . , n, – такая перестановочная матрица, что

(x1, . . . , x2i)R2i = (x1, x3, . . . , x2i−1, x2, x4, . . . , x2i),

E2i – единичная матрица порядка 2i.
Обозначим через f2n(i, j) и g2n(i, j) элементы матриц F⊗n и G2n соответственно,

стоящие на позициях (i, j). В [3] для i, j ∈ {1, . . . , 2n} доказано, что

f2n(i, j) =

{
1, если i− 1 � j − 1,
0 в противном случае,

где условие i−1 � j− 1 выполняется, когда в n-разрядных двоичных записях чисел
i−1 и j−1 каждый разряд числа i−1 больше соответствующего разряда числа j−1
или равен ему. Чтобы напомнить известную связь между элементами матриц F⊗n

и G2n и установить ряд новых фактов, определим две функции, областью опреде-
ления и областью значений которых является множество {0, . . . , 2n − 1}. Положим

revn(dn−1 . . . d0) = d0 . . . dn−1

и

invn(dn−1 . . . d0) = d̄n−1 . . . d̄0,

где dn−1 . . . d0 – двоичная n-разрядная запись числа k, дополненная нулями, если
для записи k достаточно меньшего числа разрядов.
В [1, с. 3064] установлено равенство

g2n(i, j) = f2n(revn(i− 1) + 1, j)

для любых i, j ∈ {1, . . . , 2n}. Имеют место также следующие утверждения.
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Те о р ем а 4. Для любого n ∈ N матрица G2n является персимметричной, т.е.
симметричной относительно побочной диагонали:

g2n(i, j) = g2n(2
n − j + 1, 2n − i+ 1)

для любых i, j ∈ {1, . . . , 2n}.
Док а з а т е л ь с т в о. Имеем

g2n(i, j) = f2n(revn(i− 1) + 1, j),

g2n(2
n − j + 1, 2n − i+ 1) = f2n(revn(2

n − j) + 1, 2n − i+ 1).

Используя соотношение invn(k) = 2n−1−k, справедливое для любого k из множества
{0, . . . , 2n − 1}, перепишем второе равенство в виде

g2n(2
n − j + 1, 2n − i+ 1) = f2n(revn(invn(j − 1)) + 1, invn(i − 1) + 1).

Убедимся, что revn(i− 1) � j − 1 тогда и только тогда, когда

revn(invn(j − 1)) � invn(i− 1).

Для двоичных n-разрядных записей i− 1 = xn−1 . . . x0 и j − 1 = yn−1 . . . y0 неравен-
ства x0 . . . xn−1 � yn−1 . . . y0 и ȳ0 . . . ȳn−1 � x̄n−1 . . . x̄0 эквивалентны. �
Сл е д с т в и е 2. Для любых n ∈ N и i, j ∈ {1, . . . , 2n} в i-й строке матрицы

G2n правее последней единицы расположено revn(invn(i−1)) нулей, а в j-м столбце
матрицы G2n выше первой единицы расположено revn(j − 1) нулей.
Док а з а т е л ь с т в о. Так как F⊕n является нижнетреугольной матрицей с еди-

ницами по главной диагонали, то ее i-я строка содержит 2n− i нулей правее послед-
ней единицы. Из равенства g2n(i, j) = f2n(revn(i − 1) + 1, j) заключаем, что в i-й
строке матрицы G2n правее последней единицы расположено

2n − 1− revn(i− 1) = invn(revn(i− 1)) = revn(invn(i− 1))

нулей.
Из персимметричности матрицы G2n следует, что в ее j-м столбце выше первой

сверху единицы расположено revn(invn(2n − j)) = revn(j − 1) нулей. �
Те о р ем а 5. Для любых n ∈ N и i ∈ {1, . . . , 2n−1} строка с номером 2i мат-

рицы G2n представляет собой повторенную два раза строку с номером i матри-
цы G2n−1 , а строка с номером 2i − 1 матрицы G2n – строку с номером i матри-
цы G2n−1 , дополненную справа 2n−1 нулями.
Док а з а т е л ь с т в о. Ввиду соотношений

F⊕n =

(
F⊕(n−1) 0
F⊕(n−1) F⊕(n−1)

)
и

g2n(k, j) = f2n(revn(k − 1) + 1, j), k, j = 1, . . . , 2n,

достаточно для любого i ∈ {1, . . . , 2n−1} доказать равенства

revn(2i− 1)− 2n−1 = revn−1(i− 1), revn(2i− 2) = revn−1(i − 1).

Рассмотрим двоичную запись i− 1 = dn−2 . . . d0. Имеем

revn(2i− 2) = revn(2(i− 1)) = revn(dn−2 . . . d00) = d0 . . . dn−2 = revn−1(i− 1),

revn(2(i− 1) + 1)− 2n−1 = revn(dn−2 . . . d01)− 2n−1 = d0 . . . dn−2 =

= revn−1(i− 1). �
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§ 3. Доказательство теорем 1–3

Зафиксируем еще несколько обозначений. Всюду далее V – линейное простран-
ство размерности N = 2n над полем Z2. Операцию сложения в V будем обозначать
так же, как и операцию сложения в поле, а именно ⊕. Для любых натуральных
чисел i, j, удовлетворяющих условиям 1 � i � j � N , через U j

i обозначим под-
пространство в V , образованное векторами, у которых равны нулю первые i − 1
и последние j + 1 координат. Также по определению положим U0

1 = UN
N+1 = {0}.

Далее, для i, j, k ∈ N, таких что 1 � i � k � j � N , через uj
i (k, ε) обозначим вектор

из U j
i , у которого k-я координата равна ε. Наконец, для произвольного числа i ∈ N,

1 � i � N , произвольных векторов y ∈ V , u ∈ U i−1
1 и числа ε ∈ {0, 1} положим

A(y, u, i, ε) =
∑

u′∈UN
i+1

WN
(
y | (u⊕ ui

i(i, ε)⊕ u′)GN

)
и будем полагать A(y, i, ε) = A(y, u, i, ε), если вектор u нулевой.

Л емма 1. Пусть i ∈ N и 1 � i � N . Тогда

Z
(
W

(i)
N

)
= 2

∑
y∈Ui−1

1

√
A(yGN , i, 0)A(yGN , i, 1).

Док а з а т е л ь с т в о. Заметим, что V = {yGN |y ∈ V }, поскольку матрица GN

обратима; далее, V = {y ⊕ u |y ∈ V } для любого фиксированного вектора u ∈ V ;
наконец, для любых векторов y, x, u ∈ V справедливо равенствоWN (y ⊕ u |x ⊕ u) =
= WN (y |x). Поэтому

Z
(
W

(i)
N

)
=

1

2N−1

∑
y∈V

∑
u∈Ui−1

1

√
A(y, u, i, 0)A(y, u, i, 1) =

=
1

2N−1

∑
y∈V

∑
u∈Ui−1

1

√
A(yGN , u, i, 0)A(yGN , u, i, 1) =

=
1

2N−1

∑
u∈Ui−1

1

[∑
y∈V

√
A((y ⊕ u)GN , u⊕ u, i, 0)A((y ⊕ u)GN , u⊕ u, i, 1)

]
=

=
2i−1

2N−1

∑
y∈V

√
A(yGN , i, 0)A(yGN , i, 1).

Для завершения доказательства остается заметить, что для любого вектора u ∈ UN
i+1

имеем

A
(
(y ⊕ u)GN , i, ε

)
= A(yGN , i, ε),

и значит, суммирование по V в последней сумме можно заменить, предваритель-
но домножив ее на 2N−i, на суммирование по представителям фактор-пространства
V/UN

i+1, т.е. по U i
1. Наконец, с учетом равенства A((y⊕1ii)GN , i, ε) = A(yGN , i, ε̄) под-

пространство суммирования можно сократить до U i−1
1 , удвоив при этом сумму. �

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Первая строка матрицы GN имеет вид
(1, 0, . . . , 0), а остальные строки содержат четное число единиц. Поэтому множе-
ства {(0, u2, . . . , uN)GN} и {(1, u2, . . . , uN)GN} состоят из всех N -мерных векторов
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с четным и нечетным числом единиц соответственно. Значит,

A(0, 1, 0) =

N/2∑
j=0

(
N

2j

)
p2j(1− p)N−2j ,

A(0, 1, 1) =

N/2∑
j=1

(
N

2j − 1

)
p2j−1(1− p)N−2j+1.

Первая и вторая суммы являются, соответственно, суммами всех положительных и
отрицательных слагаемых в разложении выражения (−p+ (1 − p))N в бином Нью-
тона, а обе вместе дают (p+ (1 − p))N . Следовательно,

Z
(
W

(1)
N

)
= 2
√
A(0, 1, 0)A(0, 1, 1) =

= 2
√((

1 + (1− 2p)N
)
/2
)((

1− (1− 2p)N
)
/2
)
=
√
1− (1− 2p)2N .

Докажем второе равенство теоремы 1. Имеем

A(yGN , N, 0) = WN (yGN | (0, . . . , 0)) = pw(yGN)(1− p)N−w(yGN),

A(yGN , N, 1) = WN (yGN | (1, . . . , 1)) = pN−w(yGN)(1− p)w(yGN).

Отсюда

Z
(
W

(N)
N

)
= 2

∑
y∈UN−1

1

√
A(yGN , N, 0) ·A(yGN , N, 1) =

= 2 · 2N−1
√
pN (1− p)N = 2NpN/2(1− p)N/2,

что завершает доказательство теоремы 1. �
В нижеследующих леммах 2–4 полагаем N = 2n, где n > 1, и m = 2k, где

0 � k < n. Также полагаем s = N/m− 1.
Л емма 2. Первые N −m строк матрицы GN порождают подпространство

LN,m =
{
(x1, . . . , xN/m−1, 0︸ ︷︷ ︸

N/m

, . . . , xN−N/m+1, . . . , xN−1, 0︸ ︷︷ ︸
N/m

) | xi ∈ Z2

}
.

Док а з а т е л ь с т в о. Поскольку матрица GN невырождена, ее первые N − m
строк линейно независимы и порождают подпространство размерности N −m. Мы
докажем лемму, если установим, что в столбцах с номерами N/m, 2N/m, . . . ,mN/m
первые сверху N − m элементов равны нулю. Согласно следствию 2 для этого до-
статочно доказать неравенство

revn(tN/m− 1) � N −m = 2n − 2k для t = 1, 2, . . . ,m.

Зафиксируем целое число t, 1 � t � m, и пусть t− 1 = dk−1 . . . d0 – двоичная запись
числа t− 1. Из тождества

2n−k(t− 1) + 2n−k − 1 = t2n−k − 1

следует, что t2n−k − 1 = dk−1 . . . d01 . . . 1, здесь справа от d0 расположено n − k
единиц. Отсюда

revn(tN/m− 1) = 1 . . . 1d0 . . . dk−1 = (2n−k − 1)2k + C = 2n − 2k + C,

где C = d0 . . . dk−1 � 0. �
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Лемма 3. Последние m строк матрицы GN порождают подпространство

RN,m = {(z1, . . . , z1, . . . , zm, . . . , zm) | z1, . . . , zm ∈ Z2} ,

здесь каждая переменная zi повторяется N/m раз. Последние m−1 строк матри-
цы GN порождают в RN,m подпространство Re

N,m с четной суммой z1 + . . .+ zm.
Линейные комбинации строки N − m + 1 со строками с бо́льшими номерами об-
разуют в RN,m подмножество Ro

N,m с нечетной суммой z1 + . . .+ zm, или, иначе
говоря,

Ro
N,m = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

N/m

, 0, . . . , 0)⊕Re
N,m.

Док а з а т е л ь с т в о. Когда m = 1 или n = 1, утверждение очевидно. Далее вос-
пользуемся индукцией по n. Рассмотрим матрицу GN , N = 2n > 2, и пусть m > 1.
По предположению индукции последние m/2 строк матрицы GN/2 порождают под-
пространство RN/2,m/2, векторы которого имеют вид (z1, . . . , z1, . . . , zm/2, . . . , zm/2),
где каждая переменная zi повторяется (N/2)/(m/2) = N/m раз. Применяя теоре-
му 5, получаем, что каждая из последних m строк матрицы GN содержится в RN,m.
Учитывая, что размерность пространства RN,m равна m, а последние m строк мат-
рицы GN линейно независимы, получаем, что они порождают RN,m. По тем же сооб-
ражениям последниеm−1 строк матрицы GN порождают подпространствоRe

N,m−1.
Кратное применение теоремы 5 показывает, что строка с номером N −m+ 1 имеет
вид (1, . . . , 1, 0 . . . , 0), где единица повторяется N/m раз. �
Зафиксируем произвольный вектор y ∈ UN−m

1 , и пусть x = yGN . По лемме 2
имеем x ∈ LN,m, и следовательно, x = (x1, . . . , xs, 0, . . . , xN−s, . . . , xN−1, 0). Обозна-
чим через ti, 1 � i � m, число единиц среди координат x(i−1)N/m+1, . . . , x(i−1)N/m+s

вектора x.
Л емма 4. Имеют место равенства

A(yGN , N −m+ 1, 0) =
∑

z∈Z
m
2,e

H(t, z), A(yGN , N −m+ 1, 1) =
∑

z∈Z
m
2,o

H(t, z).

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть i = N−m+1. Зафиксируем вектор u ∈ UN
i+1, и пусть

v = ui
i(i, ε)⊕u, где ε ∈ {0, 1}. По лемме 3 имеем vGN = (z1, . . . , z1, . . . , zm, . . . , zm), где

z1, . . . , zm ∈ Z2 и каждая переменная повторяется N/m раз. Для фиксированного j,
1 � j � m, количество отличных от zj чисел среди x(j−1)N/m+1, . . . , x(j−1)N/m+s, 0
равно zjN/m+ (z̄j − zj)tj . Отсюда следует, что количество различных координат у
векторов yGN и vGN выражается числом r(t, z), где t = (t1, . . . , tm), z = (z1, . . . , zm),
а количество одинаковых равно N − r(t, z). Значит, WN (yGN |vGN ) = H(t, z). Для
завершения доказательства остается заметить, что согласно лемме 3, когда u про-
бегает подпространство UN

i+1 и ε = 0, вектор vGN пробегает подпространство Re
N,m,

а соответствующий ему вектор z пробегает множество Zm
2,e. Если ε = 1, то vGN

пробегает множество Ro
N,m, а соответствующий ему вектор z – множество Zm

2,o. �
Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Очевидно, что каждое из чисел t1, . . . , tm

может изменяться от 0 до s. Далее, для фиксированных t1, . . . , tm в LN,m существует(
s

t1

)
. . .
(

s

tm

)
векторов с tj единицами среди координат x(j−1)N/m+1, . . . , x(j−1)N/m+s.

Поэтому из лемм 1 и 4 следует равенство

Z
(
W

(N−m+1)
N

)
= 2

s∑
t1=0

. . .
s∑

tm=0

(
s

t1

)
. . .

(
s

tm

)√√√√[ ∑
z∈Z

m
2,e

H(t, z)

][ ∑
z∈Z

m
2,o

H(t, z)

]
.
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Упростим полученную формулу до вида, указанного в теореме 2. Заметим, что
при перестановке чисел t1, . . . , tm не меняется произведение

(
s

t1

)
. . .
(

s

tm

)
и не ме-

няются суммы, стоящие под корнем. Количество различных перестановок, которые
можно получить из чисел t1, . . . , tm, очевидно, равно θ(t1, . . . , tm). В связи с этим
определим на декартовой степени {0, 1, . . . , s}m отношение эквивалентности ∼, счи-
тая (t1, . . . , tm) ∼ (t′1, . . . , t

′
m), если один набор можно путем перестановки компонент

привести ко второму. Ввиду биективности отображения

{(t1, . . . , tm) | 0 � t1 � . . . � tm � s} → {0, . . . , s}m/ ∼

нижний предел в j-й сумме можно заменить на tj−1 для j = 2, . . . ,m, что завершает
доказательство теоремы 2. �
Прежде чем приступить к доказательству теоремы 3, отметим следующий факт,

вытекающий из теоремы 5. Для любого натурального числа i, 1 � i � N/2, строка
с номером i + N/2 матрицы GN получается добавлением по одной единице справа
к каждой группе отдельно стоящих единиц ее i-й строки. Следующие три леммы
непосредственно следуют из этого замечания и лемм 2–4. До конца этого параграфа
полагаем N = 2n и n > 2; m = 2k и 1 � k � n− 2; s = 2n−k−1 − 1.
Л емма 5. Первые N/2−m строк матрицы GN порождают подпространство

L′
N,m =

{
x = (. . . , x�

1, 0, x
�
2, 0, . . . , x

�
s−1, 0, x

�
s, 0, 0, 0, . . .) | � = 1, . . . ,m, x�

j ∈ Z2

}
.

Лемма 6. Строки матрицы GN с номерами N/2−m+1, . . . , N/2 порождают
подпространство

R̃N,m =
{
z̃ = (. . . , z�, 0, z�, 0, . . . , z�, 0, . . .) | � = 1, . . . ,m, z� ∈ Z2

}
.

Строки с номерами N/2 − m + 2, . . . , N/2 порождают в R̃N,m подпространство
R̃e

N,m с четной суммой z1 + . . . + zm. Линейные комбинации строки N/2 − m + 1

с элементами из R̃e
N,m образуют в R̃N,m подмножество R̃o

N,m с нечетной суммой
z1 + . . .+ zm.
Лемма 7. Строки матрицы GN с номерами N/2 + 1, . . . , N порождают под-

пространство

LN,2 =
{
u =

(
. . . , u�

1, u
�
1, u

�
2, u

�
2, . . . , u

�
s+1, u

�
s+1, . . .

)
| � = 1, . . . ,m, u�

j ∈ Z2

}
.

Обозначим через x� и u� �-й блок координат векторов x и u соответственно,
а каждому вектору z̃ = (. . . , z�, 0, z�, 0, . . . , z�, 0, . . .) ∈ R̃N,m поставим в соответствие
вектор z = (z1, . . . , zm) ∈ Zm

2 . Несложно проверить, что число несовпадений коорди-
нат у векторов (x′, 0) и (z′⊕u′, u′) выражается суммой z′+u′+(−1)z

′
u′+(−1)u

′+z′
x′.

Отсюда вытекает следующая
Л емма 8. Число несовпадений координат у векторов x и z̃ ⊕ u выражается

суммой

γ(x, z, u) = w(z)
N

2m
+ w(u) +

m∑
�=1

(−1)z�w(u�) +
m∑
�=1

s∑
j=1

(−1)u
�
j+z�x�

j . (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е мы 3. Из лемм 1 и 5–8 следует равенство

Z
(
W

(N/2−m+1)
N

)
= 2

∑
x∈L′

N,m

√√√√[ ∑
z∈Z

m
2,e

H̃(x, z)

][ ∑
z∈Z

m
2,o

H̃(x, z)

]
, (4)
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где

H̃(x, z) =
∑

u∈RN,2

pγ(x,z,u)(1− p)N−γ(x,z,u). (5)

Глядя на формулы (3)–(5), видим, что суммы под корнем в (4) зависят только от
количества t� ненулевых координат вектора x внутри блока x�, но не зависят от их
расположения. Поэтому формула (4) упрощается до следующей:

Z
(
W

(N/2−m+1)
N

)
=

= 2

s∑
t1=0

. . .

s∑
tm=tm−1

(
s

t1

)
. . .

(
s

tm

)
θ(t)

√√√√[ ∑
z∈Z

m
2,e

H̃(t, z)

][ ∑
z∈Z

m
2,o

H̃(t, z)

]
, (6)

где t = (t1, . . . , tm).
Упростим H̃(t, z). Обозначим через a� и b� уменьшенное в два раза число единиц

в блоке u� вектора u, расположенных от первой координаты до координаты 2t� и от
2t� + 1 до 2s+ 2 соответственно. Пусть a = (a1, . . . , am) и b = (b1, . . . , bm). Тогда

γ(x, z, u) = γ(t, z, a, b) = w(z)
N

2m
+ w(a) + w(b) +

m∑
j=1

(−1)zj(tj − aj + bj)

и

H̃(t, z) =

t1∑
a1=0

. . .

tm∑
am=0

s+1−t1∑
b1=0

. . .

s+1−tm∑
bm=0

(
t1
a1

)
. . .

(
tm
am

)
×

×
(
s+ 1− t1

b1

)
. . .

(
s+ 1− tm

bm

)
pγ(t,z,a,b)(1− p)N−γ(t,z,a,b).

Зафиксируем вектор z, и пусть zα1 = . . . = zαq = 0, а zαq+1 = . . . = zαm = 1. Здесь
α1, . . . , αm – некоторая перестановка чисел 1, . . . ,m. Тогда

γ(t, z, a, b) = w(z)
N

2m
+ 2h+ tz,

где h = aαq+1 + . . .+ aαm + bα1 + . . .+ bαq . Величина γ(t, z, a, b) не зависит от групп
переменных aα1 , . . . , aαq и bαq+1 , . . . , bαm . Поэтому H̃(t, z) раскладывается в произ-
ведение числа pw(z)N/2m+tz(1− p)N−w(z)N/2m−tz, сумм

tα1∑
aα1=0

(
tα1

aα1

)
, . . . ,

tαq∑
aαq=0

(
tαq

aαq

)
,

s+1−tαq+1∑
bαq+1

=0

(
s+ 1− tαq+1

bαq+1

)
, . . . ,

. . . ,

s+1−tαm∑
bαm=0

(
s+ 1− tαm

bαm

)
,

произведение которых равно 2(s+1)(m−q)+tz , и суммы

S =

tαq+1∑
aαq+1

=0

. . .

tαm∑
aαm=0

s+1−tα1∑
bα1=0

. . .

s+1−tαq∑
bαq=0

(
tαq+1

aαq+1

)
. . .

(
tαm

aαm

)
×

×
(
s+ 1− tα1

bα1

)
. . .

(
s+ 1− tαq

bαq

)
p2h(1 − p)−2h.
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Вычислим сумму S. Показатели степеней p и 1− p зависят от величины h, которая
принимает все целые значения от 0 до (s+1)q− tz. Используя обобщенную свертку
Вандермонда и формулу бинома Ньютона, находим

S =

(s+1)q−tz∑
h=0

p2h(1− p)−2h ×

×
∑

aαq+1
+...+aαm+bα1+...+bαq=h

(
tαq+1

aαq+1

)
. . .

(
tαm

aαm

)(
s+ 1− tα1

bα1

)
. . .

(
s+ 1− tαq

bαq

)
=

= (1− p)−2(s+1)q+2tz

(s+1)q−tz∑
h=0

(
(s+ 1)q − tz

h

)
(p2)h

(
(1− p)2

)(s+1)q−tz−h
=

= (1− p)−2(s+1)q+2tz
(
p2 + (1− p)2

)(s+1)q−tz
.

Таким образом,

H̃(t, z) = 2(s+1)(m−q)+tzpw(z)N/2m+tz(1− p)N−w(z)N/2m−2(s+1)q+tz ×

×
(
p2 + (1 − p)2

)(s+1)q−tz
= 2(s+1)w(z)+tzpw(z)N/2m+tz ×

× (1− p)N−w(z)N/2m−2(s+1)(m−w(z))+tz
(
p2 + (1− p)2

)(s+1)w(z)−tz
= H(t, z),

что завершает доказательство теоремы 3. �

§ 4. Доказательство следствия 1

Сперва докажем первую формулу. Имеем k = n− 1, m = N/2, s = 1, i = N/2+ 1.
Из вида функции r(t, z) следует, что величины

He(t1, . . . , tm) =
∑

z∈Z
m
2,e

H(t, z), Ho(t1, . . . , tm) =
∑

z∈Z
m
2,o

H(t, z)

зависят только от количества единиц среди чисел t1, . . . , tm, но не от их расположе-
ния, поэтому

Z
(
W

(N/2+1)
N

)
=

N/2∑
j=0

(
N/2

j

)√
He(ej)Ho(ej),

где ej – N/2-мерный (0, 1)-вектор с j единицами в начале. Вычислим He(ej), когда
j > 0. Имеем

r(ej , z) = 2w(z) + (z̄1 − z1) + . . .+ (z̄j − zj) = j + 2(zj+1 + . . .+ zN/2).

Величина j + 2(zj+1 + . . . + zN/2) принимает значения j + 0, j + 2, . . . ,
j + 2(N/2 − j) = N − j, причем значение j + 2�, 0 � � � N/2 − j, принимается
на следующем количестве векторов z при четном и нечетном � соответственно:(

N/2− j

�

)[(
j

0

)
+

(
j

2

)
+ . . .

]
=

(
N/2− j

�

)[(
j

1

)
+

(
j

3

)
+ . . .

]
=

= 2j−1

(
N/2− j

�

)
.
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Следовательно,

He(ej) =

N/2−j∑
�=0

2j−1

(
N/2− j

�

)
pj+2�(1− p)N−j−2�.

Аналогичные рассуждения приводят к равенству Ho(ej) = He(ej). Наконец, легко
видеть, что

He(e0) =

N/4∑
�=0

(
N/2

2�

)
p4�(1 − p)N−4�, He(e0) =

N/4−1∑
�=0

(
N/2

2�+ 1

)
p4�+2(1− p)N−4�−2,

откуда

He(e0) =
Q

N/2
1 +Q

N/2
2

2
, Ho(e0) =

Q
N/2
1 −Q

N/2
2

2
,

где Q1 = p2 + (1 − p)2 и Q2 = p2 − (1− p)2. Поэтому

Z
(
W

(N/2+1)
N

)
=
√
QN

1 −QN
2 +

N/2∑
j=1

N/2−j∑
�=0

2j
(
N/2

j

)(
N/2− j

�

)
pj+2�(1− p)N−j−2�.

Величина j + 2� изменяется при указанных ограничениях на изменение индексов j
и � от 1 до N − 1. Положим j′ = j + 2�. Коэффициент при pj

′
(1 − p)N−j′ равен

[(j′−1)/2]∑
�=0

2j
′−2�

(
N/2

j′ − 2�

)(
N/2− j′ + 2�

�

)
,

где [ · ] – целая часть числа. Используя метод коэффициентов [4] (авторы благодарят
Г.П. Егорычева за проведенные вычисления), находим

[(j′−1)/2]∑
�=0

2j−2�

(
N/2

j′ − 2�

)(
N/2− j′ + 2�

�

)
=

⎧⎪⎨⎪⎩
(
N

j′

)
, если j′ − 1 четно,(

N

j′

)
−
(
N/2

j′/2

)
в противном случае.

Поэтому

Z
(
W

(N/2+1)
N

)
=

=
√
QN

1 −QN
2 +

N−1∑
j′=1

(
N

j′

)
pj

′
(1− p)N−j′ −

N/2−1∑
j′=1

(
N/2

j′

)
p2j

′
(1− p)N−2j′ =

=
√
QN

1 −QN
2 + (p+ 1− p)N − (1− p)N − pN −

(
p2 + (1− p)2

)N/2
+ pN +

+ (1− p)N = 1−
(
p2 + (1− p)2

)N/2
+

√(
p2 + (1− p)2

)N −
(
p2 − (1− p)2

)N
.

Теперь докажем вторую формулу следствия. Пусть N = 2n > 4, m = N/4, s = 1.
Так как числа tj в рассматриваемом случае равны 0 или 1, то суммы∑

z∈Z
m
2,e

F (t, z) и
∑

z∈Z
m
2,o

F (t, z) (7)
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зависят от количества чисел tj , равных 1, но не от их расположения. Обозначим че-
рез t0 число единиц в векторе t = (t1, . . . , tm) и будем считать, что они расположены
в начале. Тогда

tz =

m∑
j=1

(−1)zj tj =

t0∑
j=1

(−1)zj ,

где при t0 = 0 сумму считаем равной нулю. Далее, заметим, что F (t, z) = F (t, z′),
если в первых t0 координатах векторов z и z′ расположено одинаковое число единиц
и в последних m − t0 координатах тоже расположено одинаковое число единиц.
Обозначим количества этих единиц через k1 и k2 соответственно. Тогдаw(z) = k1+k2
и tz = (−1)0(t0 − k1) + (−1)−1k1 = t0 − 2k1. Отсюда (s + 1)w(z) + tz = t0 + 2k2,
w(z)N/2m+ tz = t0 + 2k2 и

N − w(z)N/2m− 2(s+ 1)(m− w(z)) + tz = t0 + 2k2,

(s+ 1)(m− w(z)) − tz = N/2− t0 − 2k2.

Следовательно, F (t, z) = Q
N/2
1 Qt0+2k2

2 , где Q1 = p2 + (1 − p)2 и Q2 = 2p(1 − p)/Q1.
Рассмотрим выражение

Q
N/2
1 Qt0

2

t0∑
k1=0

m−t0∑
k2=0

(
t0
k1

)(
m− t0
k2

)
Q2k2

2 . (8)

Если суммирование в (8) вести только по таким k1 и k2, что сумма k1 + k2 четна, то
мы получим первую из сумм (7), а если нечетна, то вторую.
Пусть t0 = 0. Тогда

∑
z∈Z

m
2,e

F (t, z) = Q
N
2
1

0∑
k1=0

(
0

2k1

) N/8∑
k2=0

(
N/4

2k2

)
Q4k2

2 =

(
1 +Q2

2

)N
4 +

(
1−Q2

2

)N
4

2
Q

N
2
1 ,

∑
z∈Z

m
2,o

F (t, z) = Q
N
2
1

0∑
k1=0

(
0

2k1

)N/8−1∑
k2=0

(
N/4

2k2 + 1

)
Q4k2+2

2 =

=

(
1 +Q2

2

)N
4 −

(
1−Q2

2

)N
4

2
Q

N
2
1 .

При 0 < t0 < N/4 имеем∑
z∈Z

m
2,e

F (t, z) = Q
N
2
1 Qt0

2 ×

×

⎡⎢⎣ [
t0
2 ]∑

k1=0

(
t0
2k1

) [m−t0
2 ]∑

k2=0

(
m− t0
2k2

)
Q4k2

2 +

[ t02 ]∑
k1=0

(
t0

2k1 + 1

) [m−t0
2 ]∑

k2=0

(
m− t0
2k2 + 1

)
Q4k2+2

2

⎤⎥⎦ =

= Q
N
2
1 Qt0

2 2t0−1

N
4 −t0∑
k2=0

(
N/4− t0

k2

)
Q2k2

2 = Q
N
2
1 Qt0

2 2t0−1
(
1 +Q2

2

)N
4 −t0

и аналогично∑
z∈Z

m
2,o

F (t, z) = Q
N
2
1 Qt0

2 2t0−1
(
1 +Q2

2

)N
4 −t0

.

15



Наконец, если t0 = N/4, то∑
z∈Z

m
2,e

F (t, z) =
∑

z∈Z
m
2,o

F (t, z) = Q
N
2
1 Q

n
4
2 2

N
4 −1.

Отсюда

Z
(
W

(N/4+1)
N

)
= Q

N/2
1

√(
1 +Q2

2

)N/2 −
(
1−Q2

2

)N/2
+

+Q
N/2
1

N/4−1∑
t0=1

(
N/4

t0

)
(2Q2)

t0
(
1 +Q2

2

)N/4−t0
+Q

N/2
1 Q

N/4
2 2N/4 =

= Q
N
2
1

[√(
1 +Q2

2

)N
2 −

(
1−Q2

2

)N
2 + (1 +Q2)

N
2 −

(
1 +Q2

2

)N
4 − (2Q2)

N
4 +

+ (2Q2)
N
4

]
= Q

N
2
1

[√(
1 +Q2

2

)N
2 −

(
1−Q2

2

)N
2 + (1 +Q2)

N
2 −

(
1 +Q2

2

)N
4

]
.

Внося в скобки Q
N/2
1 и замечая, что Q1+Q1Q2 = 1, Q1 = L1 и Q1Q2 = L2, получаем

требуемую формулу. �
В заключение авторы выражают благодарность рецензенту за полезные ссыл-

ки и замечания, позволившие значительно упростить доказательства утверждений
из § 2 и улучшить текст статьи в целом.
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КОДЫ ДЛЯ ТОЧНОГО НАХОЖДЕНИЯ НОСИТЕЛЯ РАЗРЕЖЕННОГО
ВЕКТОРА ПО ОШИБОЧНЫМ ЛИНЕЙНЫМ ИЗМЕРЕНИЯМ

И ИХ ДЕКОДИРОВАНИЕ

Построены коды, позволяющие точно находить носитель неизвестного разре-
женного вектора, у которого модули всех ненулевых координат примерно рав-
ны, по результатам линейных измерений в присутствии шума с ограниченной
сверху �p-нормой. Предложен алгоритм декодирования, имеющий асимптоти-
чески минимальную сложность.

Ключевые слова: сжатие измерений, носитель разреженного вектора, групповое
тестирование, поиск фальшивых монет, сигнатурные коды для суммирующего
канала с множественным доступом и шумом, мультимедийные коды цифровых
отпечатков пальцев.

DOI: 10.31857/S0555292323010023, EDN: JDHVDR

§ 1. Введение
В данной статье мы продолжаем (см. [1–6]) исследование задачи нахождения

носителя неизвестного разреженного вектора x ∈ Rn с помощью m линейных из-
мерений, подверженных влиянию шума. В литературе, посвященной теории сжа-
тых измерений, неоднократно указывалось, что для нахождения хорошей аппрок-
симации неизвестного K-разреженного вектора x достаточно найти его носитель
supp(x) := {i : xi �= 0}, а затем применить, например, метод наименьших квадра-
тов. Напомним, что вектор x называется K-разреженным, если |supp(x)| � K.
С другой стороны, нахождение хорошего приближения x̂ к вектору x не гаран-

тирует, что носители векторов x и x̂ совпадают, поэтому задача нахождения носи-
теля разреженного вектора по линейным измерениям представляет и самостоятель-
ный интерес. Кроме того, как неоднократно отмечалось, эта задача равносильна
нескольким другим известным задачам. Среди них задача построения сигнатурных
кодов для суммирующего канала множественного доступа, задача поиска фальши-
вых монет на точных весах, задача построения мультимедийных кодов, устойчивых
к атакам коалиций (подробнее см. обзор [4]). Наконец, самая новая постановка за-
дачи, весьма близкая к задаче нахождения носителя неизвестного вектора, – это

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке гранта правительства Испании TCO-
RISEBLOCK (номер гранта PID2019-110224RB-I00, проект MINECO).

2 Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского научного фонда в рамках
гранта РНФ 22-41-02028.

3 Исследование выполнено при финансовой поддержке Министерства образования Сингапу-
ра (Фонд академических исследований 2-го уровня, номера грантов MOE2019-T2-2-083 и MOE-
T2EP20121-0007).

4 Исследование выполнено при финансовой поддержке совместной японско-российского научной
программы Японского общества содействия развитию науки (JSPS) и Российского фонда фунда-
ментальных исследований в рамках проекта JPJSBP 120204802.
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коды для передачи информации по каналу множественного доступа, когда нужно
правильно восстановить только переданную информацию, но не отправителей ин-
формации [7].
Напомним кратко постановку задачи сжатых измерений [8, 9]. Требуется найти

неизвестный K-разреженный вектор x ∈ Rn по m линейным измерениям, иска-
женным вектором шума w ∈ Rm, что формально можно описать как нахождение
K-разреженного решения x следующего уравнения:

s = HxT +w, (1)

где H – (m × n)-матрица линейных измерений. Нас же будет интересовать только
носитель вектора-решения. Этой задаче также посвящено много публикаций (см. ра-
боты [10–12] и библиографию в них). В части работ рассматривается вероятностная
модель шума (см. [10]), но тогда точное нахождение носителя невозможно. В дан-
ной статье мы исследуем задачу точного нахождения носителя неизвестного вектора
в предположении, что величина шума w ограничена сверху некоторой известной ве-
личиной tp в метрике �p.
Сформулируем основные результаты статьи. Явно строится семейство кодов, поз-

воляющих точно находить носитель K-разреженного n-мерного вектора x, у кото-
рого модули всех ненулевых координат примерно равны, с помощью m линейных
измерений, т.е. находить supp(x) из уравнения (1), где m = O(K logn) при фикси-
рованномK и n → ∞, а шум имеет порядок tp = O(m1/p). Для этого семейства кодов
предлагается алгоритм декодирования с полиномиальной по Km сложностью, поз-
воляющий реализовать половину соответствующей корректирующей способности.
Параметры построенных кодов и их алгоритмов декодирования асимптотически оп-
тимальны.

§ 2. Коды, позволяющие точно находить носитель разреженного
“почти” двоичного вектора

Начнем со случая, когда априори известно, что все ненулевые координаты векто-
ра x равны (это так, например, для модели 1 из [10]). Будем для простоты предпола-
гать, что вектор x двоичный, т.е. все xi ∈ {0, 1}. Условие, что матрица H позволяет
точно найти носитель двоичного вектора x (т.е. и сам вектор) из уравнения (1)
при дополнительном ограничении, что ‖w‖p < tp, равносильно тому, что для лю-
бых двух различных подмножеств A,B ⊂ [n], таких что |A|, |B| � K, справедливо
неравенство∥∥∥∥∑

j∈A

hj −
∑
j∈B

hj

∥∥∥∥
p

� 2tp. (2)

Далее вместо матрицы H мы будем рассматривать код H, состоящий из столбцов
этой матрицы.
Опр е д е л е н и е 1. Двоичный код H = {h1, . . . ,hn} ⊂ {0, 1}m называется

(K, tp)2-кодом, если для любых двух различных кодовых подмножеств F,G ⊂ H,
таких что |F |, |G| � K, выполнено∥∥∥∥∑

h∈F

h−
∑
h∈G

h

∥∥∥∥
p

� 2tp. (3)

Отметим, что это определение уже появлялось ранее в [2] в рамках задачи о по-
строении мультимедийного кода, устойчивого к атаке усреднения коалициями мощ-
ности не более K и к ошибкам ограниченной евклидовой длины. На самом деле,
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задача о мультимедийных кодах, устойчивых к общей линейной атаке K-коалиций,
почти эквивалентна задаче о нахождении носителя у произвольного K-разреженного
вектора, а задача о мультимедийных кодах, устойчивых к атаке усреднения, близка
к рассматриваемой задаче о нахождении двоичного вектора. Отметим только, что
в постановке задачи о мультимедийных кодах накладывается дополнительное огра-
ничение, что координаты вектора x – это вероятности, т.е. все xi � 0 и

∑
i

xi = 1

(подробнее о сравнении этих задач см. [2, 4]). Более того, приводимая ниже кон-
струкция (K, tp)2-кодов – это по существу конструкция из [2], у которой расширена
область применения (не только двоичные векторы) и, главное, предложен алгоритм
декодирования. Мы приведем эту конструкцию для полноты изложения, а также
потому, что она осталась незамеченной в теории сжатых измерений.
Рассмотрим два двоичных линейных кода C и V длины n и m соответствен-

но, при этом коды не только исправляют K и T ошибок соответственно, но и из-
вестны эффективные алгоритмы их исправления. Пусть H ′ – какая-то проверочная
(r × n)-матрица кода C, позволяющая эффективно исправить K ошибок, т.е. найти
единственное двоичное решение z веса Хэмминга wt(z) � K соответствующего син-
дромного уравнения H ′zT = s. Код C будем называть внутренним кодом (как мы
сейчас увидим, у предлагаемой конструкции есть определенное сходство с каскадной
конструкцией).
Код V , называемый внешним, – это двоичный линейный код длины m с r ин-

формационными символами, и пусть θ : Fr
2 → V – его систематическое кодирование.

Мы предполагаем, что код V исправляет T ошибок с помощью алгоритма декоди-
рования ψ : Fm

2 → V .
КодH(C, V ) = {h1, . . . ,hn} строится следующим образом. Все n столбцов матри-

цы H ′ кодируются с помощью отображения θ, превращаясь в n двоичных векторов
h1, . . . ,hn длины m, где hj = θ(h′

j).

Л емма 1. Код H(C, V ) является (K, tp)2-кодом с 2tp = (2T + 1)1/p.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим два различных подмножества A,B ⊂ [n], та-
ких что |A|, |B| � K, соответствующие им векторы

hA :=
∑
j∈A

hj =
∑
j∈A

θ(h′
j), hB :=

∑
j∈B

hj =
∑
j∈B

θ(h′
j)

и эти же векторы, взятые по модулю 2, а именно hA mod 2 и hB mod 2. Тогда в силу
линейности отображения кодирования θ имеем

hA mod 2 =
∑
j∈A

θ(h′
j) mod 2 = θ

(∑
j∈A

⊕h′
j

)
.

Аналогично

hB mod 2 = θ

(∑
j∈B

⊕h′
j

)
.

Двоичные векторы
∑
j∈A

⊕h′
j и

∑
j∈B

⊕h′
j различны, так как это две различные суммы

из K или менее столбцов проверочной матрицы кода, исправляющего K ошибок.
Поэтому hA mod 2 и hB mod 2 – это два различных слова кода V , и тем самым, они
различаются как минимум в 2T+1 координатах. Тем более, целочисленные векторы
hA и hB различаются как минимум в 2T + 1 координатах, и следовательно,

‖hA − hB‖pp � 2T + 1. �
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Вернемся к общей задаче нахождения носителя произвольного K-разреженного
вектора x в присутствии шума w ограниченной �p-длины. Заметим, что если не
наложить дополнительного ограничения, что значения ненулевых координат век-
тора x не могут быть слишком малы, то точное нахождение supp(x) невозмож-
но (см. [3]). Действительно, рассмотрим в качестве примера простейший случай,
когда K = 2, и два вектора x = (1, ε, 0, . . . , 0) и x′ = (1, 0, ε, 0, . . . , 0). Тогда вектор
ошибки w = (0,−ε, ε, 0, . . . , 0) переводит вектор x в вектор x′, но при этом длина
вектора ошибки мала.
Т е о р ем а 1. Если неизвестный K-разреженный вектор x “почти” двоичный,

т.е. все его ненулевые координаты лежат в диапазоне [1− τ, 1 + τ ], 0 < τ , то код
H(C, V ) позволяет точно найти носитель вектора, если длина шума w в метри-
ке �p меньше Δ/2, где Δ = (2T + 1)1/p − 2Kτm1/p.
Док а з а т е л ь с т в о. Нужно доказать, что для любых двух “почти” двоичных

K-разреженных векторов x,y с различными носителями A,B ⊂ [n], такими что
|A|, |B| � K, справедливо неравенство∥∥∥∥∑

j∈A

xjhj −
∑
j∈B

yjhj

∥∥∥∥
p

� Δ. (4)

Представим xj = 1 + αj , yj = 1 + βj , где |αj |, |βj | � τ . Тогда∥∥∥∥∑
j∈A

xjhj −
∑
j∈B

yjhj

∥∥∥∥
p

�
∥∥∥∥∑
j∈A

hj −
∑
j∈B

hj

∥∥∥∥
p

−
∥∥∥∥∑
j∈A

αjhj −
∑
j∈B

βjhj

∥∥∥∥
p

�

� (2T + 1)1/p − (|A|+ |B|)τ max ‖hj‖p � Δ. �

§ 3. Коды, позволяющие находить носитель разреженного вектора, у которого
модули всех ненулевых координат примерно равны

То, что коды конструкции, предложенной в [2] и описанной выше, позволяют на-
ходить носитель не только двоичного, но и почти двоичного разреженного вектора,
было отмечено в [5], но без алгоритма декодирования. Отметим, что эта конструк-
ция кодов была впервые предложена Т. Эриксоном и В.И. Левенштейном в [13] как
конструкция сигнатурных кодов для канала множественного доступа, суммирую-
щего по модулю 2, и после этого она переоткрывалась для разных других задач,
например, для задачи построения кодов, исправляющих ошибки в канале и синдро-
ме [14].
Предложенная конструкция очевидно ограничена применимостью только к век-

торам, у которых все координаты одного знака. Сейчас мы опишем более общую
конструкцию, позволяющую находить разреженный вектор (а следовательно, и его
носитель), все ненулевые координаты которого равны −1 или +1. Матрица измере-
ний H будет троичной, т.е. hi,j ∈ {−1, 0,+1}. То, что матрица H позволяет одно-
значно найти троичный вектор из уравнения (1) при дополнительном ограничении,
что ‖w‖p < tp, означает, что для любых двух различных K-разреженных векторов
a, b ∈ {−1, 0,+1}m справедливо неравенство∥∥HaT −HbT

∥∥
p

� 2tp. (5)

Как и выше, вместо матрицы H мы будем рассматривать троичный код H, состоя-
щий из столбцов этой матрицы.
Опр е д е л е н и е 2. Троичный код H = {h1, . . . ,hn} ⊂ {−1, 0,+1}m называется

(K, tp)3-кодом, если для любых двух различных K-разреженных векторов a, b ∈

20



∈ {−1, 0,+1}m выполнено∥∥∥∥∥
n∑

j=1

ajhj −
n∑

j=1

bjhj

∥∥∥∥∥
p

� 2tp. (6)

Построение троичных (K, tp)3-кодов дословно повторяет построение их двоич-
ных аналогов. А именно, выбираются два троичных линейных кода C и V длины n
и m с известными эффективными алгоритмами исправления K и T ошибок соот-
ветственно. Пусть H ′ – какая-то проверочная (r×n)-матрица кода C, позволяющая
эффективно исправить K ошибок, т.е. найти единственное троичное решение z веса
Хэмминга wt(z) � K соответствующего синдромного уравнения H ′zT = s (в по-
ле F3). Код V представляет собой троичный линейный код длины m с r инфор-
мационными символами, и пусть θ : Fr

3 → V – его систематическое кодирование.
Мы предполагаем, что код V исправляет T ошибок с помощью алгоритма декоди-
рования ψ : Fm

3 → V . Код C будем называть внутренним кодом, а код V – внешним.
Код H(C, V ) = {h1, . . . ,hn} состоит из n троичных векторов длины m, получен-

ных применением кодирования θ к столбцам матрицы H ′, т.е. hj = θ(h′
j).

Л емма 2. Код H(C, V ) является (K, tp)3-кодом с 2tp = (2T + 1)1/p.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим два произвольных различныхK-разреженных
троичных вектора a, b ∈ {−1, 0,+1}m, соответствующие им векторы

ha :=

n∑
j=1

ajhj = θ

(
n∑

j=1

ajh
′
j

)
, hb :=

n∑
j=1

bjhj = θ

(
n∑

j=1

bjh
′
j

)

и эти же векторы, взятые по модулю 3, а именно ha mod 3 и hb mod 3. Тогда в силу
линейности отображения кодирования θ имеем

ha mod 3 = θ

(
n∑

j=1

ajh
′
j

)
mod 3 = θ

(
n∑

j=1

ajh
′
j mod 3

)
.

Аналогично

hb mod 2 = θ

(
n∑

j=1

bjh
′
j mod 3

)
.

Троичные векторы
n∑

j=1

ajh
′
j mod 3 и

n∑
j=1

bjh
′
j mod 3 различны, так как это две раз-

личные линейные комбинации над полем F3 из K или менее столбцов проверочной
матрицы кода, исправляющего K ошибок. Поэтому ha mod 3 и hb mod 3 – это два
различных слова кода V , и тем самым, они различаются как минимум в 2T + 1 ко-
ординатах. Тем более, целочисленные векторы ha и hb различаются как минимум в
2T + 1 координатах, и следовательно, ‖ha − hb‖pp � 2T + 1. �
Обобщим теперь теорему 1, рассмотрев вместо “почти” двоичных разреженных

векторов разреженные векторы, у которых модули всех ненулевых координат почти
равны.

Т е о р ем а 2. Если для всех ненулевых координат K-разреженного вектора x
справедливо |xj−aj| < τ , 0 < τ , aj ∈ {−1,+1}, то троичный код H(C, V ) позволяет
точно найти носитель вектора x, если длина шума w в метрике �p меньше Δ/2,
где Δ = (2T + 1)1/p − 2Kτm1/p.
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Док а з а т е л ь с т в о. Нужно доказать, что для любых двухK-разреженных век-
торов x,y, чьи ненулевые координаты удовлетворяют неравенствам |xj − aj | < τ ,
|yj − bj| < τ , где все aj , bj ∈ {−1,+1}, с различными носителями A,B ⊂ [n] справед-
ливо неравенство∥∥∥∥∑

j∈A

xjhj −
∑
j∈B

yjhj

∥∥∥∥
p

� Δ. (7)

Представим xj = aj + αj , yj = bj + βj , где |αj |, |βj | < τ . Тогда∥∥∥∥∑
j∈A

xjhj −
∑
j∈B

yjhj

∥∥∥∥
p

�
∥∥∥∥∑
j∈A

ajhj −
∑
j∈B

bjhj

∥∥∥∥
p

−
∥∥∥∥∑
j∈A

αjhj −
∑
j∈B

βjhj

∥∥∥∥
p

�

� (2T + 1)1/p − (|A|+ |B|)τ max ‖hj‖p � Δ. �

§ 4. Декодирование

Начнем с алгоритма нахожденияK-разреженного двоичного вектора x при усло-
вии, что норма шума удовлетворяет условию ‖w‖1 < 0,5(T + 1). В качестве пред-
варительного (нулевого) шага декодирования выполняется аналог жесткого приема
применительно к “принятому” вектору-синдрому s из уравнения (1), т.е. каждая ко-
ордината si заменяется на ближайшее целое число ŝi. Очевидно, ŝi �= (HxT )i только
в том случае, если∣∣si − (HxT )i

∣∣ = |wi| � 1/2.

Следовательно, расстояние Хэмминга удовлетворяет неравенству

dH(ŝ, HxT ) � 2‖w‖1.

Тем более,

dH(ŝ mod 2, HxT mod 2) � 2‖w‖1,

и если 2‖w‖1 < T + 1, то число “ошибок” в векторе ŝ mod 2, т.е. отличий от векто-
ра HxT mod 2, не более T , и алгоритм декодирования ψ, примененный к вектору
ŝ mod 2, выдаст HxT mod 2. В свою очередь, первые r символов HxT mod 2 – это
синдром H ′xT mod 2, поскольку кодирование θ является систематическим. Тогда
искомый вектор x находится алгоритмом декодирования кода C.
Рассмотрим теперь нахождение носителя “почти” двоичного K-разреженного

вектора x, ненулевые координаты которого лежат в диапазоне [1 − τ, 1 + τ ], где
0 < τ < 1/2. Представим x = a+ α, где a – характеристический вектор множества
supp(x), и следовательно, вектор α = (α1, . . . , αn) представляет собой K-разрежен-
ный вектор, в котором по предположению |αi| � τ для всех i. Принятый “вектор-
синдром” s представим в виде s = H(a+α)T +w = HaT +w′, где w′ = w +HαT ,
и следовательно, ‖w′‖1 � w + Kτm. Поэтому описанный выше алгоритм позво-
ляет найти двоичный вектор a и, тем самым, носитель supp(x), если для нормы
“шума” w′ выполнено условие

‖w′‖1 < 0,5(T + 1).

Эти рассуждения почти дословно переносятся на “троичный” случай, т.е. поиск
носителя разреженного вектора, у которого модули всех ненулевых координат при-
мерно равны.
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§ 5. Выбор кодов и сложность реализации

Оценим сложность предложенной конструкции для двух наиболее популярных
асимптотических режимов. Первый – когда K постоянно, а n → ∞, что соответству-
ет практическим случаям, когда неизвестный разреженный вектор действительно
разреженный. В качестве внутреннего кода C длины n с проверочной (r × n)-мат-
рицей H ′ возьмем коды БЧХ или классические неприводимые коды Гоппы, для
которых n = 2r/K − 1 или n = 2r/K соответственно.
Что касается внешнего кода V , то снова берем код Гоппы или код БЧХ, либо, если

m � 1, то код из семейства “хороших” кодов, т.е. кодов с фиксированной кодовой
скоростью и отношением кодового расстояния к длине кода, отличным от нуля, плюс
дополнительно с полиномиальной сложностью реализации. Например, можно взять
семейство кодов-расширителей [15, 16].
Нулевой шаг декодирования – округление координат синдрома до целых значе-

ний – имеет линейную поm сложность. Первый шаг декодирования – декодирование
вектора ŝ “внешним” кодом V – имеет полиномиальную по m сложность для кодов
БЧХ или для кодов-расширителей. Второй этап – синдромное декодирование “внут-
реннего” кода C – для кодов БЧХ имеет сложность poly(Kn). Таким образом, общая
сложность равна poly(Kn) для K – константы и n → ∞.
Второй асимптотический режим – когдаK растет линейно по n. Тогда в качестве

внутреннего и внешнего кодов берутся коды-расширители, что дает линейную по n
сложность нахождения носителя разреженного n-мерного вектора.
Важно отметить, что предлагаемые коды могут быть явно построены, более того,

с полиномиальной или даже линейной по n сложностью, но случайное кодирование
позволяет увеличить кодовую скорость в logK раз (см. [17]).
В заключение, следуя [10], где исследовалась аппроксимация носителя разре-

женного двоичного вектора в условиях гауссовского шума, рассмотрим следующий
числовой пример: K = 25, n = 218. Возьмем в качестве внутреннего кода C непри-
водимый код Гоппы с r = 25 × 18 = 450 битами проверки на четность, а в качестве
внешнего кода V – также код Гоппы длины m = 1020, исправляющий T = 57 оши-
бок. Тогда полученная (1020× 218)-матрица H способна точно найти носитель неиз-
вестного двоичного вектора разреженности K = 25 из уравнения (1) при условии,
что сумма абсолютных величин координат шума w меньше, чем 57,5. Более того,
предложенный алгоритм декодирования найдет носитель при условии, что сумма
абсолютных величин координат шума меньше, чем 28,75.
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ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ

Том 59 2023 Вып. 1

УДК 621.391 : 519.725

© 2023 г. П.В. Трифонов

ПОСТРОЕНИЕ И ДЕКОДИРОВАНИЕ ПОЛЯРНЫХ КОДОВ
С БОЛЬШИМИ ЯДРАМИ: ОБЗОР1

Представлены методы построения и декодирования полярных кодов с боль-
шими ядрами. Важнейшей проблемой при реализации алгоритма последова-
тельного исключения декодирования полярных кодов и его обобщений является
обработка ядра, т.е. быстрое вычисление логарифмических отношений правдо-
подобия для входных символов ядра. Представлены оконный и рекурсивный
решетчатый методы обработки больших ядер. Рассмотрены методы оценки на-
дежности битовых подканалов и получения кодов с улучшенными свойствами
расстояния.

Ключевые слова: полярные коды, большие ядра.

DOI: 10.31857/S0555292323010035, EDN: RMFRTN

§ 1. Введение
Полярные коды, предложенные Э. Ариканом [1], уже вошли в стандарт 5G. Од-

нако их применение там ограничено каналом управления, где передаются относи-
тельно короткие блоки данных. Для больших блоков данных коды с малой плотно-
стью проверок на четность (LDPC) оказываются более предпочтительны. Причиной
этого является плохое масштабирование полярных кодов Арикана и их аналогов.
Конструкцию полярных кодов можно обобщить, заменив матрицу Арикана разме-
ра 2× 2 на бо́льшую [2]. Можно показать, что такие коды, известные как полярные
коды с большими ядрами, достигают асимптотически оптимальной экспоненты мас-
штабирования [3–5]. Такие коды могут быть продекодированы с помощью алгорит-
ма последовательного исключения (ПИ) и его обобщений со сложностью O(n log n).
Однако при непосредственной реализации константа, скрытая в асимптотической
записи, растет экспоненциально с размером ядра �. Поэтому до недавнего времени
такие коды считались непрактичными. Построение полярных кодов с большими яд-
рами может быть выполнено методами, основанными на тех же принципах, что и
в случае полярных кодов Арикана.
В данном обзоре представлен обзор методов построения и декодирования поляр-

ных кодов с большими ядрами.

§ 2. Полярные коды

2.1. Поляризация канала. Рассмотрим вначале случай двоичных кодов. Поляр-
ный код [2] – множество векторов cn−1

0 = un−1
0 K⊗m, где K – обратимая (�× �)-мат-

рица, называемая ядром поляризации, n = �m, ui = 0 для i ∈ F , F ⊂ [n] называ-
ется множеством замораживания, ub

a = (ua, ua+1, . . . , ub) и [n] = {0, . . . , n − 1}. Это
1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда в рамках гранта

РНФ № 22-11-00208.
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u0 u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8
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μ = 1

μ = 2

Рис. 1. Схема кодирования для полярного кода длины 9 на основе ядра размерности 3

определение может быть обобщено на случай кодов со смешанными ядрами [6, 7],
кодовые слова которых равны cn−1

0 = un−1
0 (K�0 ⊗K�2 ⊗ . . .⊗K�m−1), где K�i – ядро

размерности �i. Если не указано иное, мы рассматриваем случай, когда все ядра
одинаковы.
На рис. 1 приведен пример схемы кодирования для полярного кода с ядром раз-

мерности � = 3 и m = 2 слоями поляризующего преобразования.
Можно показать, что матрица K⊗m вместе с симметричным каналом без памяти

с двоичным входом и функцией переходных вероятностей W (r | c) задают синтети-
ческие битовые подканалы с функциями переходных вероятностей

W (i)
m

(
rn−1
0 , ui−1

0 |ui

)
=

1

2n−1

∑
un−1
i+1

n−1∏
j=0

W
(
rj |
(
un−1
0 K⊗m

)
j

)
, 0 � i < �m,

где rj – выходные символы канала. Если K нельзя преобразовать перестановка-
ми столбцов в верхнетреугольную матрицу, то пропускные способности этих бито-
вых подканалов сходятся к 0 или 1, а доля подканалов с пропускной способностью,
близкой к 1, сходится к I(W ) – симметричной пропускной способности исходного
канала W (см. [2]). Множество замораживания F обычно выбирается как набор
индексов i, соответствующих подканалам с малой пропускной способностью W

(i)
m .

Удобно определить вспомогательные вероятности

W (i)
m

(
ui
0 | rn−1

0

)
=

W
(i)
m

(
rn−1
0 , ui−1

0 |ui

)
2Wm

(
rn−1
0

) .

Заметим, что иногда полярные коды определяются [1] с матрицей перестановки P
в схеме кодирования, т.е. cn−1

0 = un−1
0 PK⊗m. Такая перестановка нужна только для

удобства обозначений и может быть исключена без изменения свойств полученного
кода. Следует лишь учесть ее наличие или отсутствие в декодере.

2.2. Алгоритм последовательного исключения декодирования полярных кодов.
Рассмотрим передачу кодового слова cn−1

0 полярного кода по симметричному каналу
без памяти. Декодирование полярных кодов может быть реализовано алгоритмом
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последовательного исключения (ПИ), который принимает решения

ûi =

⎧⎨⎩0, i ∈ F ,

argmax
ui∈F2

W
(i)
m

(
ûi−1
0 • ui | rn−1

0

)
, i /∈ F ,

где • обозначает оператор конкатенации,

W (i)
m

(
ui
0 | rn−1

0

)
= A

∑
un−1
i+1

n−1∏
j=0

W
(0)
0

((
un−1
0 K⊗�

)
i
| ri
)
,

W (c | r) = W (r | c)
2W (r)

,

а A – нормирующий множитель, не зависящий от ui. Из рекурсивной структуры
произведения Кронекера следует, что эти вероятности могут быть вычислены как

W (�i+s)
μ

(
uli+s
0 | r�

μ−1
0

)
= A′

∑
u�i+�−1
�i+s+1

�−1∏
j=0

W
(i)
μ−1

((
u
�(t+1)−1
�t K

)
j
, t ∈ [i+ 1] | r�

μ−1
j,�

)
, (1)

где A′ – еще один нормирующий множитель, rn−1
j,� = (rj , rj+�, . . . , rj+n−�), 0 � s < �,

0 � i < �μ−1, 1 � μ � m. Эта операция известна как обработка ядра или мар-
гинализация ядра [8, 9]. Непосредственная реализация этой операции имеет слож-
ность O(�2�). Более эффективные методы обсуждаются в § 4.
Известно, что алгоритм ПИ является крайне субоптимальным. Для случая ко-

дов с ядром Арикана было предложено множество его усовершенствований [10–13],
среди которых наиболее известным является списочный алгоритм последователь-
ного исключения Таля –Варди. Большинство этих методов допускает обобщение на
случай неарикановских ядер. Для этого необходимо внести следующие изменения:
• Реализовать соответствующий алгоритм обработки ядра;
• Если алгоритм обработки ядра требует сохранения некоторой информации о со-
стоянии на различных фазах s, обеспечить доступ к этой информации при рас-
смотрении декодером различных путей u�i+s

0 .

2.3. Параметры ядра. Корректирующая способность полярных кодов конечной
длины в значительной степени зависит от вероятности битовых ошибок в подкана-
лах, используемых для передачи незамороженных символов. Она может быть оце-
нена сверху параметром Бхаттачарьи Z(W

(i)
m ) этих подканалов. Следующий пара-

метр [2] показывает, насколько хорошими могут быть подканалы, полученные из
матрицы поляризующего преобразования K⊗m.
О п р е д е л е н и е 1. МатрицаK имеет скорость поляризации E(K), если для лю-

бого канала с двоичным входом W , 0 � I(W ) < 1, выполнено следующее:
• Для любого β < E(K) справедливо lim inf

m→∞
P
{
Z(W

(i)
m ) � 2−�mβ}

= I(W );

• Для любого β > E(K) справедливо lim inf
m→∞

P
{
Z(W

(i)
m ) � 2−�mβ}

= 1.

Здесь вероятность следует интерпретировать как долю подканаловW (i)
m , удовлетво-

ряющих указанным свойствам.
Из этого определения следует, что для любого R, 0 < R < I(W ), для доста-

точно больших m вероятность ошибки декодирования методом последовательного
исключения для полярного (n = �m, Rn)-кода ограничена сверху величиной 2−nβ

,
β < E(K).
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Опр е д е л е н и е 2 (см. [2]). Частичные расстояния Di, 0 � i < �, (�× �)-матри-

цы K =

⎛
⎝ K[0]

. . .
K[� − 1]

⎞
⎠ определяются как

Di = dH(K[i], C(i+1)), 0 � i < �− 1, (2)
D�−1 = wt(K[�− 1]), 0 � i < �− 1, (3)

где C(i) = 〈K[i], . . . ,K[�− 1]〉 – линейный (�, �− i)-код, порожденный строками ядра
i, . . . , � − 1, а dH(a, C) – минимальное расстояние Хэмминга между вектором a и
кодовыми словами кода C.

Вектор D�−1
0 называется профилем частичных расстояний. Скорость поляриза-

ции ядра K может быть вычислена как E(K) =
1

�

�−1∑
i=0

log�Di. Можно легко про-

верить, что для случая ядра Арикана K2 =

(
1 0
1 1

)
частичными расстояниями яв-

ляются D0 = 1, D1 = 2, так что скорость его поляризации E(K2) = 0,5. Можно
показать [2], что существуют (�× �)-ядра K� с E(K�) → 1.
Экспонента масштабирования μ для семейства кодов со скоростью R показывает

длину n = O
(

1

(I(W )−R)μ

)
, необходимую для достижения некоторой фиксирован-

ной целевой вероятности ошибки на кодовое слово на канале W с симметричной
пропускной способностью I(W ). Для случайных кодов можно показать [14], что
μ = 2. Для произвольных семейств кодов неизвестно, существует ли такая μ. Мож-
но предположить, что для полярных кодов для любого ε существует μ(W,K�) и

f = lim
m→∞

βm�
m

μ(W,K�)
−m

, 0 < f < ∞,

где βm – число подканаловW (i)
m , таких что ε � Z(W

(i)
m ) � 1−ε (см. [15,16]). Если это

предположение верно, то можно показать, что полярные коды Арикана на двоичном
стирающем канале имеют экспоненту масштабирования μ(BEC,K2) = 3,627. Точ-
ное значение экспоненты масштабирования для полярных кодов на других каналах
неизвестно. Однако можно показать [15], что для любого симметричного канала без
памяти с двоичным входом она удовлетворяет условию 3,579 � μ(W,K2) � 4,714.
Можно показать [3], что существуют (� × �)-ядра K� с lim

�→∞
μ(BEC,K�) = 2. Более

того [17], существует ядро размера 64 с экспонентой масштабирования μ ≈ 2,87, что
уже лучше, чем μSC-LDPC = 3 – эвристическая оценка экспоненты масштабирова-
ния пространственно связанных LDPC-кодов [18]. В работе [5] было показано, что
комбинируя несколько тщательно построенных локальных ядер, можно получить
экспоненту масштабирования μ = 2 + α для любого α > 0 и любого симметрич-
ного канала без памяти с двоичным входом. Более того, для любого дискретного
канала без памяти с пропускной способностью I(W ), любых π, ρ > 0, таких что
π + 2ρ < 1, существуют полярноподобные коды длины n с вероятностью ошибки
на кодовое слово e−nπ

, скоростью R = I(W ) − n−ρ и сложностью декодирования
O(n log n) (см. [4]).

2.4. Недвоичные полярные коды. Полярные коды могут быть построены для
каналов с q-ичными входными алфавитами, q > 2. Однако если поляризующее пре-
образование построено недостаточно тщательно, может возникнуть многоуровневая
поляризация, т.е. пропускные способности подканалов могут сходиться к значени-
ям, отличным от 0 или 1, q-ичных символов за одно использование канала, или
поляризация может вообще не наблюдаться [19, 20]. В работе [21] было показано,
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что обратимая (� × �)-матрица K над GF (pm) является поляризующей, если для
любого K = V KP расширение поля GF (p), порожденное присоединением всех эле-
ментов K к GF (p), равно GF (pm), где V – верхнетреугольная матрица, P – матрица
перестановок, а K – нижнетреугольная матрица.

§ 3. Конструкции поляризующих ядер

Задача нахождения поляризующего ядра состоит из двух подзадач:
1. Нахождение допустимого профиля частичных расстояний (ПЧР) D�−1

0 ;
2. Нахождение конкретного ядра с заданным ПЧР.
Считается, что ПЧР допустим, если существует ядро с таким ПЧР. Для полу-

чения необходимых условий допустимости ПЧР можно использовать классические
верхние границы минимального расстояния линейных блоковых кодов [2, 22]. К со-
жалению, эти ограничения применимы только для случая монотонных ПЧР, т.е.
D0 � D1 � . . . � D�−1. В [23, 24] было показано, что ядра с немонотонным ПЧР
допускают гораздо более простую обработку по сравнению с ядрами с монотонным
ПЧР, имеющими ту же скорость поляризации. Поиск условий допустимости для
немонотонных ПЧР остается открытой проблемой.
Даже для фиксированного ПЧР нахождение удовлетворяющего ему ядра в об-

щем случае остается трудной задачей [25]. Из-за большого пространства поиска необ-
ходимо использовать некоторые методы для быстрого определения неподходящих и
эквивалентных кандидатов. В частности, в [24] было предложено использовать таб-
лицы весов лидеров смежных классов и инварианты эквивалентности кодов для
сокращения пространства поиска и получения ядер с почти оптимальной скоростью
поляризации.
Простым способом получения большого ядра является использование некоторого

семейства вложенных алгебраических кодов [2,22]. Вложенные алгебраические коды
были использованы в [17] совместно с компьютерным поиском для получения ядра
размера 64 с экспонентой масштабирования μ ≈ 2,87. Имея некоторое поляризую-
щее ядро, можно попытаться переставить его столбцы, чтобы уменьшить сложность
различных алгоритмов обработки ядра [26, 27]. Имея хорошее поляризующее ядро,
можно укоротить его, чтобы получить семейство меньших ядер, допускающих уни-
фицированную реализацию обработчика [28].

§ 4. Обработка ядра

Важнейшей проблемой при реализации алгоритма ПИ является эффективное вы-
числение вероятностей (1). В [29] было предложено аппроксимировать эти значения2

как

W (i)
m

(
ui
0 | rn−1

0

)
≈ W(i)

m

(
ui
0 | rn−1

0

)
= max

un−1
i+1

n−1∏
j=0

W
(0)
0

((
un−1
0 K⊗�

)
j
| rj
)
,

так что

W(�i+s)
m

(
u�i+s
0 | rn−1

0

)
= max

u�−1
s+1

�−1∏
j=0

W(i)
m−1

((
u
�(t+1)−1
�t K

)
j
, t ∈ [i+ 1] | rn−1

j,�

)
, (4)

и W(0)
0 (c | r) = W (c | r). Отметим, что W(i)

m (ui
0 | rn−1

0 ) – вероятность наиболее веро-
ятного продолжения вектора ui

0, не учитывающая никаких ограничений заморажи-
вания на символы uj, i < j < n. В [29] было показано, что эта аппроксимация

2 Здесь мы опускаем коэффициенты нормировки, так как они не влияют на декодирование.
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обеспечивает существенное снижение средней сложности последовательного деко-
дирования с незначительной потерей корректирующей способности.
Определим логарифмические отношения правдоподобия (ЛОПП)

S(i)
m (ui−1

0 , rn−1
0 ) = ln

W(i)
m

(
ui−1
0 • 0 | rn−1

0

)
W(i)

m

(
ui−1
0 • 1 | rn−1

0

) .
Далее для простоты ограничимся рассмотрением случая m = 1. Предполагая, что
все uj , i < j < �, принимают значения 0 и 1 с вероятностью 1/2, можно заметить, что
вычисление W(i)

1 (ui
0 | r�−1

0 ) эквивалентно декодированию по максимуму правдоподо-
бия r�−1

0 в смежном классе линейного кода, порожденного строками i + 1, . . . , � − 1
ядра K, где представитель смежного класса задается линейной комбинацией с ко-
эффициентами u0, . . . , ui верхних i + 1 строк K. Пусть ĉ�−1

0 – жесткие решения,
соответствующие r�−1

0 .
Видно, что

S
(i)
1 (ui−1

0 , r�−1
0 ) = ln

max
u�−1
i+1

�−1∏
j=0

W
(((

ui−1
0 , 0, u�−1

i+1

)
K
)
j
| rj
)

max
u�−1
i+1

�−1∏
j=0

W
(((

ui−1
0 , 1, u�−1

i+1

)
K
)
j
| rj
) =

= min
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i+1

(
�−1∑
j=0

(
logW (ĉj | rj)− logW

(((
ui−1
0 , 1, u�−1

i+1

)
K
)
j
| rj
)))

−

−min
u�−1
i+1

(
�−1∑
j=0

(
logW (ĉj | rj)− logW

(((
ui−1
0 , 0, u�−1

i+1

)
K
)
j
| rj
)))

=

= min
u�−1
i+1

M
((

ui−1
0 , 1, u�−1

i+1

)
K,S�−1

0

)
−min

u�−1
i+1

M
((

ui−1
0 , 0, u�−1

i+1

)
K,S�−1

0

)
=

=
1

2

(
max
u�−1
i+1

T
((

ui−1
0 , 0, u�−1

i+1

)
K,S�−1

0

)
−max

u�−1
i+1

T
((

ui−1
0 , 1, u�−1

i+1

)
K,S�−1

0

))
, (5)

где M(c�−1
0 , S�−1

0 ) =
∑

j: (−1)cjSj<0

|Sj | – корреляционная невязка вектора c�−1
0 относи-

тельно вектора ЛОПП S�−1
0 , T (c�−1

0 , S�−1
0 ) =

�−1∑
j=0

(−1)cjSj – корреляционная функция,

а Sj = ln
W (0 | rj)
W (1 | rj)

– входные ЛОПП.

В симметричном канале имеем

M
((
ui
0, u

�−1
i+1

)
K,S�−1

0

)
= M

(
u�−1
i+1K[i+ 1 : �− 1], S

�−1

0

)
,

где Si = (−1)fiSi, 0 � i < �, fi = ui
0K[0 : i], а K[a : b] обозначает подматрицу матри-

цы K, состоящую из строк a, a+1, . . . , b. Это позволяет переформулировать задачу
вычисления выражения (5) следующим образом. Пусть K

(i)
– матрица, полученная

добавлением к K[i : �−1] столбца (1, 0, . . . , 0)T . Пространство строк K
(i) называется

i-м расширенным ядерным кодом C(i)
. Этот код имеет длину � + 1 и размерность

� − i. Предполагая, что S� = 0, получаем, что (5) может быть вычислено путем на-
хождения двух наиболее вероятных кодовых слов i-го расширенного ядерного кода,
соответствующих S

�

0, имеющих 0 и 1 в последнем символе. Это может быть реа-
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лизовано с помощью алгоритма декодирования по максимуму правдоподобия для
расширенного ядерного кода C(i)

.
Примером такого алгоритма является алгоритм Витерби.

4.1. Применение рекурсивных решеток для обработки больших поляризующих
ядер. Укажем следующие два подхода.

Рекурсивное декодирование по максимуму правдоподобия. Решетки позволяют
эффективно реализовать декодирование линейных блоковых кодов по максимуму
правдоподобия. Однако широко известный алгоритм Витерби не является оптималь-
ным с точки зрения сложности. Существенное снижение сложности может быть
получено при использовании рекурсивного алгоритма декодирования по максиму-
му правдоподобия [30]. Идея этого алгоритма заключается в рекурсивном разби-
ении полученного зашумленного вектора на несколько секций [x, y), определении
для каждой секции нескольких наиболее вероятных векторов cy−1

x ∈ F
y−x
2 , соответ-

ствующих полученным значениям ry−1
x , и их объединении для получения наиболее

вероятных векторов для более длинных секций.
Пусть дан линейный блоковый код C, а также его подкод Ch,h′ , такой что все

его кодовые слова имеют ненулевые символы только в позициях h � i < h′. Пусть
ph,h′(C) – линейный код, полученный путем выкалывания из кодовых слов C всех
символов, кроме тех, которые находятся в позициях h � i < h′. Далее определим
sh,h′(C) = ph,h′(Ch,h′), т.е. код, полученный из C путем его укорочения на все сим-
волы, кроме тех, которые имеют индексы h � i < h′. Коды sh,h′(C) и ph,h′(C)
называются секционными кодами. Рассмотрим минимальную решетку кода C и
ее секции, соответствующие символам от x до y. Можно показать [30], что пути
между двумя соседними состояниями в этой секции соответствуют смежным клас-
сам в px,y(C)/sx,y(C). Эти смежные классы могут появляться в решетке несколько
раз. Следовательно, можно упростить декодирование по максимуму правдоподо-
бия (МП), предварительно вычислив метрики этих путей.
Более конкретно, для каждого смежного класса D ∈ px,y(C)/sx,y(C) необходимо

определить наиболее вероятный элемент �(D), т.е. элемент с минимальной корреля-
ционной невязкой

M(D) = M
(
�(D), Sy−1

x

)
,

где Si, x � i < u, – ЛОПП, соответствующие декодируемому вектору. Пусть табли-
ца составных метрик (ТСМ ) Tx,y – массив, содержащий значения Tx,y[v].� = �(D)
и Tx,y[v].m = M(D), где v – номер смежного класса D. В случае обычного декоди-
рования (n, k)-кода p0,n(C)/s0,n(C) содержит единственный элемент, поэтому соот-
ветствующая ТСМ имеет одну запись T0,n[0], что дает решение задачи МП-декоди-
рования.
Непосредственный подход к построению ТСМ для некоторого кода C заключа-

ется в переборе всех кодовых слов из px,y(C), и нахождении наиболее вероятного
из них для каждого смежного класса в px,y(C)/sx,y(C). Мы предполагаем, что этот
метод используется для y − x < 2. Однако в [30] для случая y − x � 2 был предло-
жен более эффективный подход. Пусть z таково, что x < z < y. Предположим, что
порождающая матрица px,y(C) представлена в виде

G(p)
x,y =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
G

(s)
x,z 0

0 G
(s)
z,y

G
(00)
x,y G

(01)
x,y

G
(10)
x,y G

(11)
x,y

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (6)
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где G(s)
x,y =

⎛
⎜⎝G

(s)
x,z 0

0 G
(s)
z,y

G
(00)
x,y G

(01)
x,y

⎞
⎟⎠ – порождающая матрица sx,y(C), а G(00)

x,y и G
(01)
x,y – некото-

рые матрицы размера k′x,y× (z−x) и k′′x,y× (y−z) соответственно, где k′x,y = k′x,y(C)
и k′′x,y = k′′x,y(C) – некоторые целые числа, зависящие от кода. Эти числа и матрицы
могут быть получены из минимальной спэновой (minimum-span) формы порождаю-
щей матрицы кода C.
Существует взаимно-однозначное соответствие между векторами вида vG′

x,y, где

G′
x,y =

(
G

(10)
x,y G

(11)
x,y

)
– матрица размера k′x,y × (y − x), и смежными классами D ∈

∈ px,y(C)/sx,y(C). В дальнейшем v используется в качестве номера смежного класса.
Видно, что

Tx,y[v].m = min
cy−1
x ∈D

M(cy−1
x , ry−1

x ) = min
w∈F

k′′
x,y

2

(Tx,z[a].m+ Tz,y[b].m), v ∈ F
k′
x,y

2 , (7)

где a и b – индексы смежных классов D′ ∈ px,z(C)/sx,z(C) и D′′ ∈ pz,y(C)/sz,y(C)

соответственно, таких что
(
w v

)(G
(00)
x,y

G
(10)
x,y

)
∈ D′ и

(
w v

)(G
(01)
x,y

G
(11)
x,y

)
∈ D′′. Такие векторы

a, b могут быть определены из системы уравнений

(
a′ a

)(G(s)
x,z

G′
x,z

)
=
(
w v

)(G(00)
x,y

G
(10)
x,y

)
,

(
b′ b

)(G(s)
z,y

G′
z,y

)
=
(
w v

)(G(01)
x,y

G
(11)
x,y

)
,

где a′, b′ – векторы, необходимые для обеспечения совместности этой системы, но не
используемые далее. Решение этой системы имеет вид a =

(
w v

)
Ĝx,y, b =

(
w v

)
G̃x,y

для некоторых матриц Ĝx,y и G̃x,y. Соответствующий наиболее вероятный предста-
витель смежного класса равен Tx,y[v].� = Tx,z[â].� •Tx,z [̂b].�, где â, b̂ – значения a и b,
дающие минимум в (7).
Сложность вычислений по такой схеме составляет O

(
2k

′
x,y+k′′

x,y
)
. Она может быть

дополнительно снижена за счет использования приемов, предложенных в [30]. Об-
щая сложность декодирования сильно зависит от используемого метода секциони-
рования, т.е. правила выбора точки разбиения z для различных x, y. Этот подход,
известный как рекурсивное декодирование по максимуму правдоподобия (РДМП),
является более эффективным по сравнению с алгоритмом Витерби [30].

Обработка ядра. Значения (5) могут быть найдены путем применения алго-
ритма РДМП к смежным классам расширенных ядерных кодов. Пусть C(ui−1

0 ) =

= w + C(i)
– смежный класс C(i)

, задаваемый ранее принятыми решениями ui−1
0 ,

где w = (ui−1
0 K[0 : i − 1], 0). Для любой секции [x, y) смежные классы, связанные

с состояниями в рекурсивной решетке для C(ui−1
0 ), получаются из смежных классов

для C(i)
как D(ui−1

0 ) = {c+ wy−1
x | c ∈ D}, D ∈ px,y(C

(i)
)/sx,y(C

(i)
).

Поскольку представители смежных классов �(D) не нужны в контексте задачи
обработки ядра, в дальнейшем предполагается, что записи ТСМ содержат только
значения m. Поэтому мы используем запись Tx,y[v] вместо Tx,y[v].m. Также вид-
но, что p0,�(C

(i)
)/s0,�(C

(i)
) содержит два смежных класса (класса эквивалентности),
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которые соответствуют ui = 0 и ui = 1. Следовательно,

S
(i)
1 (ui−1

0 , r�−1
0 ) = T0,�[1]− T0,�[0], (8)

где T0,� – ТСМ, построенная для C(ui−1
0 ) и заданного зашумленного вектора r�−1

0 .
Более того, мы предлагаем повторно использовать ТСМ или их части, полу-

ченные на последовательных фазах i. Для этого нам необходимо определить, как
ТСМ эволюционируют с i, найти способ обработки предыдущих решений ui−1

0 , раз-
работать эффективные алгоритмы построения ТСМ для коротких секций и найти
оптимальную стратегию секционирования.
Предположим, что для всех фаз i используется одно и то же секционирование.

Очевидно, что px,y(C
(i+1)

) ⊂ px,y(C
(i)
) и sx,y(C

(i+1)
) ⊂ sx,y(C

(i)
), i ∈ [�−1], для любых

x, y, таких что 0 � x < y � �.

Л емма 1. Если px,y(C
(i+1)

) = px,y(C
(i)
) и sx,y(C

(i+1)
) = sx,y(C

(i)
), то для любо-

го ui ∈ F2 таблица составных метрик Tx,y, построенная для C(ui−1
0 ), идентична

ТСМ T ′
x,y, построенной для C(ui

0) для того же принятого вектора r�−1
0 .

Из приведенной выше леммы следует, что не нужно пересчитывать ТСМ для тех
секций, где секционные коды не меняются от фазы i к фазе i+ 1.
В дальнейшем мы предполагаем, что

sx,z(C(i+1)) = sx,z(C(i)) и sz,y(C(i+1)) = sz,y(C(i)). (9)

Будем также временно считать, что ui−1
0 = 0.

Даже если секционные коды меняются, все равно можно переиспользовать неко-
торые результаты, полученные на предыдущих фазах. Пусть k′i,x,y = k′x,y(C(i)) и
k′′i,x,y = k′′x,y(C(i)). Во-первых, заметим, что если k′′i+1,x,y = k′′i,x,y, но k′i+1,x,y < k′i,x,y,
то px,y(C(i+1))/sx,y(C(i+1)) ⊂ px,y(C(i))/sx,y(C(i)), так что соответствующая ТСМ на
фазе i+ 1 может быть получена как подвектор ТСМ на фазе i.
Во-вторых, минимизацию можно производить рекурсивно и сохранять все про-

межуточные результаты. Этот подход был первоначально представлен в [23]. Более
конкретно, перепишем (7) как

Tx,y[v] = min
w∈F

k′′
i,x,y

2

(Tx,z[a] + Tz,y[b]) = min
wk′′

i,x,y
−1

. . .min
w1

min
w0

(Tx,z[a] + Tz,y[b]) . (10)

Вместо того чтобы хранить в ТСМ конечные результаты минимизации в (10), можно
хранить промежуточные результаты минимизации для всех w. Эти значения могут
быть представлены в виде двоичного дерева для каждого v ∈ F

k′
x,y

2 , так что путь
от корня в этом дереве задается значениями wk′′

i,x,y−1, wk′′
i,x,y−2, . . . , w0. Под лесом

минимизации будем понимать множество таких деревьев, полученных на некоторой
фазе для данной секции. Поддеревья внутри леса могут быть проиндексированы
переменными w, v.
Описанное выше дерево минимизации, построенное на некоторой фазе i0, может

быть использовано для получения ТСМ для всех i � i0, где выполняется (9). Пусть
i1 > i0 – наименьшее целое число, при котором это не выполняется.

Л емма 2. Пусть G′′
i,x,y =

(
G

(00)
x,y G

(01)
x,y

)
и G′

i,x,y =
(
G

(10)
x,y G

(11)
x,y

)
– матрицы,

полученные из (6) для кода C(i). Если все матрицы G′′
i,x,y являются вложенны-

ми, так что G′′
i+1,x,y занимает верхние строки G′′

i,x,y для любого i, такого что
i0 � i < i1, то лес минимизации для фазы i, i0 � i � i1, можно получить, взяв
поддеревья, задаваемые векторами w и v, деревьев в лесу, построенном на фазе i0,
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где(
w v

)(G′′
i0,x,y

G′′
i0,x,y

)
=
(
w v

)(G′′
i,x,y

G′′
i,x,y

)
, (11)

а w ∈ F
k′′
i ,x,y

2 , v ∈ F
k′′
i ,x,y

2 обозначают индексы поддеревьев в лесу на фазе i.
Матрицу G′′

i,x,y всегда можно привести к форме, требуемой леммой 2, с помощью
элементарных операций над строками.
Декодер ПИ должен учитывать на фазе i значения ui−1

0 . Это сводится к деко-
дированию в смежных классах секционных кодов. Соответствующий представитель
смежного класса для секции [x, y) может быть вычислен как линейная комбинация
подвекторов ядра (Kj,x Kj,x+1 . . . Kj,y−1), 0 � j < i.
Рассмотрим сначала случай секции [x, y), где лес минимизации (10) строится

заново. Если существует решение

(fj,x,y hj,x,y)

(
G

(s)
i,x,y

G′
i,x,y

)
= (Kj,x Kj,x+1 . . . Kj,y−1) , (12)

то тогда ТСМ для секции [x, y) содержит в позиции hj,x,y запись, соответствующую
требуемому представителю смежного класса. В этом случае полагаем hj,x′,y′ = 0 для
всех x < x′ < y′ < y. В противном случае будем считать, что hj,x,y = 0. Имея вектор
ранее принятых решений ui−1

0 , соответствующее смещение позиции на секции [x, y)

может быть вычислено как hx,y =
i−1∑
j=0

ujhj,x,y, так что (10) преобразуется в

Tx,y[v] = min
w

(Tx,z[a+ hx,z] + Tz,y[b+ hz,y]) . (13)

Значения hx,y аналогичны частичным суммам, которые возникают в декодере ПИ
полярных кодов Арикана.
Для тех секций, где ТСМ получается путем взятия поддеревьев (10), необходимо

проверить, существует ли решение

ωj,x,y

(
G

(s)
i0,x,y

G′
i0,x,y

)
= (Kj,x Kj,x+1 . . . Kj,y−1) . (14)

Если это уравнение не имеет решения для некоторого j < i, то соответствующие
представители смежных классов уже учтены на меньших секциях при построении
ТСМ для секции [x, y) на фазе i0, и можно считать, что ωj,x,y = 0. В противном
случае, соответствующая ТСМ может быть получена из леса минимизации, постро-
енного на фазе i0 < i, как записи с номерами

(
w v

)
=
(
w v

)
Mi,x,y +

i−1∑
j=0

uiωj,x,y.

Видно, что результат (8) не меняется, если из всех записей ТСМ на любом участке
вычесть одно и то же значение. Это позволяет построить некоторые ТСМ с меньшей
сложностью по сравнению с (13). Можно выделить следующие особые случаи:

1. Рассмотрим случай k′i,x,y = k′′i,x,y = 1, Ĝi,x,y =

(
1
0

)
, G̃i,x,y =

(
1
1

)
. Это соответ-

ствует построению ТСМ с записями

T = [min(w00 + w01, w10 + w11),min(w10 + w01, w00 + w11)],
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где

wij =

{
0, i = ĉj,

|Sj |, i �= ĉj,

а ĉj – жесткое решение, соответствующее ЛОПП Sj . Здесь Sj может быть либо
канальным ЛОПП, либо величиной T ′[1]−T ′[0], где T ′ – ТСМ из двух элементов,
соответствующая левой или правой подсекции секции [x, y).
Вычтем из обоих элементов T значение w10 +w11. Видно, что в результате полу-
чается T̃ = [min(−S0−S1, 0),min(−S1,−S0)]. Далее вычтем из обоих элементов T̃
значение min(−S0 − S1, 0). В результате получим

T̂ = [0,min(−S1,−S0)−min(−S0 − S1, 0)] = [0, sgn(S0) sgn(S1)min(|S0|, |S1|)].

Этот прием позволяет построить ТСМ для секции, используя только одну опера-
цию сравнения, вместо двух сравнений и четырех сложений для непосредственной
реализации. Отметим, что T̂ [1] может быть также использован как Sj в анало-
гичной схеме в большей секции.

2. k′i,x,y = 1, k′′i,x,y = 0, Ĝi,x,y = G̃i,x,y = (1), что соответствует построению ТСМ
с записями Tx,y = [Tx,z[hx,z] + Tz,y[hz,y], Tx,z[hx,z + 1] + Tz,y[hz,y + 1]]. Это можно
преобразовать к

T̂x,y = [0, (−1)hx,z(Tx,z[1]− Tx,z[0]) + (−1)hz,y(Tz,y[1]− Tz,y[0])].

Если можно гарантировать, что Tx,z[0] = Tz,y[0] = 0, то T̂x,y может быть построен
с помощью всего одного сложения. Если z − x = 1 или y − z = 1, будем считать,
что Tx,z = [0, Sx] или Tz,y = [0, Sz] соответственно, где Sj – соответствующий
ЛОПП.

3. k′i,x,y = 0, k′′i,x,y = 2, Ĝi,x,y =

(
1
0

)
, G̃i,x,y =

(
0
1

)
. Пусть a = Tx,z[1] − Tx,z[0], b =

= Tz,y[1]− Tz,y[0]. Эти значения можно получить без вычислений, если выполня-
ется Tx,z[0] = Tz,y[0] = 0. Пусть â и b̂ – жесткие решения, соответствующие a и b.
Тогда получаем

Tx,y

[
â, b̂
]
= 0, Tx,y

[
1⊕ â, 1⊕ b̂

]
= |a|+ |b|,

Tx,y

[
1⊕ â, b̂

]
= |a|, Tx,y

[
â, 1⊕ b̂

]
= |b|.

Это можно вычислить всего за одну операцию.
Можно легко проверить, что в случае K = BK⊗m

2 , где B – матрица перестановки
обращения битов, и равномерного секционирования (т.е. для всех x, y используется
z = (x + y)/2) ТСМ для всех секций могут быть построены с помощью описанных
выше приемов 1 и 2. Более того, применение этих приемов в процессе работы ал-
горитма ПИ в точности повторяет min-sum версию алгоритма ПИ для полярных
кодов Арикана [31].
Общая сложность обработки ядра предложенным алгоритмом задается величи-

ной

C =
�−1∑
i=0

(δi + ci,0,�),

где δi – сложность вычисления конечного ЛОПП из полученной ТСМ, а ci,x,y –
сложность построения ТСМ для участка [x, y) на фазе i. В общем случае первая
операция сводится к вычислению (8), т.е. требует одного вычитания. Однако если
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на участке [0, �) возникают описанные выше особые случаи 1 или 2, то δi = 0. Более
того,

ci,x,y =

{
mixy, если ТСМ для подсекций переиспользуются,
mixy + ci,x,z + ci,z,y в противном случае,

где

mixy =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, если переиспользование леса возможно,
1, если встречается особый случай,
2k

′
ixy+k′′

ixy + 2k
′
ixy (2k

′′
ixy − 1) в противном случае.

Первый и второй члены в последнем выражении представляют собой количество
сложений и сравнений соответственно. Для каждой секции [x, y) необходимо найти
позицию разбиения z, которая минимизирует общую сложность. Это можно сде-
лать заранее с помощью алгоритма оптимизации, приведенного в [30]. Отметим,
что секционирование должно быть оптимизировано совместно для всех фаз i. Этот
алгоритм использует метод динамического программирования для нахождения оп-

тимального z и соответствующей сложности cx,y =
�−1∑
i=0

ci,x,y для каждой допустимой

комбинации x и y. Результаты, полученные для коротких секций, сохраняются и по-
вторно используются для более длинных секций. Такая оптимизация может значи-
тельно снизить общую сложность обработки. Было показано, что данный подход
обеспечивает существенное снижение сложности обработки по сравнению с реали-
зацией на основе алгоритма Витерби [32].
Следует признать, что описанный выше подход не требует решения каких-либо

систем уравнений во время декодирования. Он сводится к сложению и сравнению
элементов некоторых массивов, где индексы аргументов этих операций получаются
как XOR некоторых предварительно вычисленных значений и смещений, задавае-
мых частичными суммами решений алгоритма ПИ.

4.2. Оконный метод обработки. Ядро Арикана допускает исключительно простую
обработку. Действительно, (1) и (4) в случае ядра Арикана включают не более двух
членов. Можно попытаться использовать эти простые выражения для обработки
ядер большей размерности с лучшими поляризующими свойствами. Рассмотрим для
простоты случай ядра K размерности � = 2μ. Поскольку матрица K обратима,
можно выразить выходной вектор ядра как c�−1

0 = u�−1
0 K = f �−1

0 K⊗μ
2 , где u�−1

0 =

= f �−1
0 T , а T = K⊗μ

2 K−1 – матрица перехода. Действительно, векторы f q−1
0 и uq−1

0
удовлетворяют системе уравнений

(S I)︸ ︷︷ ︸
Θ′

(u�−1 . . . u1 u0 f0 f1 . . . f�−1)
T
= 0,

где (�× �)-матрица S получается транспонированием T−1 и записью столбцов в по-
лученной матрице в обратном порядке. Применяя элементарные операции со стро-
ками, матрицу Θ′ можно преобразовать к минимальной спэновой форме Θ, где i-я
строка начинается в i-м столбце и заканчивается в столбце zi, где все zi различны,
и Θi,zi = 1. Это позволяет получить ограничения динамического замораживания
в виде

fωi =

i∑
s=0

usΘ�−1−i,�−1−s +

ωi−1∑
t=0

ftΘ�−1−i,�+t, (15)
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где ωi = z�−1−i − �. Следовательно,

W
(i)
1 (ui

0 | r�−1
0 ) =

∑
f
hi
0 ∈Z(ui

0)

W̃ (hi)
μ (fhi

0 | r�−1
0 ), (16)

где W̃ (i)
μ – вероятности путей (1), полученные для случая ядра Арикана K2, сумми-

рование производится по множеству Z(ui
0) векторов fhi

0 , удовлетворяющих (15), и

hi = max
0�i′�i

ωi′ .

Вычисление (16) сводится к перебору возможных значений символов us, s ∈
∈ [hi + 1] \ {ωt |0 � t � i}. Число таких символов равно δi = hi − i. Это число
называется размером окна. Такой перебор может быть реализован с помощью алго-
ритма списочного декодирования Таля –Варди с размером списка 2maxi δi , так что
операции удаления пути не выполняются.
Аналогично (4) можно заменить суммирование в (16) на максимизацию и преоб-

разовать алгоритм в область ЛОПП. Это приводит к следующим выражениям для
ЛОПП, задаваемых матрицей Арикана:

S̃(2i)
μ

(
f2i−1
0 , r2

μ−1
0

)
= sgn(a) sgn(b)min(|a|, |b|), (17)

S̃(2i+1)
μ

(
f2i
0 , r2

μ−1
0

)
= (−1)u2ia+ b, (18)

где a = S̃
(i)
μ−1(f

2i−1
0,2 + f2i−1

1,2 , r2
μ−1

0,2 ), b = S̃
(i)
μ−1(f

2i−1
1,2 , r2

μ−1
1,2 ), а S̃

(0)
0 (ri) = Si – вход-

ные ЛОПП. Вес пути, рассматриваемого min-sum версией декодера Таля –Варди,
определяется [33] как

R
(
f i
0, r

�−1
0

)
= R

(
f−1
0 , r�−1

0

)
+ τ
(
S̃(i)
μ

(
f i−1
0 , r�−1

0

)
, fi

)
, (19)

где R(r�−1
0 ) = 0 и

τ(S, c) =

{
0, (−1)cS � 0,

|S|, (−1)cS < 0,

является штрафной функцией. Можно показать [34], что

R
(
f i
0, r

�−1
0

)
= ρ− lnmax

f�−1
i+1

W̃ (�−1)
μ

(
f �−1
0 | r�−1

0

)
,

где ρ не зависит от f i
0. Кроме того, R(f �−1

0 , r�−1
0 ) = M(f �−1

0 K⊗μ
2 , S�−1

0 ). Это позволя-
ет [35] вычислить ЛОПП для входных символов ядра как

S
(i)
1

(
ui−1
0 , r�−1

0

)
= min

f
hi
0 ∈Z(ui−1

0 ,1)

R
(
fhi
0 , r�−1

0

)
− min

f
hi
0 ∈Z(ui−1

0 ,0)

R
(
fhi
0 , r�−1

0

)
. (20)

Сложность этого вычисления растет экспоненциально по 2δi . Однако возможны
некоторые упрощения [35]:
1. Для некоторых i могут существовать более эффективные методы оценки вели-
чин R(fhi

0 , r�−1
0 ), fhi

0 ∈ Z(ui−1
0 , b), b ∈ F2, по сравнению с (17)–(19). Например,

быстрое преобразование Адамара может быть использовано, если незаморожен-
ные символы s ∈ [hi + 1] \ {ωt |0 � t � i} задают код Рида –Маллера первого
порядка или схожий с ним код.

2. Число различных значений ЛОПП S̃
(j)
ν , 0 < ν < μ, может быть намного мень-

ше, чем 2δi – число путей, рассматриваемых декодером Таля –Варди. Причина
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этого в том, что векторы частичных сумм f2i−1
0,2 + f2i−1

1,2 и f2i−1
1,2 на различных

уровнях μ могут образовывать некоторое подпространство соответствующего ли-
нейного пространства. Эти значения могут быть предварительно вычислены и ис-
пользованы для различных путей в декодере Таля –Варди.

3. Минимизация в (20) может быть выполнена с сохранением промежуточных ре-
зультатов в виде дерева, которые могут быть повторно использованы на после-
дующих фазах.

Можно целенаправленно строить ядра с заданной скоростью поляризации и доста-
точно малым размером окна [36]. Основной недостаток оконного алгоритма обра-
ботки заключается в том, что пока нет его обобщения на случай ядер размерности,
отличной от 2μ, а его сложность может быть довольно высокой, если ядро не по-
строено должным образом.

4.3. Приближенные методы обработка ядра. В [29] было предложено использо-
вать так называемый алгоритм декодирования box-and-match [37] для поиска ко-
довых слов кода C(i)

, минимизирующих корреляционную невязку в (5). Сложность
этого метода может быть уменьшена за счет повторного использования результатов
метода Гаусса на разных фазах. Более того, сортировка входных ЛОПП может быть
выполнена однократно в каждом обработчике ядра.
В качестве альтернативы можно использовать описанный выше оконный алго-

ритм обработки с ограниченным размером списка, т.е. оставить только несколько
векторов f i

0 с наибольшей оценкой R(f i
0, r

�−1
0 ) (см. [8, 38]).

§ 5. Построение кодов

5.1. Оценка надежности битовых подканалов. Классические полярные коды пред-
полагают, что множество замораживания F содержит индексы ненадежных битовых
подканалов. Существует несколько подходов к оценке надежности битовых подка-
налов в случае ядра Арикана, в том числе моделирование методом Монте-Карло,
рекурсивные выражения для двоичного стирающего канала [1], гауссовская аппрок-
симация [39], аппроксимация стохастически улучшенными/ухудшенными канала-
ми [40], эволюция плотностей [41, 42]. Некоторые из этих методов допускают от-
носительно простое обобщение на случай кодов с большими ядрами.

Метод Монте-Карло. Наиболее простым способом оценки вероятности ошиб-
ки в битовых подканалах является использование идеального декодера ПИ. Бо-
лее конкретно, произвольным образом3 генерируется вектор un−1

0 , вычисляется век-
тор cn−1

0 = un−1
0 K⊗m, который передается по каналу, вычисляются W

(i)
m (ui

0 | rn−1
0 ),

ui ∈ {0, 1}, 0 � i < n, или S
(i)
m (ui−1

0 , rn−1
0 ), и принимается решение ûi на основе

полученных значений. Если ûi �= ui, то значение i-го счетчика ошибок увеличива-
ется. Необходимо отметить, что оценки ûi не используются на последующих фазах.
Указанные действия выполняются достаточно большое число раз, после чего вычис-
ляется частота ошибок в битовых подканалах. Недостатком этого метода является
его высокая вычислительная сложность.

Построение кодов для двоичного стирающего канала. Если кодовые слова поляр-
ного кода передаются по двоичному стирающему каналу, то все W (i)

m также являют-
ся двоичными стирающими каналами. Это позволяет анализировать их поведение,
изучая свойства только одного ядра.
Конфигурации стирания могут быть связаны с двоичными векторами e, такими,

что ei = 1, если стирается i-й символ. Конфигурация стирания e ∈ F�
2 на фазе i неис-

правима, если существуют векторы u�−1
i+1 , v

�−1
i+1 , такие что для всех ui−1

0 и для всех j,
3 Для симметричных каналов достаточно рассмотреть un−1

0 = 0.
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таких что ej = 0, выполняется ((ui−1
0 , 0, u�−1

i+1)K)j = ((ui−1
0 , 1, v�−1

i+1 )K)j , т.е. выходные
символы ядра невозможно различить на нестертых позициях. Пусть Ei,w – число
неисправимых конфигураций стирания с весом w на фазе i. Тогда вероятность сти-
рания (т.е. параметр Бхаттачарьи) в W

(i)
1 может быть вычислена как

fi(z) =
�∑

w=0

Ei,wz
w(1− z)�−w,

где z – вероятность стирания в исходном канале. Набор функций f0(z), . . . , f�−1(z)
называется поляризационным поведением ядра. Оно может быть вычислено из ре-
шеток кодов C(i), 0 � i < � (см. [17, 43]).
Получив поляризационное поведение ядра, можно вычислить параметры Бхатта-

чарьи подканалов, задаваемыхm-слойным поляризационным преобразованием, как

Zm,�i+s = fs(Zm−1, i), 0 � i < �m−1, 0 � s < �,

где Z0,0 – параметр Бхаттачарьи исходного двоичного стирающего канала. Поляри-
зационное поведение также может быть использовано для вычисления экспоненты
масштабирования ядра K (см. [16]).
П р им е р 1. Рассмотрим случай ядра Арикана K2 =

(
1 0
1 1

)
. Для фазы 0 име-

ются следующие неисправимые конфигурации стирания: (10), (01), (11). Для фазы 1
существует единственная неисправимая конфигурация стирания – (11). Следова-
тельно,

Zm,2i = f0(Zm−1,i) = 2Zm−1,i(1− Zm−1,i) + Z2
m−1,i = 2Zm−1,i − Z2

m−1,i, (21)

Zm,2i+1 = f1(Zm−1,i) = Z2
m−1,i. (22)

Этот подход может быть легко обобщен на случай недвоичных полярных кодов.

5.2. Гауссовская аппроксимация. Симметричная пропускная способность i-го под-
канала, задаваемого ядром K, может быть вычислена [44] как

I
(i)
1 = 1−

∞∫
−∞

pi(ξ |0) log2(1 + e−ξ)dξ, (23)

где pi(ξ |0) – функция плотности вероятности отношения правдоподобия L
(i)
1 =

= ln
W

(i)
1 (R�−1

0 , 0 | 0)
W

(i)
1 (R�−1

0 , 0 | 1)
при условии того, что передаются нулевые символы, а R�−1

0 –

случайные величины, соответствующие выходу канала. Такой интеграл может быть
вычислен методом Монте-Карло, т.е. путем подачи случайных векторов R�−1

0 на
блок вычисления ЛОПП и усреднения соответствующих значений.
Оказывается, что подстановка вместо L(i)

1 приблизительных ЛОПП, задаваемых
выражением (5), приводит к недостоверным результатам (например, I(i)1 < 0). Вме-
сто этого можно аппроксимировать (23) как

I
(i)
1 ≈ 1−

∞∫
−∞

fi(ψ |0) log2
(
1 +

P{ui = 1 |ψ}
P{ui = 0 |ψ}

)
dψ =

= 1−
∞∫

−∞

fi(ψ |0) log2
(
1 +

fi(−ψ |0)
fi(ψ |0)

)
dψ, (24)

39



где fi(ψ |0) – функция плотности вероятности S
(i)
1 (0 |R�−1

0 ), а P{ui = c |ψ} – ве-
роятность события ui = c при условии S

(i)
1 (0 |R�−1

0 ) = ψ. Следовательно, можно
оценить I

(i)
1 путем построения гистограммы для fi(ψ |0) на основе результатов ра-

боты алгоритма, вычисляющего (5).
Для построения полярного кода с некоторым ядром K можно предположить, что

все подканалы W
(i)
λ , 0 � λ � m, 0 � i < �λ, являются гауссовскими, так что они

могут быть полностью охарактеризованы соответствующей взаимной информаци-
ей I

(i)
λ . В [45] было предложено построить таблицы I

(i)
1 (C) значений I

(i)
1 для неко-

торого конечного набора параметров АБГШ-канала W с двоичным входом, где C –
пропускная способность канала W . Эти таблицы могут быть использованы для ин-
терполяции значений I

(i)
1 (C) для любого C ∈ [0, 1].

Для построения полярного (�m, k)-кода для АБГШ-канала с пропускной способ-
ностью C можно рекурсивно вычислить пропускные способности битовых подкана-
лов

I(�i+j)
m (C) ≈ I

(j)
1 (I

(i)
m−1(C)), 0 � j < �, m > 1, (25)

где I
(0)
0 (C) = C, и объявить замороженными символы ui, соответствующие подка-

налам с наименьшим I
(i)
m (C). Этот подход может быть обобщен на случай кодов

с недвоичными ядрами [46].

5.3. Коды с улучшенными дистантными свойствами. Полярные коды с больши-
ми ядрами имеют достаточно малое минимальное расстояние. Вследствие этого их
корректирующая способность даже при декодировании списочным алгоритмом ПИ
оказывается недостаточной. Она может быть улучшена путем использования поляр-
ных подкодов, полярных кодов с CRC [10] или других каскадных конструкций.
В большинстве случаев наилучшая корректирующая способность достигается

при использовании полярных подкодов. Их построение опирается на концепцию ди-
намических замороженных символов. Вместо того чтобы задавать uji = 0, ji ∈ F ,
0 � i < n − k, можно потребовать, чтобы замороженные символы удовлетворяли
условиям

uji =
∑
s<ji

Vi,suj , ji ∈ F , (26)

где V – матрица ограничений размера (n − k) × n, такая что последние ненулевые
элементы ее строк находятся в различных столбцах ji ∈ F . Символы uji с хотя бы
одним ненулевым членом в правой части (26) называются динамически заморожен-
ными (DFS), а символы с Vi,s = 0, s < ji, – статически замороженными. Такие коды
называются полярными подкодами [47]. Их декодирование может быть реализовано
простым обобщением списочного алгоритма ПИ.
Один из способов построения полярного (n = �m, k, d)-подкода состоит в том,

чтобы взять базовый (n, k′ > k, d)-код с проверочной матрицей H , построить для
него матрицу ограничений V ′ = QH(K⊗m)T , где обратимая матрица Q выбирает-
ся так, чтобы последние ненулевые элементы строк V ′ располагались в различных

столбцах j0, . . . , jn−k′−1, и получить V =

(
V ′

V ′′

)
. Здесь матрица V ′′ содержит k′ − k

строк веса 1, ненулевые элементы которых расположены в столбцах ji, соответству-
ющих наименее надежным битовым подканалам W

(ji)
m , где ji /∈ {j0, . . . , jn−k′−1},

n − k′ � i < n − k. В качестве базовых кодов в сочетании с расширенными ядрами
БЧХ могут быть выбраны, например, расширенные коды БЧХ [47].
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Лучшую корректирующую способность можно получить с помощью рандоми-
зированной конструкции, предложенной в [48]. Эта конструкция позволяет также
комбинировать различные ядра в поляризующем преобразовании. Эта конструкция
опирается на следующее утверждение.
Т е о р ем а 1. Рассмотрим полярный (n, k)-код C, заданный поляризующим пре-

образованием A = K�0 ⊗ . . . ⊗ K�m−1 и множеством замораживания F , где K�i –
ядро размерности �i, частичные расстояния Di,j которого удовлетворяют усло-
виям

Di,j = wt(K�i [j]), 0 � j < �i, 0 � i < m, (27)

n =
m−1∏
i=0

�i, а K�i [j] – j-я строка матрицы K�i. Тогда:

1. Минимальное расстояние полярного кода равно d = min
s/∈F

wt(A[s]), где A[s] – s-я
строка матрицы A, 0 � s < n;

2. Любое кодовое слово cn−1
0 = un−1

0 A ∈ C веса d, где d – минимальное расстояние
кода C, имеет us = 1 для некоторого s, такого что wt(As) = d.
Чтобы получить (n, k)-код с хорошей корректирующей способностью при деко-

дировании списочным алгоритмом ПИ, необходимо исключить из полярного кода
ненулевые кодовые слова с малым весом (НКСМВ). Это можно сделать, введя огра-
ничения динамического замораживания (26). Чтобы получить (n, k, d)-код C, можно
построить сначала полярный (n, k+fA, d)-код C (родительский код) с матрицей огра-
ничений V , и построить матрицу ограничений для кода C как V =

(
V

V (A)

)
. Здесь

V (A) – (fA × n)-матрица, которая определяет такие ограничения динамического за-
мораживания, что большинство НКСМВ родительского кода не удовлетворяют им,
т.е. C не содержит этих кодовых слов. Определим F как множество индексов замо-
роженных символов, заданное матрицей V .
Чтобы уменьшить вероятность того, что правильный путь будет исключен из

рассмотрения списочным декодером ПИ на ранних фазах, эти ограничения замо-
раживания должны быть наложены на символы usi с наименьшими возможными
индексами si таким образом, чтобы кодовые слова с малым весом были исключе-
ны. Из теоремы 1 следует, что это можно сделать, обобщив конструкцию [49], т.е.
выбрав в качестве si fA максимальных индексов, таких, что wt(Asi) = d, где d – ми-
нимальное расстояние родительского полярного кода C, и выбрав V

(A)
i,j , 0 � j < si,

0 � i < fA, в качестве независимых случайных двоичных величин. Кроме того, по-
ложим V

(A)
i,si

= 1 и V
(A)
i,j = 0, j > si. Действительно, такой выбор si гарантирует,

что для любого НКСМВ cn−1
0 = un−1

0 A ∈ C можно найти такие значения V
(A)
i,j , что

un−1
0 не удовлетворяет (26), т.е. cn−1

0 /∈ C. Для малых значений fA может оказаться
невозможным исключить таким образом все НКСМВ, но результаты моделирования
показывают, что даже при случайном выборе V (A) полученные коды обеспечивают
достаточно хорошую производительность по сравнению с полярными кодами с CRC
и LDPC-кодами. Формируемые таким образом ограничения динамического замора-
живания называются ограничениями типа A.
Можно дополнительно усовершенствовать конструкцию полярных подкодов пу-

тем уменьшения вероятности того, что списочный декодер ПИ исключит правиль-
ный путь на ранних фазах.
Вероятность E(L) события, соответствующего тому, что вес (19) правильного пу-

ти станет больше, чем вес L неправильных путей на некоторой промежуточной фа-
зе списочного алгоритма декодирования, зависит от того, насколько быстро веса
неправильных путей расходятся с весом правильного пути. Поэтому можно вве-
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сти дополнительный набор динамически замороженных символов, отображаемых
на относительно надежные битовые подканалы, так, чтобы для неправильного пути
оценки этих символов, получаемые из ЛОПП S

(i)
m , с высокой вероятностью отклоня-

лись от значений, использованных кодером, что приводило бы к уменьшению веса
соответствующего пути.
Пусть Ci – пропускная способность (или другая мера надежности) битового под-

канала W
(i)
m , и рассмотрим последовательность ri : Cr0 � Cr1 � . . . � Crn−1 . В [49]

было предложено наложить нетривиальные ограничения динамического заморажи-
вания на fB символов uri , передаваемых по подканалам с индексами rn−k−fA−1, . . . ,
rn−k−fA−fB , т.е. по наиболее надежным битовым подканалам, используемых для пе-
редачи статически замороженных символов в классическом полярном коде. Здесь
fB – параметр конструкции кода. Такие ограничения динамического заморажива-
ния называются ограничениями типа B.
Вместо случайного выбора коэффициентов Vi,s в (26) можно пытаться явно найти

такие значения, которые минимизируют число НКСМВ в полученном коде [48, 50].
Как правило, полярные (под)коды с большими ядрами требуют меньшего раз-

мера списка для достижения той же корректирующей способности, что и коды, ос-
нованные на ядре Арикана. Если использовать эффективные алгоритмы обработки
ядра вместе с тщательно подобранными поляризующими ядрами, то количество
арифметических операций, выполняемых списочным алгоритмом ПИ для случая
кодов на основе больших ядер, может быть меньше по сравнению с кодами на осно-
ве ядра Арикана при одинаковой корректирующей способности [35, 51].
Другой способ улучшить корректирующую способность полярных кодов с боль-

шими ядрами при декодировании списочным алгоритмом ПИ заключается в исполь-
зовании модифицированной процедуры выбора номеров замороженных символов,
как описано в [7].

§ 6. Заключение

Известно, что полярные коды с большими ядрами обеспечивают асимптотиче-
ски оптимальную экспоненту масштабирования и скорость поляризации. В данной
статье был представлен обзор методов построения и декодирования таких кодов.
Многие из методов построения кодов, разработанных для случая кодов с ядром
Арикана, относительно просто обобщаются на случай кодов с большими ядрами.
Сложность непосредственной реализации декодера таких кодов крайне высока.

Однако для тщательно построенных поляризующих ядер могут быть построены ал-
горитмы обработки с низкой сложностью. Это позволяет полярным (под)кодам, ос-
нованным на больших ядрах, достичь такой же корректирующей способности при
декодировании списочным алгоритмом последовательного исключения, как и кодам,
основанным на ядре Арикана, с меньшей сложностью декодирования. В зависимости
от структуры ядра, наименьшую сложность обработки могут обеспечивать оконный
алгоритм или алгоритм на основе рекурсивных решеток. Это позволяет предполо-
жить, что более эффективные методы обработки ядра могут быть получены путем
комбинирования этих подходов.
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ПЕРЕПАРАМЕТРИЗОВАННЫЕ ТЕСТЫ МАКСИМАЛЬНОГО
ПРАВДОПОДОБИЯ ДЛЯ ОБНАРУЖЕНИЯ РАЗРЕЖЕННЫХ ВЕКТОРОВ

Рассматривается задача обнаружения разреженного вектора большой раз-
мерности на фоне белого гауссовского шума. Предполагается, что неизвестный
вектор может иметь только p ненулевых компонент, положение и величина ко-
торых неизвестны, а их число, с одной стороны, велико, но с другой – мало
по сравнению с его размерностью. Тест максимального правдоподобия (МП)
в этой задаче имеет простой вид и, естественно, зависит от p. В статье изуча-
ются статистические свойства перепараметризованных тестов МП, т.е. тестов,
построенных на основе предположения, что число ненулевых компонент векто-
ра равно q (q > p), в ситуации, когда на самом деле вектор имеет всего лишь p
ненулевых компонент. Показывается, что в некоторых случаях перепараметри-
зованные тесты могут быть лучше стандартных тестов МП.

Ключевые слова: разреженный вектор, белый гауссовский шум, тест максималь-
ного правдоподобия.

DOI: 10.31857/S0555292323010047, EDN: RMHNYH

§ 1. Введение
Реальный интерес к перепараметризованным статистическим моделям и мето-

дам возник сравнительно недавно и связан с задачами глубокого обучения. Ока-
залось, что во многих случаях обучение перепараметризованной нейронной сети
с помощью методов типа градиентного спуска дает хорошие результаты по срав-
нению с обучением неперепараметризованной сети [1]. Полностью математически
удовлетворительного объяснения этого факта, по-видимому, до сих пор не найдено,
что связано с очень высокой нелинейностью рассматриваемой задачи [2]. Поэтому
внимание привлекли простые статистические модели, в которых наблюдаются по-
хожие эффекты. Одной из таких моделей является модель линейной регрессии со
случайными гауссовскими регрессорами, анализ которой в перепараметризованном
режиме можно найти, например, в [3]. В обзорной статье [4] приводятся примеры
других близких моделей, связанных с обработкой сигналов.
В этой статье будет показано, что в задаче обнаружения разреженных векто-

ров с большим числом ненулевых компонент с помощью метода МП наблюдаются в
некотором смысле похожие эффекты, а именно оказывается, что перепараметризо-
ванные тесты МП в некоторых случаях могут быть лучше стандартных.
Далее будет рассматриваться задача обнаружения разреженного вектора θn =

= (θ1, . . . θn)
� ∈ Rn по наблюдениям

Yk = θk + ξk, k = 1, . . . , n, (1)

где ξk – независимые стандартные гауссовские случайные величины.
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Цель состоит в том, чтобы на основе наблюдений Y n = (Y1, . . . , Yn)
� из (1) ре-

шить, какая из двух гипотез

H0 : θn = 0 или H1 : θn �= 0

является справедливой.
Ключевым предположением в этой статье является гипотеза о том, что θn –

разреженный вектор. Существует очень много математических определений разре-
женности. Для наглядности в этой статье мы ограничимся самым простым. Пусть
Inp = {i1, . . . , ip} – мультииндекс (носитель θn), т.е. множество, состоящее из p раз-
личных положительных целых чисел, выбранных из множества {1, 2, . . . , n}. То-
гда θn называется разреженным, если существует носитель Inp , такой что

θk = 0, k /∈ Inp .

Множество всех разреженных векторов в Rn будем далее обозначать через Θn
p .

Заметим, что его можно определить эквивалентным образом как

Θn
p =

{
θn ∈ R

n : θ2(k) = 0, k > p
}
;

здесь и далее {x(1), . . . , x(n)} означает невозрастающую перестановку элементов мно-
жества {x1, . . . , xn}.
Понятие разреженности становится статистически интересным и значимым, ко-

гда носитель Inp неизвестен, размерность n велика и при этом p � n. Поэтому в этой
статье задача проверки гипотез будет рассматриваться в асимптотической поста-
новке, предполагая, что n → ∞. При этом p = p(n) может быть любой известной
функцией n, такой что p(n) ∈ [p◦(n), p

◦(n)], где p◦(n) и p◦(n) таковы, что

lim
n→∞

p◦(n) = ∞ и lim
n→∞

p◦(n) log1+ε(n)

n
= 0; (2)

здесь и далее ε обозначает любое строго положительное число. Не оговаривая этого
особо, будем предполагать, что условия (2) выполнены.
Отметим, что задача проверки гипотез о разреженных векторах в ситуации, ко-

гда разреженность фиксирована, например, p = 1, а n → ∞, существенно отличается
от рассматриваемой далее. Хорошо известно, что при фиксированной разреженно-
сти предельные распределения статистик тестов МП и байесовских тестов при H0 не
являются гауссовскими. Для байесовских тестов эти распределения тесно связаны
с устойчивыми распределениями. Этот замечательный факт, по-видимому, впервые
был установлен в [5] (см. также [6, 7] для задач обнаружения в белом гауссовском
шуме). Также хорошо известно, что если p → ∞, то предельные распределения ста-
тистик байесовских тестов и тестов МП будут гауссовскими при нулевой гипотезе
(см., например, [7]). Но при этом, в отличие от классических (т.е. имеющих низ-
кую размерность) задач проверки гипотез, гауссовость не влечет асимптотической
эквивалентности байесовских тестов и тестов МП.
Тест МП для проверки простой гипотезы H0 против альтернативы H1 при усло-

вии, что θn ∈ Θn
p , легко построить. Он, естественно, основан на максимуме отноше-

ния правдоподобия

L(Y n; Θn
p ) = max

θn∈Θn
p

n∏
k=1

exp

{
− (Yk − θk)

2

2
+

Y 2
k

2

}
=

= max
In
p

exp

{
1

2

∑
k∈In

p

Y 2
k

}
= exp

{
1

2

p∑
k=1

Y 2
(k)

}
.
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Поэтому в качестве статистики этого теста будем использовать

Mp(Y
n)

def
=

1

2

p∑
k=1

Y 2
(k).

Таким образом, тест МП отвергает гипотезу H0, если

Mp(Y
n) � tMp(α),

где критический уровень tMp(α) выбирается так, чтобы вероятность ошибки первого
рода была равна α, т.е. он определяется как корень уравнения

PH0

{
Mp(Y

n) � tMp(α)
}
= P

{
Mp(ξ

n) � tMp(α)
}
= α;

здесь и далее ξn = (ξ1, . . . , ξn)
� обозначает вектор из независимых стандартных

гауссовских случайных величин.
Далее, не оговаривая этого особо, будем считать, что вероятность ошибки первого

рода α остается фиксированной при n → ∞.
Мощность (качество) теста МП, как, впрочем, и любого другого теста, принято

измерять вероятностью ошибки второго рода

βMp(θ
n) = Pθn

{
Mp(Y

n) � tMp(α)
}
,

где Pθn – вероятностное распределение, порожденное наблюдениями Y n при аль-
тернативе H1.
Естественно, нам хотелось бы найти тест, который минимизировал бы ошибку

второго рода равномерно при всех θn. Однако хорошо известно, что за исключением
случая двух простых гипотез эта задача, как правило, не имеет простого решения.
Оптимальный тест можно найти, например, для средней (байесовский подход) или
максимальной (минимаксный подход) вероятности ошибки второго рода. При этих
подходах, очевидно, нужна априорная информация о θn. При байесовском подходе
она определяется априорным вероятностным распределением на θn, а при минимакс-
ном – предположением, что θn ∈ Θ, где Θ – известное подмножество в Rn. Очевидно,
что оптимальные тесты в этом случае будут зависеть от априорной информации.
Если θn имеет небольшую размерность, то априорная информация не играет

принципиальной роли, поскольку в этом случае практически всю информацию о
неизвестном векторе можно извлечь из наблюдений. При больших размерностях θn

из наблюдений мы получаем недостаточно информации и должны компенсировать
ее недостаток априорной информацией, и поэтому тесты будут существенно от нее
зависеть.
Чтобы устранить этот принципиальный недостаток байесовского и минимаксного

подходов, в статистике используется множественная проверка гипотез. Грубо гово-
ря, этот метод подразумевает, что тест строится не с помощью одной статистики,
а с помощью некоторого семейства статистик. При этом предполагается, что это
семейство не является очень богатым. В рассматриваемой здесь задаче роль такого
семейства может играть, например, {Mp(Y

n), p = 1, . . . , n}. Простейшим хорошо
известным, но в то же время достаточно наивным методом множественной провер-
ки гипотез является метод Бонферрони [8]. Обзор некоторых более современных
эвристических подходов, включая популярный на практике метод False Discovery
Rate [9] и его модификаций, содержится в [10]. Что касается математических ре-
зультатов множественной проверки гипотез о разреженных векторах, то некоторые
из них можно найти, например, в [11].
Отметим, что для обнаружения разреженных векторов из Θn

p наряду со стан-
дартным тестом МП можно использовать и любой перепараметризованный тест со
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статистикойMq(Y
n) при q > p. На первый взгляд кажется, что эта идея противоре-

чит здравому смыслу, но мы увидим, что перепараметризованные тесты могут иметь
меньшую вероятность ошибки второго рода, чем классический тест МП. В этом мож-
но убедиться, анализируя вероятность ошибки второго рода при всех θn ∈ Θn

p . Этот
анализ, по сути дела, и представляет основное содержание настоящей статьи.

§ 2. Предельное распределение статистики теста МП при H0

Для вычисления критических значений тестов МП нам потребуется следующий
результат о распределении суммы квадратов порядковых статистик независимых
стандартных гауссовских случайных величин.
Пусть

G(x) =

√
2

π

∞∫
√
2x

e−u2/2 du, (3)

и обозначим через G−1(x) обратную функцию к G(x).
Т е о р ем а 1. При любых p = p(n) ∈ [p◦(n), p

◦(n)] (см. (2)) имеем

Mp(ξ
n)− μ(p;n)√

2p

D−→ N (0, 1), n → ∞, (4)

где

μ(p;n) =

p∑
k=1

G−1

(
n+ 1

k

)
=

= p

{
n+ 1√

πp
G−1

(
p

n+ 1

)
exp

[
−G−1

(
p

n+ 1

)]
+

1

2

}
+O(1) =

= p

{
log

(
n+ 1√

πp

)
− 1

2
log

[
1 + log

(
n+ 1√

πp

)]
+ 1 + o(1)

}
+O(1). (5)

Доказательство этой теоремы, как и других вспомогательных результатов, при-
ведено в § 4.
Из (4) и (5) вытекает, что при больших p критическое значение для теста МП

можно вычислить как

tMp(α)=p

{
n+ 1√

πp
G−1

(
p

n+ 1

)
exp

[
−G−1

(
p

n+ 1

)]
+

1

2

}
+
√
2pt(α), (6)

где t(α) – α-квантиль стандартного гауссовского распределения, т.е. корень уравне-
ния

1√
2π

∞∫
t(α)

e−x2/2 dx = α.

Что касается вычисления вероятности ошибки второго рода, то теорема 1 может
быть в принципе полезна только в случае, когда эта вероятность не является малой.
Для анализа малых вероятностей ошибки будет использоваться следующее неа-

симптотическое неравенство. В его формулировке и далее неравенство ξ
D
� η озна-
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чает, что

P{ξ � x} � P{η � x} при всех x � 0.

Лемма 1. Справедливо неравенство

Mp(ξ
n)

D
� μ
(
p; Σn+1

)
+

{
1− 1

2

[
1 + log

(
Σn+1√
πp◦(n)

)]−1
}

p∑
s=1

w(s, p)(1 − χs),

где:
• функция μ(· , ·) определена в (5);
• χs – независимые стандартные экспоненциально распределенные случайные ве-
личины;

• Σn+1 =

n+1∑
s=1

χs;

• w(s, p) =

p∑
k=s

1

k
. (7)

§ 3. Вероятность ошибки второго рода

К сожалению, простых и одновременно точных оценок для вероятности ошибки
второго рода, по-видимому, не существует. Поэтому мы приведем лишь границы
сверху для этой величины, предполагая, что θn ∈ Θn

p , но при этом используется
тест МП со статистикой Mq(Y

n), q � p.
Чтобы несколько упростить дальнейшее изложение, будем считать, что

q � Kp,

где K � 1 – некоторая постоянная.
В силу инвариантности статистики Mq(Y

n) относительно перестановок компо-
нент вектора наблюдений Y n, без ограничения общности можно считать, что

Yk = θk + ξk, k = 1, . . . , p,

Yk = ξk, k = p+ 1, . . . , n,

а компоненты вектора θn таковы, что θ21 � θ22 � . . . � θ2p.
Пусть p′ � p – некоторое целое число. Обозначим для краткости

Y ′
k = Yp′+k, ξ′k = ξp′+k, k = 1, . . . , n− p′,

и

‖θn‖2p′ =

p′∑
k=1

θ2(k).

Тогда очевидно, что

Mq(Y
n) � 1

2

p′∑
k=1

Y 2
k +

1

2

q−p′∑
k=1

Y ′2
(k). (8)
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Первое слагаемое в правой части этого неравенства имеет вид

1

2

p′∑
k=1

Y 2
k =

‖θn‖2p′ + p′

2
+

p′∑
k=1

ξiθi +
1

2

p′∑
k=1

(ξ2k − 1). (9)

Для оценки второго слагаемого в правой части (8) можно воспользоваться лем-
мой Андерсона [12] (см. также [13, гл. II, § 10]), а именно интуитивно понятным
неравенством

1

2

q−p′∑
k=1

Y ′2
(k)

D
� 1

2

q−p′∑
k=1

ξ′2(k).

Продолжив правую часть этого неравенства с помощью леммы 1, получаем

1

2

q−p′∑
k=1

Y ′2
(k)

D
� μ
(
q − p′;n− p′

)
+ (1 + o(1))

q−p′∑
k=1

w(s, q − p′)(1− χs),

где веса w(· , ·) определены в (7). Поэтому отсюда и из (8), (9) приходим к следую-
щему неравенству:

Mq(Y
n)

D
�

‖θn‖2p′ + p′

2
+ μ(q − p′;n− p′)− ζ(θn, p′, q),

где

ζ(θn, p′, q) = (1 + o(1))

q−p′∑
k=1

w(s, q − p′)(χs − 1) +

p′∑
k=1

ξiθi +
1

2

p′∑
k=1

(1− ξ2k).

Тогда отсюда и из (6) вытекает следующая граница сверху для вероятности ошибки
второго рода:

βMq (θ
n) = Pθn

{
Mq(Y

n) � μ(q;n) +
√
2qt(α)

}
�

� P

{
ζ(θn, p′, q) �

‖θn‖2p′

2
−Δ(q, p′;n) +

p′

2
−
√
2qt(α)

}
, (10)

где

Δ(p′, q;n) = μ(q;n)− μ(q − p′;n− p′).

Величина Δ(p′, q;n) играет принципиальную роль в рассматриваемой задаче,
и далее потребуется следующая ее аппроксимация, вытекающая из (5) и формулы
Тейлора:

Δ(p′, q;n) = q

{
log

(
n√
πq

)
− 1

2
log

[
1 + log

(
n√
πq

)]
+ 1 + o(1)

}
−

− (q − p′)

{
log

(
n− p′√
π(q − p′)

)
− 1

2
log

[
1 + log

(
n− p′√
π(q − p′)

)]
+ 1

}
=
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= p′

{
log

(
n√
πp′

)
− 1

2
log

[
1 + log

(
n√
πp′

)]
+ 1 + o(1)

}
=

= μ(p′;n)− qh
(p′
q

)
+ o(q), n → ∞, (11)

где

h(x) = −x log(x)− (1 − x)h(1− x).

Также далее будет нужна аппроксимация распределения случайной величины
ζ(θn, p′, q). Обозначим для краткости

D(x) = D(x; p′, q, θn) =

[
‖θn‖2p′

1 + x
+

p′

2
+

q−p′∑
s=1

w2(s, p)

]
. (12)

Л емма 2. Для всех x > 0, таких что

x � (1− ε)D(0)

2w2(1, q − p′)
, (13)

справедливо неравенство

P
{
ζ(θn, p′, q) �

√
2xD(0)

}
�

� exp

[
− r◦(x) +O

(
x(q − p′)

D(0)w(1, q − p′)

)]
, n → ∞, (14)

где

r◦(x) = x+
log[2π(1 + x)]

2
.

Следующая теорема, представляющая основной результат статьи, является по
сути прямым следствием этой леммы и неравенства (10).

Т е о р ем а 2. Предположим, что для p′ ∈ [p◦(n), p], θn ∈ Θn
p и A > 0 выполнены

следующие условия:

‖θn‖2p′ � 2p′ log

(
n+ 1√
πp′

)
− p′ log

[
1 + log

(
n+ 1√
πp′

)]
+ p′ − 2qh

(
p′

q

)
+

+ 4
√
A

[
p′ log

(
n+ 1√
πp′

)
+A

]1/2
+ 4A+ εq (15)

и

A �
(1− ε)‖θn‖2p′

2w2(1, q − p′)
.

Тогда при n → ∞

βMq (θ
n) � exp

[
−r◦(A) +O

(
q − p′

w3(1, q − p′)

)]
. (16)
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Док а з а т е л ь с т в о. Из леммы 2 и неравенства (10) непосредственно вытекает,
что если для некоторого p′ ∈ [p◦(n), p]

D(0; p′, q, θn)− 2
√
2AD(0; p′, q, θn) �

� 2Δ(q, p′;n)− p′

2
+

q−p′∑
s=1

w2(s, p) + 2
√

2qt(α), (17)

то неравенство (16) выполнено.
Условие (15) является упрощенной формой неравенства (17). Чтобы в этом убе-

диться, заметим, что неравенство

y − 2
√

2Ay � x, x > 0,

эквивалентно неравенству

y �
[√

2A+
√
2A+ x

]2
= x+ 4A+ 2

√
2A

√
2A+ x.

Подставив в него

x = 2Δ(q, p′;n)− p′

2
+

q−p′∑
s=1

w2(s, p) + 2
√
2qt(α),

y = D(0; p′, q, θn) = ‖θn‖2p′ +
p′

2
+

q−p′∑
s=1

w2(s, p)

и воспользовавшись (5) и (11), приходим к (15). �
Замечание 1. Теорема 2 допускает достаточно простую интерпретацию. Она поз-

воляет оценить разность между минимальными энергиями векторов θn, обнаружи-
ваемых стандартным и перепараметризованным тестом МП.
Предположим для простоты, что A = A(n) – медленно растущая функция n,

например, A(n) = log[p◦(n)]. В этом случае, если выполнено условие

lim
n→∞

A(n) log(n)

p◦(n)
= 0,

то последние слагаемые в (15) имеют порядок o(p). Поэтому стандартный тест МП
сможет с достаточно малой вероятностью ошибки второго рода обнаружить векторы
θn ∈ Θn

p при отношениях сигнал/шум ‖θn‖2/p, больших чем

2 log

(
n+ 1√

πp

)
− log

[
1 + log

(
n+ 1√

πp

)]
+ 1 + ε,

а перепараметризованный тест сможет сделать это с теми же вероятностями ошибок,
но при меньших отношениях сигнал/шум, а именно

2 log

(
n+ 1√

πp

)
− log

[
1 + log

(
n+ 1√

πp

)]
+ 1− q

p
h

(
p

q

)
+ ε.

Замечание 2. На первый взгляд кажется, что выбирая большое q, можно су-
щественно уменьшить вероятность ошибки второго рода. К сожалению, это слиш-
ком оптимистичное предположение с практической точки зрения. Дело в том, что,
во-первых, улучшение верхних границ не влечет автоматического улучшения дей-
ствительной вероятности ошибки. Во-вторых, улучшаются, по сути, только члены
третьего порядка в экспоненте вероятности ошибки. И наконец, улучшаются асимп-
тотические границы в ситуации, когда скорость сходимости к ним очень медленная.
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Рис. 1. Ошибки второго рода для стандартного и перепараметризованного теста МП.
Графики сверху построены при σ = 0,1, а снизу – при σ = 0,6

К сожалению, медленные скорости сходимости типичны при проверке гипотез о раз-
реженных векторах. На это обращал внимание еще Р.Л. Добрушин в [5].

Замечание 3. Наблюдать на практике небольшие преимущества перепараметри-
зованных тестов возможно только лишь при достаточно больших n и p. Это ил-
люстрирует рис. 1, на котором показана зависимость вероятности ошибки второго
рода от отношения сигнал/шум при n = 10000 и p = 300 для стандартного теста МП
и перепараметризованного теста с q = 2p = 600. При этом в качестве ненулевых θk
использовались независимые одинаково распределенные случайные величины, име-
ющие следующую структуру:

θk = A(bk + σξk),

где A и σ – постоянные, bk – независимые случайные величины, принимающие зна-
чения {+1,−1} с равными вероятностями, ξk – независимые N (0, 1). В этом случае
отношение сигнал/шум равно A2(1 + σ2).
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Мы видим, что на втором графике стандартный тест и перепараметризованный
оказываются практически эквивалентными. Это объясняется тем, что для “случай-
ных” θ2k неравенство (8) является слишком грубым.

§ 4. Доказательства

Для доказательства теоремы 1 нам потребуется следующий простой факт, кото-
рый легко проверить с помощью экспоненциального неравенства Чебышева.
Л емма 3. При x � 0

P

{
1

k

k∑
s=1

χs � (1 + x)

}
� exp{−k[x− log(1 + x)]}, x > 0,

P

{
1

k

k∑
s=1

χs � (1− x)

}
� exp{k[x+ log(1− x)]}, x ∈ (0, 1).

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1 основано на простых и хорошо известных ме-
тодах и результатах, таких как теорема Пайка [14].
Введем функцию

r(x) = − log[
√
πG(x)].

Тогда очевидно, что

G−1(x) = r−1
[
− log

(√
πx
)]
, (18)

где r−1(x) – функция, обратная к r(x).
Интегрируя по частям правую часть в (3), нетрудно проверить, что

r(x) = x+
1

2
log(1 + x) +O

( 1

x3/2

)
, (19)

и отсюда с помощью формулы Тейлора находим

r−1(x) = x− log(1 + x)

2
+

log(1 + x)

2(1 + x)
+O

( 1

x3/2

)
. (20)

Проверим сначала (5). С помощью (18) и (20) нетрудно убедиться, что

μ(p;n) =

p∑
k=1

G−1

(
k

n+ 1

)
= −

p∫
1

G−1

(
x

n+ 1

)
dx+O(1) =

= −(n+ 1)

p/(n+1)∫
1/(n+1)

G−1(x) dx +O(1) =

= −(n+ 1)

G−1[p/(n+1)]∫
G−1[1/(n+1)]

xG′(x) dx +O(1) =

= −n+ 1√
π

G−1[p/(n+1)]∫
G−1[1/(n+1)]

√
xe−x dx+O(1). (21)
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Далее, с помощью очевидной замены переменных и интегрирования по частям
находим

∞∫
y

√
xe−x dx =

√
ye−y +

√
π

2

√
2

π

∞∫
√
2y

e−x2/2 dx =
√
ye−y +

√
π

2
G(y) =

=
√
πG(y)

( √
ye−y

√
πG(y)

+
1

2

)
.

Подставив в это равенство (см. (19))

e−y =
√
π(1 + y)G(y)

[
1 +O

(
1

y3/2

)]
,

получаем

1√
π

∞∫
y

√
xe−x dx = G(y)

[√
y(y + 1) +

1

2
+O

(
1
√
y

)]
=

= G(y)

[
y + 1 +O

(
1
√
y

)]
.

Используя это равенство, (18) и (20), продолжим (21) следующим образом:

μ(p;n) = p

{
n+ 1√

πp
G−1

(
p

n+ 1

)
exp

[
−G−1

(
p

n+ 1

)]
+

1

2

}
−

− 1

n+ 1

[
G−1

(
1

n+ 1

)
+ 1 +O

(
1√

G−1[1/(n+ 1)]

)]
+O(1) =

= p

[
G−1

(
p

n+ 1

)
+ 1 +O

(
1√

G−1[p/(n+ 1)]

)]
+O(1) =

= p

{
log

(
n+ 1√

πp

)
− 1

2
log

[
1 + log

(
n+ 1√

πp

)]
+ 1 + o(1)

}
+O(1).

Пусть U1, . . . , Un – независимые случайные величины, равномерно распределен-
ные на отрезке [0, 1]. Тогда (см., например, [14])

U(k)
D
= 1−

k∑
s=1

χs

/ n+1∑
s=1

χs. (22)

Далее воспользуемся следующим очевидным тождеством:

ξ2(k)

2

D
= F−1(U(k)), (23)

где F−1(·) – функция, обратная к

F (x) = P
{ξ2i

2
� x
}
= 1−G(x).
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Тогда из (22) и (23) получаем

ξ2(k)

2

D
= G−1(1 − U(k))

D
= G−1

[
k

n+ 1
×
(
1

k

k∑
s=1

χs

)/(
1

n+ 1

n+1∑
s=1

χs

)]
. (24)

Для xn+1 ∈ Rn+1 обозначим для краткости

μk

(
xn+1

)
=

1

k

k∑
s=1

xs.

Тогда из (24) получаем

ξ2(k)

2

D
= r−1

[
log

(
n+ 1√
πk

)
− log

[
μk

(
χn+1

)]
+ log

[
μn+1

(
χn+1

)]]
. (25)

Далее разложим правую часть соотношения (25) по формуле Тейлора в точке
log[(n+ 1)/(

√
πk)]. Это можно сделать, если, например, неравенства∣∣∣log[μk

(
χn+1

)]∣∣∣+ ∣∣∣log[μn+1

(
χn+1

)]∣∣∣ � 1

1 + ε
log

(
n+ 1√

πp

)
, k = 1, . . . , p,

выполняются с большими вероятностями.
Введем следующее подмножество в Rn+1:

Ωn
ε,p =

n+1⋂
k=1

{
x ∈ R

n+1 :
∣∣∣log[μk

(
xn+1

)]∣∣∣+ ∣∣∣log[μn+1

(
xn+1

)]∣∣∣ � 1

1 + ε
log

(
n+ 1√

πp

)}
.

Из леммы 3 имеем

P

{∣∣∣log[μk

(
χn+1

)]∣∣∣+ ∣∣∣log[μn+1

(
χn+1

)]∣∣∣ � 1

1 + ε
log

(
n+ 1√

πp

)}
�

� exp

[
−Ck

(
n√
πp

)1/(1+ε)
]
,

где здесь и далее C > 0 – некоторая постоянная, и следовательно,

P
{
χn+1 /∈ Ωn

ε,p

}
� exp

[
−C

(
n√
πp

)1/(1+ε)
]
. (26)

Применяя формулу Тейлора, из (25) получаем, что если χn ∈ Ωn
ε,p, то

ξ2(k)

2

D
=G−1

(
n+ 1

k

)
−
[
1 + o(1)

]
log
[
μk

(
χn+1

)]
+ δk(χ

n). (27)

где

δk(χ
n) = [1 + o(1)] log

[
μn+1

(
χn+1

)]
+ o(1) log2

[
μk

(
χn+1

)]
+

+ o(1) log2
[
μn+1

(
χn+1

)]
.

Нетрудно проверить, что

E δ2k(χ
n) � C

n
+

C

k2
. (28)
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Из (27) получаем

p∑
k=1

[
ξ2(k)

2
−G−1

(
n+ 1

k

)]
=

p∑
k=1

[
ξ2(k)

2
−G−1

(
n+ 1

k

)]
1
{
χn+1 ∈ Ωn

ε,p

}
+

+

p∑
k=1

[
ξ2(k)
2

−G−1

(
n+ 1

k

)]
1
{
χn+1 /∈ Ωn

ε,p

}
=

= −(1 + o(1))

p∑
k=1

log
[
μk

(
χn+1

)]
+

p∑
k=1

δk(χ
n+1)1

{
χn+1 ∈ Ωn

ε,p

}
+

+ (1 + o(1))

p∑
k=1

log
[
μk

(
χn+1

)]
1
{
χn+1 /∈ Ωn

ε,p

}
+

+

p∑
k=1

[
ξ2(k)

2
−G−1

(
n+ 1

k

)]
1
{
χn+1 /∈ Ωn

ε,p

}
. (29)

С помощью неравенства Коши–Буняковского и (28) получаем, что

1
√
p
E

p∑
k=1

∣∣δk(χn+1)
∣∣1{χn+1 ∈ Ωn

ε,p

}
� C

(√
p

n
+

log(p)
√
p

)
→ 0, n → ∞.

Очевидно также, что

1
√
p

3∑
k=1

log
[
μk

(
χn+1

)]
1
{
χn+1 /∈ Ωn

ε,p

} D−→ 0, n → ∞, (30)

и в силу (26), леммы 3 и неравенства Коши–Буняковского

1
√
p
E

p∑
k=4

∣∣∣log[μk

(
χn+1

)]∣∣∣1{χn+1 /∈ Ωn
ε,p

}
�

� C
√
P
{
χn+1 /∈ Ωn

ε,p

} 1
√
p

p∑
k=4

1√
k

� C
√

P
{
χn+1 /∈ Ωn

ε,p

}
→ 0, n → ∞. (31)

Наконец, для последнего слагаемого в (29), принимая во внимание второе условие
в (2), получаем

E

p∑
k=1

[
ξ2(k)

2
−G−1

(
n+ 1

k

)]
1
{
χn+1 /∈ Ωn

ε,p

}
�

� E1
{
χn+1 /∈ Ωn

ε,p

} n∑
k=1

ξ2(k) +P
{
χn+1 /∈ Ωn

ε,p

} n∑
k=1

G−1

(
n+ 1

k

)
�

� n
√
P
{
χn+1 /∈ Ωn

ε,p

}
� n exp

[
−C

(
n√
πp

)1/(1+ε)
]
→ 0, n → ∞. (32)

Таким образом, в силу (29)–(32) осталось проверить, что

1√
2p

p∑
k=1

log
[
μk

(
χn+1

)] D−→ N (0, 1), n → ∞. (33)
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Аналогично (30)–(32) получаем, что

1√
2p

p1−ε∑
k=1

log
[
μk

(
χn+1

)] D−→ 0, n → ∞, (34)

и

1√
2p

p∑
k=p1−ε

[
E log4

[
μk

(
χn+1

)]]1/4
� C. (35)

Чтобы доказать (33), воспользуемся формулой Тейлора, точнее, аппроксимацией

log
[
μk

(
χn+1

)]
=

1

k

k∑
s=1

(χs − 1) +O(1)

[
1

k

k∑
s=1

(χs − 1)

]2
, k > p1−ε, (36)

которая будет верна, если, например, неравенство∣∣∣∣∣1k
k∑

s=1

(χs − 1)

∣∣∣∣∣ � 0,5

выполняется при всех k > p1−ε.
Из леммы 3 получаем, что

P

{∣∣∣∣∣ 1√
k

k∑
s=1

(χs − 1)

∣∣∣∣∣ � 0,5

}
� exp(−Ck),

и поэтому

P

{
max

k>p1−ε

∣∣∣∣∣ 1√
k

k∑
s=1

(χs − 1)

∣∣∣∣∣ � 0,5

}
� exp(−Cp1−ε).

Отсюда и из (34)–(36) получаем

1√
2p

p∑
k=1

log

(
1

k

k∑
s=1

χs

)
− 1√

2p

p∑
k=1

1

k

k∑
s=1

(χs − 1)
D−→ 0, n → ∞.

Поэтому для завершения доказательства осталось проверить, что

1√
2p

p∑
k=1

1

k

k∑
s=1

(χs − 1)
D−→ N (0, 1), p → ∞. (37)

Очевидно, что

p∑
k=1

1

k

k∑
s=1

(χs − 1) =

p∑
s=1

(χs − 1)w(s, p), (38)

где веса w(s, p) определены в (7). Заметим также, что

w(s, p) =

p∫
s

1

x
dx+

p∫
s

O
( 1

x2

)
dx = log

(p
s

)
+O

(1
s

)
+ O

(1
p

)
.
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Отсюда, интегрируя по частям, получаем

p∑
s=1

w2(s, p) = p

1∫
1/p

log2(x) dx +O(1) = 2p+O
(
log2(p)

)
,

p∑
s=1

w3(s, p) = −p

1∫
1/p

log3(x) dx +O(1) = 6p+O(log3(p)),

p∑
s=1

w4(s, p) = p

1∫
1/p

log4(x) dx +O(1) = 24p+O(log4(p)).

(39)

Поэтому с помощью формулы Тейлора находим, что для всех |λ| � (1− ε)/ log(p)

E exp

[
λ

p∑
s=1

(χs − 1)w(s, p)

]
= exp

[
−

p∑
s=1

log[1− λw(s; p)] − λ

p∑
s=1

w(s, p)

]
=

= exp

[
λ2

2

p∑
s=1

w2(s, p) +
λ3

3

p∑
s=1

w3(s, p) +
λ4

4

p∑
s=1

w4(s, p) +O
(λ5p

ε5

)]
=

= exp
{
(1 + o(1))pλ2

}
. (40)

Это соотношение очевидным образом доказывает (37) и, следовательно, теоре-
му 1. �
Док а з а т е л ь с т в о л еммы 1 практически непосредственно вытекает из (25)

и выпуклости функции

f(x) = r−1

[
log

(
1√
πk

n+1∑
s=1

χs

)
− log(1 + x)

]
. �

Док а з а т е л ь с т в о л еммы 2 основано на методе Лапласа [15], который ис-
пользуется для вычисления интеграла в правой части следующего тождества:

P
{
ζ(θn, p′, q) � y

}
=

=
1

2πi

∞∫
−∞

exp
{
−ity − log(t) + log

[
E exp

(
itζ(θn, p′, q)

)]}
dt =

=
1√
2π

∞∫
−∞

exp
{
−it− log(i

√
2πt) + log

[
E exp

(
ity−1ζ(θn, p′, q)

)]}
dt. (41)

Мы опустим технические детали этого метода, чтобы не загромождать изложе-
ние, и сосредоточимся на его принципиальных элементах.
С помощью формулы Тейлора находим (см. (40)), что при |λ| � (1−ε)/w(1, q−p′)

log
{
E exp

[
λζ(θn, p′, q)

]}
=

λp′

2
− p′

2
log(1 + λ) +

λ2‖θn‖2p′

2(1 + λ)
−

−
q−p′∑
s=1

{
log[1 − λw(s, q − p′)] + λw(s, q − p′)

}
=
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=
λ2

2

[
‖θn‖2p′

1 + λ
+

p′

2
+

q−p′∑
s=1

w2(s, q − p′)

]
+

λ3

3

q−p′∑
s=1

w3(s, q − p′) + λ4O

(
q − p′

ε4

)
=

=
λ2

2
D(λ) + λ3M + λ4O

(
q − p′

ε4

)
, (42)

где функция D(·) определена в (12), а (см. (39))

M =
1

3

q−p′∑
s=1

w3(s, q − p′) = 2(q − p′)(1 + o(1)), q − p′ → ∞.

Полагая в (42) λ = it/y, получаем

log
{
E exp

[
ity−1ζ(θn, p′, q)

]}
= − t2

2y2
D

(
it

y

)
+

it3

y3
M +O

(
t4(q − p′)

y4ε4

)
. (43)

Метод Лапласа основан на квадратичной аппроксимации (см. (41) и (43)) функ-
ции

F (t) = −it− log(i
√
2πt) + log

[
E exp

(
ity−1ζ(θn, p′, q)

)]
=

= −it− t2

2y2
D

(
it

y

)
+ i

t3

y3
M − log(i

√
2πt) +O

(
t4(q − p′)

y4ε4

)
(44)

в окрестности некоторой точки ty, находящейся вблизи точки экстремума F (·). В ка-
честве такой точки можно выбрать, например,

ty =− iy2

D(0)
.

Заметим, что поскольку в рассматриваемом случае y =
√
2xD(0), то

ty = −2ix и
ty
y

= −i

√
2x

D(0)
.

Тогда из (13) и (44) получаем

F (ty) = −x+ x

[
1

D(0)
D

(√
2x

D(0)

)
− 1

]
− log

(
2
√
2πx
)
+

+O

(
x(q − p′)

D(0)w(1; q − p′)

)
,

F ′(ty) = −i+
i

D(0)

[
D

(√
2x

D(0)

)
+

1

2

√
2x

D(0)
D′

(√
2x

D(0)

)
−D(0)

]
− 1

x
+

+O

(
q − p′

D(0)
√

w(1; q − p′)

)
,

F ′′(ty) = − 1

2xD(0)

[
D

(√
2x

D(0)

)
+

3

2

√
2x

D(0)
D′

(√
2x

D(0)

)
+

+
2x

D(0)
D′′

(√
2x

D(0)

)]
− 1

x2
+O

(
q − p′

xD(0)
√

w(1; q − p′)

)
.

(45)
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Нетрудно проверить, что

1√
2π

∞∫
−∞

exp

[
F ′′(ty)

2
(t− ty)

2 + F (ty)(t− ty) + F (ty)

]
dt =

= exp

[
F (ty)−

[F ′(ty)]
2

2F ′′(ty)
− 1

2
log[−F ′′(ty)]

]
. (46)

Поэтому заметив, что

1

D(0)
D

(√
2x

D(0)

)
− 1 � 0,

из (45) находим

F (ty)−
[F ′(ty)]

2

2F ′′(ty)
− 1

2
log[−F ′′(ty)] � −x− 1

2
log(x) +O

(
x(q − p′)

w(1, q − p′)

)
.

Это неравенство вместе с (41) и (46) доказывает (14). �
В заключение автор выражает благодарность анонимному рецензенту за замеча-

ния, способствовавшие улучшению статьи.
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ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ

Том 59 2023 Вып. 1

УДК 621.391 : 519.16

© 2023 г. М.Н. Вялый

О ПРОВЕРКЕ ВЫПОЛНИМОСТИ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ФОРМУЛ
НАД ПОЛЕМ ИЗ ДВУХ ЭЛЕМЕНТОВ1

Построен вероятностный полиномиальный алгоритм проверки выполнимо-
сти алгебраических формул глубины 3 над полем из двух элементов, верхней
операцией в которых является сложение. Алгоритм с теми же характеристика-
ми существует для проверки равенства нулю многочлена (задача PIT), задавае-
мого формулами указанного вида. Однако эти задачи и алгоритмы их решения
существенно отличаются. Вероятностный алгоритм для задачи PIT основан на
лемме Шварца –Зиппеля, а предложенный в этой статье алгоритм проверки
выполнимости основан на лемме Вельянта –Вазирани.

Ключевые слова: выполнимость булевых формул, вероятностный алгоритм, ал-
гебраические формулы.

DOI: 10.31857/S0555292323010059, EDN: RMKBBO

§ 1. Введение
Задача PIT (проверка равенства нулю многочлена, задаваемого алгебраической

формулой или схемой) активно изучалась в последние десятилетия. Интерес к этой
задаче во многом связан с проблемой дерандомизации. Для задачи PIT существуют
вероятностные полиномиальные алгоритмы, но неизвестны детерминированные по-
линомиальные алгоритмы. Известно, что построение таких алгоритмов приводит к
хорошим нижним оценкам в алгебраической сложности [1]. Для многих частных ви-
дов формул были найдены полиномиальные детерминированные алгоритмы (см. об-
зоры [2,3]). Однако уже случай формул глубины 3 оказывается очень трудным. Как
было доказано в [4], для любой схемы над полем C комплексных чисел существует
эквивалентная формула глубины 3 субэкспоненциального размера.
С точки зрения теории вычислительной сложности естественно рассмотреть дру-

гую задачу: выполнимости алгебраической формулы (или схемы). Над бесконечным
или достаточно большим (по сравнению со степенью формулы) конечным полем
разницы между этими задачами нет. Однако для малых конечных полей эти задачи
различаются, и нет прямой сводимости одной из них к другой.
В этой короткой заметке мы обсуждаем задачу проверки выполнимости алгеб-

раических формул над наименьшим конечным полем F2 из двух элементов. Эта за-
дача оказывается NP-полной уже для формул глубины 3. Однако, как это принято
в исследованиях задачи PIT, если различать формулы по расположению функци-
ональных элементов в слоях, ситуация оказывается более интересной. NP-полнота
имеет место для формул вида ΠΣΠ (верхний уровень – умножение). При этом для
таких формул задача PIT решается за детерминированное полиномиальное время

1 Работа выполнена в рамках Программы фундаментальных исследований НИУ ВШЭ, а также
частично финансировалась в рамках госзадания 0063-2019-0003.
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(см. замечание 1 в § 2). Для второго класса схем глубины 3 – формул вида ΣΠΣ
(верхний уровень – сложение) – существование детерминированного полиномиаль-
ного алгоритма для задачи PIT проблематично в силу упомянутого выше результа-
та о представлении произвольных схем ΣΠΣ-формулами (в [4] используются именно
они). Проверка выполнимости ΣΠΣ-формулы над F2 также выглядит нетривиаль-
ной задачей.
Основной результат этой статьи – вероятностный полиномиальный алгоритм про-

верки выполнимости для ΣΠΣ-формул над F2. Интересно отметить, что основан
этот алгоритм не на лемме Шварца – Зиппеля (см., например, [2]), как вероятност-
ные алгоритмы для задачи PIT, а на лемме Вельянта –Вазирани, изолирующей одну
из единиц булевой формулы (см. [5]).

§ 2. Задача выполнимости для алгебраических формул

Здесь мы рассматриваем алгебраические формулы малой глубины над полем F2

из двух элементов. Входная степень функциональных элементов – сложения и умно-
жения – предполагается неограниченной.
Формулы глубины 1 бывают двух видов: Π-формулы, т.е. произведения перемен-

ных, и Σ-формулы, которые задают линейные функции.
Среди формул глубины 2 мы выделяем ΣΠ-формулы (суммы произведений пе-

ременных) и ΠΣ-формулы (произведения линейных функций).
Аналогично, ΠΣΠ-формулы – это формулы глубины 3, которые являются про-

изведениями ΣΠ-формул, а ΣΠΣ-формулы – это формулы глубины 3, которые яв-
ляются суммами ΠΣ-формул.
Каждая алгебраическая формула над F2 задает функцию Fn

2 → F2, где n – ко-
личество переменных. Если эта функция не равна тождественно нулю, формула
называется выполнимой. Задачу проверки выполнимости алгебраической формулы
обозначим через AlgSAT. Она лежит в классе NP по очевидным причинам: вычис-
ление значения формулы возможно за полиномиальное время.
Проверка выполнимости Σ- или Π-формул тривиальна. Почти столь же про-

ста проверка выполнимости ΣΠ-формулы: нужно сократить одинаковые слагаемые
(в поле F2 выполняется тождество x + x = 0), и формула выполнима, если и толь-
ко если результат сокращения содержит хотя бы один ненулевой моном (многочлен
Жегалкина для булевой функции единствен).
Проверка выполнимости ΠΣ-формул также лежит в классе P. Пусть

ϕ(x1, . . . , xn) =

s∏
i=1

(
ai0 +

n∑
j=1

aijxj

)
. (1)

Выполнимость ϕ равносильна существованию решения системы линейных уравне-
ний

n∑
j=1

aijxj = 1+ ai0, 1 � i � s, (2)

что проверяется стандартными средствами линейной алгебры. Заметим, что мно-
жество тех x ∈ Fn

2 , для которых ϕ(x) = 1, образует аффинное подпространство
координатного пространства Fn

2 .
Обозначим через ΠΣΠ-SAT задачу проверки выполнимости ΠΣΠ-формулы. Это

уже трудная задача.
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Пр е д л оже н и е 1. Задача ΠΣΠ-SAT NP-полна.
Док а з а т е л ь с т в о. Построим полиномиальную сводимость стандартной NP-

полной задачи 3SAT (выполнимость 3-КНФ) к ΠΣΠ-SAT. Для этого заметим, что
каждый дизъюнкт в КНФ представляется в виде многочлена Жегалкина, и этот
многочлен имеет размер O(1), так как в дизъюнкт входит только три литерала.
Таким образом, по 3-КНФ получается эквивалентная ΠΣΠ-формула. �

Замечание 1. Задача PIT для ΠΣΠ-формул проще общего случая, для нее есть
детерминированный полиномиальный алгоритм. В кольце многочленов над любым
полем нет делителей нуля. Поэтому ΠΣΠ-формула задает нулевой многочлен тогда
и только тогда, когда один из множителей верхнего произведения задает нулевой
многочлен. Поэтому достаточно в каждом из этих множителей сократить подобные
и проверить, остается ли после сокращения хотя бы один ненулевой моном.
Из предложения 1 следует NP-полнота проверки выполнимости любых формул

глубины O(1), за исключением случая ΣΠΣ-формул. Именно этот оставшийся слу-
чай и является главным предметом изучения в данной статье. Обозначим через
ΣΠΣ-SAT задачу проверки выполнимости таких формул. Какова ее алгоритмиче-
ская сложность? В следующем параграфе мы приводим вероятностный полиноми-
альный алгоритм для задачи ΣΠΣ-SAT. Существование такого алгоритма делает
крайне сомнительной полноту этой задачи в классе NP.
У задачи ΣΠΣ-SAT есть естественная геометрическая интерпретация. ΣΠΣ-фор-

мула обращается в единицу в точности в тех точках, в которых нечетное коли-
чество ее ΠΣ слагаемых обращается в единицу. Единицы ΠΣ-формулы – это аф-
финное подпространство, и любое аффинное подпространство представляется как
множество единиц некоторой ΠΣ-формулы. Выбор такой формулы не однозначен.
Один из возможных вариантов: если подпространство задано как множество реше-
ний системы линейных уравнений (2), то его точки совпадают с множеством единиц
формулы (1).
Таким образом, равносильная формулировка задачи ΣΠΣ-SAT состоит в том,

что дан набор аффинных подпространств, и нужно узнать, существует ли точка,
покрытая нечетным количеством подпространств. Отсюда также следует, что об-
щая задача ΣΠΣ-SAT сводится к случаю ΣΠΣ-формул, в которых каждое слагаемое
имеет степень не более n (количество переменных в наших обозначениях).

§ 3. Вероятностный алгоритм для задачи ΣΠΣ-SAT

Напомним, что класс RP (вероятностные вычисления с односторонней ошибкой)
состоит из тех языков L, для которых существует вероятностный полиномиальный
алгоритм A, выдающий результаты из множества {0, 1}, такой что

x ∈ L ⇐⇒ Pr[A(x) = 1] � 1

2
,

x /∈ L ⇐⇒ Pr[A(x) = 1] = 0.

Те о р ем а 1. Задача ΣΠΣ-SAT принадлежит классу RP.
Док а з а т е л ь с т в о. Пусть ΣΠΣ-формула имеет вид

ϕ(x) =

s∑
i=1

pi(x), где pi(x) – ΠΣ-формула. (3)

Обозначим через M матрицу размера 2n × s, матричные элементы которой имеют
видMxi = pi(x). Условие выполнимости формулы равносильно условиюM1 �= 0, так
как ϕ(x) = (M1)x. Здесь и далее через 1 обозначается вектор-столбец размерности s,
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все координаты которого равны 1, а через 0 – любой нулевой вектор (размерность
которого будет ясна из контекста).
В координатном пространстве векторов-строк (Fn

2 )
∗ выберем случайный базис

b1, . . . , bn по равномерному распределению. Для каждого 0 � i � n определим век-
тор-строку hi размера 2n, координаты которого индексированы векторами-столбца-
ми x ∈ Fn

2 . Значения координат задаются следующим правилом: (hi)x = 1 тогда
и только тогда, когда b1x = b2x = . . . = bix = 0, если i > 0, и (h0)x = 1 для
всех x. Вычислим hiM1, находя сначала hiM и умножая затем полученную строку
размера s на вектор-столбец 1.
Если hiM1 = 1, то выдаем ответ “ϕ(x) выполнима”. Если при всех проверках

hiM1 = 0, то выдаем ответ “ϕ(x) невыполнима”.
Оценим время работы алгоритма. В худшем случае он выполняет n + 1 вычис-

лений hiM1. Вычисление hiM возможно за полиномиальное время, так как (hiM)k
равно четности количества точек в аффинном подпространстве

Lk = {x : pk(x) = 1} ∩ {x : b1x = b2x = . . . = bix = 0}.

Количество точек в подпространстве размерности d равно 2d, размерность Lk на-
ходится за полиномиальное время стандартными алгоритмами линейной алгебры.
Заметим также, что s ограничено длиной входа (описание формулы ϕ(x)).
Докажем корректность алгоритма. Если M1 = 0, то hM1 = 0 для любого векто-

ра-строки h. Поэтому вероятность ошибки алгоритма в случае невыполнимой фор-
мулы ϕ(x) равна 0.
Предположим, что формула выполнима, т.е. M1 �= 0. Обозначим через S мно-

жество тех x ∈ Fn
2 , для которых (M1)x = 1 (другими словами, ϕ(x) = 1). Посколь-

ку ϕ(x) выполнима, S �= ∅. Лемма Вельянта –Вазирани [5, теорема 2.4] утверждает,
что в этом случае с вероятностью не менее 1/2 для некоторого 0 � i � n выполня-
ется

|Si| = 1, где Si = S ∩ {x : b1x = b2x = . . . = bix = 0}. (4)

Заметим, что hiM1 равно четности |Si|. Поэтому из (4) следует hiM1 = 1. Зна-
чит, алгоритм с вероятностью не менее 1/2 выдает ответ “ϕ(x) выполнима”. Таким
образом, ΣΠΣ-SAT ∈ RP. �

§ 4. О дерандомизации основной теоремы

Существует ли детерминированный полиномиальный алгоритм для задачи ΣΠΣ-
SAT? Вопрос требует дальнейшего изучения, здесь мы ограничимся несколькими
замечаниями.
Возможность дерандомизации леммы Вельянта –Вазирани представляется ма-

ловероятной (см. [6, 7]). Прямолинейная дерандомизация алгоритма из теоремы 1
заведомо невозможна по соображениям размерности (линейное отображение про-
странства размерности 2n в пространство полиномиальной размерности всегда име-
ет ненулевое ядро). Заметим, что для задачи PIT возможность дерандомизации
путем предъявления полиномиального по размеру количества точек, в которых до-
статочно вычислить значения формулы, считается вполне возможной, и существу-
ют гипотезы о возможном виде таких множеств. Одна из таких гипотез предложена
в [1]. Заметим также, что из τ -гипотезы Куарана [8] следует возможность дерандо-
мизации указанного вида для формул над R.
Если ϕ – ΣΠΣ-формула, то и 1 + ϕ также ΣΠΣ-формула. Поэтому задача ΣΠΣ-

SAT также эквивалентна проверке того, что хотя бы одна точка покрыта четным
количеством аффинных подпространств из заданного набора. Заметим, что усло-
вие четности существенно слабее других условий на кратность покрытия. В [9] до-
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казано, что проверка покрытия Fn
2 заданным набором аффинных подпространств

co-NP-полна. С учетом теоремы 1 это означает, что есть значительная разница
в трудности проверки существования точки, покрытой четным количеством под-
пространств (лежит в RP), и существования точки, покрытой нулем подпространств
(NP-полна).
Для вероятностного алгоритма из теоремы 1 существенна простота множеств

единиц ΠΣ-формул. Действительно, теорема Вельянта –Вазирани [5] предоставля-
ет вероятностную сводимость NP к классу ⊕P, полной задачей в которой является
⊕SAT: проверка того, что данная булева формула выполняется в нечетном коли-
честве точек. Алгоритм из теоремы 1 неприменим в случае произвольных булевых
формул, потому что необходимый для вычисления hiM подсчет количества единиц
булевой формулы является #P-полной задачей.
Однако все эти замечания не исключают, конечно, существования детерминиро-

ванного полиномиального алгоритма для ΣΠΣ-SAT.
В заключение рассмотрим несколько частных случаев ΣΠΣ-формул, для которых

возможна проверка выполнимости за детерминированное полиномиальное время.
Самый простой пример – схемы ограниченной степени. Если все слагаемые в

ΣΠΣ-формуле имеют степень O(1), то раскрытием скобок и приведением подобных
за полиномиальное время можно преобразовать ΣΠΣ-формулу в равносильную ΣΠ-
формулу. Заметим, что в этом случае соответствующие аффинные подпространства
имеют ограниченную коразмерность, так как количество уравнений в системе (2)
для каждого слагаемого имеет величину O(1).
Построить нетривиальные примеры формул, которые тождественно равны нулю

на Fn
2 , можно следующим образом. Пусть u1, . . . , ut – набор точек в Fn

2 . Возьмем
любой граф G на t вершинах, степень каждой из которых четна, и построим набор
аффинных подпространств

Aij = {ui, uj}, {i, j} ∈ E(G)

(любая пара точек в Fn
2 образует аффинное подпространство). Каждая точка Fn

2
входит в четное (0 или 2) количество таких подпространств. Соответствующие фор-
мулы имеют вид

ϕG(x) =
∑

{i,j}∈E(G)

qij(x), где qij =

n−1∏
k=1

�
{i,j}
k (x),

а множители �
{i,j}
k (x) определяются через векторы a

{i,j}
1 , . . . , a

{i,j}
n−1 базиса ортого-

нального дополнения к F2(uj − ui) следующим образом:

�
{i,j}
k (x) = 1−

n∑
m=1

a
{i,j}
km uim +

n∑
m=1

a
{i,j}
km xm

(хотя −1 = +1 в F2, знаки расставлены для удобства чтения).
Обобщая этот пример, получаем другое семейство формул, для проверки вы-

полнимости которых существует детерминированный полиномиальный алгоритм.
Это такие формулы, в которых размерность аффинного пространства, отвечающе-
го каждому слагаемому формулы, равна d = O(1). Такое подпространство содер-
жит лишь 2d = O(1) точек Fn

2 , так что формулы из данного семейства принимают
значение 1 лишь на некотором подмножестве объединения всех указанных подпро-
странств. Мощность этого объединения не превосходит 2ds, где s – количество сла-
гаемых верхнего уровня (как в (3)). Найти размерность решения системы (2) линей-
ных уравнений и список всех ее решений можно стандартными методами линейной
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алгебры, в данном случае это выполнимо за время, полиномиально ограниченное
длиной входа (размером записи формулы).
Более сложный алгоритм проверки выполнимости использует формулу для чис-

ла единиц суммы по модулю 2 булевых функций, аналогичную формуле включений
и исключений. Пусть f1, . . . , fk – функции {0, 1}n → {0, 1}. Сейчас мы рассматрива-
ем 0 и 1 как целые числа. Обозначим

f = f1 ⊕ f2 ⊕ . . .⊕ fk

(складываем значения функций по модулю 2). Тогда

(1 − 2f)(x) =

k∏
i=1

(1− 2fi(x)),

и если обозначить через N(f) количество единиц функции f , то получаем

N(f) =
∑

∅ �=S⊂{0,1}k

(−1)|S|+12|S|−1N

(∏
i∈S

fi(x)

)
(5)

(см. аналогичное вычисление в [10]). Равенство (5) для формулы (3) включает 2k−1
слагаемых. Однако часть этих слагаемых может равняться нулю. Например, пусть
никакие q = O(1) слагаемых в (3) не совместны, т.е. соответствующие аффинные
подпространства не пересекаются. Тогда количество ненулевых слагаемых в (5) име-
ет величину O(nq), и вычисление по этой формуле занимает полиномиальное время
(напомним, что подсчет числа точек в аффинном подпространстве возможен за по-
линомиальное время).
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ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ
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НЕОРДИНАРНЫЕ ПУАССОНОВСКИЕ МОДЕЛИ ТРАФИКА
МУЛЬТИСЕРВИСНЫХ СЕТЕЙ

Появление сетей передачи данных с коммутацией пакетов показало, что пуас-
соновские модели потоков не являются адекватными, и потребовало разработки
новых моделей, основанных на непуассоновских распределениях. Статья посвя-
щена анализу частного случая группового марковского потока – группового
неординарного пуассоновского потока событий. В таком потоке выполняют-
ся свойство стационарности и отсутствия последействия, но не выполняется
свойство ординарности. Рассматривается класс систем массового обслужива-
ния с постоянным временем обслуживания. Приведены результаты аналитиче-
ских расчетов параметров потока и результаты имитационного моделирования.
Показано, что дисперсия очереди зависит от третьего момента размера пачки
заявок во входящем групповом пуассоновском потоке.

Ключевые слова: системы массового обслуживания, групповой пуассоновский
поток, групповой неординарный поток, системы с постоянным временем обслу-
живания.

DOI: 10.31857/S0555292323010060, EDN: RMRNDJ

§ 1. Групповой неординарный пуассоновский поток

В попытках адекватного описания поведения трафика в сетях с коммутацией па-
кетов исследовались модели потоков с распределениями Вейбулла, Эрланга, гамма-
распределениями, распределениями Парето и ряд других. Описание сложных корре-
лированных потоков в современных телекоммуникационных сетях часто производи-
лось с использованием “фрактальных” процессов. Сотни работ посвящены анализу
“самоподобного” трафика. Однако из-за сложности моделей этого класса использо-
вание их на практике затруднительно. Недостаточная эффективность представле-
ния трафика моделями “самоподобных” процессов привела к созданию целого класса
моделей потоков, управляемых цепью Маркова. Этапы развития указанных моделей
хорошо представлены в обзоре [1].
Особое место среди таких потоков занимают так называемые групповые марков-

ские потоки (BMАP – Batch Markovian Arrival Processes) [2–7].
Одной из разновидностей ВМАР-потоков является групповой неординарный пу-

ассоновский поток событий. В таком потоке выполняются свойство стационарности
и отсутствия последействия, но не выполняется свойство ординарности. Рассмотрим
пуассоновский поток независимых событий с параметром λ. Каждое событие заклю-
чается в одновременном появлении в момент tk группы (“пачки”) из μk независимых
случайно распределенных чисел заявок с распределением

P |μk = k| = fk.
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Такой поток называют пуассоновским неординарным (групповым) потоком неза-
висимых событий [7]. Здесь и далее будем рассматривать класс систем массового
обслуживания с постоянным временем обслуживания заявок.
Выделим некоторый интервал времени. Пусть τ – интервал времени обработки

одной заявки. Разделим достаточно большой промежуток времени T , в течение ко-
торого действует поток указанных событий, на Nτ последовательных интервалов τ .
Пусть ni(τ) – число событий, произошедших в течение i-го интервала времени.
Поскольку поток событий пуассоновский, вероятности наступления на интервале

ровно n событий подчиняются закону Пуассона:

P |ni(τ) = n| = Pn(λτ) =
(λτ)n

n!
e−λτ .

Каждому из событий сопутствует появление пачки с распределением вероятностей
чисел заявок fi. Введем производящую функцию этого распределения

f(z) =
∞∑
k=0

fkz
k.

Поскольку все μk взаимно независимы и одинаково распределены, появлению на
интервале τ распределения количества заявок m(τ) при условии, что на указанном
интервале произошло n событий пуассоновского потока, соответствует производя-
щая функция [f(z)]n. Отсюда следует, что производящая функция Gm(τ)(z) числа
заявок на интервале τ определяется соотношением

Gm(τ)(z) =

∞∑
n=0

Pn(λτ)[f(z)]
n) =

∞∑
n=0

(λτ)n

n!
e−λτ [f(z)]n =

= e−λτ
∞∑

n=0

(λτf(z))n

n!
= eλτ [f(z)−1].

Для факториальных моментов первых трех порядков, обозначая начальные момен-
ты количества заявок в одной пачке через kr, r = 1, 2, 3, а начальные моменты
количества заявок на интервале через mr(τ), r = 1, 2, 3, имеем

∂Gm(τ)(z)

∂z

∣∣∣∣
z=1

= m(τ) = λτf ′(z)eλτ [f(z)−1]
∣∣
z=1

= λτk,

∂2Gm(τ)(z)

(∂z)2

∣∣∣∣
z=1

= m2(τ) −m(τ) =
(
λτf ′′(z) + (λτf ′(z))2

)
eλτ [f(z)−1]

∣∣
z=1

=

= λτ(k2 − k) + (λτk)2,

∂3Gm(τ)(z)

(∂z)3

∣∣∣∣
z=1

= m3(τ) − 3m2(τ) + 2m(τ) =

=
(
λτf ′′′(z) + 3(λτ)2f ′′(z) + (λτf ′(z))3

)
eλτ [f(z)−1]

∣∣
z=1

=

= λτ(k3 − 3k2 + 2k) + 3(λτ)2k(k2 − k) + (λτk)3.

Отсюда соответствующими подстановками получаем

m(τ) = λτk, m2(τ) = λτk2 + (λτk2),

m3(τ) = λτk3 + 3(λτ)2kk2 + (λτk)3.
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Для центральных моментов m(τ) отсюда получаем

μ2(m(τ)) = Dm(τ) = m2(τ) − (m(τ))2 = λτk2,

μ3(m(τ)) = m3(τ) − 3m2(τ)m(τ) + 2(m(τ))3 = λτk3.

Для дальнейшего нам удобно будет выразить дисперсию и третий центральный мо-
мент m(τ) через коэффициент загрузки, т.е.

Dm(τ) = λτk2 = λτ(Dk + (k)2) = ρk(1 + v2k),

μ3(m(τ)) = λτk3 = λτk3 = ρ
k3

k
,

где ρ = λτk = m(τ) – общий коэффициент загрузки, а v2k =
Dk

(k)2
– квадрат ко-

эффициента вариации чисел заявок в пачках. Полученные соотношения указывают
на линейную зависимость дисперсии и третьего центрального момента от коэффи-
циента загрузки ρ. В частном случае для пуассоновского потока v2k = 0, k = 1,
и в результате Dm(τ) = μ3(m(τ)) = ρ.

§ 2. Интервальный метод анализа очередей

Одним из возможных направлений изучения пакетного трафика является разра-
батываемый нами интервальный метод, позволяющий заменить анализ интервалов
времени между соседними заявками и интервалов времени обработки заявок ана-
лизом одной случайной величины – числом заявок, поступающих в течение после-
довательных интервалов времени обработки каждой из заявок. Нами показано, что
дисперсия и корреляционные свойства указанной случайной величины при заданной
загрузке полностью характеризуют средний размер очереди в системах массового
обслуживания [8]. Для любой одноканальной системы массового обслуживания с
неограниченной очередью справедливо рекуррентное соотношение, устанавливаю-
щее связь между поступающими и обработанными заявками [9]:

qi(τ) = qi−1(τ) +mi(τ) − δi(τ), (1)

δi(τ) =

{
0, если qi−1(τ) = mi(τ) = 0,

1 в противном случае,

где mi(τ) и qi(τ) – число заявок, поступивших в течение i-го интервала τ и размер
очереди, образовавшейся на указанном интервале, соответственно.
Обратим внимание на некоторые особенности величин δi(τ):

δ2i (τ) = δi(τ), δi(τ)mi(τ) = mi(τ), δi(τ) = m(τ), δi(τ)qi−1(τ) = qi−1(τ).

Предпоследнее равенство легко получить, найдя математическое ожидание левой и
правой частей уравнения (1) в стационарном состоянии системы. Возведем в квадрат
левую и правую части (1) и найдем математические ожидания полученных выра-
жений.
После некоторых преобразований получаем

q(τ) =
Dm(τ) + 2qi−1(τ)

[
mi(τ) −m(τ)

]
2[1−m(τ)]

− m(τ)

2
.

Обозначим через

Covqi−1mi(τ) =
[
qi−1(τ) − q(τ)

][
mi(τ)−m(τ)

]
= qi−1(τ)

[
mi(τ)−m(τ)

]
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второй взаимный центральный момент указанных последовательностей, называе-
мый ковариацией. Он определяется как математическое ожидание произведений
центрированных значений элементов qi−1(τ) и mi(τ). Учитывая, чтоm(τ) = ρ, окон-
чательно получаем

q(ρ) =
Dm(ρ) + 2Covqi−1mi(ρ)

2(1− ρ)
− ρ

2
. (2)

Соотношение (2) носит фундаментальный характер, обобщает формулу Хинчи-
на –Поллачека и справедливо для любых стационарных потоков заявок при посто-
янном времени обслуживания. Дисперсионная и ковариационная составляющие для
потоков трафика определенного типа могут быть получены экспериментально и ис-
пользованы при инженерных расчетах.
Для рассмотренных нами групповых пуассоновских потоков ковариационная со-

ставляющая тождественно равна нулю:

Covqi−1mi(ρ) = 0, Dm(ρ) = ρEm, где Em = k(1 + v2k).

При этом формула (2) упрощается:

q(ρ) =
Dm(ρ)

2(1− ρ)
− ρ

2
=

ρEm

2(1− p)
− ρ

2
. (3)

Дисперсия Dm(ρ) в формуле линейно зависит от коэффициента загрузки ρ, а ее
значение пропорционально среднему числу заявок в пачке.
Получим интервальным методом выражения для второго начального момента

и дисперсии очереди в одноканальной СМО с групповым пуассоновским потоком
на входе. Для нахождения начального момента возведем обе части уравнения (1)
в третью степень (для краткости опуская аргумент τ):

q3i = q3i−1 + 3q2i−1(mi − δi)
2 + (mi − δi)

3.

После аналогичных предыдущему случаю преобразований с учетом особенностей
величин δi получаем

q3i = q3i−1 + 3q2i−1mi − 3q2i−1 + 3qi−1(m
2
i − 2mi + 1) + (m3

i − 3m2
i + 3mi − δi).

После усреднения и учета стационарного состояния системы получаем

3q2i−1(1 −mi) = 3qi−1(m2
i − 2mi + 1) + (m3

i − 3m2
i + 2mi).

И далее, используя дисперсию mi:

3q2i−1(1 −mi) = 3qi−1Dm + 3qi−1(mi − 1)2 +
(
m3

i − 3m2
i + 2mi

)
.

Далее, для второго начального момента получаем

q2i−1 =
qi−1Dm

(1−mi)
+ qi−1 · (1−mi) +

m3
i − 3m2

i + 2mi

3(1−mi)
,

q2i−1 = qi−1

[
Dm

(1−mi)
+ (1−mi)

]
+
m3

i − 3m2
i + 2mi

3(1−mi)
,

q2i−1 = qi−1
Dm + (1−mi)

2

(1−mi)
+

m3
i − 3m2

i + 2mi

3(1−mi)
,

q2i−1 =
qi−1

(1−mi)

[
Dm + (1−mi)

2
]
+
m3

i − 3m2
i + 2mi

3(1−mi)
.
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Если перейти от третьего начального момента mi к третьему центральному, то
после некоторых преобразований получим

q2i−1 =
qi−1

(1−mi)

[
Dm + (1−mi)

2
]
+
m3

i − 3m2
iDm − 3m2

i + 2mi

3(1−mi)
+

μ3

3(1−mi)
.

Подставляя сюда выражение (3) для средней очереди пуассоновского потока с груп-
повым прибытием, и учитывая, что m(τ) = ρ, получаем

q2(ρ) =
Dm(ρ)− ρ(1 − ρ)

2(1− ρ)2
[
Dm(ρ) + (1− ρ)2

]
+

+
ρ3 + 3ρDm(ρ)− 3Dm(ρ)− 3ρ2 + 2ρ

3(1− ρ)
+

μ3(ρ)

3(1− ρ)
.

Таким образом, второй начальный момент размера очереди в СМО с групповыми
пуассоновскими потоками определяется соотношением

q2(ρ) =
Em(ρ)− ρ+ ρ2

2(1− ρ)2
[
Em(ρ) + 1− 2ρ+ ρ2

]
+

+
ρ3 + 3Emρ2 − 3Emρ− 3ρ2 + 2ρ

3(1− ρ)
+

μ3(ρ)

3(1− ρ)
.

В частном случае для простейшего пуассоновского потока имеем Em = 1, μ3(ρ) =
= ρ, и выражение упрощается:

q2(ρ) =
ρ2

2(1− ρ)2

(
1− 1

3
ρ+

1

3
ρ2
)
.

Оно показывает, что второй начальный момент очереди пуассоновского потока опре-
деляется исключительно значением коэффициента загрузки.

Для дисперсии размера очереди Dq(ρ) = q2(ρ)− q(ρ)
2
имеем

Dq(ρ) =
Dm(ρ)− ρ(1− ρ)

2(1− ρ)2
[
Dm(ρ) + (1 − ρ)2

]
+

+
ρ3 + 3ρDm(ρ)− 3Dm(ρ)− 3ρ2 + 2ρ

3(1− ρ)
+

μ3(ρ)

3(1− ρ)
−
[
Dm(ρ)− ρ(1− ρ)

]2
4(1− ρ)2

=

=
Dm(ρ)− ρ(1− ρ)

2(1− ρ)2
[
Dm(ρ) + (1 − ρ)2 − Dm(ρ)− ρ(1 − ρ)

2

]
+

+
ρ3 + 3ρDm(ρ)− 3Dm(ρ)− 3ρ2 + 2ρ

3(1− ρ)
+

μ3(ρ)

3(1− ρ)
=

=
Dm(ρ)− ρ(1− ρ)

4(1− ρ)2
[
2Dm(ρ) + 2(1− ρ)2 −Dm(ρ) + ρ(1 − ρ)

]
+

+
ρ3 + 3ρDm(ρ)− 3Dm(ρ)− 3ρ2 + 2ρ

3(1− ρ)
+

μ3(ρ)

3(1− ρ)
=

=
Dm(ρ)− ρ(1− ρ)

4(1− ρ)2
[
Dm(ρ) + 2− 4ρ+ 2ρ2 + ρ− ρ2

]
+

+
ρ3 + 3ρDm(ρ)− 3Dm(ρ)− 3ρ2 + 2ρ

3(1− ρ)
+

μ3(ρ)

3(1− ρ)
=
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=
Dm(ρ)− ρ(1− ρ)

4(1− ρ)2
[
Dm(ρ) + 2− 3ρ+ ρ2

]
+

+
ρ3 + 3ρDm(ρ)− 3Dm(ρ)− 3ρ2 + 2ρ

3(1− ρ)
+

μ3(ρ)

3(1− ρ)
.

В результате

Dq(ρ) =
Dm(ρ)− ρ(1− ρ)

4(1− ρ)2
[
Dm(ρ) + 2− 3ρ+ ρ2

]
+

+
ρ3 + 3Emρ2 − 3Emρ− 3ρ2 + 2ρ

3(1− ρ)
+

μ3(ρ)

3(1− ρ)
.

Учитывая, что Dm(ρ) = ρ
k2

k
, а μ3(ρ) = ρ

k3

k
, окончательно получаем

Dq(ρ) =
ρ
k2

k
− ρ(1− ρ)

4(1− ρ)2

[
ρ
k2

k
+ 2− 3ρ+ ρ2

]
+

+
ρ3 + 3ρ2

k2

k
− 3ρ

k2

k
− 3ρ2 + 2ρ

3(1− ρ)
+

ρ
k3

k
3(1− ρ)

.

В частном случае для простейшего пуассоновского потока имеем Em = 1,Dm(ρ) =
= μ3(ρ) = ρ, и выражение упрощается:

Dq(ρ) =
ρ2

2(1− ρ)2

(
1− 1

3
ρ− 1

6
ρ2
)
.

Так же как и второй начальный момент, дисперсия очереди простейшего по-
тока полностью определяется коэффициентом загрузки. Дисперсия очередей груп-
повых пуассоновских потоков зависит от третьего центрального момента, который
характеризует симметричность закона распределения размеров пачек заявок. Два
различных групповых потока, имеющие одинаковые зависимости средних значений
очередей от коэффициента загрузки, имеют различные дисперсии очередей, раз-
ность ΔDq(ρ) которых пропорциональна разности Δμ3(ρ) их третьих центральных
моментов:

ΔDq(ρ) =
Δμ3(ρ)

3(1− ρ)
.

§ 3. Имитационное моделирование

Для подтверждения полученных зависимостей нами были сгенерированы три
групповых пуассоновских потока с различными законами распределения вероятно-
стей чисел заявок в пачках. Все три потока имеют одинаковые выборки по 100 000
заявок. Интервальный метод не учитывает распределение моментов времени поступ-
ления заявок внутри каждого интервала времени τ . Имитационное моделирование
подтверждает возможность такого допущения.
Поток № 1 имеет постоянные числа заявок в пачках k = 10.
Поток № 2 имеет экспоненциальное распределение чисел заявок в пачках со сред-

ним значением ke = 0,5k = 5 и коэффициентом вариации v2 = 1. При моделирова-
нии число заявок формируется как округление до ближайшего целого от случайной
величины, распределенной по экспоненциальному закону.

76



0,0

2,0

4,0

6,0

8,0

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8

Рис. 1. Зависимости значений дисперсий для трех групповых пуассоновских потоков
от коэффициента загрузки (сплошная линия – постоянное число заявок в пачках,
точечная линия – пуассоновское распределение чисел заявок в пачках, пунктирная
линия – экспоненциальное распределение)
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Рис. 2. Зависимости средних значений очередей для трех групповых пуассоновских
потоков (сплошная линия – постоянное число заявок в пачках, точечная линия –
пуассоновское распределение чисел заявок в пачках, пунктирная линия – экспонен-
циальное распределение)

Поток № 3 имеет пуассоновское распределение чисел заявок в пачках со средним
значением kn =

1

1,1
k = 9,1 и коэффициентом вариации v2 = 0,1.

В результате все три потока имеют одинаковые значения дисперсий распределе-
ний вероятностей чисел заявок в пачках: Dm(ρ) = k̄(1 + v2)ρ = kρ, что подтвержда-
ется совпадением графиков, показанных на рис. 1.
В соответствии с (3) указанные потоки должны иметь одинаковые зависимости

средних значений очередей от коэффициента загрузки, что подтверждается совпа-
дением графиков, представленных на рис. 2. Учитывая постоянное время обработки
заявки, среднее время задержки в очереди равно произведению среднего размера
очереди на указанное время обработки, следовательно, зависимости от коэффици-
ента загрузки будут иметь аналогичный вид.

77



0,0

15,0

30,0

45,0

60,0

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4

Рис. 3. Зависимости значений дисперсий очередей групповых пуассоновских потоков
(сплошная линия – постоянное число заявок в пачках, точечная линия – пуассонов-
ское распределение чисел заявок в пачках, пунктирная линия – экспоненциальное
распределение)

Зависимости значений дисперсий очередей, представленные на рис. 3, различны
даже при малых загрузках вследствие различия асимметрии распределений вероят-
ностей чисел заявок в пачках рассматриваемых потоков.

§ 4. Заключение

В статье представлено аналитическое исследование статистических характери-
стик групповых пуассоновских потоков с проверкой результатов методом имитаци-
онного моделирования. С помощью интервального метода анализа очередей получе-
ны аналитические формулы для средней длины очереди, среднего квадрата очереди
и дисперсии очереди в СМО с групповым пуассоновским потоком на входе. Пока-
зано, что дисперсия очереди зависит от третьего момента размера пачки заявок во
входящем групповом пуассоновском потоке.
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