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§ 1. Введение

В данной статье изучается двоичный асимметричный канал с мгновенной бес-
шумной обратной связью. Нами рассматривается комбинаторная модель асиммет-
ричного канала, в котором при передаче кодового слова длины n происходит не
более одной ошибки.

В рассматриваемом нами асимметричном канале, также известном как Z-канал,
при передаче символа 1 может произойти ошибка и на выходе канала будет полу-
чен символ 0, при этом символ 0 всегда передается безошибочно. Наличие полной
обратной связи означает, что после передачи каждого символа кодер получает ин-
формацию о том, какой символ был принят декодером. Изучению двоичного асим-
метричного канала посвящено значительное количество работ. В работе [1] были
предложены коды Варшамова – Тененгольца, позволяющие исправлять одну ошиб-
ку в асимметричном канале без обратной связи. В работах [2,3] Варшамов показал,
что для исправления t ошибок без обратной связи необходимо и достаточно, чтобы
кодовые слова находились друг от друга на асимметричном расстоянии не менее
2t+ 1, где асимметричное расстояние между словами x,y определяется как

p(x,y) = |x− y|+
∣

∣|x| − |y|
∣

∣

(где |x| – число единиц в слове x, часто называемое весом слова). Бассалыго в ра-
боте [4] вывел из этого, что мощность кода M для длины сообщения n в асиммет-
ричном канале не может превышать мощность кода в симметричном канале более
чем в t+ 1 раз. Таким образом, асимптотическая скорость кода без обратной связи

(R = lim
n→∞

logM

n
), исправляющего t ошибок в асимметричном канале, ровно такая

же, как и скорость кода, исправляющего t ошибок в симметричном канале. При
наличии обратной связи и линейном числе ошибок асимптотическая скорость для
симметричного и асимметричного каналов уже будет различаться [5, 6].

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского научного фонда (номер
проекта 22-41-02028).

26



При фиксированном числе ошибок t максимальное число передаваемых сооб-
щений M с полной обратной связью асимптотически эквивалентно 2n+t t!n−t. Это
утверждение было доказано для t = 1 в [7] и для произвольного t в [8,9]. Позднее бы-
ло показано, что такого же асимптотического результата можно добиться, используя
обратную связь лишь один раз. Это было доказано для недвоичного симметричного
канала в [10] и для произвольного дискретного канала в [11].

Для оптимальной мощности кода любой длины, исправляющего одну ошибку
в двоичном симметричном канале при наличии полной обратной связи, известен
точный ответ [12]. Более того, в [13] показано, что можно построить код такой же
мощности, использующий обратную связь только два раза. В случае же асиммет-
ричного канала точный ответ для одной ошибки до сих пор не получен. Известны
только асимптотические результаты и таблицы оптимальных кодов для небольших
длин (см. [7, 13]).

В работе [7] доказано, что для передачи с полной обратной связью M = 2ℓ сооб-
щений достаточно длины кода

n = ℓ− 1 + ⌈log(ℓ+ 3)⌉.
Выражая число сообщений через длину, получаем, что возможна передача

M =
2n+1

n− logn(1 + o(1))
=

2n+1

n

(

1 +
logn

n
+ o

(

logn

n

))

(1)

сообщений.
В работе [14] нами был построен рекурсивный алгоритм, позволяющий получать

оптимальные коды с полной обратной связью, исправляющие одну ошибку. Также
была предложена модификация этого рекурсивного алгоритма, позволяющая отно-
сительно легко получать оценки мощностей кодов большой длины. В данной статье
мы применяем упомянутый алгоритм для получения новой нижней оценки мощ-
ности кода, превосходящей результат (1). Также мы доказываем верхнюю границу
мощности кода, близкую к новой нижней границе.

§ 2. Определения и обозначения

Рассмотрим канал с двоичным алфавитом {0, 1} на входе и на выходе. Кодер
передает сообщение x ∈ {0, 1}n, декодер получает сообщение y ∈ {0, 1}n. Ошибкой
будем называть замену символа 1 из последовательности x на символ 0 (а нулевой
символ всегда передается безошибочно). Символом [M ] будем обозначать множество
{1, 2, . . . ,M}.

В данной статье рассматривается передача данных по каналу с полной обрат-
ной связью. Кодер передает сообщение m ∈ [M ]. Первый передаваемый символ x1

зависит только от сообщения m. После передачи каждого символа xi кодер полу-
чает обратную связь о принятом символе yi. Перед отправкой следующего символа
кодер учитывает в своей стратегии информацию о полученных символах. Таким об-
разом, второй передаваемый символ x2 зависит не только от сообщения m, но и от
принятого символа y1, и так далее.

Определим облако B(m) для сообщенияm как множество последовательностей y,
которые могут быть получены на выходе канала с не более чем одной ошибкой
при передаче этого сообщения. Каждое облако B(m) содержит последовательность,
которая будет передана в том случае, если в канале не происходит ошибок. Назовем
эту последовательность корневой. Отметим, что размер облака всегда превосходит
вес корневой последовательности на 1.

Будем называть набор непересекающихся облаков B(m), m ∈ [M ], кодом C мощ-
ности M , исправляющим одну ошибку. Точки пространства, не принадлежащие ни
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одному облаку, будем называть свободными; количество таких точек будет обозна-
чаться через F .

§ 3. Основной результат

Всюду далее под кодом будем понимать код с полной обратной связью, исправ-
ляющий одну ошибку в асимметричном канале.

При доказательстве основного результата мы будем опираться на следующее
утверждение, доказанное в [14].

П р е д л о ж е н и е 1. Если существует код длины n и мощности M , имеющий F
свободных точек, F > M , то тогда существует код длины n+1 и мощности 2M ,
имеющий 2F −M свободных точек.

Последовательное применение предложения 1 дает следующий результат.

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть существует код длины k и мощности M0, имею-
щий F свободных точек. Тогда для любого N 6 2F/M0 − 1 существует код длины
n = k +N и мощности M = M0 · 2N .

В зависимости от того, какой начальный код длины k используется в предло-
жении 2, будут получаться коды с разными параметрами. В теореме 2 работы [14]
показано, что применяя предложение 2 к тривиальному коду, состоящему из одного
нулевого слова, мы повторяем результат (1).

В следующей теореме мы улучшаем этот результат, применяя предложение 2
к более сложному коду.

Т е о р е м а 1. Существует код длины n и мощности

M =
2n+1

n− α
√
n(1 + o(1))

=
2n+1

n

(

1 +
α√
n
+ o

(

1√
n

))

при n → ∞,

где α > 0,4499.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Построим код длины k и мощности

M0 =

s
∑

w=0

(

k − ⌈log k⌉
w

)

с одной обратной связью, исправляющий одну ошибку. Код строится следующим
образом. Каждому сообщению поставим в соответствие двоичную последователь-
ность длины r = k − ⌈log k⌉, имеющую вес не более s. При передаче сообщения
на первых r символах передается соответствующая двоичная последовательность,
последующие ⌈log k⌉ символов используются для исправления возможной ошибки.
В случае, если ошибки не было, передается нулевое слово, в противном случае пере-
дается номер позиции, в которой произошла ошибка. Так как возможных позиций
строго меньше чем k, то нам хватает длины кода для передачи нужной информации.

Пусть s = ⌊r/2−C
√
r⌋, где C – некая константа, которая будет оптимизирована

в дальнейшем. Подсчитаем количество свободных точек в коде. Каждому сообщению
соответствует корневое слово веса w 6 s, состоящее из последовательности веса w
на первых r = k − ⌈log k⌉ символах, дополненной последовательностью из ⌈log k⌉
нулей. Поэтому соответствующее облако состоит из w + 1 точек. Таким образом,
количество свободных точек вычисляется по формуле

F = 2k −
s
∑

w=0

(

r

w

)

(w + 1).
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Преобразуем выражение для мощности кода:

M0 =

s
∑

w=0

(

r

w

)

= 1 +

s
∑

w=1

((

r − 1

w

)

+

(

r − 1

w − 1

))

= (2)

=

s+1
∑

w=1

(

r − 1

w − 1

)

+

s
∑

w=1

(

r − 1

w − 1

)

= 2

s
∑

w=1

(

r − 1

w − 1

)

+

(

r − 1

s

)

. (3)

Теперь преобразуем выражение для количества свободных точек:

F = 2k −
s
∑

w=0

(

r

w

)

(w + 1) = 2k −
s
∑

w=0

(

r

w

)

w −
s
∑

w=0

(

r

w

)

=

= 2k − r

s
∑

w=1

(

r − 1

w − 1

)

−M0 =

= 2k −M0 − r

(

M0 −
(

r − 1

s

))

· 1
2
=

= 2k −M0 − rM0/2 +
r

2

(

r − 1

s

)

=

= 2k −M0 − rM0/2 +
r − s

2

(

r

s

)

. (4)

Применяя N раз предложение 2, где

N = 2F/M0 − 1, (5)

получаем новый код. Длина нового кода n = k +N , а его мощность

M = M0 · 2N = M0

2n+1

2k+1
. (6)

Дальнейшие вычисления направлены на установление зависимости мощности M
кода от его длины n.

Воспользуемся следующей асимптотической формулой для M0:

M0 =

s
∑

w=0

(

r

w

)

= 2r(Φ(−2C) + o(1)) при r → ∞, (7)

где

Φ(x) =
1√
2π

x
∫

−∞

e−
x
2

2 dx

– функция распределения стандартного нормального распределения N (0, 1). Эта
формула легко выводится из центральной предельной теоремы, примененной к би-
номиальной случайной величине ξ с параметрами r и 1/2.

Действительно, если поделить M0 на 2r, то мы получим вероятность того, что
биномиальная случайная величина ξ с параметрами r и 1/2 принимает значение не
более s. Из центральной предельной теоремы следует, что

ξ −E ξ√
D ξ

d−→ N (0, 1).
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Имеем

M0 = 2r P (ξ 6 s) = 2r P

(

ξ −E ξ√
D ξ

6
s−E ξ√

D ξ

)

. (8)

Заметим, что

E ξ =
r

2
, D ξ =

r

4
, s = ⌊r/2− C

√
r⌋,

и поэтому

M0 = 2r P

(

ξ −E ξ√
D ξ

6
−2C

√
r√

r
(1 + o(1))

)

= 2r(Φ(−2C) + o(1)). (9)

Для биномиального коэффициента воспользуемся известной формулой, которую
можно найти, например, в [15]:

(

r

s

)

= 2r
e−2C

2

√

πr/2
(1 + o(1)). (10)

Подставляя в формулу (5) выражения (7), (10) и (4), получаем следующее:

N = 2k+1/M0 − 3− r +
r − s√

r

e−2C
2

Φ(−2C)
√

π/2
(1 + o(1)) = (11)

= 2k+1/M0 − k +
√
k

e−2C
2

Φ(−2C)
√
2π

(1 + o(1)). (12)

Отсюда

2k+1

M0

= N + k −
√
k

e−2C
2

Φ(−2C)
√
2π

(1 + o(1)), (13)

а значит, с учетом формулы (6) верно следующее равенство:

M =
2n+1

n−
√
k

e
−2C

2

Φ(−2C)
√

2π
(1 + o(1))

. (14)

Подставим в формулу (13) выражение (9) для M0:

2k+1

2rΦ(−2C)
(1 + o(1)) = n−

√
k

e
−2C

2

Φ(−2C)
√

2π
(1 + o(1)), (15)

т.е.

2k

Φ(−2C)
(1 + o(1)) = n,

k =
nΦ(−2C)

2
(1 + o(1)).

Подставляя это выражение в формулу (14) для M , получаем

M =
2n+1

n−√
n

√

Φ(−2C)
√

2

e
−2C

2

Φ(−2C)
√

2π
(1 + o(1))

=
2n+1

n− α
√
n(1 + o(1))

,
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где

α =
e−2C

2

2
√

Φ(−2C)π
.

Максимальное значение α достигается при C ≈ 0,306 и превышает 0,4499. N

§ 4. Верхняя граница

Докажем верхнюю границу мощности кода.

Т е о р е м а 2. Мощность кода длины n не превосходит

2n+1

n− 2
√
n lnn(1 + o(1))

=
2n+1

n

(

1 +
2
√
lnn√
n

+ o

(√
lnn√
n

))

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть передается M сообщений, каждому из которых со-
ответствует корневое сообщение веса wi, 1 6 i 6 M . Размер облака с корневым
сообщением веса w равен w + 1, поэтому

M
∑

i=1

(wi + 1) 6 2n.

Рассмотрим отдельно слова веса меньше T =
n

2
−
√
n lnn и слова веса не менее T .

Пусть в первой группе M0 слов, а во второй – M1. Количество слов M0 в первой
группе можно оценить с помощью неравенства Хёфдинга [16], примененного к слу-
чайной величине ξ, имеющей распределение Bin(n, 1/2):

P(ξ 6 T ) 6 e−2 lnn = n−2.

Отсюда следует, что M0 6 2n · n−2.
Для оценки M1 заметим, что M1(T + 1) 6 2n, а значит,

M1 6
2n+1

n− 2
√
n lnn

.

Таким образом, общее количество сообщений не превосходит

M 6
2n+1

n− 2
√
n lnn(1 + o(1))

. N

Таким образом, мы видим, что нижняя и верхняя границы достаточно близки,
а именно второй член известен с точностью до умножения на O(

√
lnn). Однако

в отличие от симметричного канала точную формулу для мощности кода получить
не удается.
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