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ВВЕДЕНИЕ

С научно-техническим прогрессом связано появление новой важной характеристики произ-
водства — сопоставимость времени жизни основных фондов и трудовых ресурсов. Долгое вре-
мя срок службы фондов определялся лишь с точки зрения их физического износа, и этот срок 
значительно превышал время службы единицы трудовых ресурсов, однако в связи с развитием 
научно-технического прогресса срок службы фондов в большей степени стал зависеть от их мо-
рального износа. Появление новых, более совершенных технологий многократно сокращает срок 
службы фондов. Поэтому если в первом случае происходит замена старого оборудования на но-
вое с теми же качественными характеристиками, то во втором — полная реконструкция фондов — 
наименее эффективные выводятся из производства (и в дальнейшем не используются), а высво-
бождающиеся трудовые ресурсы направляются на новые создаваемые фонды. В этом случае важ-
ной задачей является моделирование и оптимизация сроков службы основных производственных 

Аннотация. В условиях развития научно-технического прогресса и роста фондоворуженности важ-
ной прикладной задачей является моделирование и оптимизация сроков функционирования про-
изводственных фондов. Развитие технологий и автоматизация производства ведут к сокращению 
занятых в производстве трудовых ресурсов. В статье для однопродуктовой динамической модели 
замещения производственных фондов, учитывающей инерционные свойства вводимых фондов, 
исследован случай сокращения объема трудовых ресурсов при условии роста выпуска и капитало- 
вложений. Получено решение, которое позволяет определить оптимальную стратегию вывода уста-
ревших фондов и ввода новых, более совершенных, в случае убывания трудовых ресурсов. В каче-
стве критерия оптимизации используется принцип дифференциальной оптимизации. Дана теорема 
эквивалентности траектории, удовлетворяющей принципу дифференциальной оптимизации, полу-
ченному решению. Представлена система функционально-дифференциальных уравнений, которой 
должны удовлетворять переменные модели как в условиях неубывания, так и сокращения трудовых 
ресурсов. Для исследования такой системы использованы численные методы. Рассмотрены вари-
анты развития системы при различных предположениях относительно изменения общего объема 
трудовых ресурсов. Представлены результаты численной реализации модели.
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фондов. Вместе с тем при моделировании политики обновления фондов необходимо учитывать 
и сроки освоения новых фондов.

Существуют различные подходы к оцениванию сроков службы основных фондов. В частности, 
в теории надежности рассматриваются задачи установления назначенного срока службы техни-
ческих устройств (см., например, (Смоляк, 2022a, 2022б; Jiang, Makis, Jardine, 2001; Horenbeek, 
Pintelon, Muchiri, 2010; Werbiṅska-Wojciechowska, 2019)).

Еще один подход к оценке сроков службы основных фондов реализуют модели с производствен-
ными фондами, дифференцированными по моментам создания (Vintage Capital Models, VCMs). Та-
кие модели описываются нелинейными интегральными уравнениями с неизвестными в пределах ин-
тегрирования. Эти модели лежали в основе теории роста в 1960‑е и получили новое развитие в 1990‑е 
годы (Boucekkine, de La Croix, Licandro, 2011; Hartman, Tan 2014; Yatsenko, Hritonenko, 2005).

Такой же подход применен авторами данной работы для определения оптимальных сроков вво-
да новых, более совершенных фондов и вывода устаревших с использованием (в качестве критерия 
оптимальности) принципа дифференциальной оптимизации, предложенного Л. В. Канторовичем 
(Канторович, Горьков, 1959; Канторович, Жиянов, 1973).

В данной статье для модели, разработанной ранее при условии неубывания трудовых ресурсов 
(Бекларян, Борисова, 2002), получены решения и в случае их убывания, представлены результаты 
численной реализации решения и намечены этапы дальнейшей работы.

МОДЕЛЬ КАНТОРОВИЧА

В работе (Канторович, Жиянов, Хованский, 1978) описана однопродуктовая динамическая мо-
дель экономики, для исследования которой был применен принцип дифференциальной оптими-
зации, согласно которому «политика вывода морально устаревших фондов является оптимальной, 
если она обеспечивает в каждый момент времени максимальный темп роста национального дохода».

Рассматривается система, в которой производится один продукт с двумя главными производ-
ственными факторами — производственные фонды, дифференцированные по моментам их соз-
дания, и трудовые ресурсы, измеряемые числом трудовых единиц. Предполагается, что система 
обладает высокими темпами обновления технологий.

Эффективность производства в каждый момент времени t  определяется производственной 
функцией U x y, ,τ( ), выражающей объем чистого продукта, создаваемого трудом y (в единицу вре-
мени) при использовании производственных фондов объема x  (созданных в момент τ τ ≤( )t ). 
Предполагается, что функция U монотонно возрастает по τ, что отражает увеличение эффектив-
ности более новых фондов под действием технического прогресса. Кроме того, функция U  явля-
ется линейно-однородной и выпуклой по первым двум аргументам.

Функция χ t( ) задает интенсивность ввода капиталовложений, идущих на увеличение фондов и за-
мену выбывающих из производства фондов, т. е. объем фондов, введенных в производство во вре-
менном интервале t t dt, + , равен χ t dt( ) . Функция χ t( ) предполагается либо экзогенно заданной, 
либо составляет постоянную часть производимого в каждый момент времени t чистого продукта.

Количество трудовых ресурсов, занятых на создаваемых фондах, определяется интенсивностью 
их ввода ϕ t( ), т. е. предполагается, что трудовые ресурсы, введенные во временном интервале 
t t dt, + , равны ϕ t dt( )  единицам. Функция ϕ t( ) является эндогенной. Общее количество трудовых 

ресурсов T t( ) в момент времени t задано.
В модели предполагается, что технический прогресс и рост фондовооруженности приводят 

к необходимости замены устаревших фондов. В результате наименее эффективные фонды непре-
рывно выводятся из производства и в дальнейшем не используются. Наиболее старые фонды (име-
ющие самый ранний период создания среди фондов, занятых в процессе производства на момент 
времени t) будут выводиться в первую очередь. Политика вывода из производства устаревших фон-
дов характеризуется функцией m t( ), определяющей момент создания фондов, выводимых из про-
изводства в момент времени t (m t t( ) < ). Функцию m t( ) необходимо найти.

Количество чистого продукта P t( ), производимого на фондах, участвующих в производстве 
в момент времени t, определяется формулой

P t U d
m t

t

( ) = ( ) ( )( )
( )
∫ χ τ ϕ τ τ τ, , .
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При этом переменные модели подчинены балансовым уравнениям:

–  уравнение баланса трудовых ресурсов — 
m t

t

d T t
( )
∫ ( ) = ( )ϕ τ τ ;

–  уравнение баланса по фондам (в случае когда капиталовложения есть часть национального 

дохода) — χ ϑ χ τ ϕ τ τ τ ϑt U d
m t

t

( ) = ( ) ( )( ) < <
( )
∫ , , , ;0 1

–  переменные модели должны удовлетворять уравнению дифференциальной оптимизации, 
отражающему принятый в модели критерий оптимизации —

∂ ( ) ( ) ∂ = ( )( ) ( )( ) ( )U t t t U m t m t t m t( , , ) / ( , , ) / ( .χ ϕ ϕ χ ϕ ϕ
В (Канторович, Жиянов, Хованский, 1978) получено явное решение для случая экзогенно за-

данной функции капиталовложений, производственной функции в виде функции Кобба–Дугла-
са и при неизменных во времени трудовых ресурсах, отмечена также устойчивость функции m t( ) 
относительно начальных данных. Исследовано асимптотическое поведение решений модели при 
различном виде экзогенно задаваемых функций, характеризующих научно-технический прогресс 
и интенсивность ввода капиталовложений:

1) в случае степенного роста функция m t( ) при t → +∞ асимптотически приближается к линей-
ной функции m t at b a( ) ≈ + <, 1;

2) в случае экспоненциального роста при t → +∞ функция m t( ) асимптотически приближается 
к функции с постоянным запаздыванием m t t A A( ) ≈ − >, 0; при этом функция ϕ t( ) выходит на пе-
риодический режим с периодом, равным A.

Для случая экспоненциального роста трудовых ресурсов также найдено явное решение, причем 
функция m t( ) является линейной функцией с постоянным запаздыванием.

РАЗВИТИЕ МОДЕЛИ КАНТОРОВИЧА

В модели Канторовича предполагается, что фонды вводятся в производство мгновенно, т. е. пе-
риод ввода фондов на проектную мощность не учитывается. Заметим, что в работе (Канторович, 
Жиянов, 1973) была рассмотрена возможность учета периода создания новых фондов, т. е. время их 
строительства и освоения, однако считалось, что этот период является постоянным.

Будем предполагать, что фонды, создаваемые в каждый момент времени, начинают отдачу 
не сразу, так как требуется определенное время на их внедрение в производство и освоение. По-
литика ввода в производство новых фондов характеризуется функцией α t( ), определяющей момент 
начала внедрения фондов, которые начнут давать отдачу с момента времени t. Функцию α t( ) не-
обходимо найти. Из содержательного смысла функций m t( ) и α t( ) следует, что они должны удов-
летворять условиям m t t t( ) ≤ ( ) ≤α , ′( ) ≥α t 0. Кроме того, при выводе старых фондов введем техно-
логические ограничения, которые выражаются в скорости замещения устаревших фондов во вре-
мени, т. е. существует константа M  (M 1) такая, что 0 ≤ ′( ) ≤m t M .

Таким образом, в каждый момент времени существует два типа основных фондов: действующие 
фонды и осваиваемые фонды. В связи с этим появляется необходимость разделения объема тру-
довых ресурсов на активные (занятые на действующих фондах в момент времени t) и пассивные 
(задействованные на осваиваемых фондах в момент времени t) трудовые ресурсы. T ta( ) — активные 
трудовые ресурсы, т. е. задействованные в производстве в момент времени t, а T tp( ) — пассивные 
трудовые ресурсы, т. е. задействованы на вводимых фондах в момент времени t. Предполагается, 
что оба вида трудовых ресурсов не убывают.

Будем предполагать, что функция χ t( ) задается экзогенно и является абсолютно непрерывной, 
монотонно возрастающей с производной непрерывной справа.

Тогда модель будет иметь следующий вид.
Национальный доход в каждый момент времени t вычисляется по формуле
				       P t U d

m t

t( ) = ( ) ( )( )( )
( )

∫ χ τ ϕ τ τ τ
α

, , , 	 (1)

баланс активных трудовых ресурсов —
					     ϕ τ τ

α ( ) = ( )( )
( )

∫ d T tam t

t
, 	 (2)
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баланс пассивных трудовых ресурсов —
					     ϕ τ τ

α
( ) = ( )( )∫ d T tpt

t
. 	 (3)

Ограничения на скорость процедуры замещения устаревших фондов и ввода новых
					     0 0≤ ( ) ≤ ( ) ≥′ ′m t M t, .α 	 (4)
Введем вектор-функцию γ α ϕ( ) ( ), ( ), ( )• • • •= { }m , где m t( ), α( )t  — абсолютно непрерывные на [ , )t0 +∞  

функции с непрерывной справа производной; ϕ t( ), t t∈ +∞[ , )0  — функция ограниченной вариации, 
непрерывная справа. Вектор-функцию γ( )•  будем называть траекторией.

Политика выбора оптимальной траектории основывается на принципе дифференциальной оп-
тимизации, а именно стратегия выбора переменных модели должна быть такова, чтобы в каждый 
момент времени обеспечить максимальный темп роста национального дохода.

Траектория γ t( ) в точке t t∈ +∞[ , )0  удовлетворяет принципу дифференциальной оптимиза-
ции, если ∀ ∈ +∞[ , )t t0  функционал ′( )P tγ  относительно ′( )α t , ′( )m t , ϕ t( ) принимает максимальное 
значение

		  U t t t t U m t m t m t m t( ) , , ( ) , ,χ α ϕ α α α χ ϕ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) − ( ) ( )( ) ( )( )′ ′(( ) →
′ ′( ) ( ) ( )

max
, ,α ϕt m t t

 	 (5)

вдоль траектории γ α ϕt m t t t( ) = ( ) ( ) ( ){ }, , ,  удовлетворяющей ограничениям:
				         ϕ α α ϕt t m t m t T ta( )( ) ( ) − ( )( ) ( ) = ′( )′ ′ , 	 (6)

					     ϕ ϕ α αt t t T tp( ) − ( )( ) ( ) = ′( )′ , 	 (7)

					     0 0≤ ( ) ≤ ( ) ≥′ ′m t M t, .α ,	 (8)
при заданном начальном состоянии: t0, m m t0 0= ( ), α α0 0= ( )t , m t0 0 0≤ ≤α , m t0 0< ; ϕ0 0 0t t m t( ) ∈ ), , .

Для производственной функции Кобба–Дугласа в работе (Бекларян, Борисова, 2002) получено 
решение экстремальной задачи (5)–(8) в виде системы функционально-дифференциальных урав-
нений, доказаны существование и единственность решения такой системы, описаны все режимы 
поведения экономической системы и условия перехода с одного режима на другой.

В (Бекларян, Борисова, Хачатрян, 2012) представлены результаты численной реализации реше-
ний, полученных в (Бекларян, Борисова, 2002). Рассматривались различные варианты развития 
системы при экзогенно заданных уровнях научно-технического прогресса и интенсивности капи-
таловложений в зависимости от сценарно-задаваемого распределения трудовых ресурсов на актив-
ные и пассивные и исследовалась устойчивость системы относительно начальных значений. Чис-
ленные эксперименты (проводились на условных данных в предположении экспоненциального 
роста экзогенно задаваемых функций) показали, что политика вывода устаревших фондов и ввода 
новых определяется распределением трудовых ресурсов, при этом:

1) при больших t для сроков службы и освоения фондов имеют место трендовые траектории ли-
нейного вида с постоянным запаздыванием, вдоль которых происходит чередование интервалов 
освоения новых, более совершенных фондов и активного выведения старых фондов (переход с од-
ного режима на другой в этом случае определяется соотношением капиталовооруженностей тру-
довых ресурсов на осваиваемых фондах и на задействованных в производстве трудовых ресурсах);

2) при увеличении доли активных трудовых ресурсов продолжительность периодов освоения 
и активного выведения устаревших фондов уменьшается;

3) увеличение доли активных трудовых ресурсов ведет к уменьшению как сроков службы фон-
дов, так и срока освоения новых фондов, при этом срок эксплуатации фондов увеличивается.

В работе (Бекларян, Борисова, Хачатрян, 2012) модель исследовалась и с применением инте-
грального принципа оптимизации — стратегия выбора переменных модели должна быть такова, 
чтобы обеспечить максимальный национальный доход за плановый период времени. Кроме того, 
рассматривалась возможность распределения трудовых ресурсов на активные и пассивные внутри 
системы в зависимости от параметра, характеризующего вклад в доход осваиваемых фондов.

ИССЛЕДОВАНИЕ МОДЕЛИ В СЛУЧАЕ СОКРАЩЕНИЯ ТРУДОВЫХ РЕСУРСОВ

В модели (1)–(4) предполагалось, что функция, определяющая объем трудовых ресурсов 
в каждый момент времени t, является неубывающей. Однако в современных реалиях это условие 
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не всегда выполняется. В частности, в связи с интенсивным развитием научно-технического про-
гресса в сфере автоматизации производства в обрабатывающей промышленности в последние 
годы наблюдается монотонное сокращение занятости на фоне растущего выпуска и роста капи-
таловложений (см., например, (Колесникова, Маслова, Околелых, 2022; Кондратьев, 2023; Смир-
ных, Емелина, 2021)).

В работе (Бекларян, Борисова, 2002) решение экстремальной задачи (5)–(8) получено для слу-
чая, когда трудовые ресурсы (активные и пассивные) не убывают. При этом условии доказано, что 
функция ϕ t( ), определяющая интенсивность ввода трудовых ресурсов, является неотрицательной.

Рассмотрим случай, когда трудовые ресурсы убывают во времени. Покажем, что теорема экви-
валентности (Бекларян, Борисова, 2002, теорема 1) для случая неотрицательности функции ϕ t( ) 
справедлива и в случае, когда ϕ t( ) является отрицательной. При этом будем предполагать, что темп 
роста национального дохода положительный, т. е. ′( ) >P tγ 0.

Исследуем при каждом фиксированном t t∈ +∞ )0,  экстремальную задачу:
		        U t t t u U m t m t m t v

u
( ) , , ( ) , , max

,
χ α ϕ α α χ ϕ( ) ( )( ) ( )( ) − ( ) ( )( ) ( )( ) →

v w,
,  	 (9)

				              ϕ α ϕt u m t v T ta( )( ) − ( )( ) = ′( ),  	 (10)
					     w t u T t tp= ( )( ) + ′( )( )ϕ α , 	 (11)
					     0 0 0≤ ≤ ≥ <v M u w, , . 	 (12)
Покажем, что решение v u w* * *, ,( ) экстремальной задачи (9)–(12) существует и равно 

u t v m t w t* * *= ( ) = ( ) = ( )′ ′α ϕ, , .
Рассмотрим два случая — α t t( ) =  и α t t( ) < .
I. Пусть в точке t t∈ +∞[ , )0  выполняются условия α( )t t=  (новые фонды не требуют времени для 

освоения) и ϕ m t( )( ) < 0. Экстремальная задача (9)–(12) будет иметь вид:
			   U t w t u U m t m t m t v

u v w
( ) , , ( ) , , max,

, ,
χ α χ ϕ( )( ) − ( ) ( )( ) ( )( ) → 	 (13)

					     wu m t v T ta− ( )( ) = ′( )ϕ , 	 (14)
					              w wu T tp= + ′( ), 	 (15)
					        0 0 0≤ ≤ ≥ <v M u w, , . 	 (16)
В этом случае уравнение дифференциальной оптимизации (Бекларян, Борисова, 2002) имеет вид:

		       
∂ ( )( )

∂
− ′( )( ) ( )( ) + ( )( ) ′( ) (−

U t w t
w

T t w m t U t w t T t w m tp p

χ
ϕ χ ϕ

, ,
/ , ,1 2 ))( ) −

− ( ) ( )( ) ( )( ) =U m t m t m t, ,ϕ 0,
	 (17)

или

		
∂ ( )( )

∂
−

′( )







 +

( )( ) ′( )
=

( )( )U t w t
w

T t

w
U t w t

w

T t

w

U m t
p pχ χ χ, , , ,

1
,, ,

.
ϕ

ϕ

m t m t

m t

( )( ) ( )( )
( )( )  	 (18)

В левой части уравнения (14) стоит сумма предельной эффективности активной части трудовых 
ресурсов и средней эффективности пассивной части трудовых ресурсов в момент времени t. В пра-
вой — средняя эффективность трудовых ресурсов в момент времени m t( ) на фондах, которые в мо-
мент времени t должны быть выведены из производства. Тут возможны два случая.

А. Пусть ′( ) =T tp 0 в точке t t∈ +∞ )0,  (пассивные трудовые ресурсы не вводятся). В этом случае 
уравнение (17) запишется так:

			              
∂ ( )( )

∂
=

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

U t w t
w

U m t m t m t

m t

χ χ ϕ

ϕ
, , , ,

,  	 (19)

т.е. предельная производительность в момент времени t  должна быть равна средней производи-
тельности фондов, созданных в момент времени m t( ).

Пусть U t w t f t t t( ( ), , ) ( ) ( ) ( ), .χ χ ϕ β δβ δ= + =1 Так как ϕ( )t < 0, но при этом U t t t( ( ), ( ), )χ ϕ > 0, положим 
ϕ ϕδ δ( ) | ( ) | .t t=  Поскольку для решения уравнения (19) должно выполняться условие w t* ( )= ϕ , то

			   − ( ) ( ) ( ) = ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )−
δ χ ϕ χ ϕ ϕβ β β

δ
f t t t f m t m t m t m t/ .  	 (20)
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Так как ϕ t( ) < 0, ϕ m t( )( ) < 0, решением уравнения (20) будет —
ϕ δ χ χ ϕβ β βt f m t m t f t t m t( ) = ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 

1 1 1/ / // .
Таким образом, вид решения для ϕ t( ) совпадает с полученным в работе (Бекларян, Борисова, 

2002), но в этом случае ϕ t( ) < 0. Подставляя в (14) данное выражение и учитывая условие 0 ≤ ≤v M  
из (16), переменные модели удовлетворяют системе соотношений:

′( ) =

( )( ) ( )( )
( ) ( ) −

′( )
( )(

m t

f m t m t
f t t

T t
m t
a0 1

1

1
, /

/

/
5A; 8 δ

χ
χ ϕ

β
β

β )) ≤

( )( ) ( )( )
( ) ( ) −

′( )
( )( )

0

01
1

1

,

,/
/

/
δ

χ
χ ϕ

β
β

β

f m t m t
f t t

T t
m t
a 5A; 8 <<

( )( ) ( )( )
( ) ( ) −

′( )
( )( ) <δ

χ
χ ϕ

β
β

β
1

1

1
/

/

/
,

,

f m t m t
f t t

T t
m t

M

M

a

5A; 8     δ
χ
χ ϕ

β
β

β
1

1

1
/

/

/
,

f m t m t
f t t

T t
m t

Ma( )( ) ( )( )
( ) ( ) −

′( )
( )( ) ≥

















′( ) =α t 1,  ϕ δ χ χ ϕβ β βt f m t m t f t t m t( ) = ( )( ) ( )( ) ( ) ( )  ( )( )1 1 1/ / // .
Б. Пусть ′( ) <T tp 0 в точке t t∈ +∞[ , )0 , т. е. объем пассивных трудовых ресурсов сокращается, что 

связано с сокращением общего количества трудовых ресурсов. Для функции 
U t t t f t t tχ ϕ χ ϕβ δ( ) ( )( ) = ( ) ( ) ( ), ,  уравнение (13) с учетом, что w t* = ( )ϕ , можно записать в виде

		       − ( ) ( ) ( ) −
′( )
( )









 =

( )( ) ( )( ) ( )( )−
f t t t

T t

t

f m t m t m t
pχ ϕ δ β

ϕ

χ ϕ
β β

β
δδ

ϕ m t( )( ) .  	 (21)

А так как ′( ) <T tp 0 и ϕ m t( )( ) < 0, уравнение (17) можно переписать

		         f t t t
T t

t
f m t m t m tp( ) ( ) ( ) +

′( )
( )













= ( )( ) ( )( ) ( )(−
χ ϕ δ β

ϕ
χ ϕβ β β )) −β

. 	 (22)

В (Бекларян, Борисова, 2002) доказано, что уравнение (18) однозначно разрешимо относительно 
| ( , ( )) |ϕ t m t  и решение является положительным. Обозначим такое решение ϕmax t( ), тогда w tmax

* ( )= −ϕ . 
Таким образом, и в этом случае экстремальная задача (9)–(12) имеет решение, причем ϕ t( ) < 0.

Подставляя выражение для ϕmax t( ) в выражения (14) и (15) вместо w, и, учитывая условие 
0 ≤ ≤v M  из (16), получаем, что переменные модели удовлетворяют системе соотношений:

′( ) =

− ( )
( )( ) −

′( ) + ′( )
( )( ) ≤

−
m t

t
m t

T t T t

m t

t

max a p

max

0 0, ,5A; 8
ϕ

ϕ ϕ

ϕ (( )
( )( ) −

′( ) + ′( )
( )( ) <

− ( )
( )( ) −

′

ϕ ϕ
ϕ

ϕm t

T t T t

m t
t

m t

Ta p max a, 5A; 8 0
tt T t

m t
M

M
t

m t

T t T t

p

max a p

( ) + ′( )
( )( ) <

− ( )
( )( ) −

′( ) + ′( )
ϕ

ϕ
ϕ ϕ

,

, 5A; 8
mm t

M( )( ) ≥
















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−
′( )

′( ) + ( )
− ( )

( )( ) −
′( ) + ′

α

ϕ
ϕ

t

T t

T t T t
t

m t

T t Tp

a p

max a1 5A; 8, pp

p
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max a

t
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T t

t
t
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T t

( )
( )( ) ≤

+
′( )

( ) <
− ( )

( )( ) −
′

ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
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1 0
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, 5A; 8
(( ) + ′( )

( )( ) <

−
′( )

( )( ) + ′( ) + ′( )
−

T t

m t
M

T t

m t M T t T t

p

p
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ϕ

ϕ
ϕ

,

,1 5A; 8 mmax a pt
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T t T t
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M

( )
( )( ) −

′( ) + ′( )
( )( ) ≥






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







 ϕ ϕ

;

если

если

если

если

если

если

если

если

если
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ϕ

ϕ
ϕ ϕ

t

T t T t
t

m t

T t T t

m ta p
max a p

( ) =

′( ) + ′( ) − ( )
( )( ) −

′( ) + ′( )
( ), 5A; 8 (( ) ≤

− ( ) <
− ( )

( )( ) −
′( ) + ′( )

( )( )

0
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,
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ϕ
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max a pt

t
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T t T t

m t
5A; 8 <<

( )( ) + ′( ) + ′( ) − ( )
( )( ) −

′( ) + ′

M

m t M T t T t
t
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T t T
a p

max a p
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ϕ

ϕ
5A; 8

tt

m t
M

( )
( )( ) ≥















 ϕ

.

II. Пусть в точке t t∈ +∞ )0,  выполняются условия α t t( ) < , ϕ m t( )( ) < 0 и ϕ α( t( ) < 0. Выражая из (10) 
u через v и подставляя полученное выражение для u в (9), получаем максимизируемый функционал 
в виде линейной функции от v:

	          
′( ) = ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) − ( )P t U t t t
m t

t
U m tγ χ α ϕ α α

ϕ
ϕ α

χ ϕ( ) , , ( ) , mm t m t v

U t t t T t ta

( )( ) ( )( )







 +

+ ( ) ( )( ) ( )( ) ′( )

,

( ) , , /χ α ϕ α α ϕ α(( )( ) → max .
v

	 (23)

Поскольку для v должно выполняться условие 0 ≤ ≤v M , то  ′( )P tγ  принимает максимальное зна-
чение на левом или правом конце отрезка [ , ]0 M  — в зависимости от знака выражения 
U t t t m t t U m t m t( ) , , / ( ) ,χ α ϕ α α ϕ ϕ α χ ϕ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) − ( ) ( )( ),,m t( )( ).

Рассмотрим возможные варианты.
А. Пусть
		  U t t t m t t U m t m t( ) , , / ( ) ,χ α ϕ α α ϕ ϕ α χ ϕ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) − ( ) ( )( ),, ,m t( )( ) < 0  	 (24)

или
U t t t m t

t

U m t m t( ) , , ( ) , ,χ α ϕ α α ϕ

ϕ α

χ ϕ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) <

( ) ( )( ) m t

m t

( )( )
( )( )ϕ

.

Левая часть неравенства — производительность труда на фондах, освоение которых началось 
в момент времени α t( ), и они начнут давать отдачу с момента времени t, а правая часть — произ-
водительность труда выводимых из производства фондов в момент времени t. В этом случае реше-
ние о выводе устаревших фондов является нецелесообразным.

При условии (24) функционал (23) достигает максимума при v = 0. Тогда оптимальная траек-
тория γ α ϕt m t t t( ) = ( ) ( ) ( ){ }, ,  для функции U t t t f t t tχ ϕ χ ϕβ δ( ) ( )( ) = ( ) ( ) ( ), ,  удовлетворяет системе 
соотношений:

f t t

t

f m t m t

m t

α χ α

ϕ α

χ

ϕ

β

β

β

β

( )( ) ( )( )
( )( )

<
( )( ) ( )( )

( )( )
, ′( ) =m t 0, ′( ) =

′( )
( )( )α

ϕ α
t

T t
t

a , ϕ t T t T ta p( ) = ′( ) + ′( ).

Б. В случае

		  U t t t m t t U m t m t( ) , , ( ) ,χ α ϕ α α ϕ ϕ α χ ϕ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) − ( ) ( )(−1 )) ( )( ) ≥, m t 0 	  (25)
неравенство можно переписать в виде

U t t t m t

t

U m t m t( ) , , ( ) , ,χ α ϕ α α ϕ

ϕ α

χ ϕ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ≥

( ) ( )( ) m t

m t

( )( )
( )( )ϕ

.

То есть производительность труда на фондах, освоение которых началось в момент времени α t( ), 
и их отдача с момента времени t, — не меньше, чем производительность труда выводимых из про-
изводства фондов в момент времени t. В этом случае устаревшие фонды необходимо выводить 
из производства максимально быстро.

При условии (25) функционал (23) достигает максимума при v M=  (если в (25) имеет место ра-
венство, то функционал достигает максимума при любом v M∈[ , ]0  и принимается решение выво-
дить фонды максимально быстро). Тогда оптимальная траектория γ α ϕt m t t t( ) = ( ) ( ) ( ){ }, ,  для функ-
ции U t t t f t t tχ ϕ χ ϕβ δ( ) ( )( ) = ( ) ( ) ( ), , , удовлетворяет системе соотношений:

если

если

если
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f t t

t

f m t m t
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β

( )( ) ( )( )
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≥
( )( ) ( )( )
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′( ) =m t M , ′( ) =
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m t M

t
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a , ϕ ϕt m t M T t T ta p( ) = ( )( ) + ′( ) + ′( ).

Таким образом, когда объем трудовых ресурсов сокращается, задача (9)–(12) имеет решение, 
причем функция ϕ t( ) < 0.

Итак, переменные m t t t( ) ( ) ( ), ,α ϕ  в каждый момент времени t ∈ + )t0, ∞ , должны удовлетворять 
системе уравнений

					     ′( ) ′( ) ( ){ }m t t t, , :α ϕ 		  (26)
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α χ α

ϕ α

χ

ϕ

β

β

β

βt t
f t t

t

f m t m t

m t
( ) <

( )( ) ( )( )
( )( )

<
( )( ) ( )( )

( )( )
, ,

′( ) =m t  M, если α
α χ α

ϕ α

χ

ϕ

β

β

β

βt t
f t t

t

f m t m t

m t
( ) <

( )( ) ( )( )
( )( )

≥
( )( ) ( )( )

( )( )
, ;

– ′( )α t :

′( ) =α t 1−
+
′( )

′( ) ′( )
T t

T t T t
p

a p

,  если α
ϕ

ϕ ϕ
t t

t
m t

T t T t

m t
max a p( ) =

− ( )
( )( ) −

′( ) + ′( )
( )( ) ≤, ,0

′( ) =α t 1+
( )
( )

T t

t
p

maxϕ
,  если 5A; 8 α

ϕ
ϕ ϕ

t t
t

m t

T t T t

m t
Mmax a p( ) = <

− ( )
( )( ) −

( ) + ( )
( )( ) <, ,0

′( ) =α t 1−
′( )

( )( ) + ′( ) + ′( )
T t

m t M T t T t
p

a pϕ
,  если α

ϕ
ϕ ϕ

t t
t

m t

T t T t

m t
Mmax a p( ) =

− ( )
( )( ) −

′( ) + ′( )
( )( ) ≥, ,

′( ) =α t
′( )
( )( )

T t
t

a

ϕ α
,  если 5A; 8 α

α χ α

ϕ α

χ

ϕ

β

β

β

t t
f t t

t

f m t m t

m t
( ) <

( )( ) ( )( )
( )( )

<
( )( ) ( )( )

( )(
,

)) β ,

′( ) =α t
ϕ

ϕ α ϕ α
m t M

t
T t

t
a( )( )

( )( ) +
′( )
( )( ),  если 5A; 8 α

α χ α

ϕ α

χ

ϕ

β

β

β

t t
f t t

t

f m t m t

m t
( ) <

( )( ) ( )( )
( )( )

≥
( )( ) ( )( )

( )(
,

)) β ;

– :ϕ t( )
ϕ t( ) = ′( ) + ′( )T t T ta p , если 5A; 8 α

ϕ
ϕ ϕ

t t
t

m t

T t T t

m t
max a p( ) =

− ( )
( )( ) −

′( ) + ( )
( )( ) ≤, ,0

ϕ t( ) = − ( )ϕmax t , если 5A; 8 α
ϕ

ϕ ϕ
t t

t
m t

T t T t

m t
Mmax a p( ) = <

− ( )
( )( ) −

′( ) + ′( )
( )( ) <, ,0

ϕ t( ) = ϕ m t M T t T ta p( )( ) + ′( ) + ′( ), если 5A; 8 α
ϕ

ϕ ϕ
t t

t
m t

T t T t

m t
Mmax a p( ) =

− ( )
( )( ) −

′( ) + ′( )
( )( ) ≥, ,

ϕ t( ) = ′ ′( ) + ( )T Tt ta p , если 5A; 8 α
α χ α

ϕ α

χ

ϕ

β

β

β

t t
f t t

t

f m t m t

m t
( ) <

( )( ) ( )( )
( )( )

<
( )( ) ( )( )

( )(
,

)) β ,
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ϕ t( ) = ϕ m t M T t T ta p( )( ) + ′( ) + ′( ),  если 5A; 8 α
α χ α

ϕ α

χ

ϕ

β

β

β

t t
f t t

t

f m t m t

m t
( ) <

( )( ) ( )( )
( )( )

≥
( )( ) ( )( )

( )(
,

)) β ,

где ϕmax t( ) — решение уравнения

		      f t t t
T t

t
f m t m t m tp( ) ( ) ( ) +

′( )
( )













= ( )( ) ( )( ) ( )(−
χ ϕ δ β

ϕ
χ ϕβ β β )) −β

. 	 (27)

Из пунктов I и II следует, что оптимальная траектория γ( )•  есть решение системы уравнений 
(26) и траектория, являющаяся решением данной системы, удовлетворяет принципу дифферен-
циальной оптимизации. Таким образом, в случае сокращения общего объема трудовых ресурсов 
и неубывания выпуска и капиталовложений в основные фонды справедлива следующая теорема 
эквивалентности.

Теорема эквивалентности. Пусть заданы начальные данные m t m t0 0 0 0 0 0, , ,α α< ≤ , краевая непре-
рывная функция ϕ0 0( )t < , t m t∈[ , )0 0  и траектория γ α ϕ( ) { ( ), ( ), ( )}• • • •= m , где m t( ), α( )t  — абсолютно 
непрерывные на [ , )t0 +∞  функции с непрерывной справа производной, удовлетворяющие услови-
ям m t t t( ) ( )≤ ≤α , m t t( ) <  и начальным значениям m t m( )0 0= , α α( )t0 0= , ϕ( )t  — кусочно-непрерывная 
справа функция такая, что ϕ ϕ( ) ( )t t≡ 0 , t m t∈[ , )0 0 . Тогда для любого t t∈ +[ , )0 ∞  траектория γ( )t  удов-
летворяет принципу дифференциальной оптимизации тогда и только тогда, когда в точке t спра-
ведлива система уравнений (26).

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОЙ РЕАЛИЗАЦИИ МОДЕЛИ

Учитывая полученное выше решение и результаты работы (Бекларян, Борисова, 2002), мы мо-
жем выписать систему уравнений, позволяющую определять переменные m t t t( ) ( ) ( ), ,α ϕ  в каждый 
момент времени t t∈ +∞[ , )0  как в условиях роста, так и сокращения трудовых ресурсов:

					     ′( ) ′( ) ( ){ }m t t t, , :α ϕ 	 (28)
– ′( )m t :

′( ) =m t 0, если α ϕ
ϕ

ϕ
t t m t T t T t

t
m t

T t
a p

max a( ) = ( )( ) ≠ ′( ) < ′( ) <
− ( )

( )( ) −
′(

, , , ,0 0 0
)) + ′ ( )

( )( ) ≤
T t

m t
p

ϕ
0;

′( ) =
− ( )

( )( ) −
′( ) + ′( )

( )( )m t
t

m t

T t T t

m t
max a pϕ

ϕ ϕ
; если 

α t t( ) = , ϕ m t( )( ) ≠ 0, ′( ) <T ta 0, ′( ) <T tp 0, 0 <
− ( )

( )( ) −
( ) + ( )

( )( ) <
ϕ

ϕ ϕ
max a pt
m t

T t T t

m t
M ;

′( ) =m t M , если α t t( ) = , ϕ m t( )( ) ≠ 0, T ta ( ) < 0, ′( ) <T tp 0, 
− ( )

( )( ) −
( ) + ( )

( )( ) ≥
ϕ

ϕ ϕ
max a pt
m t

T t T t

m t
M ;

′( ) =m t 0, если α t t( ) = , ϕ m t( )( ) ≠ 0, T ta ( ) ≥ 0, T tp ( ) ≥ 0, 
ϕ
ϕ ϕ

max a pt
m t

T t T t

m t
( )
( )( ) −

( ) + ( )
( )( ) ≤ 0,

′( ) =
− ( )

( )( ) −
′( ) + ′( )

( )( )m t
t

m t

T t T t

m t
max a pϕ

ϕ ϕ
, если

α ϕ
ϕ
ϕ

t t m t T t T t
t

m t

T
a p

max( ) = ( )( ) ≠ ′( ) ≥ ′( ) ≥ <
( )
( )( ) −

′
, , , ,0 0 0 0 aa pt T t

m t
M

( ) + ′( )
( )( ) <

ϕ
;

′( ) =m t M , если α ϕ
ϕ
ϕ

t t m t T t T t
t

m t

T t
a p

max a( ) = ( )( ) ≠ ′( ) ≥ ′( ) ≥
( )
( )( ) −

′( )
, , , ,0 0 0

++ ′( )
( )( ) ≥
T t

m t
Mp

ϕ
;

′( ) =m t 0, если α ϕt t m t( ) = ( )( ) =, ,0

′( ) =m t 0, если α ϕ ϕ α
α χ α

ϕ α

β

βt t m t t
f t t

t

f m t( ) < ( )( ) ≠ ( )( ) ≠
( )( ) ( )( )

( )( )
<

( )(
, , ,0 0

)) ( )( )
( )( )
χ

ϕ

β

β

m t

m t
,

′( ) =m t M , если α ϕ ϕ α
α χ α

ϕ α

β

βt t m t t
f t t

t

f m t( ) < ( )( ) ≠ ( )( ) ≠
( )( ) ( )( )

( )( )
≥

( )
, , ,0 0

(( ) ( )( )
( )( )
χ

ϕ

β

β

m t

m t
;
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′( ) =m t 0, если α ϕt t m t( ) < ( )( ) =, ;0
– ′( )α t :

′( ) = − ′( ) ′( ) + ′( )( )α t T t T t T tp a p1 / , если

α ϕ
ϕ

ϕ
t t m t T t T t

t
m t

T t
a p

max a( ) = ( )( ) ≠ ′( ) < ′( ) <
− ( )

( )( ) −
′

, , , ,0 0 0
(( ) + ′( )

( )( ) ≤
T t

m t
p

ϕ
0,

′( ) = + ′( ) ( )α ϕt T t tp max1 / , если

α ϕ
ϕ

ϕ
t t m t T t T t

t
m ta p
max( ) = ( )( ) ≠ ′( ) < ′( ) < <

− ( )
( )( ) −

′
, , , ,0 0 0 0

TT t T t

m t
Ma p( ) + ′ ( )

( )( ) <
ϕ

;

′( ) = − ′( ) ( )( ) + ′( ) + ′( )( )α ϕt T t m t M T t T tp a p1 / ; если

α ϕ
ϕ

ϕ
t t m t T t T t

t
m t

T t
a p

max a( ) = ( )( ) ≠ ′( ) < ′( ) <
− ( )

( )( ) −
′( )

, , , ,0 0 0
++ ′( )

( )( ) ≥
T t

m t
Mp

ϕ
;

′( ) = − ′( ) ′( ) + ′( )( )α t T t T t T ta a p1 / , если

α ϕ
ϕ
ϕ

t t m t T t T t
t

m t

T t
a p

max a( ) = ( )( ) ≠ ′( ) ≥ ′( ) ≥
( )
( )( ) −

′( ) +
, , , ,0 0 0

′′( )
( )( ) ≤
T t

m t
p
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′( ) = − ′( ) ( )α ϕt T t tp max1 / , если

α ϕ
ϕ
ϕ

t t m t T t T t
t

m t

T t
a p

max a( ) = ( )( ) ≠ ′( ) ≥ ′( ) ≥ <
( )
( )( ) −

′
, , , ,0 0 0 0

(( ) + ′ ( )
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m t
Mp

ϕ
,
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( )( ) + ′( ) + ′( )α
ϕ

t
T t

m t M T t T t
p

a p

1 ,  если

α ϕ
ϕ
ϕ

t t m t T t T t
t

m t

T t
a p

max a( ) = ( )( ) ≠ ′( ) ≥ ′( ) ≥
( )
( )( ) −

′(
, , , ,0 0 0

)) + ′( )
( )( ) ≥
T t

m t
Mp

ϕ
,

′( ) = ′( ) ′( ) + ( )( )α t T t T t T ta a p/ , если α ϕt t m t T t T ta p( ) = ( )( ) = ′( ) + ′( ) ≠, , ;0 0
′( ) =α t 1, если α ϕt t m t T t T ta p( ) = ( )( ) = ′( ) + ′( ) =, , ,0 0
′( ) = ′( ) ( )( )α ϕ αt T t ta / ,  если

α ϕ ϕ α
α χ α

ϕ α

β
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t
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;
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( )( )α

ϕ
ϕ α ϕ α

t
m t M

t
T t

t
a , если

α ϕ ϕ α
α χ α
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β

βt t m t t
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;

′( ) = ′( ) ( )( )α ϕ αt T t ta / , если α ϕ ϕ αt t m t t( ) < ( )( ) = ( )( ) ≠, , ;0 0
′( ) =α t 1, если α ϕ ϕ αt t m t t( ) < ( )( ) = ( )( ) =, , ;0 0

– ϕ t( ) :
ϕ t T t T ta p( ) = ′( ) + ′( ), если α ϕ
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ϕ ϕt tmax( ) = ( ), если α ϕ
ϕ
ϕ

t t m t T t T t
t
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max a( ) = ( )( ) ≠ ′( ) ≥ ′( ) ≥ <
( )
( )( ) −

′(
, , , ,0 0 0 0
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;

ϕ ϕt m t M T t T ta p( ) = ( )( ) + ′( ) + ′( ), если
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ϕ
t t m t T t T t
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T t
a p

max a( ) = ( )( ) ≠ ′( ) ≥ ′( ) ≥
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, , , ,0 0 0
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ϕ
;

ϕ t T t T ta p( ) = ′( ) + ′( ), если α ϕt t m t( ) = ( )( ) =, ;0

ϕ t T t T ta p( ) = ′( ) + ′( ), если α ϕ ϕ α
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ϕ α
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ϕ ϕt m t M T t T ta p( ) = ( )( ) + ′( ) + ′( ); если

α ϕ ϕ α
α χ α

ϕ α

β

βt t m t t
f t t

t
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, , ,0 0
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,

ϕ t T t T ta p( ) = ′( ) + ′( ), если α ϕt t m t( ) < ( )( ) =, ,0
где ϕmax t( )  — решение уравнения

		         f t t t t f m t m t m tT tmax maxp( ) ( ) ( ) + ( )( ) = ( )( ) ( )( ) ( )′( )−χ ϕ δ β ϕ χ ϕβ β β/ (( ) −β
. 	 (29)

Система (28) позволяет определить оптимальную стратегию вывода устаревших фондов и вво-
да новых, когда критерием оптимальности является принцип дифференциальной оптимизации, 
а именно — максимизация темпа роста национального дохода в каждый момент времени. Как от-
мечалось в (Бекларян, Борисова, Хачатрян, 2012), такая система является сложной для аналитиче-
ского исследования, поэтому для ее решения использовались численные методы.

Предполагается, что объем трудовых ресурсов T t( ) в каждый момент времени t  разделяется 
на активные и пассивные следующим образом: T t T tp( ) ( )= κ , T t T ta( ) ( ) ( )= −1 κ , где 0 1≤ ≤κ . Будем 
рассматривать два случая: 1) трудовые ресурсы убывают до некоторого постоянного уровня; 2) по-
сле некоторого периода падения трудовых ресурсов наблюдается их рост. Функция капиталовло-
жений имеет степенной рост, а функция, характеризующая технический прогресс, f t At B( ) = +e . На-
чальная функция ϕ0 t( ) задается на промежутке [ , )0 10  и ϕ0 t T t( ) = ( )′ .

1. Если объем трудовых ресурсов падает до некоторого постоянного уровня, будем предпола-
гать, что функция T t c c c t( ) = +1 2

3e , где c3 0<  и  ′( ) ≠T tp 0. Графики функций m t t t( ) ( ) ( ), ,α ϕ  — численное 
решение системы (28) — представлены на рис. 1–2.

Из графика на рис. 1 видно, что происходит чередование интервалов освоения новых, более со-
вершенных фондов ( ( ) )′ =m t 0  и активного выведения устаревших фондов ( ( ) )′ =m t M . Причем 

0
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Рис. 1. Графики функций m(t), α(t) 
в случае убывания трудовых ресурсов 

до постоянного уровня

Рис. 2. График функции ϕ(t) в случае убывания 
трудовых ресурсов до постоянного уровня
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начиная с некоторого момента времени, длина 
таких интервалов очень мала и функция α t( ) 
практически совпадает с t , т. е. срок освоения но-
вых фондов очень мал, а фонды эксплуатируются 
практически до конца срока своей службы. Этим 
как раз и определяется вид функции ϕ t( ), а имен-
но — чередованием периодов, когда интенсив-
ность падения объема трудовых ресурсов опреде-
ляется сокращением их общего объема 
ϕ t T t T ta p( ) = ′( ) + ′( ) в случае ′( ) =m t 0 и сокращени-
ем, связанным еще и с выводом трудовых ресур-
сов c устаревших фондов ϕ ϕt m t M T t T ta p( ) = ( ) + ′( ) + ′( )(  + 

ϕ ϕt m t M T t T ta p( ) = ( ) + ′( ) + ′( )( , когда ′( ) =m t M .
2. Если после некоторого периода сокра-

щения объема трудовых ресурсов наблюдает-
ся их рост, будем предполагать, что функция 
T t a a t a t( ) = + +1 2 3

2 . На рис. 3–4 представлен ре-
зультат численного решения системы (28).

Как и в предыдущем случае, наблюдается че-
редование интервалов освоения новых фондов 
и активного выведения устаревших, но проис-
ходит это до некоторого момента времени — 
этот период соответствует промежутку убыва-
ния функции T t( ). После прохождения точки, 
в которой функция ϕ t( )  равна нулю, на всем 
промежутке возрастания T t( ) новые фонды вво-
дятся мгновенно (α t( ) = 0), а устаревшие фонды 
не выводятся. Было сделано предположение, что 
темпа роста трудовых ресурсов недостаточно для 
эффективного функционирования экономики. 
Численные эксперименты показали, что незна-
чительные изменения коэффициента a3 в сторо-
ну увеличения на промежутке возрастания функ-
ции существенно влияют на процесс обновле-
ния фондов. На рис. 4–6 представлены графики 
функций m t t t( ) ( ) ( ), ,α ϕ  после увеличения значе-
ния a3 на промежутке возрастания функции T t( ).

Из графика на рис.  5 видно, что теперь 
на промежутке роста функции T t( ) наблюдается 
сначала сокращение периодов освоения и ввода 
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Рис. 3. Графики функций m(t), α(t) в случае, когда  
убывание трудовых ресурсов сменяются их ростом
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Рис. 5. Графики функций m(t), α(t), когда убывание 
трудовых ресурсов сменяется их ростом  

(после коррекции)
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Рис. 4. График функции ϕ(t) в случае, когда  
убывание трудовых ресурсов сменяется их ростом

0 20 40 60 80

Рис. 6. График функции ϕ(t) , когда убывание 
трудовых ресурсов сменяется их ростом  

(после коррекции)
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новых фондов, затем эти периоды становятся более продолжительными, при этом срок службы 
фондов увеличивается и далее происходит сокращение времени освоения новых при заметном 
уменьшении срока службы фондов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для разработанной ранее модели обновления производственных фондов исследована возмож-
ность ее применения в случае сокращения объема трудовых ресурсов в условиях роста выпуска 
и капиталовложений. Получена система функционально-дифференциальных уравнений, позво-
ляющая определить переменные модели. Для нахождения оптимальных сроков вывода устаревших 
и ввода новых фондов использовались численные методы. Результаты численной реализации пока-
зали, что и при сокращении трудовых ресурсов происходит чередование интервалов освоения но-
вых фондов и активного выведения устаревших фондов. Причем при изменении поведения функ-
ции объема трудовых ресурсов с убывания на возрастание требуется коррекция темпов ее роста.

Следующим этапом работы предполагается использовать модифицированную модель Канто-
ровича для оценки сроков службы фондов в различных отраслях промышленности. Однако по-
добный усредненный подход не будет учитывать межотраслевого перераспределения трудовых ре-
сурсов, в частности, обусловленного такими важными характеристиками рабочих мест различных 
отраслей экономики, как относительный уровень заработной платы, различия в условиях труда, 
географическая удаленность и др. Как было показано в работах (Макаров и др., 2019, 2020, 2022), 
на поведение агентов-индивидуумов, осуществляющих поиск и выбор рабочих мест, существен-
но влияет «гравитационный эффект» и индивидуальные характеристики работников (например, 
возраст, образование, семейное положение, профессиональный опыт и др.). Поэтому в рыночной 
экономической системе централизованное управление трудовыми ресурсами практически нереа-
лизуемо, т. е. невозможно нарастить численность задействованных трудовых ресурсов или обеспе-
чить их выбытие до заданного уровня в соответствии с оптимальной траекторией развития произ-
водственной деятельности. Работники самостоятельно осуществляют поиск и смену рабочих мест 
при условии их соответствия заданным критериям (Акопов, Бекларян, 2022). При вводе произ-
водственных мощностей и формировании новых рабочих мест необходимо учитывать состояние 
рынка труда, возможность найма работников, квалификацию нанимаемых и др.

Подобная задача децентрализованного управления динамикой ввода и вывода производствен-
ных мощностей с учетом индивидуальной системы принятия решений работниками может быть 
разрешена в рамках агент-ориентированного подхода. Для этого (на следующем этапе) исследуе- 
мая в данной статье динамическая модель замещения производственных мощностей, исполь-
зующая принцип дифференциальной оптимизации, будет дополнена включением популяции 
агентов-индивидуумов, занятых в различных отраслях экономики. Эволюционное развитие по-
добной популяции (т. е. расширение, воспроизводство, обучение и т. д.) являются важнейшей за-
дачей социально-экономической системы.
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Abstract. In the context of the development of scientific and technological progress and the growth 
of the capital stock, an important task is modeling and optimization of the terms of operation of 
production funds. The development of technologies and automation of production lead to a reduction 
in the workforce employed in production. In the article, for the previously developed single-product 
dynamic model of the replacement of production assets, taking into account the inertial properties of 
the funds being introduced, the case of a reduction in labor resources under the condition of an increase 
in output and capital investment is investigated. A solution was obtained that allows to determine the 
optimal strategy for the withdrawal of obsolete funds and the introduction of the new ones in case of 
decrease in labor resources. As the optimization criterion the principle of differential optimization is 
used. The theorem of equivalence of a trajectory satisfying the principle of differential optimization, 
the obtained solution is given. A system of functional differential equations is presented, which should 
be satisfied by variable models both in terms of growth and reduction of labor resources. Numerical 
methods are used to solve such a system. The variants of the system development are considered under 
various assumptions regarding changes in the total amount of labor resources. The results of numerical 
implementation of the model are presented.
Keywords: one-product dynamic model, production assets, scientific and technological progress, 
replacement of equipment, service life of equipment, differential optimization.
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