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ВВЕДЕНИЕ

Современные радиоинформационные системы (РИС), решающие задачи мониторинга кос-
мического пространства, характеризуются больши́м числом плотно расположенной радио-
электронной аппаратуры (РЭА), непрерывно функционируют в течение длительного вре-
мени и имеют высокие требования к надёжности. При работе структурно-сложной РИС в
теплонапряжённых режимах резко возрастает тепловыделение в РЭА за счёт высокой токо-
вой нагрузки. Повышение тепловыделения влечёт за собой перегрев аппаратуры, что, как
следствие, увеличивает вероятность её отказов и снижает надёжность изделия [1]. Данные
обстоятельства обуславливают необходимость исследования нелинейных тепловых процессов
в полупроводнике, а также построения и изучения теплоэлектрической модели полупро-
водника.

В настоящей работе, продолжающей исследования [2–6], рассматривается следующая
задача Коши для модельного уравнения:

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝑣𝑥+

𝛾

2
𝑣2
)︂
+
4𝜋𝜎

𝜀
𝑣𝑥=0, 𝑣(𝑥, 0)= 𝑣0(𝑥), (1)

причём функция 𝑣= 𝜑𝑥, где 𝜑 — потенциал электрического поля. Уравнение (1) возникло
в [6] при рассмотрении одной теплоэлектрической модели, потенциал электрического поля
𝜑 в которой был связан с температурой 𝜓 соотношением

−𝜓𝑥𝑥= 𝛾0|𝜑𝑥|2.

Начальную функцию 𝑣0(𝑥) выбираем такой, что при 𝑥→−∞ она убывает как (1−𝑥)−𝛼

при 𝛼> 1 и существует такое число 𝑏> 0, что при 𝑥⩾ 𝑏 имеем 𝑣0(𝑥)⩾ 𝑎> 0.
В статье доказано существование классического непродолжаемого во времени решения

задачи в весовых пространствах и получен результат об отсутствии даже локального во
времени классического решения.
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1. ЗАДАЧА КОШИ

Рассмотрим следующую задачу Коши:

𝜕

𝜕𝑡
(𝑣𝑥+𝑣

2)+𝑣𝑥=0, (𝑥, 𝑡)∈R1× [0, 𝑇 ], (2)

𝑣(𝑥, 0)= 𝑣0(𝑥), 𝑥∈R1. (3)

Пусть 𝑥− := min{𝑥, 0}, 𝜏(𝑥) := 1−𝑥−. Через 𝐶
(𝑘)
𝑏 (R1) при 𝑘 ∈ N∪{0} будем обозначать

линейное пространство непрерывно дифференцируемых функций до порядка 𝑘 включитель-
но, причём все частные производные до порядка 𝑘 являются ограниченными. Это линейное
пространство является банаховым относительно стандартной нормы.

Определение 1. Функция 𝑤∈𝐶𝑏(𝜏
𝜇;R1) при 𝜇> 0, если 𝑤∈𝐶𝑏(R1) и конечна норма:

‖𝑤‖𝜇 := sup
𝑥∈R1

𝜏𝜇(𝑥)|𝑤(𝑥)|<+∞. (4)

Определение 2. Функция 𝑤 ∈ 𝐶(1)
𝑏 (𝜏𝜇, 𝜏𝜈 ;R1) при 𝜇 > 0 и 𝜈 > 0, если 𝑤 ∈ 𝐶(1)

𝑏 (R1) и
конечна норма:

‖𝑤‖𝜇,𝜈 := sup
𝑥∈R1

𝜏𝜇(𝑥)|𝑤(𝑥)|+ sup
𝑥∈R1

𝜏𝜈(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑤(𝑥)

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
<+∞. (5)

Определение 3. Классическим решением задачи Коши (2), (3) называется функция
класса 𝑣 ∈ 𝐶(1)([0, 𝑇 ];𝐶

(1)
𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1)) при 𝛼 > 1, удовлетворяющая равенствам (2) и (3)

поточечно.
Справедлива следующая
Лемма 1. Линейные пространства 𝐶𝑏(𝜏

𝜇;R1) и 𝐶
(1)
𝑏 (𝜏𝜇, 𝜏𝜈 ;R1) являются банаховыми

относительно норм (4) и (5).
Пусть функция 𝑣 ∈𝐶𝑏(𝜏

𝛼;R1) при 𝛼> 1 удовлетворяет следующему условию: найдутся
такие числа 𝑎> 0 и 𝑏> 0, что

𝑣(𝑥)⩾ 𝑎> 0 при 𝑥⩾ 𝑏> 0. (6)

Рассмотрим оператор

𝑄2(𝑣)ℎ(𝑥) :=
𝑑ℎ(𝑥)

𝑑𝑥
+2𝑣(𝑥)ℎ(𝑥). (7)

Пусть
ℎ∈𝐶(1)

𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1), 𝑓 ∈𝐶𝑏((1−𝑥−)2𝛼;R1), 𝛼> 1. (8)

Запишем уравнение
𝑑ℎ(𝑥)

𝑑𝑥
+2𝑣(𝑥)ℎ(𝑥)= 𝑓(𝑥). (9)

Очевидно, что 𝑄2(𝑣) : 𝐶
(1)
𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1)→𝐶𝑏(𝜏

2𝛼;R1).
Введём функцию 𝑞(𝑥) :=

´ 𝑥
0 𝑣(𝑧) 𝑑𝑧. Заметим, что 𝑞 ∈ 𝐶(1)(R1) и 𝑞′(𝑥) = 𝑣(𝑥), а также

справедливы равенства

exp{−2𝑞(𝑥)} 𝑑
𝑑𝑥

(︀
exp{2𝑞(𝑥)}ℎ(𝑥)

)︀
= 𝑓(𝑥),

𝑑

𝑑𝑥

(︀
exp{2𝑞(𝑥)}ℎ(𝑥)

)︀
=exp{2𝑞(𝑥)}𝑓(𝑥). (10)

Проинтегрировав второе равенство в (10) по 𝑥 в пределах от −∞ до 𝑥, с учётом (8) получим

ℎ(𝑥)=

𝑥ˆ

−∞

exp{−2𝐼(𝑥, 𝑦)}𝑓(𝑦) 𝑑𝑦, 𝐼(𝑥, 𝑦) := 𝑞(𝑥)−𝑞(𝑦). (11)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 10 2024



ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ОДНОГО НЕЛИНЕЙНОГО ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 1301

Справедливо равенство

𝐼(𝑥, 𝑦)=

𝑥ˆ

𝑦

𝑣(𝑧) 𝑑𝑧. (12)

Таким образом, из (11) и (12) имеем

ℎ(𝑥)=

𝑥ˆ

−∞

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣(𝑧) 𝑑𝑧

}︂
𝑓(𝑦) 𝑑𝑦.

Получим оценку для функции ℎ(𝑥), рассмотрев следующие случаи.
1. Пусть 𝑥⩽ 0, тогда

|ℎ(𝑥)|⩽‖𝑓‖2𝛼
𝑥ˆ

−∞

exp

{︂
2‖𝑣‖𝛼

0ˆ

−∞

𝑑𝑧

(1−𝑧−)𝛼

}︂
1

(1−𝑦−)2𝛼
𝑑𝑦=‖𝑓‖2𝛼exp{2(𝛼−1)−1‖𝑣‖𝛼}

1

(1−𝑥)2𝛼−1
, (13)

откуда получаем при 𝛼> 1 оценку

sup
−∞<𝑥⩽0

|ℎ(𝑥)|(1−𝑥−)𝛼⩽ ‖𝑓‖2𝛼 exp{𝑎1(𝑏, 𝛼)‖𝑣‖𝛼}. (14)

2. Если 0<𝑥⩽ 𝑏, то справедлива оценка

sup
0⩽𝑥⩽𝑏

|ℎ(𝑥)|⩽‖𝑓‖2𝛼exp
{︂
2‖𝑣‖𝛼

𝑏ˆ

−∞

𝑑𝑧

(1−𝑧−)𝛼

}︂ 𝑏ˆ

−∞

𝑑𝑦

(1−𝑦−)2𝛼
=𝐴1(𝑏,𝛼)‖𝑓‖2𝛼exp{𝑎1(𝑏,𝛼)‖𝑣‖𝛼}. (15)

3. При 𝑥> 𝑏 имеют место соотношения

|ℎ(𝑥)|⩽ ‖𝑓‖2𝛼
𝑏ˆ

−∞

exp

{︂
2

𝑏ˆ

−∞

|𝑣(𝑧)| 𝑑𝑧
}︂
exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑏

𝑣(𝑧) 𝑑𝑧

}︂
1

(1−𝑦−)2𝛼
𝑑𝑦+

+‖𝑓‖2𝛼

𝑥ˆ

𝑏

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣(𝑧) 𝑑𝑧

}︂
𝑑𝑦⩽

⩽ ‖𝑓‖2𝛼
[︂
𝐴1(𝑏, 𝛼) exp{𝑎1(𝑏, 𝛼)‖𝑣‖𝛼}+

𝑥ˆ

𝑏

exp{−2𝑎(𝑥−𝑦)} 𝑑𝑦
]︂
⩽

⩽ ‖𝑓‖2𝛼
[︂
𝐴1(𝑏, 𝛼) exp{𝑎1(𝑏, 𝛼)‖𝑣‖𝛼}+

1

2𝑎

]︂
. (16)

Таким образом, из (13)–(16) получаем оценку

‖ℎ‖𝛼⩽𝐴(𝑏, 𝛼)

[︂
exp{𝑎1(𝑏, 𝛼)‖𝑣‖𝛼}+

1

𝑎

]︂
‖𝑓‖2𝛼. (17)

Заметим, что функция ℎ(𝑥) удовлетворяет равенству (9), из которого находим

𝑑ℎ(𝑥)

𝑑𝑥
=−2𝑣(𝑥)ℎ(𝑥)+𝑓(𝑥). (18)

Следовательно, ⃦⃦⃦⃦
𝑑ℎ(𝑥)

𝑑𝑥

⃦⃦⃦⃦
2𝛼

⩽ ‖𝑓‖2𝛼+2‖𝑣‖𝛼‖ℎ‖𝛼⩽
[︀
1+2‖𝑣‖𝛼𝐴(𝑏, 𝛼, ‖𝑣‖𝛼)

]︀
‖𝑓‖2𝛼. (19)
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Из (17)–(19) заключаем, что при 𝛼> 1

𝑄−1
2 (𝑣)𝑓 =

𝑥ˆ

−∞

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣(𝑧) 𝑑𝑧

}︂
𝑓(𝑦) 𝑑𝑦, 𝑄−1

2 (𝑣) : 𝐶𝑏(𝜏
2𝛼;R1)→𝐶

(1)
𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1).

Таким образом, доказана следующая
Лемма 2. Оператор 𝑄2(𝑣), определённый равенством (7), действует на любую функцию

𝑣 ∈𝐶𝑏(𝜏
𝛼;R1), удовлетворяющую условию (6), при 𝛼> 1 следующим образом:

𝑄2(𝑣) : 𝐶
(1)
𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1)→𝐶𝑏(𝜏

2𝛼;R1),

при этом существует обратный оператор

𝑄−1
2 (𝑣) : 𝐶𝑏

(︀
𝜏2𝛼;R1

)︀
→𝐶

(1)
𝑏

(︀
𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1

)︀
и справедливо равенство

𝑄−1
2 (𝑣)𝑓 :=

𝑥ˆ

−∞

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣(𝑧) 𝑑𝑧

}︂
𝑓(𝑦) 𝑑𝑦.

Распространим результат леммы 2 на случай функций, зависящих от переменной 𝑡∈ [0, 𝑇 ]
как от параметра. Для этого предположим, что функция 𝑣∈𝐶([0, 𝑇 ];𝐶𝑏(𝜏

𝛼;R1)) удовлетво-
ряет условию

𝑣(𝑥, 𝑡)⩾ 𝑎𝑒−𝑇 > 0 для всех 𝑥⩾ 𝑏> 0, 𝑡∈ [0, 𝑇 ]. (20)

Справедлива следующая
Лемма 3. Оператор 𝑄2(𝑣), определённый равенством

𝑄2(𝑣)ℎ(𝑥, 𝑡) :=
𝜕ℎ(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+𝑣(𝑥, 𝑡)ℎ(𝑥, 𝑡)

для любой функции 𝑣∈𝐶([0, 𝑇 ];𝐶𝑏(𝜏
𝛼;R1)), удовлетворяющей условию (20), действует при

𝛼> 1 следующим образом:

𝑄2(𝑣) : 𝐶
(︀
[0, 𝑇 ];𝐶

(1)
𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1)

)︀
→𝐶

(︀
[0, 𝑇 ];𝐶𝑏(𝜏

2𝛼;R1)
)︀
,

при этом существует обратный оператор

𝑄−1
2 (𝑣) : 𝐶

(︀
[0, 𝑇 ];𝐶𝑏(𝜏

2𝛼;R1)
)︀
→𝐶

(︀
[0, 𝑇 ];𝐶

(1)
𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1)

)︀
и справедливо равенство

𝑄−1
2 (𝑣)𝑓 :=

𝑥ˆ

−∞

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣(𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧

}︂
𝑓(𝑦, 𝑡) 𝑑𝑦.

Доказательство. Рассмотрим функцию

ℎ(𝑥, 𝑡) :=

𝑥ˆ

−∞

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣(𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧

}︂
𝑓(𝑦, 𝑡) 𝑑𝑦.

Прежде всего точно так же, как и при доказательстве результата (17) (см. (13)–(16)), можно
показать, что для любого 𝑡∈ [0, 𝑇 ] функция ℎ∈𝐶(1)

𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1).
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Для любых 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 𝑇 ] справедливо равенство

ℎ(𝑥, 𝑡1)−ℎ(𝑥, 𝑡2)=
𝑥ˆ

−∞

[︂
exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣(𝑧, 𝑡1) 𝑑𝑧

}︂
−exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣(𝑧, 𝑡2) 𝑑𝑧

}︂]︂
𝑓(𝑦, 𝑡1) 𝑑𝑦+

+

𝑥ˆ

−∞

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣(𝑧, 𝑡2) 𝑑𝑧

}︂
[𝑓(𝑦, 𝑡1)−𝑓(𝑦, 𝑡2)] 𝑑𝑦=:ℎ1(𝑥)+ℎ2(𝑥). (21)

Заметим, что имеют место соотношения

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣(𝑧, 𝑡1) 𝑑𝑧

}︂
−exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣(𝑧, 𝑡2) 𝑑𝑧

}︂
=

1ˆ

0

𝑑

𝑑𝑠
exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣𝑠(𝑧) 𝑑𝑧

}︂
𝑑𝑠=

=−2

1ˆ

0

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣𝑠(𝑧) 𝑑𝑧

}︂
𝑑𝑠

𝑥ˆ

𝑦

[𝑣(𝑧, 𝑡1)−𝑣(𝑧, 𝑡2)] 𝑑𝑧,

где 𝑣𝑠(𝑧) :=𝑠𝑣(𝑧, 𝑡1)+(1−𝑠)𝑣(𝑧, 𝑡2). Тогда для ℎ1(𝑥) и ℎ2(𝑥) получаем следующие выражения:

ℎ1(𝑥)=−2

𝑥ˆ

−∞

(︂ 1ˆ

0

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣𝑠(𝑧) 𝑑𝑧

}︂
𝑑𝑠

)︂(︂ 𝑥ˆ

𝑦

[𝑣(𝑧, 𝑡1)−𝑣(𝑧, 𝑡2)] 𝑑𝑧
)︂
𝑓(𝑦, 𝑡1) 𝑑𝑦,

ℎ2(𝑥)=

𝑥ˆ

−∞

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣(𝑧, 𝑡2) 𝑑𝑧

}︂
[𝑓(𝑦, 𝑡1)−𝑓(𝑦, 𝑡2)] 𝑑𝑦.

В силу того, что функция 𝑣(𝑥, 𝑡) удовлетворяет условию (20), имеем

𝑣𝑠(𝑥)= 𝑠𝑣(𝑥, 𝑡1)+(1−𝑠)𝑣(𝑥, 𝑡2)⩾ (𝑠𝑎+(1−𝑠)𝑎)𝑒−𝑇 = 𝑎𝑒−𝑇 > 0

для всех 𝑥⩾ 𝑏> 0 и 𝑡∈ [0, 𝑇 ]. Для функции ℎ2(𝑥) получаем сразу же оценку

|ℎ2(𝑥)|⩽ ‖𝑓(𝑡1)−𝑓(𝑡2)‖2𝛼
𝑥ˆ

∞

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣(𝑧, 𝑡2) 𝑑𝑧

}︂
1

(1−𝑦−)2𝛼
𝑑𝑦,

причём для дальнейших оценок в точности повторяются рассуждения, приведённые при
выводе (17), и в результате можем записать

‖ℎ2‖𝛼⩽𝐴
(︀
𝑎𝑒−𝑇 , 𝑏, 𝛼, ‖𝑣(𝑡2)‖𝛼

)︀
‖𝑓(𝑡1)−𝑓(𝑡2)‖2𝛼, (22)

где функция 𝐴=𝐴(𝑎𝑒−𝑇 , 𝑏, 𝛼, ‖𝑣(𝑡2)‖𝛼) ограничена на любом компакте по ‖𝑣(𝑡2)‖𝛼 и моно-
тонно не убывает по этой же переменной.

Оценим теперь функцию ℎ1(𝑥), рассмотрев три случая.
1. При 𝑥⩽ 0 справедлива оценка

|ℎ1(𝑥)|⩽

⩽ 2‖𝑓(𝑡1)‖2𝛼
𝑥ˆ

−∞

𝑑𝑦

(1−𝑦−)2𝛼

𝑥ˆ

−∞

𝑑𝑢

(1−𝑢−)𝛼

1ˆ

0

exp

{︂
2‖𝑣𝑠‖𝛼

0ˆ

−∞

𝑑𝑧

(1−𝑧−)𝛼

}︂
𝑑𝑠‖𝑣(𝑡1)−𝑣(𝑡2)‖𝛼, (23)

из которой, в частности, при 𝛼> 1 получаем

sup
−∞<𝑥⩽0

(1−𝑥−)𝛼|ℎ1(𝑥)|⩽

⩽
1

(2𝛼−1)(𝛼−1)
exp

{︀
𝑎1(𝛼)max{‖𝑣(𝑡1)‖𝛼, ‖𝑣(𝑡2)‖𝛼}

}︀
‖𝑓(𝑡1)‖2𝛼‖𝑣(𝑡1)−𝑣(𝑡2)‖𝛼. (24)
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2. Пусть 0<𝑥⩽ 𝑏, тогда

sup
𝑥∈[0,𝑏]

|ℎ1(𝑥)|⩽ 2

𝑏ˆ

−∞

𝑑𝑦

(1−𝑦−)2𝛼
exp

{︂
2

𝑏ˆ

−∞

1

(1−𝑧−)𝛼
max{‖𝑣(𝑡1)‖𝛼, ‖𝑣(𝑡2)‖𝛼}

}︂
×

×
𝑏ˆ

−∞

𝑑𝑧

(1−𝑧−)𝛼
‖𝑓(𝑡1)‖2𝛼‖𝑣(𝑡1)−𝑣(𝑡2)‖𝛼⩽

⩽𝐴(𝛼, 𝑏) exp
{︀
𝑎1(𝛼)max{‖𝑣(𝑡1)‖𝛼, ‖𝑣(𝑡2)‖𝛼}

}︀
‖𝑓(𝑡1)‖2𝛼‖𝑣(𝑡1)−𝑣(𝑡2)‖𝛼. (25)

3. При 𝑥> 𝑏 имеет место неравенство

|ℎ1(𝑥)|⩽ 2‖𝑓(𝑡1)‖2𝛼
𝑏ˆ

−∞

𝑑𝑦

(1−𝑦−)2𝛼

(︂ 1ˆ

0

exp

{︂
2

𝑏ˆ

−∞

𝑑𝑧

(1−𝑧−)𝛼
‖𝑣𝑠‖𝛼

}︂
exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑏

𝑣𝑠(𝑧) 𝑑𝑧

}︂)︂
𝑑𝑠×

×
[︂ 𝑏ˆ

−∞

𝑑𝑢

(1−𝑢−)𝛼
+𝑥−𝑏

]︂
‖𝑣(𝑡1)−𝑣(𝑡2)‖𝛼+

+2‖𝑓(𝑡1)‖2𝛼‖𝑣(𝑡1)−𝑣(𝑡2)‖𝛼
𝑥ˆ

𝑏

(𝑥−𝑦)
(︂ 1ˆ

0

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣𝑠(𝑧) 𝑑𝑧

}︂
𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑦=:ℎ11+ℎ12. (26)

Для ℎ11 справедлива оценка

ℎ11⩽𝐴(𝑏, 𝛼)‖𝑓(𝑡1)‖2𝛼‖𝑣(𝑡1)−𝑣(𝑡2)‖𝛼×

× exp
{︀
𝑎1(𝛼)max{‖𝑣(𝑡1)‖𝛼, ‖𝑣(𝑡2)‖𝛼}

}︀
(𝑏1+𝑥−𝑏) exp{−2𝑎𝑒−𝑇 (𝑥−𝑏)}⩽

⩽𝐴1(𝑎𝑒
−𝑇 , 𝑏, 𝛼)‖𝑓(𝑡1)‖2𝛼‖𝑣(𝑡1)−𝑣(𝑡2)‖𝛼 exp

{︀
𝑎1(𝛼)max{‖𝑣(𝑡1)‖𝛼, ‖𝑣(𝑡2)‖𝛼}

}︀
, (27)

для ℎ12 — оценка

ℎ12⩽ 2‖𝑓(𝑡1)‖2𝛼‖𝑣(𝑡1)−𝑣(𝑡2)‖𝛼
𝑥ˆ

𝑏

(𝑥−𝑦) exp{−2𝑎𝑒−𝑇 (𝑥−𝑦)} 𝑑𝑦⩽

⩽ 2𝐴2(𝑎𝑒
−𝑇 , 𝑏)‖𝑓(𝑡1)‖2𝛼‖𝑣(𝑡1)−𝑣(𝑡2)‖𝛼. (28)

Из (23)–(28) вытекает, что

‖ℎ1‖𝛼⩽𝐴(𝑎𝑒−𝑇 , 𝑏, 𝛼) exp
{︀
𝑎1(𝛼)max{‖𝑣(𝑡1)‖𝛼, ‖𝑣(𝑡2)‖𝛼}

}︀
×‖𝑓(𝑡1)‖2𝛼‖𝑣(𝑡1)−𝑣(𝑡2)‖𝛼. (29)

Ввиду оценок (22) и (29) из (21) получаем предельное свойство

‖ℎ(𝑥, 𝑡1)−ℎ(𝑥, 𝑡2)‖𝛼→+0 при |𝑡1− 𝑡2|→+0. (30)

Для производных функций ℎ1(𝑥) и ℎ2(𝑥) справедливы равенства

𝜕ℎ1(𝑥)

𝜕𝑥
=4

𝑥ˆ

−∞

(︂ 1ˆ

0

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣𝑠(𝑧) 𝑑𝑧

}︂
𝑣𝑠(𝑥) 𝑑𝑠

)︂(︂ 𝑥ˆ

𝑦

[𝑣(𝑧, 𝑡1)−𝑣(𝑧, 𝑡2)] 𝑑𝑧
)︂
𝑓(𝑦, 𝑡1) 𝑑𝑦−

−2

𝑥ˆ

−∞

(︂ 1ˆ

0

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣𝑠(𝑧) 𝑑𝑧

}︂
𝑑𝑠

)︂
[𝑣(𝑥, 𝑡1)−𝑣(𝑥, 𝑡2)]𝑓(𝑦, 𝑡1) 𝑑𝑦,

𝜕ℎ2(𝑥)

𝜕𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑡1)−𝑓(𝑥, 𝑡2)−2𝑣(𝑥, 𝑡2)ℎ2(𝑥).
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Повторяя те же рассуждения, что и при получении неравенств (22) и (29), будем иметь
оценки, из которых следует⃦⃦⃦⃦

𝜕ℎ𝑘(𝑥, 𝑡1)

𝜕𝑥
− 𝜕ℎ𝑘(𝑥, 𝑡2)

𝜕𝑥

⃦⃦⃦⃦
2𝛼

→+0 при |𝑡1− 𝑡2|→+0, 𝑘=1, 2. (31)

Из (30) и (31) заключаем

‖ℎ(𝑥, 𝑡1)−ℎ(𝑥, 𝑡2)‖𝛼,2𝛼→+0 при |𝑡1− 𝑡2|→+0,

что завершает доказательство леммы.
Пусть 𝑣 — классическое решение задачи Коши (2), (3), тогда её можно переписать в

абстрактной форме:

𝑄2(𝑣)
𝑑𝑣

𝑑𝑡
+𝑄2(𝑣)𝑣=2𝑣2, 𝑣(0)= 𝑣0. (32)

В классе 𝑣 ∈C(1)([0, 𝑇 ];𝐶
(1)
𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1)) при 𝛼> 1 абстрактная задача Коши (32) экви-

валентна следующей задаче:
𝑑𝑣

𝑑𝑡
+𝑣=2𝑄−1

2 (𝑣)𝑣2, 𝑣(0)= 𝑣0,

из которой, в свою очередь, получаем интегральное уравнение

𝑣(𝑡)= 𝑣0𝑒
−𝑡+2

𝑡ˆ

0

𝑒−(𝑡−𝜏)𝑄−1
2 (𝑣(𝜏))𝑣2(𝜏) 𝑑𝜏. (33)

Введём оператор

𝑄(𝑣)(𝑡) := 𝑣0𝑒
−𝑡+2

𝑡ˆ

0

𝑒−(𝑡−𝜏)𝑄−1
2 (𝑣(𝜏))𝑣2(𝜏) 𝑑𝜏. (34)

Справедлива следующая
Лемма 4. Оператор (34) действует на любую функцию 𝑣0 ∈𝐶(1)

𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1) при 𝛼> 1
следующим образом:

𝑄 : 𝐶([0, 𝑇 ];𝐶𝑏(𝜏
𝛼;R1))→𝐶(1)([0, 𝑇 ];𝐶

(1)
𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1)). (35)

Кроме того, справедливо неравенство 𝑄(𝑣)(𝑡)⩾ 𝑣0𝑒
−𝑡 для всех (𝑥, 𝑡)∈R1× [0, 𝑇 ].

Доказательство. Заметим, что оператор

𝑆𝜑 := 2

𝑡ˆ

0

𝑒−(𝑡−𝜏)𝜑(𝜏) 𝑑𝜏

действует следующим образом:

𝑆 : 𝐶([0, 𝑇 ];𝐶
(1)
𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1))→𝐶(1)([0, 𝑇 ];𝐶

(1)
𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1)). (36)

Оператор (34) можно представить в виде

𝑄(𝜑)= 𝑣0𝑒
−𝑡+𝑆𝑄−1

2 (𝜑)𝜑2,

откуда с учётом (36) и леммы 3 получаем (35). Лемма доказана.
Замечание. Из (35) получаем, что 𝑄 : 𝐶

(︀
[0, 𝑇 ];𝐶𝑏(𝜏

𝛼;R1)
)︀
→𝐶

(︀
[0, 𝑇 ];𝐶𝑏(𝜏

𝛼;R1)
)︀
. Кроме

того, если 𝑣0∈𝐶(1)
𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1) и выполнено неравенство 𝑣0⩾𝑎> 0 для всех 𝑥⩾ 𝑏> 0, то для

решений 𝑣(𝑡) интегрального уравнения (33) справедлива оценка 𝑣(𝑡)⩾ 𝑣0𝑒
−𝑡 ⩾ 𝑎𝑒−𝑇 > 0 для

всех 𝑥⩾ 𝑏> 0, 𝑡∈ [0, 𝑇 ].
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В связи с этим замечанием рассмотрим полное метрическое пространство

𝐵[0, 𝑇 ] :=
{︀
𝑣(𝑡)∈𝐶

(︀
[0, 𝑇 ];𝐶𝑏(𝜏

𝛼;R1)
)︀
: 𝑣(𝑡)⩾ 𝑣0𝑒

−𝑡
}︀
, 𝑣0(𝑥)∈𝐶(1)

𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1), 𝛼> 1,

относительно метрики, порождённой в 𝐶
(︀
[0, 𝑇 ];𝐶𝑏(𝜏

𝛼;R1)
)︀

нормой ‖𝑣‖𝐵 := sup𝑡∈[0,𝑇 ]‖𝑣(𝑡)‖𝛼.
Из леммы 4 и замечания вытекает
Лемма 5. Оператор (34) действует следующим образом: 𝑄 : 𝐵[0, 𝑇 ]→𝐵[0, 𝑇 ].
Теперь рассмотрим полное метрическое пространство

𝐵𝑅 := {𝑣(𝑡)∈𝐵[0, 𝑇 ] : ‖𝑣‖𝐵 ⩽𝑅, 𝑅> 0}.

Справедлива следующая
Лемма 6. Если 𝑣0∈𝐶(1)

𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1) при 𝛼>1 и найдутся такие числа 𝑎>0 и 𝑏>0, что
𝑣0(𝑥)⩾ 𝑎 для всех 𝑥⩾ 𝑏, то при достаточно большом 𝑅=𝑅(𝑣0)> 0 и достаточно малом
𝑇 > 0 оператор (34) действует следующим образом: 𝑄 : 𝐵𝑅 →𝐵𝑅.

Доказательство. Пусть 𝑣0(𝑥) ∈ 𝐶(1)
𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1) — фиксированная функция. Выберем

число 𝑅> 0 настолько больши́м, чтобы

‖𝑣0‖𝐵 ⩽𝑅/2, (37)

и зафиксируем его. Согласно условию леммы для любой функции 𝑣(𝑡)∈𝐵𝑅⊂𝐵[0, 𝑇 ] выпол-
нено неравенство

𝑣(𝑡)⩾ 𝑎𝑒−𝑡 для всех 𝑡∈ [0, 𝑇 ], 𝑥⩾ 𝑏> 0.

Точно так же, как и при выводе (17), получаем соотношение

0⩽ (𝑄−1
2 (𝑣)𝑣2)(𝑥, 𝑡)⩽𝐴(𝑏, 𝛼)

[︂
exp{𝑎1(𝑏, 𝛼)‖𝑣(𝑡)‖𝛼}+

𝑒𝑡

𝑎

]︂
‖𝑣(𝑡)‖2𝛼,

из которого имеем искомую оценку

‖𝑄(𝑣)‖𝐵 ⩽𝑇𝐴(𝑏, 𝛼)

[︂
exp{𝑎1(𝑏, 𝛼)‖𝑣‖𝐵}+

𝑒𝑇

𝑎

]︂
‖𝑣‖2𝐵 ⩽𝑇𝐴(𝑏, 𝛼)

[︂
exp{𝑎1(𝑏, 𝛼)𝑅}+

𝑒𝑇

𝑎

]︂
𝑅2⩽

𝑅

2
(38)

при достаточно малом 𝑇 > 0 таком, что

𝑇𝐴(𝑏, 𝛼)

[︂
exp{𝑎1(𝑏, 𝛼)𝑅}+

𝑒𝑇

𝑎

]︂
𝑅⩽

1

2
.

Из (37) и (38) приходим к утверждению леммы.
Докажем теперь сжимаемость оператора 𝑄 на множестве 𝐵𝑅.
Лемма 7. Если 𝑣0∈𝐶(1)

𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1) и найдутся такие числа 𝑎>0 и 𝑏>0, что 𝑣0(𝑥)⩾𝑎>0
для всех 𝑥⩾ 𝑏> 0, то при достаточно малом 𝑇 > 0 оператор (34) сжимающий на 𝐵𝑅:

‖𝑄(𝑣1)(𝑥, 𝑡)−𝑄(𝑣2)(𝑥, 𝑡)‖𝐵 ⩽
1

2
‖𝑣1−𝑣2‖𝐵 (39)

для всех 𝑣1, 𝑣2 ∈𝐵𝑅.
Доказательство. Пусть 𝑣𝑘(𝑡)∈𝐵𝑅 при 𝑘=1, 2. Введём функции

𝑔𝑘(𝑥, 𝑡) :=
(︀
𝑄−1

2 (𝑣𝑘)𝑣
2
𝑘

)︀
(𝑥, 𝑡), 𝑘=1, 2,
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и рассмотрим

𝑔1(𝑥, 𝑡)−𝑔2(𝑥, 𝑡)=
𝑥ˆ

−∞

[︂
exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣1(𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧

}︂
−exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣2(𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧

}︂]︂
𝑣21(𝑦, 𝑡) 𝑑𝑦+

+

𝑥ˆ

−∞

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣2(𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧

}︂
[𝑣21(𝑦, 𝑡)−𝑣22(𝑦, 𝑡)] 𝑑𝑦. (40)

Справедливо равенство

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣1(𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧

}︂
−exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣2(𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧

}︂
=

1ˆ

0

𝑑

𝑑𝑠
exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣𝑠(𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧

}︂
𝑑𝑠=

=−2

1ˆ

0

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣𝑠(𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧

}︂
𝑑𝑠

𝑥ˆ

𝑦

[𝑣1(𝑧, 𝑡)−𝑣2(𝑧, 𝑡)] 𝑑𝑧, (41)

где 𝑣𝑠(𝑧, 𝑡)= 𝑠𝑣1(𝑧, 𝑡)+(1−𝑠)𝑣2(𝑧, 𝑡), при этом

𝑣𝑠(𝑥, 𝑡)= 𝑠𝑣1(𝑥, 𝑡)+(1−𝑠)𝑣2(𝑥, 𝑡)⩾ 𝑠𝑣0(𝑥)𝑒
−𝑡+(1−𝑠)𝑣0(𝑥)𝑒−𝑡= 𝑣0(𝑥)𝑒

−𝑡⩾ 𝑎𝑒−𝑡.

С учётом (40) и (41) имеем

𝑔1(𝑥, 𝑡)−𝑔2(𝑥, 𝑡)=ℎ1(𝑥, 𝑡)+ℎ2(𝑥, 𝑡), (42)

ℎ1(𝑥, 𝑡) :=−2

𝑥ˆ

−∞

1ˆ

0

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣𝑠(𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧

}︂
𝑑𝑠

(︂ 𝑥ˆ

𝑦

[𝑣1(𝑧, 𝑡)−𝑣2(𝑧, 𝑡)] 𝑑𝑧
)︂
𝑣21(𝑦, 𝑡) 𝑑𝑦,

ℎ2(𝑥, 𝑡) :=

𝑥ˆ

−∞

exp

{︂
−2

𝑥ˆ

𝑦

𝑣2(𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧

}︂
[𝑣21(𝑦, 𝑡)−𝑣22(𝑦, 𝑡)] 𝑑𝑦.

В точности повторяя рассуждения из доказательства леммы 3, приходим к следующим
аналогичным (22) и (29) оценкам:

‖ℎ2‖𝛼⩽𝐴
(︀
𝑎𝑒−𝑇 , 𝑏, 𝛼, ‖𝑣2‖𝛼

)︀
‖𝑣21(𝑡)−𝑣22(𝑡)‖2𝛼,

где функция 𝐴 = 𝐴(𝑎𝑒−𝑇 , 𝑏, 𝛼, ‖𝑣2‖𝛼) > 0 ограничена на любом компакте и монотонно не
убывает по переменной ‖𝑣2‖𝛼;

‖ℎ1‖𝛼⩽𝐴(𝑎𝑒−𝑇 , 𝑏, 𝛼) exp
{︀
𝑎1(𝛼)max{‖𝑣1(𝑡)‖𝛼, ‖𝑣2(𝑡)‖𝛼}

}︀
‖𝑣2(𝑡1)‖2𝛼‖𝑣1(𝑡)−𝑣2(𝑡)‖𝛼.

После очевидных преобразований будем иметь

‖ℎ2‖𝐵 ⩽ 2𝑅𝐴
(︀
𝑎𝑒−𝑇 , 𝑏, 𝛼,𝑅

)︀
‖𝑣1−𝑣2‖𝐵, (43)

‖ℎ1‖𝐵 ⩽𝑅2𝐴(𝑎𝑒−𝑇 , 𝑏, 𝛼) exp (𝑎1(𝛼)𝑅) ‖𝑣1−𝑣2‖𝐵. (44)
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Из (40) и (42) с учётом оценок (43) и (44) приходим к соотношению

‖𝑔1(𝑥, 𝑡)−𝑔2(𝑥, 𝑡)‖𝐵 ⩽𝜇(𝑅, 𝑇 )‖𝑣1−𝑣2‖𝐵, (45)

где функция 𝜇=𝜇(𝑅, 𝑇 )> 0 является ограниченной на всяком компакте и неубывающей по
каждой переменной в отдельности. Осталось заметить, что в силу (45) справедлива оценка

‖𝑄(𝑣1)−𝑄(𝑣2)‖𝐵 ⩽𝑇𝜇(𝑅, 𝑇 )‖𝑣1−𝑣2‖𝐵,

из которой при достаточно малом 𝑇 > 0 и получаем (39). Лемма доказана.
С учётом лемм 6, 7 и принципа сжимающих отображений заключаем, что при достаточно

малом 𝑇 >0 существует единственное решение 𝑣∈𝐶([0, 𝑇 ];𝐶𝑏(𝜏
𝛼;R1)) при 𝛼>1 интегрального

уравнения (34). Использовав стандартный алгоритм продолжения решения (34) во времени
(см. [7]), обосновано следующее утверждение.

Теорема 1. Для любой функции 𝑣0 ∈𝐶(1)
𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1) при 𝛼> 1 такой, что

𝑣0(𝑥)⩾ 𝑎> 0 для всех 𝑥⩾ 𝑏> 0

при некоторых 𝑎 и 𝑏, найдётся такое максимальное 𝑇0=𝑇0(𝑣0)>0, что для любого 𝑇 ∈ (0, 𝑇0)
существует единственное решение 𝑣 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐶𝑏(𝜏

𝛼;R1)) интегрального уравнения (34),
причём либо 𝑇0=+∞, либо 𝑇0<+∞, и в последнем случае справедливо предельное свойство

lim
𝑇↑𝑇0

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑣(𝑡)‖𝛼=+∞.

Из теоремы 1, леммы 4 и равенства (33) вытекает основной результат работы.
Теорема 2. Для любой функции 𝑣0 ∈𝐶(1)

𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1) при 𝛼> 1 такой, что

𝑣0(𝑥)⩾ 𝑎> 0 для всех 𝑥⩾ 𝑏> 0

при некоторых 𝑎 и 𝑏, найдётся такое максимальное 𝑇0=𝑇0(𝑣0)>0, что для любого 𝑇 ∈ (0, 𝑇0)

существует единственное классическое решение 𝑣∈𝐶(1)([0, 𝑇 ];𝐶
(1)
𝑏 (𝜏𝛼, 𝜏2𝛼;R1)) задачи Коши

(2), (3), причём либо 𝑇0=+∞, либо 𝑇0<+∞, и в последнем случае справедливо предельное
свойство

lim
𝑇↑𝑇0

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑣(𝑡)‖𝛼=+∞.

2. НЕСУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ

В этом пункте будем использовать обозначение 𝑓 ′(𝑥, 𝑡) для производной по переменной 𝑡.
Пусть функция 𝜑(𝑥, 𝑡)=𝜑1(𝑥)𝜑2(𝑡)⩾ 0, причём

𝜑1(𝑥) :=𝜑0

(︂
𝑥2

𝑅2

)︂
, 𝜑2(𝑡) :=

(︂
1− 𝑡

𝑇

)︂𝑛
, 𝑛∈N, 𝑅> 0, 𝜑0(𝑠) :=

{︃
1, 𝑠∈ [0, 1];

0, 𝑠⩾ 2.

Справедливы следующие формулы интегрирования по частям:

𝐿2ˆ

𝐿1

𝑇̂

0

𝜑(𝑥, 𝑡)
𝜕

𝜕𝑡

(︀
𝑣𝑥(𝑥, 𝑡)+𝑣

2(𝑥, 𝑡)
)︀
𝑑𝑡 𝑑𝑥=

=−
𝐿2ˆ

𝐿1

𝜑1(𝑥)[𝑣0𝑥(𝑥)+𝑣
2
0(𝑥)] 𝑑𝑥−

𝑇̂

0

𝐿2ˆ

𝐿1

[𝑣𝑥(𝑥, 𝑡)+𝑣
2(𝑥, 𝑡)]𝜑′(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡=
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=−
𝐿2ˆ

𝐿1

𝜑1(𝑥)[𝑣0𝑥(𝑥)+𝑣
2
0(𝑥)] 𝑑𝑥−

𝑇̂

0

𝐿2ˆ

𝐿1

𝑣2(𝑥, 𝑡)𝜑′(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡−

−
𝑇̂

0

𝑣(𝑥, 𝑡)𝜑′(𝑥, 𝑡)
⃒⃒⃒𝑥=𝐿2

𝑥=𝐿1

𝑑𝑡+

𝑇̂

0

𝐿2ˆ

𝐿1

𝑣(𝑥, 𝑡)𝜑′𝑥(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡, (46)

𝐿2ˆ

𝐿1

𝑇̂

0

𝜑(𝑥, 𝑡)𝑣𝑥(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡=

𝑇̂

0

𝜑(𝑥, 𝑡)𝑣(𝑥, 𝑡)
⃒⃒⃒𝑥=𝐿2

𝑥=𝐿1

𝑑𝑡−
𝑇̂

0

𝐿2ˆ

𝐿1

𝜑𝑥(𝑥, 𝑡)𝑣(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡. (47)

Умножим обе части уравнения (2) на функцию 𝜑(𝑥, 𝑡) и проинтегрируем по области (𝑥, 𝑡)∈
∈ [𝐿1, 𝐿2]× [0, 𝑇 ]. Тогда с учётом начального условия (3) и равенств (46), (47) получим
соотношение

𝑇̂

0

𝐿2ˆ

𝐿1

𝑣(𝑥, 𝑡)[−𝜑′𝑥(𝑥, 𝑡)+𝜑𝑥(𝑥, 𝑡)] 𝑑𝑥 𝑑𝑡+
𝑇̂

0

𝑣(𝑥, 𝑡)[𝜑′(𝑥, 𝑡)−𝜑(𝑥, 𝑡)]
⃒⃒⃒𝑥=𝐿2

𝑥=𝐿1

𝑑𝑡+

+

𝐿2ˆ

𝐿1

𝜑1(𝑥)[𝑣0𝑥(𝑥)+𝑣
2
0(𝑥)] 𝑑𝑥=−

𝑇̂

0

𝐿2ˆ

𝐿1

𝜑′(𝑥, 𝑡)𝑣2(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡. (48)

Справедлива следующая оценка:⃒⃒⃒⃒ 𝑇̂

0

𝐿2ˆ

𝐿1

𝑣(𝑥, 𝑡)[−𝜑′𝑥(𝑥, 𝑡)+𝜑𝑥(𝑥, 𝑡)] 𝑑𝑥 𝑑𝑡
⃒⃒⃒⃒
⩽

⩽
1

4

𝑇̂

0

𝐿2ˆ

𝐿1

|−𝜑′𝑥(𝑥, 𝑡)+𝜑𝑥(𝑥, 𝑡)|2

−𝜑′(𝑥, 𝑡)
𝑑𝑥 𝑑𝑡+

𝑇̂

0

𝐿2ˆ

𝐿1

(︀
−𝜑′(𝑥, 𝑡)

)︀
𝑣2(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡. (49)

Из равенства (48) с учётом (49) имеем

1

4

𝑇̂

0

𝐿2ˆ

𝐿1

|−𝜑′𝑥(𝑥, 𝑡)+𝜑𝑥(𝑥, 𝑡)|2

−𝜑′(𝑥, 𝑡)
𝑑𝑥 𝑑𝑡+

𝑇̂

0

𝑣(𝑥, 𝑡)[𝜑′(𝑥, 𝑡)−𝜑(𝑥, 𝑡)]
⃒⃒⃒𝑥=𝐿2

𝑥=𝐿1

𝑑𝑡+

+

𝐿2ˆ

𝐿1

𝜑1(𝑥)[𝑣0𝑥(𝑥)+𝑣
2
0(𝑥)] 𝑑𝑥⩾ 0. (50)

Заметим, что

𝑇̂

0

𝐿2ˆ

𝐿1

|−𝜑′𝑥(𝑥, 𝑡)+𝜑𝑥(𝑥, 𝑡)|2

−𝜑′(𝑥, 𝑡)
𝑑𝑥 𝑑𝑡=

𝐿2ˆ

𝐿1

|𝜑1𝑥(𝑥)|2

𝜑1(𝑥)
𝑑𝑥

𝑇̂

0

|−𝜑′2(𝑡)+𝜑2(𝑡)|2

−𝜑′2(𝑡)
𝑑𝑡. (51)

Положив 𝐿1=−
√
2𝑅 и 𝐿2=

√
2𝑅, из (50) ввиду (51) получим неравенство

+∞ˆ

−∞

|𝜑1𝑥(𝑥)|2

𝜑1(𝑥)
𝑑𝑥

𝑇̂

0

|−𝜑′2(𝑡)+𝜑2(𝑡)|2

−𝜑′2(𝑡)
𝑑𝑡+

+∞ˆ

−∞

𝜑1(𝑥)[𝑣0𝑥(𝑥)+𝑣
2
0(𝑥)] 𝑑𝑥⩾ 0, (52)
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при этом
+∞ˆ

−∞

|𝜑1𝑥(𝑥)|2

𝜑1(𝑥)
𝑑𝑥=

1

𝑅

√
2ˆ

−
√
2

|𝜑0𝑦(𝑦2)|2

𝜑0(𝑦2)
𝑑𝑦→+0 при 𝑅→+∞.

Предположим, что 𝑣0𝑥(𝑥)+ 𝑣
2
0(𝑥) ∈ 𝐿1(R1). Тогда в пределе при 𝑅→ +∞ из неравен-

ства (52) будем иметь
+∞ˆ

−∞

[𝑣0𝑥(𝑥)+𝑣
2
0(𝑥)] 𝑑𝑥⩾ 0.

Таким образом, доказана следующая
Теорема 3. Если функция 𝑣0(𝑥)∈𝐶(1)(R1) такова, что 𝑣0𝑥(𝑥)+𝑣

2
0(𝑥)∈𝐿1(R1) и выпол-

нено неравенство
+∞ˆ

−∞

[𝑣0𝑥(𝑥)+𝑣
2
0(𝑥)] 𝑑𝑥< 0,

то классического решения задачи Коши (2), (3) не существует ни для какого 𝑇 > 0.
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ВВЕДЕНИЕ

Исследование ряда физических процессов опирается на решение уравнений, содержащих
оператор Лапласа, которые путём разделения переменных в системах криволинейных коор-
динат приводят к дифференциальным уравнениям с сингулярностью. При наличии опреде-
лённой симметрии эти уравнения превращаются в уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу (ЭПД)
или Лежандра.

Начальные задачи для классического уравнения ЭПД были исследованы во многих ра-
ботах (см. введения в монографиях [1, 2]). В статьях [3, 4] автора получены результаты
для абстрактных уравнений.

В настоящей работе в банаховом пространстве 𝐸 при 𝑡 > 0 рассматривается уравнение
Лежандра

𝑢′′(𝑡)+
(sh𝑘 𝑡 sh𝑞(2𝑡))′

sh𝑘 𝑡 sh𝑞(2𝑡)
𝑢′(𝑡)+

(︂
𝑘

2
+𝑞

)︂2
𝑢(𝑡)=𝐴𝑢(𝑡), (1)

содержащее два действительных параметра 𝑘, 𝑞 ∈R и линейный замкнутый оператор 𝐴.
Решением уравнения (1) называется функция 𝑢(𝑡) со значениями в 𝐷(𝐴), дважды непре-

рывно дифференцируемая и удовлетворяющая этому уравнению на множестве (0,∞).
Дифференциальный оператор в левой части уравнения (1) представляет собой ради-

альную часть оператора Лапласа–Бельтрами в двухточечно-однородном пространстве и в
симметрическом пространстве ранга, равного единице (см. [2, c. 111]). При 𝑞 = 0 уравне-
ние (1) является уравнением Лежандра, содержащим один параметр 𝑘. Обзор публикаций
и исследования ряда однозначно разрешимых задач для абстрактного уравнения Лежандра
с одним параметром можно найти в работах [5–8] автора. Так называемая неполная задача
Коши для такого уравнения, когда разыскивается решение, стремящееся к нулю при 𝑡→∞,
а второе начальное условие при 𝑡= 0 не задаётся, была рассмотрена в статье [8]. Ранее
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неполная задача Коши для абстрактного волнового уравнения изучалась в работах [9, 10],
а для уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу — в [11].

Уравнение (1) не входит в рассмотренное в [7] семейство сингулярных дифференциальных
уравнений и поэтому требует отдельного изучения.

Одним из методов исследования дифференциальных уравнений является метод операто-
ров преобразования. Напомним, что ненулевой оператор T называется оператором преобра-
зования, сплетающим операторы 𝐿 и 𝑀 , если выполнено соотношение T𝐿=𝑀 T. Подробный
обзор теории операторов преобразования см. в [2, гл. 2; 12]. В настоящей работе применён
метод операторов преобразования для установления разрешимости начальных задач для
уравнения (1) и получены явные формулы их решений.

1. ОПЕРАТОР ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПО ПЕРВОМУ ИНДЕКСУ 𝑘
ДЛЯ ЗАДАЧИ КОШИ И ОПЕРАТОРНАЯ ФУНКЦИЯ ЛЕЖАНДРА

В дальнейшем нам понадобятся понятия левостороннего дробного интеграла от функции
𝑢(𝑡) по выбираемой специальным образом функции 𝑔(𝑡):

𝐼𝛼0+,𝑔𝑢(𝑡)≡
(︂

𝑑

𝑑𝑔(𝑡)

)︂−𝛼

+

𝑢(𝑡)=
1

Γ(𝛼)

𝑡ˆ

0

(𝑔(𝑡)−𝑔(𝑠))𝛼−1 𝑔′(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠, 𝛼> 0, (2)

и левосторонней дробной производной (𝑑/𝑑𝑔(𝑡))𝛼+𝑢(𝑡) по функции 𝑔(𝑡) (см. [13, с. 248]).
Оператор в левой части уравнения (1) обозначим через

𝐿𝑘,𝑞𝑢(𝑡) :=𝑢′′(𝑡)+
(sh𝑘 𝑡 sh𝑞 2𝑡)′

sh𝑘 𝑡 sh𝑞(2𝑡)
𝑢′(𝑡)+

(︂
𝑘

2
+𝑞

)︂2
𝑢(𝑡). (3)

Будем также использовать представления

𝐿𝑘,𝑞𝑢(𝑡)=𝑢′′(𝑡)+
(sh𝑘+𝑞 𝑡 ch𝑞 𝑡)′

sh𝑘+𝑞 𝑡 ch𝑞 𝑡
𝑢′(𝑡)+

(︂
𝑘

2
+𝑞

)︂2
𝑢(𝑡)=

=𝑢′′(𝑡)+
(︀
(𝑘+𝑞) cth 𝑡+𝑞 th 𝑡

)︀
𝑢′(𝑡)+

(︂
𝑘

2
+𝑞

)︂2
𝑢(𝑡), (4)

которые получаются из (3) после элементарных преобразований.
Введём в рассмотрение оператор

Φ𝑘𝑢(𝑡)= sh𝑘−1 𝑡 𝑢(𝑡). (5)

В статье [7] при 𝑡> 0 для достаточно гладких функций 𝑢(𝑡) установлены равенства

𝐿2−𝑘,0Φ𝑘𝑢(𝑡)=Φ𝑘𝐿𝑘,0𝑢(𝑡), (6)

𝐿𝑘+2𝛼,0

(︂
1

sh 𝑡

𝑑

𝑑𝑡

)︂𝛼
+

𝑢(𝑡)=

(︂
1

sh 𝑡

𝑑

𝑑𝑡

)︂𝛼
+

𝐿𝑘,0𝑢(𝑡), 𝛼∈R. (7)

Отметим, что в (7) используется формула (2) при 𝑔(𝑡)= ch 𝑡.
Равенство (7) справедливо для функций, удовлетворяющих условию 𝑢(0) = 0, которое

может быть снято при 𝛼∈N. Таким образом, операторы Φ𝑘 и (sh−1 𝑡 𝑑/𝑑𝑡)𝛼+ осуществляют
движение оператора 𝐿𝑘,0 по первому индексу. Пусть

T𝑘,0 𝑢(𝑡)=
2𝑘/2 Γ(𝑘/2+1/2)√

𝜋
Φ2−𝑘

(︂
1

sh 𝑡

𝑑

𝑑𝑡

)︂−𝑘/2

+

𝑢(𝑡)

sh 𝑡
, (8)
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тогда, как установлено в [8], при 𝑘 > 0 для функций, удовлетворяющих условию 𝑢′(0) = 0,
из соотношений (6), (7) вытекает равенство

𝐿𝑘,0 T𝑘,0 𝑢(𝑡)=T𝑘,0 𝑢
′′(𝑡), (9)

при этом определяемый равенством (8) оператор преобразования T𝑘,0 сохраняет начальные
условия, т.е.

T𝑘,0 𝑢(𝑡)
⃒⃒
𝑡=0

=𝑢(0),
(︀
T𝑘,0 𝑢(𝑡)

)︀′⃒⃒
𝑡=0

=0. (10)

Равенство (9) означает, что построен оператор преобразования T𝑘,0, сплетающий опера-
торы 𝐿𝑘,0 и 𝑑2/𝑑𝑡2.

При 𝑘>0, 𝑞=0 рассмотрим уравнение (1), где оператор 𝐴 является генератором косинус-
оператор-функции (КОФ) 𝐶(𝑡;𝐴). Терминологию и примеры генераторов КОФ можно найти
в [14, гл. 2.8; 15].

Равенства (9) и (10) фактически означают, что функция 𝑢𝑘,0(𝑡) =T𝑘,0𝐶(𝑡;𝐴)𝑢0 удовле-
творяет уравнению (1) при 𝑞=0 и начальным условиям

𝑢(0)=𝑢0, 𝑢′(0)= 0. (11)

Теорема 1 [7]. Пусть 𝑘> 0, 𝑞=0, 𝑢0∈𝐷(𝐴) и оператор 𝐴 является генератором КОФ
𝐶(𝑡;𝐴). Тогда функция

𝑢𝑘,0(𝑡)=T𝑘,0𝐶(𝑡;𝐴)𝑢0=
2𝑘/2Γ(𝑘/2+1/2)√

𝜋Γ(𝑘/2)
sh1−𝑘 𝑡

𝑡ˆ

0

(ch 𝑡−ch 𝑠)𝑘/2−1𝐶(𝑠;𝐴)𝑢0 𝑑𝑠 (12)

удовлетворяет уравнению (1) и начальным условиям (11).
Операторная функция 𝑃𝑘(𝑡;𝐴)=T𝑘,0𝐶(𝑡;𝐴) названа в [5, 7] операторной функцией Ле-

жандра (ОФЛ). В частном случае, когда оператор 𝐴=(𝑎+1/2)2, 𝑎∈R, является оператором
умножения на число, ОФЛ 𝑃𝑘(𝑡;𝐴) выражается через присоединённую функцию Лежандра
первого рода 𝑃 𝛽

𝑎 (·) (см. [16, с. 661]):

𝑃𝑘(𝑡;𝐴)=
Γ(1−𝛽) sh𝛽 𝑡

2𝛽
𝑃 𝛽
𝑎 (ch 𝑡), 𝛽=

1−𝑘
2

.

2. ОПЕРАТОР ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПО ИНДЕКСАМ 𝑘, 𝑞 ДЛЯ ЗАДАЧИ КОШИ

Построим далее оператор преобразования, с помощью которого по известному решению
𝑢𝑘,0(𝑡)=T𝑘,0𝐶(𝑡;𝐴)𝑢0 при 𝑞=0 определим решение 𝑢𝑘,𝑞(𝑡) уравнения (1) при 𝑞 > 0.

Пусть
Ψ𝑘,𝑞𝑢(𝑡)= sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)𝑢(𝑡). (13)

В этом случае для определения оператора преобразования в равенстве (2) для левосто-
роннего дробного интеграла от функции 𝑢(𝑡) следует выбрать функцию 𝑔(𝑡) = ch(2𝑡)/2, а
вместо равенств (6), (7) следует, соответственно, использовать соотношения

𝐿−𝑘,2−𝑞Ψ𝑘,𝑞𝑢(𝑡)=Ψ𝑘,𝑞𝐿𝑘,𝑞𝑢(𝑡), (14)

𝐿𝑘,𝑞+2𝛼

(︂
1

sh(2𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︂𝛼
+

𝑢(𝑡)=

(︂
1

sh(2𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︂𝛼
+

𝐿𝑘,𝑞𝑢(𝑡), 𝛼∈R. (15)
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Равенство (15) справедливо для функций, удовлетворяющих условию 𝑢(0) = 0, которое
может быть снято при 𝛼∈N. Таким образом, операторы Ψ𝑘,𝑞 и (sh−1(2𝑡) 𝑑/𝑑𝑡)𝛼+ осуществляют
движение оператора 𝐿𝑘,𝑞 по второму индексу. Пусть

T0,𝑞 𝑢(𝑡)=
2𝑞 Γ(𝑞/2+1/2)√

𝜋
Ψ0,2−𝑞

(︂
1

sh(2𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︂−𝑞/2

+

𝑢(𝑡)

sh(2𝑡)
, (16)

тогда при 𝑘>0, 𝑞>0 на функциях, удовлетворяющих условию 𝑢′(0)=0, из соотношений (14),
(15) для определяемого равенством (16) оператора T0,𝑞 вытекает равенство

𝐿𝑘,𝑞 sh
−𝑘 𝑡T0,𝑞 sh

𝑘 𝑡 𝑢(𝑡)= sh−𝑘 𝑡T0,𝑞 sh
𝑘 𝑡 𝐿𝑘,0𝑢(𝑡). (17)

Введём в рассмотрение оператор

T𝑘,𝑞 =𝜇𝑘,𝑞 sh
−𝑘 𝑡T0,𝑞 sh

𝑘 𝑡T𝑘,0, 𝜇𝑘,𝑞 =

√
𝜋 Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2)

Γ(𝑘/2+1/2)Γ(𝑞/2+1/2)
, (18)

который является оператором преобразования, сплетающим операторы 𝐿𝑘,𝑞 и 𝑑2/𝑑𝑡2, т.е. на
функциях, удовлетворяющих условию 𝑢′(0)= 0, справедливо равенство

𝐿𝑘,𝑞 T𝑘,𝑞 𝑢(𝑡)=T𝑘,𝑞 𝑢
′′(𝑡). (19)

Действительно, в силу равенств (9) и (16)–(18) имеем

𝐿𝑘,𝑞 T𝑘,𝑞 𝑢(𝑡)=𝜇𝑘,𝑞𝐿𝑘,𝑞 sh
−𝑘 𝑡T0,𝑞 sh

𝑘 𝑡T𝑘,0 𝑢(𝑡)=𝜇𝑘,𝑞 sh
−𝑘 𝑡T0,𝑞 sh

𝑘 𝑡 𝐿𝑘,0 T𝑘,0 𝑢(𝑡)=

=𝜇𝑘,𝑞 sh
−𝑘 𝑡T0,𝑞 sh

𝑘 𝑡T𝑘,0 𝑢
′′(𝑡)=T𝑘,𝑞 𝑢

′′(𝑡).

Как и равенства (6), (7), (9) с помощью представления (4) для оператора 𝐿𝑘,𝑞, соотно-
шения (14), (15), (17) устанавливаются непосредственной проверкой, которая в некоторых
случаях может быть и громоздкой. В п. 3 покажем, что (как и операторы T𝑘,0, T0,𝑞)
определяемый равенством (18) оператор преобразования T𝑘,𝑞 будет сохранять начальные
условия, т.е.

T𝑘,𝑞 𝑢(𝑡)
⃒⃒
𝑡=0

=𝑢(0),
(︀
T𝑘,𝑞 𝑢(𝑡)

)︀′⃒⃒
𝑡=0

=0.

3. ЗАДАЧА КОШИ

С учётом установленного равенства (19) построим решение задачи Коши (1), (11). При
𝑢0 ∈𝐷(𝐴) введём в рассмотрение функцию

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)=T𝑘,𝑞 𝐶(𝑡;𝐴)𝑢0=𝜇𝑘,𝑞 sh
−𝑘 𝑡T0,𝑞 sh

𝑘 𝑡T𝑘,0𝐶(𝑡;𝐴)𝑢0=

=
4Γ(𝑞/2+1/2)𝜇𝑘,𝑞√

𝜋 Γ(𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

𝑡ˆ

0

(ch(2𝑡)−ch(2𝑠))𝑞/2−1 sh𝑘 𝑠T𝑘,0𝐶(𝑠;𝐴)𝑢0 𝑑𝑠=

=
2𝑘/2+2 Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2)
√
𝜋 Γ(𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

𝑡ˆ

0

(ch(2𝑡)−ch(2𝑠))𝑞/2−1 sh 𝑠

𝑠ˆ

0

(ch 𝑠−ch 𝜏)𝑘/2−1𝐶(𝜏 ;𝐴)𝑢0 𝑑𝜏 𝑑𝑠=

=
2𝑘/2+2 Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2)

√
𝜋 Γ(𝑘/2)Γ(𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

×

×
𝑡ˆ

0

𝐶(𝜏 ;𝐴)𝑢0

𝑡ˆ

𝜏

sh 𝑠(ch 𝑠−ch 𝜏)𝑘/2−1(ch(2𝑡)−ch(2𝑠))𝑞/2−1 𝑑𝜏 𝑑𝑠. (20)
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Равенство (19) означает, что функция (20) удовлетворяет уравнению (1). Действительно,

𝐿𝑘,𝑞𝑢𝑘,𝑞(𝑡)=𝐿𝑘,𝑞 T𝑘,𝑞 𝐶(𝑡;𝐴)𝑢0=T𝑘,𝑞 𝐶
′′(𝑡)𝑢0=𝐴T𝑘,𝑞 𝐶(𝑡;𝐴)𝑢0=𝐴𝑢𝑘,𝑞(𝑡).

Внутренний интеграл в представлении (20) можно вычислить (см. формулу (3.20) в [17]),
тогда

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)=
22−𝑘/2Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2)

√
𝜋Γ(𝑘/2+𝑞/2) ch𝑘/2 𝑡 sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

×

×
𝑡ˆ

0

(ch(2𝑡)−ch(2𝜏))𝑘/2+𝑞/2−1
2𝐹1

(︂
𝑘

2
+𝑞−1,

𝑘

2
;
𝑘+𝑞

2
;
ch 𝑡−ch 𝜏

2 ch 𝑡

)︂
𝐶(𝜏 ;𝐴)𝑢0 𝑑𝜏,

где 2𝐹1(·) — гипергеометрическая функция.
Покажем далее, что функция (20) удовлетворяет начальным условиям (11). Отметим, что

при 𝑡→ 0 оператор T𝑘,𝑞 действует на функции как оператор преобразования типа Пуассона
(см. [2, пп. 2.1.2, 2.1.3])

P𝑘,𝑞𝐶(𝑡;𝐴)𝑢0=
2Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2)

Γ(𝑘/2+1/2)Γ(𝑞/2)𝑡𝑘+𝑞−1

𝑡ˆ

0

𝑠𝑘(𝑡2−𝑠2)𝑞/2−1𝐶(𝑠;𝐴)𝑢0 𝑑𝑠,

который и обладает нужными нам свойствами:

P𝑘,𝑞𝑢(𝑡)
⃒⃒
𝑡=0

=𝑢(0),
(︀
P𝑘,𝑞𝑢(𝑡)

)︀′⃒⃒
𝑡=0

=0.

Разлагая в соответствующие ряды подынтегральные функции в представлении (20) и
используя интегралы 2.2.3.1, 2.2.4.8 из [18], будем иметь

lim
𝑡→0

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)= lim
𝑡→0

2𝑞+1Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2)
√
𝜋Γ(𝑘/2)Γ(𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

𝑡ˆ

0

𝑠(𝑡2−𝑠2)𝑞/2−1

𝑠ˆ

0

(𝑠2−𝜏2)𝑘/2−1𝑢0 𝑑𝜏 𝑑𝑠=

= lim
𝑡→0

2Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2)

Γ(𝑘/2+1/2)Γ(𝑞/2)𝑡𝑘+𝑞−1

𝑡ˆ

0

𝑠𝑘(𝑡2−𝑠2)𝑞/2−1𝑢0 𝑑𝑠= lim
𝑡→0

P𝑘,𝑞𝐶(𝑡;𝐴)𝑢0=𝑢0.

Таким образом, справедлива следующая
Теорема 2. Пусть 𝑘 > 0, 𝑞 > 0, 𝑢0 ∈𝐷(𝐴) и оператор 𝐴 является генератором КОФ

𝐶(𝑡;𝐴). Тогда функция (20) является единственным решением задачи (1), (11).
Доказательство. Для доказательства теоремы, учитывая изложенное выше в п. 3, оста-

лось установить единственность решения задачи (1), (11). Пусть 𝑢1(𝑡) и 𝑢2(𝑡) — два решения
задачи. Рассмотрим функцию двух переменных

𝑤(𝑡, 𝑠)= 𝑓
(︀
𝐶(𝑠;𝐴)(𝑢1(𝑡)−𝑢2(𝑡))

)︀
,

где 𝑓 ∈𝐸* (𝐸* — сопряжённое пространство), 𝑡, 𝑠⩾0, удовлетворяющую, очевидно, уравнению

𝜕2𝑤(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡2
+
(sh𝑘 𝑡 sh𝑞(2𝑡))′

sh𝑘 𝑡 sh𝑞(2𝑡)

𝜕𝑤(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡
+

(︂
𝑘

2
+𝑞

)︂2
𝑤(𝑡, 𝑠)=

𝜕2𝑤(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠2
, 𝑡, 𝑠> 0, (21)

и условиям

lim
𝑡→0

𝑤(𝑡, 𝑠)= lim
𝑡→0

𝜕𝑤(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡
= lim

𝑠→0

𝜕𝑤(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠
=0. (22)
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Применив по переменной 𝑠 преобразование Лапласа, из (21), (22) для образа 𝑤̂(𝑡, 𝜆)
получим следующую задачу:

𝜕2𝑤̂(𝑡, 𝜆)

𝜕𝑡2
+
(sh𝑘 𝑡 sh𝑞(2𝑡))′

sh𝑘 𝑡 sh𝑞(2𝑡)

𝜕𝑤̂(𝑡, 𝜆)

𝜕𝑡
+

(︂
𝑘

2
+𝑞

)︂2

𝑤̂(𝑡, 𝜆)=𝜆2𝑤̂(𝑡, 𝜆), 𝑡 > 0, (23)

lim
𝑡→0

𝑤̂(𝑡, 𝜆)= lim
𝑡→0

𝜕𝑤̂(𝑡, 𝜆)

𝜕𝑡
=0. (24)

В [19] установлено, что скалярная задача (23), (24) имеет только нулевое решение. Сле-
довательно, 𝑤̂(𝑡, 𝜆)=𝑤(𝑡, 𝑠)=0 для любого 𝑠⩾0. В силу произвольности функционала 𝑓 ∈𝐸*

при 𝑠= 0 получим равенство 𝑢1(𝑡)≡ 𝑢2(𝑡), тем самым единственность решения рассматри-
ваемой задачи установлена. Теорема доказана.

Пример 1. Пусть 𝑘 > 0, 𝑞=2 и оператор 𝐴 является генератором КОФ 𝐶(𝑡;𝐴). Тогда
после вычисления внутреннего интеграла в формуле (20) решение задачи (1), (11) будет
иметь вид

𝑢𝑘,2(𝑡)=
2𝑘/2+2 Γ(𝑘/2+3/2)
√
𝜋Γ(𝑘/2) sh𝑘 𝑡 sh(2𝑡)

𝑡ˆ

0

𝐶(𝜏 ;𝐴)𝑢0

𝑡ˆ

𝜏

sh 𝑠(ch 𝑠−ch 𝜏)𝑘/2−1 𝑑𝑠 𝑑𝜏 =

=
2𝑘/2+3 Γ(𝑘/2+3/2)

𝑘
√
𝜋 Γ(𝑘/2) sh𝑘 𝑡 sh(2𝑡)

𝑡ˆ

0

(ch 𝑠−ch 𝜏)𝑘/2𝐶(𝜏 ;𝐴)𝑢0 𝑑𝜏 =
1

ch 𝑡
𝑃𝑘+2(𝑡;𝐴)𝑢0,

где 𝑃𝑘+2(𝑡;𝐴)=T𝑘+2,0𝐶(𝑡;𝐴) — ОФЛ (см. (12)).
В частном случае если в уравнении (1) 𝑘= 𝑞=2, 𝐴∈R, 𝐶(𝑡;𝐴) = ch(𝑡

√
𝐴), то интеграл

может быть вычислен:

𝑢2,2(𝑡)=
6

sh2 𝑡 sh(2𝑡)

𝑡ˆ

0

(ch 𝑡−ch 𝜏) ch(𝜏
√
𝐴)𝑢0 𝑑𝜏 =

=
6
√
𝐴 sh 𝑡 ch(𝑡

√
𝐴)𝑢0−6 ch 𝑡 sh(𝑡

√
𝐴)𝑢0

(𝐴−1)
√
𝐴 sh2 𝑡 sh(2𝑡)

если 𝐴 ̸=0, 𝐴 ̸=1. (25)

При 𝐴=0 или 𝐴=1 в правой части (25) следует вычислить соответствующие пределы,
в результате получим

𝑢2,2(𝑡)=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
6(𝑡 ch 𝑡−sh 𝑡)𝑢0

sh2 𝑡 sh(2𝑡)
, 𝐴=0,

3(sh 2𝑡−2𝑡)𝑢0

2 sh2 𝑡 sh(2𝑡)
, 𝐴=1.

4. ОПЕРАТОР ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПО ПЕРВОМУ ИНДЕКСУ 𝑘 ДЛЯ НЕПОЛНОЙ
ЗАДАЧИ КОШИ И ПРИСОЕДИНЁННАЯ ОПЕРАТОРНАЯ ФУНКЦИЯ ЛЕЖАНДРА

В дальнейшем нас будет интересовать решение уравнения (1), которое при 𝑡→∞ стре-
мится к нулю, поэтому в этом пункте вместо левостороннего дробного интеграла от функции
𝑢(𝑡) по выбираемой специальным образом функции 𝑔(𝑡) будем использовать понятия пра-
востороннего дробного интеграла

𝐼𝛼∞−,𝑔𝑢(𝑡)=

(︂
𝑑

𝑑𝑔(𝑡)

)︂−𝛼

−
𝑢(𝑡)=

1

Γ(𝛼)

∞̂

𝑡

(𝑔(𝑠)−𝑔(𝑡))𝛼−1𝑔′(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠, 𝛼> 0, (26)

и правосторонней дробной производной
(︀
𝑑/𝑑𝑔(𝑡)

)︀𝛼
−𝑢(𝑡).
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В [8] при 𝑡 > 0 для достаточно гладких и экспоненциально убывающих функций 𝑢(𝑡)
установлено равенство

𝐿𝑘+2𝛼,0

(︂
1

sh 𝑡

𝑑

𝑑𝑡

)︂𝛼
−
𝑢(𝑡)=

(︂
1

sh 𝑡

𝑑

𝑑𝑡

)︂𝛼
−
𝐿𝑘,0𝑢(𝑡), 𝛼∈R. (27)

Таким образом, определяемый равенством (5) оператор Φ𝑘 и оператор (sh−1 𝑡 𝑑/𝑑𝑡)𝛼−
осуществляют движение оператора 𝐿𝑘,0 по первому индексу.

Пусть

T̂𝑘,0 𝑢(𝑡)=

√
𝜋

Γ(𝑘/2)
Φ2−𝑘

(︂
1

sh 𝑡

𝑑

𝑑𝑡

)︂−𝑘/2

−

𝑢(𝑡)

sh 𝑡
, (28)

тогда [8] при 𝑘 > 0 для экспоненциально убывающих функций из соотношений (6), (27)
вытекает равенство

𝐿𝑘,0 T̂𝑘,0 𝑢(𝑡)= T̂𝑘,0 𝑢
′′(𝑡), (29)

которое означает, что формулой (28) определён оператор преобразования T̂𝑘,0, сплетающий
операторы 𝐿𝑘,0 и 𝑑2/𝑑𝑡2.

Поскольку нас интересует решение уравнения (1), которое при 𝑡→∞ стремится к нулю,
то требуемое условие будет обеспечено видом оператора 𝐴. Будем предполагать, что оператор
𝐴=𝐵2, где 𝐵 — генератор экспоненциально убывающей 𝐶0-полугруппы 𝑇 (𝑡;𝐵), допускающей
оценку

‖𝑇 (𝑡;𝐵)‖⩽ϒ𝑒−𝜔𝑡, ϒ⩾ 1, 𝜔 > 0. (30)

При 𝑘> 0, 𝜔> |𝑘/2−1|, 𝑣0 ∈𝐸, следуя [8], введём в рассмотрение операторную функцию

𝑄𝑘(𝑡;𝐵)𝑣0= T̂𝑘,0 𝑇 (𝑡;𝐵)𝑣0=

√
𝜋

Γ(𝑘/2)
Φ2−𝑘

(︂
1

sh 𝑡

𝑑

𝑑𝑡

)︂−𝑘/2

−

𝑇 (𝑡;𝐵)𝑣0
sh 𝑡

=

=

√
𝜋

Γ(𝑘/2)
sh1−𝑘 𝑡

∞̂

𝑡

(ch 𝑠−ch 𝑡)𝑘/2−1𝑇 (𝑠;𝐵)𝑣0 𝑑𝑠. (31)

Сходимость интеграла в (31) при 𝜔 > |𝑘/2− 1| обеспечена условием 𝑘 > 0 и неравен-
ством (30). Действительно, учитывая интеграл 2.4.14.1 из [18], получаем оценку

‖𝑄𝑘(𝑡;𝐵)‖⩽ ϒ
√
𝜋

Γ(𝑘/2)
sh1−𝑘 𝑡

∞̂

𝑡

(ch 𝑡−ch 𝑠)𝑘/2−1𝑒−𝜔𝑡 𝑑𝑠⩽ϒ
√
2 sh1/2−𝑘/2 𝑡 𝑄

𝑘/2−1/2
𝜔−1/2 (ch 𝑡), (32)

где 𝑄
𝑘/2−1/2
𝜔−1/2 (·) — присоединённая функция Лежандра второго рода, которая при 𝑡→+∞

стремится к нулю, поскольку при 𝑡→∞ главный член асимптотики функции 𝑄
𝑘/2−1/2
𝜔−1/2 (ch 𝑡)

имеет вид 𝑐0 ch
−𝜔−1/2 𝑡 с некоторой постоянной 𝑐0 (см., например, [20, § 7]).

В частности, если 𝐵 ∈R, 𝐵< 0, то 𝑇 (𝑡;𝐵)= 𝑒𝐵𝑡 и (см. интеграл 2.4.14.1 из [18])

𝑄𝑘(𝑡;𝐵)=−𝑖
√
2 exp

{︂
𝑘𝜋

2
𝑖

}︂
sh1/2−𝑘/2 𝑡𝑄

𝑘/2−1/2
−𝐵−1/2(ch 𝑡). (33)

Операторная функция 𝑄𝑘(𝑡;𝐵) представляет собой результат применения оператора пре-
образования T̂𝑘,0 к убывающей полугруппе 𝑇 (𝑡;𝐵) и называется присоединённой опера-
торной функцией Лежандра (ПОФЛ), а равенство (29) означает, что при 𝑞 = 0 функция
𝑢(𝑡)=𝑄𝑘(𝑡;𝐵)𝑣0 удовлетворяет уравнению (1). Таким образом, справедлива

Теорема 3 [8]. Пусть 𝑘 > 0, 𝑞=0, 𝑣0 ∈𝐷(𝐴) и оператор 𝐴 представим в виде 𝐴=𝐵2,
где 𝐵 — генератор 𝐶0-полугруппы 𝑇 (𝑡;𝐵), допускающей оценку (30) при 𝜔> |𝑘/2−1|. Тогда
определяемая равенством (31) функция 𝑢𝑘,0(𝑡)=𝑄𝑘(𝑡;𝐵)𝑣0 удовлетворяет уравнению (1).
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5. ОПЕРАТОР ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПО ИНДЕКСАМ 𝑘, 𝑞
ДЛЯ НЕПОЛНОЙ ЗАДАЧИ КОШИ

Построим далее оператор преобразования, с помощью которого по известному решению
𝑢𝑘,0(𝑡)=𝑄𝑘(𝑡;𝐵)𝑣0 определим решение 𝑢𝑘,𝑞(𝑡) уравнения (1) при 𝑞 > 0. Пусть

Ψ𝑘,𝑞𝑢(𝑡)= sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)𝑢(𝑡). (34)

В этом случае для определения оператора преобразования вместо равенств (6), (7) следует
соответственно использовать соотношения

𝐿−𝑘,2−𝑞Ψ𝑘,𝑞𝑢(𝑡)=Ψ𝑘,𝑞𝐿𝑘,𝑞𝑢(𝑡), (35)

𝐿𝑘,𝑞+2𝛼

(︂
1

sh(2𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︂𝛼
−
𝑢(𝑡)=

(︂
1

sh(2𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︂𝛼
−
𝐿𝑘,𝑞𝑢(𝑡), 𝛼∈R. (36)

Равенство (36) справедливо для экспоненциально убывающих функций 𝑢(𝑡). Таким об-
разом, определяемый формулой (34) оператор Ψ𝑘,𝑞 и определяемый равенством (26) при
𝑔(𝑡)= ch(2𝑡)/2 оператор (sh−1(2𝑡) 𝑑/𝑑𝑡)𝛼− осуществляют движение оператора 𝐿𝑘,𝑞 по второму
индексу. Пусть

T̂0,𝑞 𝑢(𝑡)=Ψ0,2−𝑞

(︂
1

sh(2𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︂−𝑞/2

−

𝑢(𝑡)

sh(2𝑡)
, (37)

тогда при 𝑘> 0, 𝑞 > 0 для экспоненциально убывающих функций 𝑢(𝑡) из соотношений (35),
(36) вытекает равенство

𝐿𝑘,𝑞 sh
−𝑘 𝑡 T̂0,𝑞 sh

𝑘 𝑡 𝑢(𝑡)= sh−𝑘 𝑡 T̂0,𝑞 sh
𝑘 𝑡 𝐿𝑘,0𝑢(𝑡), (38)

которое означает, что построен оператор преобразования

T̂𝑘,𝑞 =sh−𝑘 𝑡 T̂0,𝑞 sh
𝑘 𝑡 T̂𝑘,0, (39)

сплетающий операторы 𝐿𝑘,𝑞 и 𝑑2/𝑑𝑡2, т.е. для экспоненциально убывающих функций 𝑢(𝑡)
справедливо равенство

𝐿𝑘,𝑞 T̂𝑘,𝑞 𝑢(𝑡)= T̂𝑘,𝑞 𝑢
′′(𝑡). (40)

Действительно, в силу равенств (29), (37)–(40) имеем

𝐿𝑘,𝑞 T̂𝑘,𝑞 𝑢(𝑡)=𝐿𝑘,𝑞 sh
−𝑘 𝑡 T̂0,𝑞 sh

𝑘 𝑡 T̂𝑘,0 𝑢(𝑡)= sh−𝑘 𝑡 T̂0,𝑞 sh
𝑘 𝑡 𝐿𝑘,0 T̂𝑘,0 𝑢(𝑡)=

= sh−𝑘 𝑡 T̂0,𝑞 sh
𝑘 𝑡 T̂𝑘,0 𝑢

′′(𝑡)= T̂𝑘,𝑞 𝑢
′′(𝑡).

Как и в случае равенств (6), (7), (9), используя для оператора 𝐿𝑘,𝑞 представление (4),
соотношения (35), (36), (38) устанавливаются непосредственной проверкой.

6. НЕПОЛНАЯ ЗАДАЧА КОШИ

Равенство (40) означает, что при 𝑣0 ∈𝐷(𝐵2) функция

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)= T̂𝑘,𝑞 𝑇 (𝑡;𝐵)𝑣0=sh−𝑘 𝑡 T̂0,𝑞 sh
𝑘 𝑡 T̂𝑘,0 𝑇 (𝑡;𝐵)𝑣0=

=
21−𝑞/2

Γ(𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

∞̂

𝑡

(ch(2𝑠)−ch(2𝑡))𝑞/2−1 sh𝑘 𝑠𝑄𝑘(𝑠;𝐵)𝑣0 𝑑𝑠, (41)
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которую с учётом (31) можно также представить в виде

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)=
21−𝑞/2√𝜋

Γ(𝑘/2)Γ(𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)
×

×
∞̂

𝑡

(ch(2𝑠)−ch(2𝑡))𝑞/2−1 sh 𝑠

∞̂

𝑠

(ch 𝜏−ch 𝑠)𝑘/2−1𝑇 (𝜏 ;𝐵)𝑣0 𝑑𝜏 𝑑𝑠=

=
21−𝑞/2√𝜋

Γ(𝑘/2)Γ(𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

∞̂

𝑡

𝑇 (𝜏 ;𝐵)𝑣0

𝜏ˆ

𝑡

sh 𝑠(ch 𝜏−ch 𝑠)𝑘/2−1(ch(2𝑠)−ch(2𝑡))𝑞/2−1 𝑑𝑠 𝑑𝜏, (42)

удовлетворяет уравнению (1), поскольку в силу (40)

𝐿𝑘,𝑞𝑢𝑘,𝑞(𝑡)=𝐿𝑘,𝑞 T̂𝑘,𝑞 𝑇 (𝑡;𝐵)𝑣0= T̂𝑘,𝑞 𝑇
′′(𝑡)𝑣0=𝐵2 T̂𝑘,𝑞 𝑇 (𝑡;𝐵)𝑣0=𝐴𝑢𝑘,𝑞(𝑡).

Так же как и в (20), внутренний интеграл в представлении (42) можно вычислить, и
тогда решение уравнения (1) запишется как

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)=
21−𝑘/2−𝑞/2√𝜋

Γ(𝑘/2+𝑞/2) ch𝑘/2 𝑡 sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)
×

×
∞̂

𝑡

(ch(2𝜏)−ch(2𝑡))𝑘/2+𝑞/2−1
2𝐹1

(︂
𝑘

2
+𝑞−1,

𝑘

2
;
𝑘+𝑞

2
;
ch 𝑡−ch 𝜏

2 ch 𝑡

)︂
𝑇 (𝜏 ;𝐵)𝑣0 𝑑𝜏. (43)

Как уже было отмечено, главный член асимптотики функции 𝑄
𝑘/2−1/2
𝜔−1/2 (ch 𝑡) имеет вид

𝑐0 ch
−𝜔−1/2 𝑡 с некоторой постоянной 𝑐0, поэтому при 𝜔>max{𝑘/2+𝑞−2, |1−𝑘/2|}, как следует

из представления (20) и соотношений (12), (13), функция 𝑢𝑘,𝑞(𝑡) удовлетворяет предельным
равенствам

lim
𝑡→∞

‖𝑢(𝑡)‖= lim
𝑡→∞

‖𝑢′(𝑡)‖= lim
𝑡→∞

‖𝑢′′(𝑡)‖=0.

Выясним теперь, какому начальному условию при 𝑡=0 удовлетворяет функция (43). Если
0<𝑘+𝑞<1, 𝑣0∈𝐸, то в силу оценки (32) и теоремы Лебега после очевидных преобразований
получим

lim
𝑡→0

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)= lim
𝑡→0

21−𝑘/2−𝑞/2√𝜋 𝑡
Γ(𝑘/2+𝑞/2) ch𝑘/2 𝑡 sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

∞̂

1

(ch(2𝑡𝜉)−ch(2𝑡))𝑘/2+𝑞/2−1×

×2𝐹1

(︂
𝑘

2
+𝑞−1,

𝑘

2
;
𝑘+𝑞

2
;
ch 𝑡−ch(𝑡𝜉)

2 ch 𝑡

)︂
𝑇 (𝑡𝜉;𝐵)𝑣0 𝑑𝜉=

=
21−𝑞√𝜋

Γ(𝑘/2+𝑞/2)

∞̂

1

(𝜉2−1)𝑘/2+𝑞/2−1𝑣0 𝑑𝜉=
Γ(1/2−𝑘/2−𝑞/2)

2𝑞
𝑣0.

Таким образом, справедлива следующая
Теорема 4. Пусть 𝑘 > 0, 𝑞 > 0, 𝑘+𝑞 < 1 и оператор 𝐴 представим в виде 𝐴=𝐵2, где

𝐵 — генератор 𝐶0-полугруппы 𝑇 (𝑡;𝐵), допускающей оценку (30) при 𝜔> 1−𝑘/2. Тогда при
любом выборе 𝑢0 ∈𝐷(𝐴) функция

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)=
2𝑞/2+1

Γ(𝑞/2)Γ(1−𝑘/2−𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

∞̂

𝑡

(ch(2𝑠)−ch(2𝑡))𝑞/2−1 sh𝑘 𝑠𝑄𝑘(𝑠;𝐵)𝑢0 𝑑𝑠
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является решением уравнения (1), удовлетворяющим условиям

𝑢(0)=𝑢0, lim
𝑡→∞

‖𝑢(𝑡)‖= lim
𝑡→∞

‖𝑢′(𝑡)‖= lim
𝑡→∞

‖𝑢′′(𝑡)‖=0.

Далее при 𝑘 > 0, 𝑞 > 0, 𝑘+ 𝑞 ⩾ 1 для 𝑣0 ∈𝐷(𝐴) аналогично найдём предел при 𝑡→ 0
производной функции 𝑢𝑘,𝑞(𝑡) с весом 𝑡𝑘+𝑞. Имеем

lim
𝑡→0

𝑡𝑘+𝑞𝑢′𝑘,𝑞(𝑡)=
21−𝑞√𝜋

Γ(𝑘/2+𝑞/2)
lim
𝑡→0

𝑡𝑘+𝑞 𝑑

𝑑𝑡

∞̂

1

(𝜉2−1)𝑘/2+𝑞/2−1𝑇 (𝑡𝜉;𝐵)𝑣0 𝑑𝜉=

=
21−𝑞√𝜋

(𝑘+𝑞)Γ(𝑘/2+𝑞/2)
lim
𝑡→0

𝑡𝑘+𝑞+1

∞̂

1

(𝜉2−1)𝑘/2+𝑞/2𝑇 (𝑡𝜉;𝐵)𝐵2𝑣0 𝑑𝜉.

Предел последнего интеграла, с учётом существования дробной степени у оператора −𝐵
(см., например, [14, с. 96]), был найден в [8], в результате получим

lim
𝑡→0

𝑡𝑘+𝑞𝑢′𝑘,𝑞(𝑡)=−2𝑘/2Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2)(−𝐵)1−𝑘−𝑞𝑣0.

На основании предыдущих рассуждений справедливо следующее утверждение.
Теорема 5. Пусть 𝑘>0, 𝑞>0, 𝑘+𝑞⩾1, оператор 𝐴 представим в виде 𝐴=𝐵2, где 𝐵 —

генератор 𝐶0-полугруппы 𝑇 (𝑡;𝐵), допускающей оценку (30) при 𝜔>max{𝑘/2+𝑞−2, |1−𝑘/2|},
и, кроме того, 𝑢1 ∈𝐷((−𝐵)𝑘+𝑞+1). Тогда функция

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)=
21−𝑞/2−𝑘

Γ(𝑞/2)Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)
×

×
∞̂

𝑡

(ch(2𝑠)−ch(2𝑡))𝑞/2−1 sh𝑘 𝑠𝑄𝑘(𝑠;𝐵)(−𝐵)𝑘+𝑞−1𝑢1 𝑑𝑠 (44)

является решением уравнения (1), удовлетворяющим условиям

lim
𝑡→0

𝑡𝑘𝑢′(𝑡)=𝑢1, lim
𝑡→∞

‖𝑢(𝑡)‖= lim
𝑡→∞

‖𝑢′(𝑡)‖= lim
𝑡→∞

‖𝑢′′(𝑡)‖=0. (45)

Пример 2. Пусть 𝑘> 0, 𝑞=2 и оператор 𝐴 представим в виде 𝐴=𝐵2, где 𝐵 — генера-
тор 𝐶0-полугруппы 𝑇 (𝑡;𝐵), допускающей оценку (30) при 𝜔>max{𝑘/2, |1−𝑘/2|}. Тогда по
формуле (44) после вычисления внутреннего интеграла будем иметь

𝑢𝑘,2(𝑡)=

√
𝜋

Γ(𝑘/2) sh𝑘 𝑡 sh(2𝑡)

∞̂

𝑡

𝑇 (𝜏 ;𝐵)𝑣0

𝜏ˆ

𝑡

sh 𝑠(ch 𝜏−ch 𝑠)𝑘/2−1 𝑑𝑠 𝑑𝜏 =

=

√
𝜋

Γ(𝑘/2+1) sh𝑘 𝑡 sh(2𝑡)

∞̂

𝑡

(ch 𝜏−ch 𝑡)𝑘/2𝑇 (𝜏 ;𝐵)𝑣0 𝑑𝜏 =
1

2 ch 𝑡
𝑄𝑘+2(𝑡;𝐵)𝑣0, (46)

где 𝑄𝑘+2(𝑡;𝐵) — ПОФЛ (см. (11)),

𝑣0=− (−𝐵)𝑘+1𝑢1

2𝑘/2+1Γ(𝑘/2+3/2)
. (47)

Функция (46) является решением задачи (1), (45).
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Пример 3. Пусть 𝑘>0, 𝑞>0, 𝑘+𝑞⩾1, 𝐵∈R, 𝐵<−max{𝑘/2+𝑞−2, |1−𝑘/2|}, 𝑇 (𝑡;𝐵)=𝑒𝐵𝑡,
тогда ПОФЛ имеет вид (см. (33))

𝑄𝑘(𝑡;𝐵)=𝜇𝑘 sh
1/2−𝑘/2 𝑡𝑄

𝑘/2−1/2
−𝐵−1/2(ch 𝑡), 𝜇𝑘 =−𝑖

√
2 exp

{︂
𝑘𝜋

2
𝑖

}︂
.

Учитывая интеграл 2.18.4.3 из [16], после очевидных преобразований из равенств (41),
(47) получаем

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)=
21−𝑞/2𝜇𝑘

Γ(𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

∞̂

𝑡

(ch(2𝑠)−ch(2𝑡))𝑞/2−1 sh𝑘/2+1/2 𝑠𝑄
𝑘/2−1/2
−𝐵−1/2(ch 𝑠)𝑣0 𝑑𝑠=

=
𝜇𝑘

Γ(𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

∞̂

𝑡

(𝜉2−ch2 𝑡)𝑞/2−1(𝜉2−1)𝑘/4−1/4𝑄
𝑘/2−1/2
−𝐵−1/2(𝜉)𝑣0 𝑑𝜉=

=− Γ(−𝐵/2−𝑘/4+1/2)Γ(−𝐵/2−𝑘/4−𝑞/2+1)

23𝑘/2+𝑞Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2)Γ(1−𝐵) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1 2𝑡 ch𝑘/2−𝑞−𝐵+1 𝑡
×

×2𝐹1(−𝐵/2−𝑘/4+1/2,−𝐵/2−𝑘/4−𝑞/2+1; 1−𝐵; ch−2 𝑡)(−𝐵)𝑘+𝑞−1𝑢1. (48)

Функция (48) является решением задачи (1), (45).
В частном случае если в уравнении (1) 𝑘= 𝑞=2, 𝐵 <−1, то решение задачи (1), (45)

имеет вид

𝑢2,2(𝑡)=
𝐵2(𝐵 sh 𝑡−ch 𝑡)

3(𝐵2−1) sh2 𝑡 sh(2𝑡)
𝑒𝐵𝑡𝑢1.
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ВВЕДЕНИЕ

Известно [1, гл. 4], что если правая часть параболического уравнения второго поряд-
ка принадлежит анизотропному пространству Гёльдера 𝐶 𝑙,𝛼(𝐷̄), 𝑙 ⩾ 2, 𝛼 ∈ (0, 1), в слое
𝐷=R𝑛×(0, 𝑇 ), 0<𝑇 <∞, а начальное условие — классу 𝐶 𝑙+2,𝛼(R𝑛), то ограниченное клас-
сическое решение задачи Коши будет принадлежать пространству 𝐶 𝑙+2,𝛼(𝐷̄). Однако для
целого показателя гладкости (в частности, при 𝛼=1), когда правая часть такого уравнения
принадлежит пространствам Липшица 𝐶 𝑙,1(𝐷̄), данное утверждение перестаёт быть верным,
что вытекает из примера для уравнения Лапласа [2, гл. 4]. В этом случае для уравнения
теплопроводности установлено [3], что решение задачи Коши принадлежит более широкому,
чем 𝐶 𝑙+2,1(𝐷̄), параболическому пространству Зигмунда 𝐻𝑙+3(𝐷̄). В статье [4] аналогичный
результат получен для решений параболических уравнений второго порядка с переменными
коэффициентами из весовых анизотропных пространств Зигмунда.

Теория разрешимости задачи Коши для параболических систем в пространствах Гёльдера
построена достаточно полно. В работе [5] доказана однозначная разрешимость задачи Коши
и получены точные оценки её решения для параболических систем порядка 2𝑝 в слое 𝐷
в классе гёльдеровских функций 𝐶 𝑙,𝛼(𝐷̄). Для неограниченной по 𝑡 области в [6] получена
шкала гладкости решений задачи Коши в весовом пространстве Гёльдера 𝐶𝑘,𝛼

𝜆

(︀
R𝑛+1
+

)︀
, 𝑘⩾2𝑝,

допускающем не более чем показательный рост при 𝑡→+∞ решения и его производных.
Для параболических систем второго порядка с коэффициентами, удовлетворяющими усло-

виям Дини, в работах [7, 8] установлена единственность классического решения задачи Коши
в классе Тихонова с пространственными производными первого и второго порядков из класса
Тихонова в каждом слое R𝑛×(𝑡1, 𝑇 ], 𝑡1∈ (0, 𝑇 ). В [9] исследован характер гладкости решений
задачи Коши для одномерной по пространственной переменной 𝑥 однородной параболиче-
ской системы второго порядка, коэффициенты которой удовлетворяют двойному условию
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Дини, а начальное условие непрерывно и ограничено вместе со своими первой и второй
производными, и показано, что в этом случае классическое решение задачи имеет ограни-
ченные и непрерывные производные по 𝑥 до второго порядка включительно и первые — по
аргументу 𝑡.

В работах [10, 11] методом параболических потенциалов получена шкала гладкости клас-
сического решения задачи Коши в анизотропных пространствах Зигмунда для параболиче-
ской по Петровскому системы второго порядка с постоянными коэффициентами.

В настоящей статье построена шкала гладкости решения задачи Коши для равномерно
параболической в смысле Петровского системы второго порядка с переменными коэффици-
ентами из анизотропного пространства Зигмунда 𝐻𝑙(𝐷̄), 𝑙∈N. Получена априорная оценка
решения в этом пространстве. Разрешимость задачи Коши для рассматриваемой системы
в пространстве Зигмунда выводится из разрешимости задачи Коши для системы с по-
стоянными коэффициентами в том же пространстве методом продолжения по параметру.
Установлена принадлежность решения задачи Коши анизотропному пространству Зигмунда
𝐻𝑙+2(𝐷̄) при условии, что правая часть системы и начальное условие принадлежат соответ-
ствующим пространствам Зигмунда. Вместе со шкалой Гёльдера 𝐶 𝑙+2,𝛼(𝐷̄), 0<𝛼< 1, для
решений задачи Коши получается шкала, в которой показатель гладкости принимает как
целые, так и нецелые значения.

Решения эллиптической системы уравнений в пространстве R𝑛 могут быть получены из
решений соответствующей параболической системы интегрированием по временно́й перемен-
ной от 0 до +∞ (метод спуска). Однако для сходимости интеграла требуется накладывать
некоторые условия на коэффициенты системы. Методом спуска также могут быть найдены
оценки фундаментальной матрицы решений эллиптической системы [12, гл. 1, § 7]. В рабо-
те [13] предложен метод получения оценок фундаментальных решений для эллиптического
уравнения, использующий оценки для фундаментального решения параболического уравне-
ния только в конечном по 𝑡 слое. Используя идею этой работы, мы приводим здесь простой
способ получения априорных оценок для решений эллиптических систем, опирающийся на
существование и единственность (в определённом классе) решения соответствующей задачи
для параболической системы лишь в ограниченной по 𝑡 области. Из установленных оценок
для параболической задачи Коши мы выводим априорные оценки решений эллиптических
систем в изотропных пространствах Зигмунда. Для одного эллиптического уравнения про-
извольного порядка с коэффициентами из класса 𝐶∞ оценки решений краевых задач в
пространствах Зигмунда получены в [14, § 4.3].

1. НЕОБХОДИМЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

Положим 𝑥= (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛, 𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑛), |𝑘|= 𝑘1+ . . .+𝑘𝑛. Задача Коши для па-
раболической системы второго порядка с переменными коэффициентами рассматривается в
слое 𝐷𝑇 =R𝑛×(0, 𝑇 ), 0<𝑇 <+∞.

Для вектор-функции 𝑔 = (𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) введём следующие обозначения первой и второй
разностей по аргументу 𝑥:

Δ𝑥𝑔(𝑥)= 𝑔(𝑥+Δ𝑥)−𝑔(𝑥), Δ2
𝑥𝑔(𝑥)= 𝑔(𝑥+2Δ𝑥)−2𝑔(𝑥+Δ𝑥)+𝑔(𝑥).

Разности первого и второго порядков для функции 𝑔 по аргументу 𝑡 определяются анало-
гичным образом.

Обозначим пространство 𝐻0(𝐷𝑇 )=𝐿∞(𝐷𝑇 ) с нормой |𝑔|0,𝐷𝑇
=vrai sup𝐷𝑇

|𝑔|. Пусть

[𝑔]1,𝐷𝑇
=sup

𝐷𝑇

|Δ2
𝑥𝑔(𝑥, 𝑡)|
|Δ𝑥|

+sup
𝐷𝑇

|Δ𝑡𝑔(𝑥, 𝑡)|
|Δ𝑡|1/2

.
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Положим для 𝛼=1, 2

⟨𝑔⟩𝛼,𝐷𝑇
=sup

𝐷𝑇

|Δ𝛼
𝑡 𝑔(𝑥, 𝑡)|
|Δ𝑡|𝛼/2

;

для целых 𝑎⩾ 2

[𝑔]𝑎,𝐷𝑇
=

∑︁
|𝑘|+2𝑠=𝑎−1

[︀
𝜕𝑘𝑥𝜕

𝑠
𝑡 𝑔
]︀
1,𝐷𝑇

, ⟨𝑔⟩𝛼,𝐷𝑇
=

∑︁
|𝑘|+2𝑠=𝑎−2

⟨︀
𝜕𝑘𝑥𝜕

𝑠
𝑡 𝑔
⟩︀
2,𝐷𝑇

;

для натуральных 𝑎

|𝑔|𝑎,𝐷𝑇
= sup

𝐷𝑇
|𝑘|+2𝑠⩽𝑎−1

|𝜕𝑘𝑥𝜕𝑠𝑡 𝑔(𝑥, 𝑡)|+[𝑔]𝑎,𝐷𝑇
+⟨𝑔⟩𝛼,𝐷𝑇

.

Через 𝐻𝑎(𝐷̄𝑇 ) обозначим пространства Зигмунда функций 𝑔, определённых в слое 𝐷̄𝑇

и имеющих в нём все производные 𝜕𝑘𝑥𝜕
𝑠
𝑡 𝑔, причём |𝑘|+2𝑠<𝑎, величина |𝑔|𝑎,𝐷𝑇

конечна.
Обозначим через 𝐻𝑎(R𝑛), 𝑎 ∈N, изотропные пространства Зигмунда для функций, за-

висящих только от переменной 𝑥; норму в 𝐻𝑎(R𝑛) можно определить через уже введённые
нормы в пространстве 𝐻𝑎(𝐷̄𝑇 ) как |𝑣|𝑎,R𝑛 = |𝑣|𝑎,𝐷𝑇

.

2. ЗАДАЧА КОШИ

В слое 𝐷𝑇 для параболического оператора 𝐿 = (𝐿1, . . . , 𝐿𝑚)𝑇 и вектор-функции 𝑢 =
=(𝑢1, . . . , 𝑢𝑚)𝑇 , где

𝐿𝑖𝑢=
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

−
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑟,𝑠=1

𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠(𝑥, 𝑡)
𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑟𝜕𝑥𝑠

−
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑟=1

𝑏𝑖𝑗𝑟(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑟

−
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑗 ,

начальной вектор-функции 𝜓 = (𝜓1, . . . 𝜓𝑚)𝑇 и правой части 𝑓 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑚)𝑇 рассмотрим
задачу Коши

𝐿𝑢= 𝑓, 𝑢|𝑡=0=𝜓. (1)

Предполагаем, что система (1) равномерно параболическая в слое 𝐷̄𝑇 в смысле Петров-
ского [12, с. 9] и для некоторого натурального 𝑙 выполняются условия

𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠, 𝑏𝑖𝑗𝑟, 𝑐𝑖𝑗 ∈𝐻𝑙(𝐷̄𝑇 ), |𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠|𝑙,𝐷𝑇
, |𝑏𝑖𝑗𝑟|𝑙,𝐷𝑇

, |𝑐𝑖𝑗 |𝑙,𝐷𝑇
⩽𝐴. (2)

Теорема 1. Пусть 𝑙 ∈ N, для коэффициентов равномерно параболической по Петров-
скому системы (1) выполнены условия (2) и 𝑓 ∈𝐻𝑙(𝐷̄𝑇 ), 𝜓 ∈𝐻𝑙+2(R𝑛). Тогда классическое,
ограниченное в слое 𝐷̄𝑇 вместе со своими пространственными производными до второго
порядка включительно, решение задачи Коши (1) принадлежит пространству 𝐻𝑙+2(𝐷̄𝑇 ) и
справедлива оценка

|𝑢|𝑙+2,𝐷𝑇
⩽𝐶(|𝑓 |𝑙,𝐷𝑇

+ |𝜓|𝑙+2,R𝑛),

где константа 𝐶 зависит от 𝑚, 𝑛, 𝑙, 𝑇 , 𝐴 и константы из условия равномерной парабо-
личности оператора 𝐿.

Замечание 1. Единственность решения задачи Коши (1) в классе функций, ограничен-
ных в 𝐷𝑇 вместе со своими пространственными производными до второго порядка вклю-
чительно, следует из [7, 8].

Замечание 2. Существование решения задачи Коши (1) из анизотропного пространства
Гёльдера 𝐶 𝑙+1,𝛼(𝐷̄𝑇 ) для любого 𝛼 ∈ (0, 1) при наложенных условиях на данные задачи
вытекает из [5].
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Доказательство теоремы 1. Будем следовать известной идее о представлении операто-
ра с переменными коэффициентами как возмущения оператора с постоянными коэффициен-
тами, “замороженными” в некоторой точке. Для параболических уравнений второго порядка
такой подход для построения шкалы гладкости решений задачи Коши в пространствах
Зигмунда был использован в [4].

Пусть 𝑙=1 и младшие коэффициенты оператора в левой части системы (1) отсутству-
ют, т.е.

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

−
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑟,𝑠=1

𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠(𝑥, 𝑡)
𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑟𝜕𝑥𝑠

= 𝑓𝑖(𝑥, 𝑡), 𝑖=1, 𝑛.

Достаточно доказать утверждение теоремы в слое 𝐷𝜏 , где 𝜏 > 0 — достаточно малое
число. Если в слое 𝐷𝜏 вектор-функция 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) является решением задачи Коши (1), то
𝑢*𝑖 (𝑥, 𝑡)=𝑢(𝜏1/2𝑥, 𝜏𝑡) является в слое 𝐷1 решением задачи

𝜕𝑢*𝑖
𝜕𝑡

−
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑚∑︁
𝑟,𝑠=1

𝑎*𝑖𝑗𝑟𝑠(𝑥, 𝑡)
𝜕2𝑢*𝑗
𝜕𝑥𝑟𝜕𝑥𝑠

= 𝑓*𝑖 , 𝑢*𝑖 |𝑡=0=𝜓*
𝑖 ,

где 𝑎*𝑖𝑗𝑟𝑠(𝑥, 𝑡)= 𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠(𝜏
1/2𝑥, 𝜏𝑡), 𝑓*𝑖 (𝑥, 𝑡)= 𝜏−1𝑓𝑖(𝜏

1/2𝑥, 𝜏𝑡), 𝜓*
𝑖 (𝑥)=𝜓𝑖(𝜏

1/2𝑥).
Так как пространство Зигмунда 𝐻1(R𝑛) непрерывно вложено в пространство Гёльдера

𝐶1/2(R𝑛) [15, гл. 4], то справедливо неравенство

[𝑎*𝑖𝑗𝑟𝑠(·, 𝑡)]1/2,R𝑛 = sup
𝑥∈R𝑛, |Δ𝑥|>0

|Δ𝑥𝑎
*
𝑖𝑗𝑟𝑠(𝑥, 𝑡)|

|Δ𝑥|1/2
= 𝜏1/4[𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠(·, 𝜏 𝑡)]1/2,R𝑛 ⩽

⩽𝐶𝜏1/4|𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠|1,𝐷𝜏 ⩽𝐶𝐴𝜏1/4, 0⩽ 𝑡⩽ 1.

Поэтому, чтобы доказать включение 𝑢∈𝐻3(𝐷̄𝜏 ), достаточно установить требуемое утвер-
ждение в слое 𝐷1 при условии, что система (1) удовлетворяет условию равномерной пара-
боличности в смысле Петровского и полунормы коэффициентов в пространстве Зигмунда
достаточно малы:

[𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠]1,𝐷1 ⩽𝐴𝜏1/2, [𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠(·, 𝑡)]1/2,R𝑛 ⩽𝐶𝐴𝜏1/4, 0⩽ 𝑡⩽ 1. (3)

Покажем, что при достаточно малых 𝜏 из условий 𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠∈𝐻1(𝐷̄1), (2), (3) и равномерной
параболичности системы для любой функции 𝑢∈𝐻3(𝐷̄1) имеет место априорная оценка

|𝑢|3,𝐷1 ⩽𝐶
(︀
|𝐿𝑢|1,𝐷1 + |𝑢(·, 0)|3,R𝑛

)︀
. (4)

Тогда разрешимость задачи Коши для системы (1) в пространстве 𝐻3(𝐷̄1) выводится из
априорной оценки (4) и существования решения задачи для системы с постоянными коэф-
фициентами [11] методом продолжения по параметру [2, гл. 5].

Пусть функция 𝜍 ∈𝐶∞(R𝑛), 0⩽ 𝜍(𝑥)⩽ 1, причём 𝜍(𝑥)=0 при |𝑥|⩾ 2 и 𝜍(𝑥)=1 при |𝑥|⩽ 1.
Для 𝑅⩾ 1 и 𝜉 ∈R𝑛 положим 𝜍𝜉𝑅(𝑥) = 𝜍(𝑅−1(𝑥−𝜉)). Обозначим через 𝐺𝑅(𝑃 ) = {(𝑥, 𝑡)∈R𝑛+1:
|𝑥− 𝜉| < 𝑅, 0 < 𝑡 < 1} цилиндр радиуса 𝑅 в слое 𝐷1 с осью, проходящей через точку
𝑃 . Зафиксируем функцию 𝑢 ∈𝐻3(𝐷̄1), точку 𝑃 = (𝜉, 𝜒) ∈𝐷1 и число 𝑅 ⩾ 1. Параболиче-
ский оператор с коэффициентами, “замороженными” в точке 𝑃 , обозначим через 𝐿(𝑃 ) =
= (𝐿1(𝑃 ), . . . , 𝐿𝑚(𝑃 )), где

𝐿𝑖(𝑃 )=
𝜕

𝜕𝑡
−

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑟,𝑠=1

𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠(𝑃 )
𝜕2

𝜕𝑥𝑟𝜕𝑥𝑠
.
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Использовав оценку решений задачи Коши в пространстве Зигмунда 𝐻3(𝐷̄1) для од-
нородной параболической системы второго порядка с постоянными коэффициентами [11],
получим

|𝜍𝑃𝑅𝑢|3,𝐷1 ⩽𝐶
(︀
|𝜍𝜉𝑅𝑢(·, 0)|3,R𝑛 + |𝐿(𝑃 )(𝜍𝑃𝑅𝑢)|1,𝐷1

)︀
⩽

⩽𝐶
(︀
|𝜍𝜉𝑅𝑢(·, 0)|3,R𝑛 + |𝜍𝑃𝑅𝐿𝑢|1,𝐷1 + |𝜍𝑃𝑅 (𝐿−𝐿(𝑃 ))𝑢|1,𝐷1 +𝑅

−1|𝑢|3,𝐷1

)︀
⩽

⩽𝐶

(︂
|𝑢(·, 0)|3,R𝑛 + |𝐿𝑢|1,𝐷1 +

𝑛∑︁
𝑟,𝑠=1

⃒⃒⃒⃒
𝜍𝑃𝑅 (𝑎𝑟𝑠−𝑎𝑟𝑠(𝑃 ))

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑟𝜕𝑥𝑠

⃒⃒⃒⃒
1,𝐷1

+𝑅−1|𝑢|3,𝐷1

)︂
. (5)

Оценка первых двух слагаемых в правой части неравенства (5) получена с помощью
соответствующих неравенств для функции 𝜍𝜉𝑅𝑢(·, 0)∈𝐻3(R𝑛) из леммы 1 [4]. Для третьего
слагаемого из неравенства (5) применим оценку [4] для нормы произведения⃒⃒⃒⃒

𝜍𝑃𝑅 (𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠−𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠(𝑃 ))
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑟𝜕𝑥𝑠

⃒⃒⃒⃒
1,𝐷1

=

⃒⃒⃒⃒
𝜍𝑃𝑅 (𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠−𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠(𝑃 ))

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑟𝜕𝑥𝑠

⃒⃒⃒⃒
1,𝐺4𝑅(𝑃 )

⩽

⩽𝐶|𝜍𝑃𝑅 |1,𝐺8𝑅(𝑃 )|𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠−𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠(𝑃 )|1,𝐺16𝑅(𝑃 )

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑟𝜕𝑥𝑠

⃒⃒⃒⃒
1,𝐺16𝑅(𝑃 )

⩽

⩽𝐶|𝜍𝑃𝑅 |1,𝐷1 |𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠−𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠(𝑃 )|1,𝐺16𝑅(𝑃 )|𝑢|3,𝐷1 .

Норма |𝜍𝑃𝑅 |1,𝐷1 ограничена сверху константой, не зависящей от 𝑃 и 𝑅⩾ 1. С учётом (3)
имеем

|(𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠−𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠(𝑃 ))|0,𝐺16𝑅(𝑃 )⩽𝐶[𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠(·, 𝜒)]1/2,R𝑛𝜏1/4𝑅1/2+[𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠]1,𝐷1 ⩽𝐶𝐴(𝜏1/4𝑅1/2+𝜏1/2),

|𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠−𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠(𝑃 )|1,𝐺16𝑅(𝑃 )= [𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠]1,𝐺16𝑅(𝑃 )⩽ [𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠]1,𝐷1 ⩽𝐴𝜏1/2.

Тогда неравенство (5) примет вид

|𝜍𝑃𝑅𝑢|3,𝐷1 ⩽𝐶
(︀
|𝑢(·, 0)|3,R𝑛 + |𝐿𝑢|1,𝐷1 +(𝜏1/4𝑅1/2+𝜏1/2+𝑅−1)|𝑢|3,𝐷1

)︀
,

где 𝐶 не зависит от 𝑅, 𝑃 , 𝜏 . Используя неравенство |𝑢|3,𝐷1 ⩽ sup𝑃∈𝐷1
|𝜍𝑃𝑅𝑢|3,𝐷1 [4], заключаем,

что
|𝑢|3,𝐷1 ⩽𝐶

(︀
|𝑢(·, 0)|3,R𝑛 + |𝐿𝑢|1,𝐷1 +(𝜏1/4𝑅1/2+𝜏1/2+𝑅−1)|𝑢|3,𝐷1

)︀
.

Выбирая сначала 𝑅 достаточно больши́м, а затем 𝜏 настолько малым, чтобы множитель
при |𝑢|3,𝐷1 в правой части последнего неравенства стал равным 1/2, получаем (4).

Теперь докажем утверждение теоремы для 𝑙=1 при наличии в параболическом опера-
торе 𝐿 младших коэффициентов 𝑏𝑖𝑗𝑟, 𝑐𝑖𝑗 ∈𝐻1(𝐷̄𝑇 ). Зафиксируем некоторое число 𝛼∈ (0, 1).
Так как при 𝑙∈N пространства Зигмунда 𝐻𝑙(𝐷̄𝑇 ) вложены в параболические пространства
Гёльдера 𝐶 𝑙−1,𝛼(𝐷̄𝑇 ) [15, гл. 4], то задача (1) является задачей Коши с коэффициентами и
правой частью из пространства 𝐶0,𝛼(𝐷̄𝑇 ) и начальной функцией из 𝐶2,𝛼(R𝑛). Тогда решение
задачи Коши 𝑢∈𝐶2,𝛼(𝐷̄𝑇 ) и для его нормы в этом пространстве справедлива оценка [5]

|𝑢|2+𝛼,𝐷𝑇
⩽𝐶(|𝑓 |𝛼,𝐷𝑇

+ |𝜓|2+𝛼,R𝑛)⩽𝐶(|𝑓 |1,𝐷𝑇
+ |𝜓|3,R𝑛).

Рассмотрим оператор 𝐿0=(𝐿01, . . . , 𝐿0𝑚)𝑇 , где

𝐿0𝑖𝑢=
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

−
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑚∑︁
𝑟,𝑠=1

𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠(𝑥, 𝑡)
𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑟𝜕𝑥𝑠

.
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Тогда

𝐿0𝑢= 𝑓𝑖+
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑚∑︁
𝑟,𝑠=1

𝑏𝑖𝑗𝑟(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑟

+𝑐𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖=𝐹 ∈𝐻1(𝐷̄𝑇 )

и справедливо неравенство |𝐹 |1,𝐷𝑇
⩽ 𝐶(|𝑓 |1,𝐷𝑇

+ |𝜓|3,R𝑛). По предыдущему 𝑢 ∈ 𝐻3(𝐷̄𝑇 ) и
|𝑢|3,𝐷𝑇

⩽𝐶(|𝑓 |1,𝐷𝑇
+ |𝜓|3,R𝑛). Таким образом, утверждение теоремы установлено для 𝑙=1.

Для 𝑙⩾ 2 доказательство проведём по индукции. Достаточно доказать оценки для про-
изводных решения по 𝑥. Пусть теорема справедлива для некоторого 𝑙⩾ 1 и 𝑓 ∈𝐻𝑙+1(𝐷̄𝑇 ),
𝜓 ∈𝐻𝑙+3(R𝑛). Тогда производные 𝜕𝑢/𝜕𝑥𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛, являются в слое 𝐷𝑇 решениями задач
Коши

𝐿𝑤𝑗 =𝐹𝑗 , 𝑤𝑗 |𝑡=0=
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑗
,

где правые части системы

𝐹𝑗 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
+𝐿

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
− 𝜕(𝐿𝑢)

𝜕𝑥𝑗

содержат пространственные производные 𝑢 порядка не выше второго. По предположению
индукции

𝐹𝑗 ∈𝐻𝑙(𝐷̄𝑇 ), |𝐹𝑗 |𝑙,𝐷𝑇
⩽𝐶

(︂⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑙,𝐷𝑇

+ |𝑓 |𝑙,𝐷𝑇
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑙+2,R𝑛

)︂
.

Отсюда имеем
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
∈𝐻𝑙+2(𝐷̄𝑇 ),

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑙+2,𝐷𝑇

⩽𝐶(|𝑓 |𝑙+1,𝐷𝑇
+ |𝜓|𝑙+3,R𝑛).

Теорема доказана.

3. АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ В R𝑛

Рассмотрим равномерно эллиптический по Петровскому оператор ℒ=(ℒ1, . . . ,ℒ𝑚)𝑇 , дей-
ствующий на вектор-функции 𝑣(𝑥)= (𝑣1(𝑥), . . . , 𝑣𝑚(𝑥))𝑇 , где

ℒ𝑖𝑣=

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑟,𝑠=1

𝑎𝑖𝑗𝑟𝑠(𝑥)
𝜕2𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑟𝜕𝑥𝑠

+

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑟=1

𝑏𝑖𝑗𝑟(𝑥)
𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑟

+

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗(𝑥)𝑣𝑗 , 𝑖=1,𝑚.

Теорема 2. Пусть 𝑙 ∈ N, коэффициенты равномерно эллиптического по Петровскому
оператора ℒ и вектор-функция 𝑓 принадлежат пространству Зигмунда 𝐻𝑙(R𝑛). Если
вектор-функция 𝑣 ∈𝐻𝑙+2(R𝑛) является в R𝑛 решением системы ℒ𝑣 = 𝑓 , то справедлива
оценка

|𝑣|𝑙+2,R𝑛 ⩽𝐶(|𝑣|0,R𝑛 + |𝑓 |𝑙,R𝑛).

Доказательство. Установим утверждение теоремы для 𝑙=1. Рассмотрим равномерно-
параболический по Петровскому оператор 𝐿 = 𝜕𝑡−ℒ. Функция 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡𝑣(𝑥) является в
слое 𝐷1 решением задачи Коши

𝐿𝑢= 𝑣(𝑥)− 𝑡𝑓(𝑥)= 𝑔(𝑥, 𝑡), 𝑢|𝑡=0=0. (6)

По теореме 1

|𝑣|3,R𝑛 = |𝑢(·, 1)|3,R𝑛 ⩽ |𝑢|3,𝐷1 ⩽𝐶|𝑔|1,𝐷1 ⩽𝐶(|𝑣|1,𝐷1 + |𝑡𝑓 |1,𝐷1)⩽𝐶(|𝑣|1,R𝑛 + |𝑓 |1,R𝑛).

Чтобы избавиться от нормы |𝑣|1,R𝑛 в правой части последнего неравенства, воспользуемся
представлением решения в виде объёмного потенциала: в силу единственности [12, гл. 3,
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§ 2] решения задачи Коши (6) в анизотропном пространстве Гёльдера 𝐶2,𝛼(𝐷̄1), 0<𝛼< 1,
оно может быть записано в виде

𝑢(𝑥, 𝑡)=

𝑡ˆ

0

ˆ

R𝑛

Γ(𝑥, 𝑡, 𝑦, 𝜏)𝑔(𝑦, 𝜏) 𝑑𝑦 𝑑𝜏,

где Γ(𝑥, 𝑡, 𝑦, 𝜏) — фундаментальная матрица решений оператора 𝐿. Используя для неё оценки
[12, гл. 1], имеем

|𝜕𝑘𝑥𝑢(𝑥,𝑡)|⩽ |𝑔|0,𝐷1

𝑡ˆ

0

ˆ

R𝑛

|𝜕𝑘𝑥Γ(𝑥,𝑡,𝑦,𝜏)| 𝑑𝑦 𝑑𝜏⩽𝐶|𝑔|0,𝐷1

𝑡ˆ

0

ˆ

R𝑛

(𝑡−𝜏)−(𝑛+|𝑘|)/2exp

{︂
−𝑐 |𝑥−𝑦|

2

𝑡−𝜏

}︂
𝑑𝑦 𝑑𝜏⩽

⩽𝐶𝑡1−|𝑘|/2|𝑔|0,𝐷1 ⩽𝐶(|𝑣|0,R𝑛 + |𝑓 |0,R𝑛), |𝑘|⩽1, (𝑥,𝑡)∈𝐷̄1,

откуда вытекает оценка

|𝑣|1,R𝑛 ⩽𝐶

(︂
|𝑣|0,R𝑛 +

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝜕𝑖𝑣|0,R𝑛

)︂
=𝐶

(︂
|𝑢(·, 1)|0,R𝑛 +

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝜕𝑖𝑢(·, 1)|0,R𝑛

)︂
⩽𝐶(|𝑣|0,R𝑛 + |𝑓 |0,R𝑛).

Для 𝑙 ⩾ 2 доказательство по индукции. Пусть утверждение теоремы справедливо для
некоторого 𝑙⩾1, коэффициенты оператора ℒ и вектор-функция 𝑓 принадлежат пространству
𝐻𝑙+1(R𝑛), а функция 𝑣 ∈𝐻𝑙+3(R𝑛) — решение системы ℒ𝑣= 𝑓 . Снова используя теорему 1,
получаем

|𝑣|𝑙+3,R𝑛=|𝑢(·,1)|𝑙+3,R𝑛⩽|𝑢|𝑙+3,𝐷1⩽𝐶|𝑔|𝑙+1,𝐷1⩽𝐶(|𝑣|𝑙+1,𝐷1+|𝑡𝑓 |𝑙+1,𝐷1)⩽

⩽𝐶(|𝑣|𝑙+1,R𝑛+|𝑓 |𝑙+1,R𝑛)⩽𝐶(|𝑣|𝑙+2,R𝑛+|𝑓 |𝑙+1,R𝑛)⩽

⩽𝐶(|𝑣|0,R𝑛+|𝑓 |𝑙,R𝑛+|𝑓 |𝑙+1,R𝑛)⩽𝐶(|𝑣|0,R𝑛+|𝑓 |𝑙+1,R𝑛).

Теорема доказана.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В задачах газовой динамики встречается уравнение Монжа–Ампера [1–3] вида

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
−
(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦

)︂2

=𝐺(𝑥, 𝑦), (1)

где 𝑢=𝑢(𝑥, 𝑦) — искомая, а 𝐺(𝑥, 𝑦) — заданная функции; левая часть уравнения является
определителем матрицы Гессе (гессианом) [4, с. 200] от функции двух переменных. Как
отмечено в [1], уравнения газовой динамики для плоских одномерных течений с переменной
энтропией можно свести к уравнению Монжа–Ампера (1), используя метод (преобразование)
М.Х. Мартина [5]. В справочниках [2, с. 774–786; 3, с. 98–107] приведены некоторые частные
решения уравнения (1), а также указаны общие решения в параметрическом виде для случаев
𝐺=0 и 𝐺=const< 0.

В монографии [6] изучается многомерное уравнение Монжа–Ампера относительно неиз-
вестной функции любого числа переменных

det𝐻(𝑢)= 𝑓(x, 𝑢, 𝑢𝑥1 , . . . , 𝑢𝑥𝑛), (2)

где 𝑢 = 𝑢(x) — искомая функция переменной x ∈ R𝑛, 𝑛 ∈ N, 𝑛 ⩾ 2; 𝐻(𝑢) = 𝜕2𝑢/𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗 —
матрица Гессе 𝑛-го порядка; 𝑢𝑥𝑖 — частная производная по переменной 𝑥𝑖, 𝑖=1, 𝑛. Отметим,
что в случае 𝑛=2 точные решения уравнения (2) для некоторых правых частей указаны
в [2, с. 787–793; 3, с. 107–111].

Уравнение Монжа–Ампера и его различные обобщения исследовались методами группо-
вого анализа в работах [7, 8], где в ряде случаев были представлены их точные решения.
Для построения точных решений нестационарных уравнений математической физики типа
Монжа–Ампера в последнее время успешно применяется метод редукции [9], при этом воз-
можно эффективное использование метода разделения переменных [9, 10].
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В данной статье рассматривается обобщённое уравнение Монжа–Ампера для случая 𝑛
пространственных переменных

det𝐻(𝑢)= 𝑓(x, 𝑢,∇𝑢,Δ𝑢), (3)

где ∇𝑢 — градиент, Δ𝑢 — оператор Лапласа в R𝑛. Класс уравнений вида (3) имеет ряд
важных приложений. Так, например, в геофизике исследуют задачу построения поля солено-
идального ветра {𝑣, 𝑤}, согласованного с характеризующим атмосферное давление заданным
геопотенциалом Φ(𝑥, 𝑦), посредством так называемого уравнения баланса ветра и давления
следующего вида [11]:

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦+
1

2
𝑙(𝑥, 𝑦)Δ𝑢+𝑎(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥+𝑏(𝑥, 𝑦)𝑢𝑦 =

1

2
ΔΦ(𝑥, 𝑦), (4)

где 𝑢(𝑥, 𝑦) — искомая функция тока (𝑢𝑥 = 𝑣, 𝑢𝑦 = 𝑤); 𝑙(𝑥, 𝑦), 𝑎(𝑥, 𝑦), 𝑏(𝑥, 𝑦) — заданные
функции. Отметим, что в статье [12] рассматривались точные решения дифференциального
уравнения

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦+a ·∇𝑢=0, a∈R2,

являющегося частным случаем уравнений (2) и (4).
В литературе, посвященной задачам дифференциальной геометрии, часто встречается

частный случай уравнения (3) следующего вида [13]:

det𝐻(𝑢)= 𝑓(x, |∇𝑢|2). (5)

Например, к (5) относится дифференциальное уравнение гауссовой кривизны. Известно [14,
с. 10], что гауссова кривизна 𝐾(x) графика функции 𝑢(x) в R𝑛 в точке (x, 𝑢(x)) задаётся
соотношением

𝐾(x)=
det𝐻(𝑢)

(1+ |∇𝑢|2)(𝑛+2)/2
, (6)

которое можно рассматривать как уравнение Монжа–Ампера относительно неизвестной
функции 𝑢(x). В [11] рассматривается гиперболическое уравнение Монжа–Ампера

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦+𝜙2(𝑥, 𝑦)(1+𝑢2𝑥+𝑢
2
𝑦)

2=0 (7)

для отрицательной гауссовой кривизны 𝐾(𝑥, 𝑦)=−𝜙2(𝑥, 𝑦); там же отмечается, что уравнение
баланса и давления (4) при заданной правой части можно свести к уравнению (7).

Основной целью данной статьи является построение точных решений многомерного урав-
нения (3) в предположении, что 𝑓(x, 𝑢,∇𝑢,Δ𝑢)≡𝑓(𝜉, 𝑢, |∇𝑢|2,Δ𝑢), при этом аргумент 𝜉=𝜉(x)
является квадратичной функцией вида

𝜉=
1

2
(𝐴x,x), x∈R𝑛, (8)

где 𝐴 — числовая симметричная 𝑛×𝑛-матрица. Ранее квадратичная функция (8) успешно
использовалась авторами для построения точных решений многомерных систем уравнений
реакции–диффузии, эллиптических уравнений и многомерных систем эллиптических урав-
нений со степенными нелинейностями [15, 16].
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2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Для построения точных решений уравнения (3) нам понадобится формула, являющаяся
результатом следующей леммы.

Лемма 1. Пусть 𝐹 (𝑧) — произвольная дважды непрерывно дифференцируемая веще-
ственная функция. Тогда для любой симметричной матрицы 𝐴, задающей квадратичную
форму 𝜉=(𝐴x,x)/2, для гессиана функции 𝐹 (𝜉)=𝐹 ((𝐴x,x)/2) справедлива формула

det

(︂
𝜕2𝐹 (𝜉)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

)︂
=det𝐴

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑛−1[︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
, 𝑖, 𝑗=1, 𝑛, (9)

где det𝐴 — определитель матрицы 𝐴.
Доказательство. Формулу (9), используя обозначение

det

(︂
𝜕2𝐹 (𝜉)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

)︂
=Θ𝑘, 𝑖, 𝑗=1, 𝑘,

запишем как

Θ𝑘 =det𝐴𝑘

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑘−1(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
, 𝜉=

1

2
(𝐴𝑘x,x), x∈R𝑘, (10)

где 𝐴𝑘 — симметрическая числовая матрица порядка 𝑘.
Для доказательства (10) применим метод математической индукции. Так как нас инте-

ресуют только многомерные решения, то случай 𝑘=1 рассматривать не будем, хотя и здесь
формула (10) останется справедливой. Считаем что матрица 𝐴1 состоит из одного элемента
𝑎11, который и является её определителем. В справедливости формулы (10) при 𝑘=2 мож-
но убедиться непосредственным вычислением гессиана от функции 𝐹 (𝜉), где аргумент 𝜉 и
определитель матрицы 𝐴2 имеют вид

𝜉=
1

2
𝑎11𝑥

2
1+𝑎12𝑥1𝑥2+

1

2
𝑎22𝑥

2
2, det𝐴2= 𝑎11𝑎22−𝑎212.

Предположим, что формула (10) выполнена для некоторого натурального 𝑘⩾ 2, и дока-
жем, что справедлива формула

Θ𝑘+1=det𝐴𝑘+1

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑘(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
, 𝜉=

1

2
(𝐴𝑘+1x,x), x∈R𝑘+1, (11)

для натурального числа 𝑘+1. Формально равенство (11) получается из (10) заменой 𝑘 на
число 𝑘+1, однако используемая в этих формулах одна и та же буква 𝜉 разная по смыслу.
В (11) Θ𝑘+1 — определитель матрицы Гесса (𝑘+1)-го порядка от функции 𝐹 (𝜉). Разложим
его по элементам (𝑘+1)-й строки:

Θ𝑘+1=

𝑘+1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑘+1+𝑗Θ𝑘,𝑗𝐹𝑥𝑘+1𝑥𝑗 . (12)

Здесь Θ𝑘,𝑗 — миноры элементов 𝐹𝑥𝑘+1𝑥𝑗 матрицы Гесса
(︀
𝐹𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝜉)

)︀
𝑖,𝑗=1,𝑘+1

, являющиеся опреде-
лителями соответствующих матриц 𝑘-го порядка, которые получаются из исходной матрицы
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Гесса (𝑘+1)-го порядка вычеркиванием (𝑘+1)-й строки и 𝑗-го столбца. Для вычисления
этих определителей будем использовать следующие формулы:

Θ𝑘,𝑗 =det𝐴𝑘,𝑗

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑘−1(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
−

−(−1)𝑘+1+𝑗𝑥𝑘+1𝑥𝑗 det𝐴𝑘+1

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑘−1𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
, 𝑗=1, 𝑘+1. (13)

Здесь 𝐴𝑘,𝑗 — матрицы 𝑘-го порядка, которые получаются из симметричной матрицы 𝐴𝑘+1

(𝑘+1)-го порядка вычеркиванием (𝑘+1)-й строки и 𝑗-го столбца. В справедливости фор-
мул (13) можно убедиться непосредственным вычислением определителей Θ𝑘,𝑗 для любых
натуральных 𝑘 и 𝑗=1, 𝑘+1.

Покажем, как получаются формулы (13) для случая 𝑘 = 2. При 𝑘 = 2 формула (11)
принимает вид

Θ3=det𝐴3

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂2(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
, 𝜉=

1

2
(𝐴3x,x), x∈R3. (14)

С другой стороны, из (12) имеем

Θ3=(−1)3+1Θ2,1𝐹𝑥3𝑥1 +(−1)3+2Θ2,2𝐹𝑥3𝑥2 +(−1)3+3Θ2,3𝐹𝑥3𝑥3 .

Вычислив частные производные 𝐹𝑥𝑖𝑥𝑗 , с учётом (14) перепишем последнее равенство как

(−1)3+1Θ2,1

[︂
𝑎13

𝑑𝐹

𝑑𝜉
+
𝜕𝜉

𝜕𝑥3

𝜕𝜉

𝜕𝑥1

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
+(−1)3+2Θ2,2

[︂
𝑎23

𝑑𝐹

𝑑𝜉
+
𝜕𝜉

𝜕𝑥3

𝜕𝜉

𝜕𝑥2

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
+

+(−1)3+3Θ2,3

[︂
𝑎33

𝑑𝐹

𝑑𝜉
+

(︂
𝜕𝜉

𝜕𝑥3

)︂2𝑑2𝐹
𝑑𝜉2

]︂
=det𝐴3

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂2(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
. (15)

Теперь в (15) заменим выражение для определителя матрицы 𝐴3 равенством

det𝐴3=(−1)3+1𝑎13 det𝐴2,1+(−1)3+2𝑎23 det𝐴2,2+(−1)3+3𝑎33 det𝐴2,3,

при этом будем предполагать, что 𝑎13 ̸= 0, 𝑎23 ̸= 0, 𝑎33 ̸= 0, иначе имеем det𝐴3 = 0. Тогда
равенство (15) запишем следующим образом:

(−1)3+1𝑎13

[︂
Θ2,1−det𝐴2,1

𝑑𝐹

𝑑𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂]︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+

+(−1)3+2𝑎23

[︂
Θ2,2−det𝐴2,2

𝑑𝐹

𝑑𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂]︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+

+(−1)3+3𝑎33

[︂
Θ2,3−det𝐴2,3

𝑑𝐹

𝑑𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂]︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+

+

{︂
(−1)3+1Θ2,1

𝜕𝜉

𝜕𝑥3

𝜕𝜉

𝜕𝑥1
+(−1)3+2Θ2,2

𝜕𝜉

𝜕𝑥3

𝜕𝜉

𝜕𝑥2
+(−1)3+3Θ2,3

(︂
𝜕𝜉

𝜕𝑥3

)︂2}︂𝑑2𝐹
𝑑𝜉2

=0. (16)

По определению для миноров Θ2,𝑗 (𝑗=1, 2, 3) имеют место формулы

Θ2,1≡𝐹𝑥1𝑥2𝐹𝑥2𝑥3 −𝐹𝑥1𝑥3𝐹𝑥2𝑥2 , Θ2,2≡𝐹𝑥1𝑥1𝐹𝑥2𝑥3 −𝐹𝑥1𝑥3𝐹𝑥2𝑥1 ,

Θ2,3≡𝐹𝑥1𝑥1𝐹𝑥2𝑥2 −𝐹𝑥1𝑥2𝐹𝑥2𝑥1 .
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Непосредственным вычислением находим

Θ2,1=Ξ1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
𝑑𝐹

𝑑𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
+(𝑎12𝑎23−𝑎13𝑎22)

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂2
,

Θ2,2=Ξ2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
𝑑𝐹

𝑑𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
+(𝑎11𝑎23−𝑎12𝑎13)

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂2
,

Θ2,3=Ξ3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
𝑑𝐹

𝑑𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
+(𝑎11𝑎22−𝑎212)

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂2
,

где введены обозначения

Ξ1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)= 2𝜉(𝑎12𝑎23−𝑎13𝑎22)−𝑥1𝑥3 det𝐴3,

Ξ2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)= 2𝜉(𝑎11𝑎23−𝑎12𝑎13)+𝑥2𝑥3 det𝐴3,

Ξ3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)= 2𝜉(𝑎11𝑎22−𝑎212)−𝑥23 det𝐴3.

C учётом этих соотношений выражение в фигурных скобках равенства (16) примет вид
𝑥3(𝑥1𝑎13+𝑥2𝑎23+𝑥3𝑎33) det𝐴3(𝑑𝐹/𝑑𝜉)

2, тогда равенство (16) после несложных преобразований
можно записать как

(−1)3+1𝑎13

[︂
Θ2,1−det𝐴2,1

𝑑𝐹

𝑑𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
+(−1)3+1𝑥1𝑥3 det𝐴3

𝑑𝐹

𝑑𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+

+(−1)3+2𝑎23

[︂
Θ2,2−det𝐴2,2

𝑑𝐹

𝑑𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
+(−1)3+2𝑥2𝑥3 det𝐴3

𝑑𝐹

𝑑𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+

+(−1)3+3𝑎33

[︂
Θ2,3−det𝐴2,3

𝑑𝐹

𝑑𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
+(−1)3+3𝑥23 det𝐴3

𝑑𝐹

𝑑𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
=0.

Так как 𝑑𝐹/𝑑𝜉 ̸=0, то для того чтобы последнее равенство обратилось в тождество, мы
должны потребовать равенства нулю всех трёх выражений, стоящих в квадратных скобках.
Таким образом, получены формулы (13) для случая 𝑘=2. Аналогичные рассуждения можно
провести для любого 𝑘⩾ 2.

С учётом формул (13) равенство (12) запишем в виде

Θ𝑘+1=

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑘−1[︂(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
Ω𝑘+1−det𝐴𝑘+1

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
Φ𝑘+1

]︂
, (17)

где

Ω𝑘+1=
𝑘+1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑘+1+𝑗 det𝐴𝑘,𝑗𝐹𝑥𝑘+1𝑥𝑗 , Φ𝑘+1=𝑥𝑘+1

𝑘+1∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗𝐹𝑥𝑘+1𝑥𝑗 . (18)

Вычислим

𝐹𝑥𝑘+1𝑥𝑗 =
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1

𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑗
+𝑎𝑘+1,𝑗

𝑑𝐹

𝑑𝜉
, 𝑗=1, 𝑘+1,

и подставим их в формулы (18):

Ω𝑘+1=
𝑑𝐹

𝑑𝜉

[︂𝑘+1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑘+1+𝑗𝑎𝑘+1,𝑗 det𝐴𝑘,𝑗

]︂
+
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1

{︂𝑘+1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑘+1+𝑗 det𝐴𝑘,𝑗
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑗

}︂
, (19)

Φ𝑘+1=𝑥𝑘+1

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

[︂𝑘+1∑︁
𝑗=1

𝑎𝑘+1,𝑗𝑥𝑗

]︂
+
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1

{︂𝑘+1∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑗

}︂)︂
. (20)
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Выражение в квадратных скобках равенства (19) является определителем симметричной
матрицы 𝐴𝑘+1. C учётом очевидных соотношений

𝜕𝜉

𝜕𝑥1
= 𝑎11𝑥1+𝑎12𝑥2+ . . .+𝑎1,𝑘+1𝑥𝑘+1, . . . ,

𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1
= 𝑎1,𝑘+1𝑥1+𝑎2,𝑘+1𝑥2+ . . .+𝑎𝑘+1,𝑘+1𝑥𝑘+1

в выражении в фигурных скобках равенства (19) сгруппируем слагаемые относительно пе-
ременных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘+1:

𝑘+1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑘+1+𝑗 det𝐴𝑘,𝑗
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑗
=𝑥1

[︀
(−1)𝑘+1+1𝑎11 det𝐴𝑘,1+(−1)𝑘+1+2𝑎12 det𝐴𝑘,2+ . . .

. . .+(−1)𝑘+1+𝑘𝑎1𝑘 det𝐴𝑘,𝑘+(−1)𝑘+1+𝑘+1𝑎1,𝑘+1 det𝐴𝑘,𝑘+1

]︀
+ . . .

. . .+𝑥𝑘+1

[︀
(−1)𝑘+1+1𝑎1,𝑘+1 det𝐴𝑘,1+(−1)𝑘+1+2𝑎2,𝑘+1 det𝐴𝑘,2+ . . .

. . .+(−1)𝑘+1+𝑘𝑎𝑘,𝑘+1 det𝐴𝑘,𝑘+(−1)𝑘+1+𝑘+1𝑎𝑘+1,𝑘+1 det𝐴𝑘,𝑘+1

]︀
.

Так как выражения в квадратных скобках при переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 равны нулю, а
выражение при переменной 𝑥𝑘+1 является определителем симметричной матрицы 𝐴𝑘+1, то
из (19) имеем

Ω𝑘+1=det𝐴𝑘+1

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+𝑥𝑘+1

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1

)︂
. (21)

Сумма в квадратных скобках равенства (20) — первая частная производная функции 𝜉
по переменной 𝑥𝑘+1, а выражение в фигурных скобках в (20) равно 2𝜉, следовательно,

Φ𝑘+1=𝑥𝑘+1

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1
. (22)

Подставив соотношения (21) и (22) в (17), получим равенства

Θ𝑘+1=

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑘−1[︂(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
det𝐴𝑘+1

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+𝑥𝑘+1

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1

)︂
−

−det𝐴𝑘+1
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
𝑥𝑘+1

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1

]︂
=

=det𝐴𝑘+1

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑘−1(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂[︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+𝑥𝑘+1

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1
−𝑥𝑘+1

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1

]︂
=

=det𝐴𝑘+1

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑘(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
.

Таким образом, получена формула (11). Лемма доказана.
Точные решения уравнения (3) будем искать в следующем виде:

𝑢(x)=𝐹 (𝜉), (23)

где аргумент 𝜉 задаётся формулой (8), а условия на функцию 𝐹 (𝜉) определены в лемме 1.
В случае когда правая часть уравнения (3) будет явно зависеть от лапласиана (квадрата

градиента искомой функции), необходимо подобрать матрицу 𝐴 в классе симметричных
матриц таким образом, чтобы для функции (8) выполнялось равенство

|∇𝜉|2=𝜎𝜉, (24)

где 𝜎 ̸=0 — некоторая постоянная.
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Лемма 2. Пусть 𝐸𝑛 — диагональная матрица, у которой на диагонали произвольным
образом расположены 𝑚∈{1, 2, . . . , 𝑛} единиц и 𝑛−𝑚 нулей, 𝑆 — произвольная ортогональная
матрица. Тогда для функции (8) с симметричной матрицей 𝐴 вида

𝐴=
𝜎

2
𝑆𝐸𝑛𝑆

𝑇 (25)

справедливо равенство (24).
Доказательство. Непосредственным вычислением проверяется справедливость равенств

|∇𝜉|2=(𝐴x, 𝐴x)=

(︂
𝐴2x,x

)︂
=

(︂
𝜎2

4
(𝑆𝐸𝑛𝑆

𝑇 )2x,x

)︂
=
𝜎2

4
(𝑆𝐸2

𝑛𝑆
𝑇x,x)=

=
𝜎

2

(︂
𝜎

2
𝑆𝐸𝑛𝑆

𝑇x,x

)︂
=
𝜎

2
(𝐴x,x)=𝜎𝜉.

Лемма доказана.
При 𝑚<𝑛 определитель матрицы (25) равен нулю. Поэтому прежде всего рассмотрим

случай 𝐸𝑛=𝐸, где 𝐸 — единичная матрица. При этом имеем

𝜉(x)=
𝜎

4
‖x‖2, x∈R𝑛. (26)

Здесь ‖·‖ — евклидова норма в пространстве R𝑛.
Теорема 1. Если при некотором 𝜎 ̸= 0 функция 𝐹 (𝜉) удовлетворяет обыкновенному

дифференциальному уравнению (ОДУ)(︂
𝜎

2

)︂𝑛(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

)︂𝑛−1[︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
= 𝑓

(︂
𝜉, 𝐹,

𝑑𝐹

𝑑𝜉
,
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
, (27)

где

𝑓

(︂
𝜉, 𝐹,

𝑑𝐹

𝑑𝜉
,
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
≡ 𝑓

(︂
𝜉, 𝐹, 𝜎𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂2
,
𝜎

2

(︂
𝑛
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂)︂
,

то обобщённое уравнение Монжа–Ампера (3) обладает точным решением (23), (26).
Доказательство. Пусть функция 𝜉(x) определяется соотношением (26), тогда из фор-

мулы (23) прямыми вычислениями находим

|∇𝑢|2=𝜎𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂2
, Δ𝑢=

𝜎

2

(︂
𝑛
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
, det𝐴=

(︂
𝜎

2

)︂𝑛
.

С учётом этих соотношений и формулы (9) после подстановки решения (23) в уравнение (3)
придём к ОДУ (27). Теорема доказана.

Заметим, что если правая часть уравнения (3) не зависит от частных производных
искомой функции, то для построения точных решений обобщённого уравнения Монжа–
Ампера [17]

det𝐻(𝑢)= 𝑓(𝜉, 𝑢) (28)

необходимости в виде (23) в условии (24) нет. В этом случае имеет место
Теорема 2. Уравнение (28) имеет точное решение (23), где аргумент задаётся фор-

мулой (8), а функция 𝐹 (𝜉) удовлетворяет ОДУ

det𝐴

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑛−1[︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
= 𝑓(𝜉, 𝐹 ).

Справедливость этой теоремы вытекает непосредственно из формулы (9).
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3. ПРИМЕРЫ

Пример 1. Рассмотрим уравнение гауссовой кривизны (6) в двумерном координатном
пространстве:

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦 =𝐾(𝑥, 𝑦)(1+𝑢2𝑥+𝑢
2
𝑦)

2, 𝑢=𝑢(𝑥, 𝑦). (29)

Точные решения уравнения (29) будем искать в виде (23). Так как 𝑛=2, то (23) с учётом
формулы (26) примет вид

𝑢(𝑥, 𝑦)=𝐹 (𝜉), 𝜉=
𝜎

4
(𝑥2+𝑦2). (30)

Хорошо известно [14, с. 138], что гауссова кривизна 𝐾(𝑥, 𝑦) поверхности равна нулю в
параболических точках и точках уплощения, положительна в эллиптических и отрицательна
в гиперболических точках. Поэтому рассмотрим все три случая.

1. Пусть 𝐾 =0. Тогда из формулы (9) с учётом равенства det𝐴=𝜎2/4 получим

𝜎2

4

𝑑𝐹

𝑑𝜉

[︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
=0.

Легко убедиться, что решением этого ОДУ является функция 𝐹 (𝜉)=𝐶1
√
𝜉+𝐶2, где 𝐶1 ̸=0

и 𝐶2 — константы интегрирования. По теореме 1 частным точным решением уравнения
𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦 =0 будет функция

𝑢(𝑥, 𝑦)=
𝐶1

√
𝜎

2

√︀
𝑥2+𝑦2+𝐶2.

2. Пусть 𝐾>0. Обозначим 𝐾(𝑥, 𝑦)=𝐾(𝜉). По теореме 1 точным решением уравнения (29)
является функция (30), где 𝐹 (𝜉) удовлетворяет нелинейному ОДУ второго порядка

𝜎2

4

𝑑𝐹

𝑑𝜉

[︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
=𝐾(𝜉)

(︂
1+𝜎𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂2)︂2
. (31)

С помощью замены 𝑑𝐹/𝑑𝜉 =
√︀
𝑍(𝜉) ОДУ (31) сводится к дифференциальному уравнению

первого порядка

𝑍+𝜉
𝑑𝑍

𝑑𝜉
=

4

𝜎2
𝐾(𝜉)(1+𝜎𝜉𝑍)2,

общее решение которого задаётся формулой

𝑍(𝜉)=−
4
´
𝐾(𝜉) 𝑑𝜉+𝜎(1−𝐶1)

𝜎𝜉(4
´
𝐾(𝜉) 𝑑𝜉−𝜎𝐶1)

.

Следовательно, общее решение ОДУ (31) имеет вид

𝐹 (𝜉)=±
ˆ (︂

−
4
´
𝐾(𝜉) 𝑑𝜉+𝜎(1−𝐶1)

𝜎𝜉(4
´
𝐾(𝜉) 𝑑𝜉−𝜎𝐶1)

)︂1/2
𝑑𝜉+𝐶2, (32)

где 𝐶1, 𝐶2 — произвольные постоянные.
Заметим, что при выводе формулы (32) мы не делали никаких предположений отно-

сительно функции 𝐾(𝜉), т.е она может быть и постоянной. Если 𝐾(𝜉)≡ 𝑘2 > 0, где 𝑘 —
постоянная, то интеграл (32) вычисляется непосредственно и принимает громоздкий вид.
Однако можно подобрать постоянные так, чтобы найденные решения были вещественными
и достаточно компактными.
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Так, например, при 𝐶1=1, 𝐶2=0, 𝜎=−1 точным решением уравнения (29) будет функция

𝑢(𝑥, 𝑦)=± 1

|𝑘|
√︀
1−𝑘2(𝑥2+𝑦2), (33)

а при 𝐶1=3/2, 𝐶2=0, 𝜎=1 —

𝑢(𝑥, 𝑦)=± 1

|𝑘|
𝐸

(︂
1

3

√︀
9−6𝑘2(𝑥2+𝑦2),

√
6

2

)︂
,

где 𝐸(𝑧, 𝜈) — эллиптический интеграл 2-го рода.
3. Если 𝐾< 0, то точное решение (29) определяется также по формулам (30), (32).
Если 𝐾(𝜉)≡−𝑘2<0, то при 𝐶1=1, 𝐶2=0, 𝜎=−1 точным решение уравнения (29) будет

функция (33), при 𝐶1=0, 𝐶2=0, 𝜎=−1 — функция

𝑢(𝑥, 𝑦)=± 1

|𝑘|
√︀

1−𝑘2(𝑥2+𝑦2)± 1

2|𝑘|
ln

(︂√︀
1−𝑘2(𝑥2+𝑦2)−1√︀
1−𝑘2(𝑥2+𝑦2)+1

)︂
,

а при 𝐶1=−1, 𝐶2=0, 𝜎=1 —

𝑢(𝑥, 𝑦)=± 1

|𝑘|
𝐸

(︂√︂
1− 𝑘2

2
(𝑥2+𝑦2),

√
2

)︂
∓ 1

|𝑘|
𝐹

(︂√︂
1− 𝑘2

2
(𝑥2+𝑦2),

√
2

)︂
,

где 𝐹 (𝑧, 𝜈) и 𝐸(𝑧, 𝜈) — эллиптические интегралы 1-го и 2-го родов соответственно.
Теперь перейдём к рассмотрению случая, когда 𝐾(𝜉) — некоторая заданная функция

такая, что 𝐾(0) ̸= 0 и −∞ <𝐾(0) < +∞. Если, например, 𝐾(𝜉) = 𝜆(1+ 𝜉)−2, где 𝜆 ̸= 0 —
произвольная постоянная, то формула (32) запишется как

𝐹 (𝜉)=±
ˆ (︂

(1−𝐶1)𝜎(1+𝜉)−4𝜆

𝜎𝜉(4𝜆+𝜎𝐶1(1+𝜉))

)︂1/2
𝑑𝜉. (34)

Интеграл в (34) вычисляется точно и имеет громоздкий вид [18, с. 58]. Однако при опре-
делённом выборе констант интеграл (34) вычисляется в элементарных функциях.

Так, при 𝐶1=0, 𝜎=1, 𝐾(𝑥, 𝑦)=16𝜆(4+𝑥2+𝑦2)−2>0, 𝜆>0, точное решение уравнения (29)
определяется по формуле

𝑢(𝑥, 𝑦)=± 1

4
√
𝜆

[︂
Θ(𝑥, 𝑦)+(4𝜆−1) ln 2−(4𝜆−1) ln

(︂
1−4𝜆+

1

2
(𝑥2+𝑦2)+Θ(𝑥, 𝑦)

)︂]︂
,

Θ(𝑥, 𝑦)=
1

2

√︀
𝑥2+𝑦2

√︀
𝑥2+𝑦2+4−16𝜆.

Легко видеть, что при 𝜆=1/4 оно примет вид 𝑢(𝑥, 𝑦)= (𝑥2+𝑦2)/4.
При 𝐶1=1, 𝜎=4, 𝐾2(𝑥, 𝑦)=−(1+𝑥2+𝑦2)−2<0 точное решение уравнения (29) следующее:

𝑢(𝑥, 𝑦)=±1

2
ln(𝑥2+𝑦2).

Пример 2. Теперь рассмотрим уравнение гауссовой кривизны (6) в трёхмерном коор-
динатном пространстве:

det𝐻(𝑢)=𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑧)(1+𝑢2𝑥+𝑢
2
𝑦+𝑢

2
𝑧)

5/2, 𝑢=𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), (35)
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где
det𝐻(𝑢)≡𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦𝑢𝑧𝑧+2𝑢𝑥𝑦𝑢𝑥𝑧𝑢𝑦𝑧−𝑢𝑥𝑥𝑢2𝑦𝑧−𝑢𝑦𝑦𝑢2𝑥𝑧−𝑢𝑧𝑧𝑢2𝑥𝑦.

Точные решения уравнения (35) будем искать в виде

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)=𝐹 (𝜉), 𝜉=
𝜎

4
(𝑥2+𝑦2+𝑧2),

при этом по теореме 1 функция 𝐹 (𝜉) должна удовлетворять следующему ОДУ:(︂
𝜎

2

)︂3(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

)︂2[︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
=𝐾(𝜉)

(︂
1+𝜎𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂2)︂5/2
. (36)

Заменой 𝑑𝐹 (𝜉)/𝑑𝜉=𝑍(𝜉) ОДУ (36) сводится к дифференциальному уравнению первого
порядка (︂

𝜎

2

)︂3
𝑍2

(︂
𝑍+2𝜉

𝑑𝑍

𝑑𝜉

)︂
=𝐾(𝜉)

(︂
1+𝜎𝜉𝑍2

)︂5/2
,

умножив которое на (3/2)
√
𝜉, будем иметь

3

2

√︀
𝜉
𝑍2(𝑍+2𝜉𝑑𝑍/𝑑𝜉)

(1+𝜎𝜉𝑍2)5/2
=

12

𝜎3

√︀
𝜉𝐾(𝜉).

Заметим, что функция (3/2)
√
𝜉 является интегрирующим множителем, тогда последнее ра-

венство можно записать как

𝑑

𝑑𝜉

(︂
𝜉3/2𝑍3

(1+𝜎𝜉𝑍2)3/2

)︂
=

12

𝜎3

√︀
𝜉𝐾(𝜉).

Отсюда находим

𝜉3/2𝑍3

(1+𝜎𝜉𝑍2)3/2
=Φ(𝜉), Φ(𝜉)=

12

𝜎3

ˆ √︀
𝜉𝐾(𝜉) 𝑑𝜉+𝐶1, 𝐶1=const,

и, следовательно,

𝐹 (𝜉)=±
ˆ

Φ(𝜉)1/3 𝑑𝜉√︀
𝜉(1−𝜎Φ(𝜉)2/3)

+𝐶2, 𝐶2=const .

Очевидно, что не для каждой функции 𝐾(𝜉) вычисляется интеграл Φ(𝜉), а значит, и
𝐹 (𝜉). Но, например, при 𝐾1 = 𝜆3, где 𝜆 ̸= 0 — произвольная постоянная, точное решение
уравнения (35) имеет вид

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)=
1

𝜆

√︀
1−𝜆2(𝑥2+𝑦2+𝑧2),

а при 𝐾2(𝑥, 𝑦, 𝑧)= 27(𝑥2+𝑦2+𝑧2)3(9+(𝑥2+𝑦2+𝑧2)3)−5/2 —

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)=
1

12
(𝑥2+𝑦2+𝑧2)2.

Пример 3. Найдём частные точные решения следующего уравнения:

det𝐻(𝑢)=
𝛽

‖x‖2𝑘
Δ𝑢, 𝑢=𝑢(x), x∈R𝑛, (37)

где 𝑘, 𝛽 ̸=0 — произвольные параметры.
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Уравнение (37) при 𝑛=2 является частным случаем уравнения баланса ветра и давле-
ния (4). По теореме 1 точным решением уравнения (37) является функция (23), при этом
𝐹 (𝜉) удовлетворяет ОДУ(︂

𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑛−1[︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
=
𝐵

𝜉𝑘

[︂
𝑛

2

𝑑𝐹

𝑑𝜉
+𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
, 𝐵=

2𝑛𝛽𝜎𝑘+1−𝑛

4𝑘
. (38)

С помощью замены
𝑑𝐹

𝑑𝜉
= 𝜉−

𝑘
𝑛−1𝑍(𝜂), 𝜂= ln 𝜉, (39)

ОДУ (38) сводится к квадратуре
ˆ

2𝑍𝑛−1−𝐵
𝑏𝑍𝑛+𝑎𝐵𝑍

𝑑𝑍 = 𝜂+𝐶1, 𝑎=
𝑛

2
− 𝑘

𝑛−1
, 𝑏=

2𝑘

𝑛−1
−1. (40)

Интеграл в (40) легко вычисляется, при этом мы должны рассмотреть три случая.
1. Пусть 𝑎=0, 𝑏 ̸=0. Тогда 𝑘=𝑛(𝑛−1)/2, 𝑏=𝑛−1 и из формулы (40) получим

2

𝑛−1
ln𝑍+

𝐵

(𝑛−1)2
𝑍1−𝑛= 𝜂+𝐶1.

2. Если 𝑎 ̸=0, 𝑏=0, то 𝑘=(𝑛−1)/2, 𝑎=(𝑛−1)/2 и из формулы (40) находим

4

𝐵(𝑛−1)2
𝑍𝑛−1− 2

𝑛−1
ln𝑍 = 𝜂+𝐶1.

3. При 𝑎 ̸=0, 𝑏 ̸=0 получим

1

𝑛−1

(︂
2

𝑏
+

1

𝑎

)︂
ln(𝑍𝑛+𝑎𝐵𝑍)− 1

𝑛−1

(︂
2

𝑏
+
𝑛

𝑎

)︂
ln𝑍 = 𝜂+𝐶1.

Как видно, во всех трёх случаях функция 𝑍(𝜂) задаётся неявно трансцендентными
равенствами, первые два из которых разрешимы в явном виде с использованием специальной
функции Ламберта [19, с. 7]. Однако найти в явном виде функцию 𝐹 (𝜉) из соотношения (39)
возможно только при некоторых значениях параметров 𝑛, 𝑘. Например, при 𝑛= 2, 𝑘 = 1
в (37) уравнение

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦 =
𝛽

𝑥2+𝑦2
(𝑢𝑥𝑥+𝑢𝑦𝑦)

имеет частное точное решение

𝑢(𝑥, 𝑦)=− 𝛽

𝒲(𝑍(𝑥, 𝑦))
+𝛽 ln𝒲(𝑍(𝑥, 𝑦)), 𝑍(𝑥, 𝑦)=

𝛽√︀
𝜎(𝑥2+𝑦2)

,

где 𝜎 > 0 — произвольная постоянная, 𝒲(𝑍) — специальная функция Ламберта, которая
определяется как решение функционального уравнения 𝒲(𝑍) exp{𝒲(𝑍)}=𝑍 относительно
𝒲(𝑍).

В случае 𝑛=3, 𝑘=2 уравнение

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦𝑢𝑧𝑧+2𝑢𝑥𝑦𝑢𝑥𝑧𝑢𝑦𝑧−𝑢𝑥𝑥𝑢2𝑦𝑧−𝑢𝑦𝑦𝑢2𝑥𝑧−𝑢𝑧𝑧𝑢2𝑥𝑦 =
𝛽

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)2
(𝑢𝑥𝑥+𝑢𝑦𝑦+𝑢𝑧𝑧)

имеет частное точное решение

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)=±
(︂
1

2

√︀
𝜎(𝑥2+𝑦2+𝑧2)−4𝛽−

√︀
𝛽 arctg

√︀
𝜎(𝑥2+𝑦2+𝑧2)−4𝛽

2
√
𝛽

)︂
+
1

2

√︀
𝜎(𝑥2+𝑦2+𝑧2),

где 𝜎 > 0 — произвольный параметр.
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Пример 4. Рассмотрим обобщённое уравнение Монжа–Ампера следующего вида:

det𝐻(𝑢)=𝛽𝜉𝜇𝑢𝜆, (41)

которое является частным случаем уравнения (28), следовательно, к нему применима тео-
рема 2, а значит, точным решением (41) является функция (23), причём 𝐹 (𝜉) удовлетворяет
ОДУ

det𝐴

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑛−1[︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
=𝛽𝜉𝜇𝐹 𝜆. (42)

В уравнениях (41), (42) 𝛽 ̸=0, 𝜇, 𝜆 — произвольные параметры. Преобразованием 𝐹 (𝜉)=
=𝐺(𝜂), 𝜂=

√
𝜉, ОДУ (42) приводится к виду

𝑑2𝐺(𝜂)

𝑑𝜂2
=

2𝑛𝛽

det𝐴
𝜂2𝜇+𝑛−1𝐺𝜆(𝜂)

(︂
𝑑𝐺(𝜂)

𝑑𝜂

)︂1−𝑛

. (43)

ОДУ (43) является обобщённым уравнением Эмдена–Фаулера [20, с. 261]. В справоч-
нике [20, с. 277–279] приведены формулы, с помощью которых ОДУ (43) можно свести к
уравнению Абеля второго рода, а также некоторые дискретные преобразования обобщённого
уравнения Эмдена–Фаулера. Для некоторых значений параметров 𝑛, 𝜆, 𝜇 общее решение
уравнения (43) можно найти в параметрическом виде [20, с. 265–266]. Структура ОДУ (43)
такова, что для него легко можно найти явные точные решения, которые выражаются
степенной функцией и экспонентой. Так имеем

𝐺1(𝜂)=𝐵𝜂
2(𝜇+𝑛)
𝑛−𝜆 , 𝐵=

(︂
𝛽(𝑛−𝜆)𝑛+1

det𝐴(2𝜇+𝑛+𝜆)(𝜇+𝑛)𝑛

)︂ 1
𝑛−𝜆

, 𝜆 ̸=𝑛, 𝜆 ̸=−𝑛;

𝐺2(𝜂)=𝐶1 exp

{︂(︂
2𝑛𝛽

det𝐴

)︂ 1
𝑛+1

𝜂

}︂
, 𝜆=𝑛, 𝜇=−(𝑛−1)/2,

где 𝐶1 ̸=0 — произвольная постоянная.
Теперь, используя найденные функции 𝐺1(𝜂), 𝐺2(𝜂), выпишем соответствующие им част-

ные точные решения уравнения (41). Пусть 𝜇=0, тогда уравнение

det𝐻(𝑢)=𝛽𝑢𝜆

имеет частное решение вида

𝑢(x)=

[︂
𝛽

det𝐴

(︂
𝑛−𝜆
𝑛

)︂𝑛𝑛−𝜆
𝑛+𝜆

]︂ 1
𝑛−𝜆

[︂
1

2
(𝐴x,x)

]︂ 𝑛
𝑛−𝜆

, x∈R𝑛.

Пусть уравнение (41) имеет вид

det𝐻(𝑢)=𝛽

[︂
1

2
(𝐴x,x)

]︂−𝑛−1
2

𝑢𝑛,

тогда оно обладает частным точным решением

𝑢(x)= exp

{︂(︂
2𝑛𝛽

det𝐴

)︂ 1
𝑛+1

[︂
1

2
(𝐴x,x)

]︂1/2}︂
,
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где 𝐴 — произвольная невырожденная симметричная матрица порядка 𝑛. В общем случае
решения 𝑢(x) являются анизотропными по пространственным переменным. Пусть 𝑛= 3 и
матрицы имеют вид

𝐴1=

⎛⎝ 4 1 −5
1 2 0
−5 0 6

⎞⎠ , det𝐴1=−8, 𝐴2=

⎛⎝2 0 0
0 −2 0
0 0 −4

⎞⎠ , det𝐴2=16.

Для матриц 𝐴1, 𝐴2 квадратичные функции 𝜉1, 𝜉2 по формуле (8) задаются соотношениями

𝜉1=2𝑥2+𝑦2+3𝑧2+𝑥𝑦−5𝑥𝑧, 𝜉2=𝑥2−𝑦2−2𝑧2.

Для этих функций получим, что обобщённые уравнения Монжа–Ампера

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦𝑢𝑧𝑧+2𝑢𝑥𝑦𝑢𝑥𝑧𝑢𝑦𝑧−𝑢𝑥𝑥𝑢2𝑦𝑧−𝑢𝑦𝑦𝑢2𝑥𝑧−𝑢𝑧𝑧𝑢2𝑥𝑦 =𝛽𝑢𝜆, 𝜆 ̸=3, 𝜆 ̸=−3,

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦𝑢𝑧𝑧+2𝑢𝑥𝑦𝑢𝑥𝑧𝑢𝑦𝑧−𝑢𝑥𝑥𝑢2𝑦𝑧−𝑢𝑦𝑦𝑢2𝑥𝑧−𝑢𝑧𝑧𝑢2𝑥𝑦 =
𝛽 𝑢3

𝑥2−𝑦2−2𝑧2

обладают, соответственно, частными точными решениями

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)=

[︂
− 𝛽(3−𝜆)4

216(3+𝜆)

]︂ 1
3−𝜆

(2𝑥2+𝑦2+3𝑧2+𝑥𝑦−5𝑥𝑧)
3

3−𝜆 ,

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)= exp

{︂(︂
𝛽

2

)︂1/4√︀
𝑥2−𝑦2−2𝑧2

}︂
.

Пусть теперь 𝜇=0, 𝜆=0, тогда уравнение (41) запишем как

det𝐻(𝑢)=𝛽, (44)

а точные решения будем также отыскивать в виде 𝑢(x) = 𝐹 (𝜉). При этом функция 𝐹 (𝜉)
находится из следующего интеграла:

𝐹 (𝜉)=

(︂
1

det𝐴

)︂1/𝑛 ˆ
𝜉−1/2(𝛽𝜉𝑛/2+𝐶1)

1/𝑛𝑑𝜉+𝐶2, (45)

где 𝐶1, 𝐶2 — константы интегрирования. При 𝐶1=0 из (45) получим частное точное решение
уравнения (44) вида

𝑢(x)=
1

2

(︂
𝛽

det𝐴

)︂1/𝑛
(𝐴x,x), x∈R𝑛,

где 𝐴 — произвольная невырожденная симметричная матрица.
В случае 𝐶1 ̸=0 интеграл в формуле (45) вычисляется, по видимому, только при 𝑛=2,

тогда уравнение (44) запишется как

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
−
(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦

)︂2
=𝛽. (46)

Как уже было отмечено, в справочниках [2, 3] приведены некоторые частные решения
уравнения (46), а также указаны общие решения в параметрическом виде для частных
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случаев 𝛽 = 0 и 𝛽 < 0. Здесь мы построим ещё одно частное решение вида (8) уравнения
(46). Итак, в случае 𝑛=2 из (45) находим

𝐹 (𝜉)=±
√︀
𝐵𝜉2+𝐶1𝜉±

𝐶1

2
√
𝐵

ln

(︂
2𝐵𝜉+𝐶1

2
√
𝐵

+
√︀
𝐵1𝜉2+𝐶1𝜉

)︂
+𝐶2,

где 𝐵= 𝛽/det𝐴> 0. Общий вид симметричной 2×2-матрицы 𝐴, зависящей от трёх произ-
вольных параметров, имеет вид

𝐴=

(︂
2𝑎 𝑐
𝑐 2𝑏

)︂
, det𝐴=4𝑎𝑏−𝑐2.

Пусть 4𝑎𝑏−𝑐2 ̸=0, тогда частное точное решение уравнения (46) задаётся формулой

𝑢(𝑥, 𝑦)=±
√︀
𝐵(𝑎𝑥2+𝑏𝑦2+𝑐𝑥𝑦)2+𝐶1(𝑎𝑥2+𝑏𝑦2+𝑐𝑥𝑦)±

± 𝐶1

2
√
𝐵

ln

(︂
2𝐵(𝑎𝑥2+𝑏𝑦2+𝑐𝑥𝑦)+𝐶1

2
√
𝐵

+
√︀
𝐵(𝑎𝑥2+𝑏𝑦2+𝑐𝑥𝑦)2+𝐶1(𝑎𝑥2+𝑏𝑦2+𝑐𝑥𝑦)

)︂
,

здесь 𝐵=𝛽/(4𝑎𝑏−𝑐2)> 0 и опущена несущественная аддитивная постоянная 𝐶2.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается задача Коши для нелинейного уравнения в частных производных

(𝐼−𝜕2𝑥)𝜕2𝑡 𝑢+(𝑞1𝜕
4
𝑥−𝑞2𝜕2𝑥+𝑞3𝐼)𝜕𝑡𝑢−(𝑞4𝜕

6
𝑥−𝑞5𝜕4𝑥+𝑞6𝜕2𝑥−𝑞7𝐼)𝑢=𝜆𝜕𝑥𝑢

1−𝑝
𝑥 , (1)

𝑢|𝑡=0=𝜙(𝑥), 𝑢𝑡|𝑡=0=𝜓(𝑥), (2)

где 𝜕𝑥 = 𝜕/𝜕𝑥, 𝜕𝑡 = 𝜕/𝜕𝑡; 𝐼 — тождественный оператор; (𝑡, 𝑥) ∈ R+×R, R+ = (0,+∞), R=
=(−∞,+∞); коэффициенты 𝑞𝑖, 𝑖=1, 7, — заданные неотрицательные числа; параметр 𝜆∈R;
показатель степени 𝑝=2𝑚/(2𝑛+1), 𝑚,𝑛∈N, 𝑚⩽𝑛. Полагаем, что в уравнении (1) частная
производная 𝑢𝑥𝑥 ограничена ассимптотически снизу и сверху функцией 𝑢𝑥 в проколотой
окрестности точки 𝑥0: 𝑢𝑥𝑥(𝑡, 𝑥)=𝑂(𝑢𝑥(𝑡, 𝑥)) при 𝑥→𝑥0, где 𝑥0 — точки, в которых 𝑢𝑥(𝑡, 𝑥0)=0,
т.е. [1, гл. 1, § 8] существует постоянная 𝑐>0 такая, что в некоторой проколотой окрестности
точки 𝑥0 выполняется неравенство |𝑢𝑥𝑥(𝑡, 𝑥)|⩽ 𝑐|𝑢𝑥(𝑡, 𝑥)|.

Если в уравнении (1) коэффициенты 𝑞2= 𝑞4= 𝑞6= 𝑞7=𝜆=0, то приходим [2, гл. 6] к урав-
нению поперечных колебаний вязкоупругой балки, находящейся под действием внешнего и
внутреннего трений (материал Фойхта–Кельвина), деформация которой рассматривается с
учётом поправки от инерции поворота сечений. Предполагаем, что балка является “бесконеч-
ной”. Такая идеализация допустима [3, § 6.3], если на границах балки находятся оптимальные
демпфирующие устройства, т.е. параметры граничного закрепления таковы, что падающая
на него изгибная волна не отражается.

Если в уравнении (1) коэффициенты 𝑞1 = 𝑞3 = 𝑞7 = 0, то получается [4, 5] уравнение
Буссинеска шестого порядка с двойной дисперсией.

Задача Коши (1), (2) рассматривается в пространстве 𝐶[R] [6, гл. 8, § 1] непрерывных
функций 𝑔(𝑥), для которых существуют оба предела при 𝑥→±∞, полагая, что начальные
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функции 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥) и искомое классическое решение 𝑢=𝑢(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥)∈R+×R, R+=[0,+∞),
вместе с частными производными, входящими в уравнение (1), для всех значений времен-
но́й переменной 𝑡 по переменной 𝑥 принадлежат 𝐶[R]. (Под классическим решением пони-
мается достаточно гладкая функция, имеющая все непрерывные производные нужного по-
рядка и удовлетворяющая уравнению в каждой точке области его задания.) Через 𝐶(𝑘)[R]=
= {𝑔(𝑥)∈𝐶[R] : 𝑔′(𝑥), . . . , 𝑔(𝑘)(𝑥)∈𝐶[R]}, 𝑘∈N, обозначим подмножества дифференцируемых
функций в пространстве 𝐶[R], наделённом нормой ‖𝑔‖𝐶 =sup𝑥∈R |𝑔(𝑥)|.

Исследование задачи Коши (1), (2) проведём по следующей схеме: прежде всего убедимся,
что постановка задачи Коши (1), (2) корректна и локальное по времени её классическое ре-
шение существует. С этой целью для соответствующего (1) линейного однородного уравнения
(𝜆=0) найдём решение задачи Коши. Далее для вспомогательной задачи Коши

(𝐼−𝜕2𝑥)𝜕2𝑡 𝑣+(𝑞1𝜕
4
𝑥−𝑞2𝜕2𝑥+𝑞3𝐼)𝜕𝑡𝑣−(𝑞4𝜕

6
𝑥−𝑞5𝜕4𝑥+𝑞6𝜕2𝑥−𝑞7𝐼)𝑣=𝜆𝜕2𝑥𝑣

1−𝑝, (3)

𝑣|𝑡=0=𝜙′(𝑥), 𝑣𝑡|𝑡=0=𝜓′(𝑥), (4)

где 𝑣𝑥(𝑡, 𝑥)=𝑂(𝑣(𝑡, 𝑥)) и 𝑣𝑥𝑥(𝑡, 𝑥)=𝑂(𝑣(𝑡, 𝑥)) при 𝑥→𝑥0, 𝑥0 — точки, в которых 𝑣(𝑡, 𝑥0)=0,
определим временно́й отрезок [0, 𝑡1] существования и единственности классического решения.
Затем установим связь между решениями уравнений (1) и (3), полагая, что на временно́м
отрезке [0, 𝑡1] классическое решение 𝑢= 𝑢(𝑡, 𝑥) по переменной 𝑥 принадлежит пересечению
подмножества 𝐶(6)[R]⊂𝐶[R] с пространством Соболева 𝑊 6

2 (R), причём временны́е частные
производные 𝑢𝑡=𝑢𝑡(𝑡, 𝑥)∈𝐶(4)[R]∩𝑊 4

2 (R) и 𝑢𝑡𝑡=𝑢𝑡𝑡(𝑡, 𝑥)∈𝐶(2)[R]∩𝑊 2
2 (R). Наконец, получим

достаточные условия существования единственного глобального (при 𝑡⩾ 0) решения задачи
Коши (1), (2) и его экспоненциального убывания.

2. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ЛИНЕЙНОГО ОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ

В этом пункте понадобятся некоторые сведения из теории полугрупп. Напомним, что
в пространстве 𝐶[R] [6, гл. 8, § 1; 7, § 1.3] дифференциальные операторы 𝜕𝑥 (с областью
определения 𝒟(𝜕𝑥)=𝐶

(1)[R]) и 𝜕2𝑥 (𝒟(𝜕2𝑥)=𝐶
(2)[R]) являются соответственно производящими

операторами сильно непрерывных сжимающих группы

𝑈(𝜏 ; 𝜕𝑥)𝑔(𝑥)= 𝑔(𝑥+𝜏), 𝜏 ∈R,

и полугруппы

𝑈(𝑡; 𝜕2𝑥)𝑔(𝑥)=
1

2
√
𝜋𝑡

+∞ˆ

−∞

𝑒−𝜉2/(4𝑡)𝑔(𝑥+𝜉) 𝑑𝜉, 𝑡∈R+.

Полуось 𝜆> 0 принадлежит резольвентным множествам операторов 𝜕𝑥 и 𝜕2𝑥, и для соответ-
ствующих резольвент справедливы оценки норм ‖(𝜆𝐼−𝜕𝑥)−1‖⩽ 1/𝜆, ‖(𝜆𝐼−𝜕2𝑥)−1‖⩽ 1/𝜆.

Рассмотрим линейное однородное уравнение, соответствующее (1):

(𝐼−𝜕2𝑥)𝑢𝑡𝑡+(𝑞1𝜕
4
𝑥−𝑞2𝜕2𝑥+𝑞3𝐼)𝑢𝑡−(𝑞4𝜕

6
𝑥−𝑞5𝜕4𝑥+𝑞6𝜕2𝑥−𝑞7𝐼)𝑢=0, (5)

и пусть 𝑢=𝑢(𝑡, 𝑥) — решение задачи Коши (5), (2), для которого частные производные 𝑢𝑥𝑥
и 𝑢𝑡𝑥𝑥 непрерывны при 𝑡∈R+.

Введём в уравнении (5) новую неизвестную функцию

𝑣(𝑡, 𝑥)=𝑢(𝑡, 𝑥)−𝑢𝑥𝑥(𝑡, 𝑥). (6)
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Если начальные функции 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥) принадлежат пространству 𝐶(2)[R], то из замены (6)
можно единственным образом определить начальные значения новой неизвестной функции:

𝑣|𝑡=0= 𝑣0(𝑥)=𝜙(𝑥)−𝜙′′(𝑥), 𝑣𝑡|𝑡=0= 𝑣1(𝑥)=𝜓(𝑥)−𝜓′′(𝑥),

и выразить решение 𝑢(𝑡, 𝑥) уравнения (5) через эту функцию:

𝑢(𝑡, 𝑥)= (𝐼−𝜕2𝑥)−1𝑣(𝑡, 𝑥)=

+∞ˆ

0

𝑒−𝑠𝑈(𝑠; 𝜕2𝑥)𝑣(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑠=
1

2

+∞ˆ

−∞

𝑒−|𝜉|𝑣(𝑡, 𝑥+𝜉) 𝑑𝜉. (7)

В результате замены (6) получим эквивалентное (5) интегро-дифференциальное уравнение

𝑣𝑡𝑡+𝐴𝑣𝑡−𝐵𝑣=0, (8)

в котором 𝐴 = −𝑞1𝜕2𝑥+ 𝑐1(𝐼−𝜕2𝑥)−1− 𝑐2𝐼, 𝒟(𝐴) = 𝐶(2)[R], 𝑐1 = 𝑞1− 𝑞2+ 𝑞3, 𝑐2 = 𝑞1− 𝑞2, 𝐵 =
=−𝑞4𝜕4𝑥−𝑐3𝜕2𝑥−𝑐4(𝐼−𝜕2𝑥)−1+𝑐4𝐼, 𝒟(𝐵)=𝐶(4)[R], 𝑐3= 𝑞4−𝑞5, 𝑐4= 𝑞6−𝑞7+𝑐3.

Оператор −𝐴 в пространстве 𝐶[R] является производящим оператором сильно непре-
рывной полугруппы

𝑈(𝑡;−𝐴)𝑔(𝑥)= 𝑒𝑐2𝑡𝑈(𝑡; 𝑞1𝜕
2
𝑥)𝑈(−𝑐1𝑡; (𝐼−𝜕2𝑥)−1)𝑔(𝑥)=

= 𝑒𝑐2𝑡𝑈(−𝑐1𝑡; (𝐼−𝜕2𝑥)−1)𝑈(𝑡; 𝑞1𝜕
2
𝑥)𝑔(𝑥), 𝑡∈R+, (9)

где 𝑈(𝑡; 𝑞1𝜕
2
𝑥)=𝑈(𝑞1𝑡; 𝜕

2
𝑥), 𝑡∈R+, — сжимающая полугруппа, для которой справедливо пред-

ставление

𝑈(𝑞1𝑡; 𝜕
2
𝑥)𝑔(𝑥)=

1

2
√
𝜋𝑞1𝑡

+∞ˆ

−∞

𝑒−(𝑥−𝜂)2/(4𝑞1𝑡)𝑔(𝜂) 𝑑𝜂,

а 𝑈(−𝑐1𝜏 ; (𝐼−𝜕2𝑥)−1), 𝜏 ∈R, — группа, определяемая разложением в степенной ряд:

𝑈(−𝑐1𝜏 ; (𝐼−𝜕2𝑥)−1)=
+∞∑︁
𝑛=0

(−𝑐1)𝑛𝜏𝑛

𝑛!
(𝐼−𝜕2𝑥)−𝑛,

равномерно сходящийся по 𝜏 на каждом конечном отрезке из R.
Для полугруппы 𝑈(𝑡;−𝐴) справедлива оценка нормы

‖𝑈(𝑡;−𝐴)‖⩽ 𝑒(𝑐2+|𝑐1|)𝑡, 𝑡∈R+.

Используя формулу [6, гл. 8, § 1, лемма 12], выражающую степени резольвенты (𝜆𝐼−A)−1

производящего оператора A сильно непрерывной полугруппы 𝑈(𝑡;A), 𝑡∈R+:

(𝜆𝐼−A)−𝑘𝑔(𝑥)=
1

(𝑘−1)!

+∞ˆ

0

𝑠𝑘−1𝑒−𝜆𝑠𝑈(𝑠;A)𝑔(𝑥) 𝑑𝑠,

найдём представление для группы 𝑈(−𝑐1𝜏 ; (𝐼−𝜕2𝑥)−1) при 𝜏 = 𝑡∈R+ в пространстве 𝐶[R]:

𝑈(−𝑐1𝑡; (𝐼−𝜕2𝑥)−1)𝑔(𝑥)= 𝑔(𝑥)+

√︂
|𝑐1|𝑡
4𝜋

+∞ˆ

−∞

M(2
√︀

|𝑐1|𝑡, 𝜉2)𝑔(𝑥+𝜉) 𝑑𝜉, (10)
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где

M(2
√︀

|𝑐1|𝑡, 𝜉2)=
+∞ˆ

0

𝑒−𝑟−𝜉2/(4𝑟)N(2
√︀
|𝑐1|𝑡𝑟)

𝑑𝑟

𝑟
, N(2

√︀
|𝑐1|𝑡𝑠)=

⎧⎨⎩−𝐽1(2
√
𝑐1𝑡𝑟), 𝑐1> 0,

𝐼1(2
√︀
|𝑐1|𝑡𝑟), 𝑐1< 0,

𝐽1 и 𝐼1 — функции Бесселя.
Аналогично выводим (𝑡∈R+)

𝑈(𝑐1𝑡; (𝐼−𝜕2𝑥)−1)𝑔(𝑥)= 𝑔(𝑥)+

√︂
|𝑐1|𝑡
4𝜋

+∞ˆ

−∞

M*(2
√︀

|𝑐1|𝑡, 𝜉2)𝑔(𝑥+𝜉) 𝑑𝜉,

M*(2
√︀
|𝑐1|𝑡, 𝜉2)=

+∞ˆ

0

𝑒−𝑠−𝜉2/(4𝑠)N*(2
√︀
|𝑐1|𝑡𝑠)

𝑑𝑠

𝑠
, N*(2

√︀
|𝑐1|𝑡𝑠)=

⎧⎨⎩𝐼1(2
√
𝑐1𝑡𝑠), 𝑐1> 0,

−𝐽1(2
√︀
|𝑐1|𝑡𝑠), 𝑐1< 0.

Введём в уравнении (8) новую неизвестную функцию 𝑤=𝑤(𝑡, 𝑥) по формуле

𝑣(𝑡, 𝑥)=𝑈(𝑡/2;−𝐴)𝑤(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥)∈R+×R, (11)

полагая, что значения этой функции принадлежат области определения оператора 𝐴: 𝑤(𝑡, 𝑥)∈
∈𝒟(𝐴). Тогда при выполнении условия 𝜙(𝑥)∈𝐶(6)[R], 𝜓(𝑥)∈𝐶(4)[R] можно единственным
образом определить начальные значения функции 𝑤(𝑡, 𝑥):

𝑤|𝑡=0=𝑤0(𝑥)= 𝑣0(𝑥)∈𝒟(𝐴), 𝑤𝑡|𝑡=0=𝑤1(𝑥)=𝐴𝑣0(𝑥)/2+𝑣1(𝑥)∈𝒟(𝐴).

Подставив в уравнение (8) значения производных 𝑣𝑡 и 𝑣𝑡𝑡, получим

𝑒−𝑐2𝑡𝑈(−𝑐1𝑡; (𝐼−𝜕2𝑥)−1)𝑈(𝑞1𝑡; 𝜕
2
𝑥)

[︂
𝑤𝑡𝑡−

(︂
1

4
𝐴2+𝐵

)︂
𝑤

]︂
=0

или (учитывая, что 𝑈(−𝑐1𝑡; (𝐼−𝜕2𝑥)−1) — группа)

1

2
√
𝜋𝑞1𝑡

+∞ˆ

−∞

𝑒−(𝑥−𝜂)2/(4𝑞1𝑡)

[︂
𝑤𝑡𝑡(𝑡, 𝜂)−

(︂
1

4
𝐴2+𝐵

)︂
𝑤(𝑡, 𝜂)

]︂
𝑑𝜂=0. (12)

Уравнение (12) можно представить в виде

𝑒−𝑥2/(4𝑞1𝑡) *
[︂
𝑤𝑡𝑡(𝑡, 𝑥)−

(︂
1

4
𝐴2+𝐵

)︂
𝑤(𝑡, 𝑥)

]︂
=0,

где символ * обозначает свёртку двух непрерывных функций по переменной 𝑥. Но тогда,
согласно теореме Титчмарша [8, гл. 6, § 5], функция 𝑤=𝑤(𝑡, 𝑥) является решением уравнения

𝑤𝑡𝑡=

(︂
1

4
𝐴2+𝐵

)︂
𝑤, (13)

где
𝐴2= 𝑞21𝜕

4
𝑥+2𝑞1𝑐2𝜕

2
𝑥+(𝑐22+2𝑞1𝑐1)𝐼−2𝑐1(𝑞1+𝑐2)(𝐼−𝜕2𝑥)−1+𝑐21(𝐼−𝜕2𝑥)−2,

и значит,
1

4
𝐴2+𝐵=

(︂
𝑞21
4
−𝑞4

)︂
𝜕4𝑥+𝑐5𝜕

2
𝑥+𝑐6𝐼−𝑐7(𝐼−𝜕2𝑥)−1+𝑐8(𝐼−𝜕2𝑥)−2,

где 𝑐5= 𝑞1𝑐2/2−𝑐3, 𝑐6=(𝑐22+2𝑞1𝑐1)/4+𝑐4, 𝑐7= 𝑐1(𝑞1+𝑐2)/2+𝑐4, 𝑐8= 𝑐21/4.
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Пусть коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют условиям

𝑞1=2
√
𝑞4, (𝑞1−𝑞2)2>𝑞22−4𝑞5. (14)

(Если 𝑑= 𝑞22−4𝑞5 ⩽ 0, то неравенство 𝑐5 > 0 выполняется для всех 𝑞1 ̸= 𝑞2. Если 𝑑 > 0, то
неравенство 𝑐5> 0 выполняется при 𝑞1<𝑞2−

√
𝑑 и при 𝑞1>𝑞2+

√
𝑑.) Тогда уравнение (13) в

пространстве 𝐶[R] можно записать в виде абстрактного обыкновенного дифференциального
уравнения

𝑊𝑡𝑡=𝐾𝑊, (15)

в котором операторный коэффициент

𝐾 =𝐾1+𝐾2, 𝒟(𝐾)=𝐶(2)[R],

где

𝐾1=(
√
𝑐5𝜕𝑥)

2, 𝒟(𝐾1)=𝐶(2)[R], 𝐾2= 𝑐6𝐼−𝑐7(𝐼−𝜕2𝑥)−1+𝑐8(𝐼−𝜕2𝑥)−2, 𝒟(𝐾2)=𝐶[R],

а 𝑊 =𝑊 (𝑡) : 𝑡→ 𝑤(𝑡, 𝑥) — искомая вектор-функция со значениями в пространстве 𝐶[R],
определённая для 𝑡∈R+.

Начальные условия для уравнения (15) в 𝐶[R] запишутся в виде

𝑊 |𝑡=0=𝑊0, 𝑊𝑡|𝑡=0=𝑊1, (16)

где 𝑊0=𝑤0(𝑥), 𝑊1=𝑤1(𝑥) — элементы пространства 𝐶[R].
Оператор 𝐾1 является [7, § 1.5] производящим оператором сильно непрерывной косинус

оператор-функции 𝐶(𝜏 ;𝐾1), 𝜏 ∈R, для которой справедливо представление

𝐶(𝜏 ;𝐾1)𝑔(𝑥)=
1

2

[︀
𝑈(𝜏 ;

√
𝑐5𝜕𝑥)+𝑈(−𝜏 ;

√
𝑐5𝜕𝑥)

]︀
𝑔(𝑥)=

1

2

[︀
𝑔(𝑥+

√
𝑐5𝜏)+𝑔(𝑥−

√
𝑐5𝜏)

]︀
и оценка нормы ‖𝐶(𝑡;𝐾1)‖⩽ 1, 𝑡∈R+.

Ограниченный оператор 𝐾2 порождает [7, § 4.2] косинус оператор-функцию 𝐶(𝜏 ;𝐾2),
𝜏 ∈R, для которой справедливы разложение в сходящийся равномерно по 𝜏 ∈R на каждом
конечном отрезке степенной ряд

𝐶(𝜏 ;𝐾2)=
+∞∑︁
𝑛=0

𝜏2𝑛

(2𝑛)!
𝐾𝑛

2

и оценка нормы ‖𝐶(𝑡;𝐾2)‖⩽ ch(𝑐9𝑡), 𝑡∈R+, где 𝑐9=(|𝑐6|+ |𝑐7|+ |𝑐8|)1/2.
Оператор 𝐾, полученный возмущением ограниченным оператором 𝐾2 производящего

оператора 𝐾1, порождает [7, § 8.2] косинус оператор-функцию, для которой на элементах
𝑔(𝑥)∈𝐶(2)[R] и для всех 𝜏 ∈R справедливы представление

𝐶(𝜏 ;𝐾)𝑔(𝑥)=𝐶(𝜏 ;𝐾1)𝑔(𝑥)+
𝜏2

2

1ˆ

0

𝑗1(𝜏
√︀
1−𝑠2,𝐾1)𝐶(𝜏𝑠;𝐾2)𝑔(𝑥) 𝑑𝑠, (17)

где

𝑗1(𝜏,𝐾1)𝑔(𝑥)=
4

𝜋

1ˆ

0

√︀
1−𝑟2𝐶(𝜏𝑟;𝐾1)𝑔(𝑥) 𝑑𝑟, ‖𝑗1(𝜏,𝐾1)‖⩽ 1,

и оценка
‖𝐶(𝑡;𝐾)‖⩽ 1+

𝑡

2𝑐9
sh(𝑐9𝑡)=ℎ1(𝑡), 𝑡∈R+. (18)
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С косинус оператор-функцией (17) ассоциирована [7, § 1.4] синус оператор-функция

𝑆(𝜏 ;𝐾)𝑔(𝑥)=

𝜏ˆ

0

𝐶(𝜉;𝐾)𝑔(𝑥) 𝑑𝜉, 𝑔(𝑥)∈𝐶[R], (19)

и линейное многообразие 𝐶1[R]={𝑔(𝑥)∈𝐶[R] : 𝐶(𝜏 ;𝐾)𝑔(𝑥)∈𝐶(1)(R;𝐶[R])}, т.е. подмножество
𝐶1[R]⊂𝐶[R] состоит из тех функций из 𝐶[R], для которых функция 𝐶(𝜏 ;𝐾)𝑔(𝑥) : R→𝐶[R]
является непрерывно дифференцируемой функцией переменной 𝜏 . Очевидно, что 𝒟(𝐾) =
=𝐶(2)[R]⊂𝐶1[R].

Из соотношений (18) и (19) для 𝑡∈R+ выводим оценку нормы синус оператор-функции:

‖𝑆(𝑡;𝐾)‖⩽ 𝑡+
𝑡

2𝑐29
ch(𝑐9𝑡)=ℎ2(𝑡). (20)

Задача Коши (15), (16) равномерно корректна [7, § 1.4] только тогда, когда оператор
𝐾 является производящим оператором сильно непрерывной косинус оператор-функции, при
этом классическое решение абстрактной задачи Коши (15), (16) даётся формулой

𝑊 (𝑡)=𝐶(𝑡;𝐾)𝑊0+𝑆(𝑡;𝐾)𝑊1, 𝑡∈R+,

для любых 𝑊0 ∈𝒟(𝐾) и 𝑊1 ∈𝐶1[R].
Теперь, производя обратные замены (7) и (11) и используя перестановочность резольвенты

(𝐼−𝜕2𝑥)−1 c полугруппой 𝑈(𝑡/2;−𝐴) и косинус оператор-функцией 𝐶(𝑡;𝐾):

𝑢(𝑡, 𝑥)= (𝐼−𝜕2𝑥)−1𝑣(𝑡, 𝑥)= (𝐼−𝜕2𝑥)−1𝑈(𝑡/2;−𝐴)𝑤(𝑡, 𝑥), (21)

находим решение задачи Коши для уравнения (5):

𝑢(𝑡, 𝑥)=𝑈

(︂
𝑡

2
;−𝐴

)︂[︂
𝐶(𝑡;𝐾)𝜙(𝑥)+𝑆(𝑡;𝐾)

(︂
𝜓(𝑥)+

1

2
𝐴𝜙(𝑥)

)︂]︂
. (22)

Таким образом, имеет место
Теорема 1. Пусть коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют условиям (14) и на-

чальные функции 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥) принадлежат подмножеству 𝐶(6)[R] пространства 𝐶[R], тогда
задача Коши для линейного однородного уравнения (5) равномерно корректна, классическое
решение определяется формулой (22) и для него справедлива оценка

sup
𝑥∈R

|𝑢(𝑡, 𝑥)|⩽ 𝑒(𝑐2+|𝑐1|)𝑡/2
{︂
ℎ1(𝑡) sup

𝑥∈R
|𝜙(𝑥)|+

+ℎ2(𝑡)

[︂
sup
𝑥∈R

|𝜓(𝑥)|+ 1

2

(︂
sup
𝑥∈R

|𝜙′′(𝑥)|+(|𝑐1|+ |𝑐2|) sup
𝑥∈R

|𝜙(𝑥)|
)︂]︂}︂

, 𝑡∈R+.

Замечание 1. Классическое решение 𝑊 (𝑡) абстрактной задачи Коши (15), (16) при-
надлежит 𝐶(2)(R+, 𝐶[R]) и для него 𝐾𝑊 (𝑡) ∈ 𝐶(R+, 𝐶[R]), при этом значения 𝑤(𝑡, 𝑥) ∈
∈ 𝒟(𝐴2)∩𝒟(𝐵) при (𝑡, 𝑥) ∈ R+×R, следовательно, 𝑤(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶2,4(R+,R). В силу формулы
(21) найденное решение 𝑢(𝑡, 𝑥)∈𝐶2,6(R+,R).

3. ЛОКАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ (3), (4)

Рассмотрим задачу Коши для уравнения (3), получающегося из (1) дифференцированием
обеих частей по переменной 𝑥 и последующей подстановкой 𝑢𝑥= 𝑣 (отметим, что при этом
соответствующие линейные однородные уравнения для уравнений (1) и (3) совпадают).

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 10 2024



1356 УМАРОВ

Применив к обеим частям уравнения (3) линейный ограниченный оператор (𝐼−𝜕2𝑥)−1,
получим эквивалентное (3) уравнение

𝑣𝑡𝑡+𝐴𝑣𝑡−𝐵𝑣=𝜆[(𝐼−𝜕2𝑥)−1−𝐼]𝑓(𝑣), (23)

в котором операторы 𝐴 и 𝐵 такие же, как и в уравнении (8), а 𝑓(𝑔) : 𝑔(𝑥)→ (𝑔(𝑥))1−𝑝,
𝑔(𝑥)∈𝐶[R], — оператор суперпозиции.

После замены в (23) по формуле

𝑣(𝑡, 𝑥)=𝑈

(︂
𝑡

2
;−𝐴

)︂
v(𝑡, 𝑥)

придём к уравнению

𝑈

(︂
𝑡

2
;−𝐴

)︂[︂
v𝑡𝑡−

(︂
1

4
𝐴2+𝐵

)︂
v

]︂
= 𝑓1(𝑡, 𝑥), (24)

где 𝑓1(𝑡, 𝑥)=𝜆[(𝐼−𝜕2𝑥)−1−𝐼]𝑓(𝑈(𝑡/2;−𝐴)v(𝑡, 𝑥)).
Используя в левой части (24) представление (9) полугруппы, порождаемой оператором

−𝐴, и обратимость группы, порождаемой оператором (𝐼−𝜕2𝑥)−1:

𝑈−1(−𝑐1𝑡/2; (𝐼−𝜕2𝑥)−1)=𝑈(𝑐1𝑡/2; (𝐼−𝜕2𝑥)−1),

выводим

𝑈

(︂
𝑞1𝑡

2
; 𝜕2𝑥

)︂
[v𝑡𝑡−𝐾v]= 𝑓2(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥)∈R+×R, (25)

где 𝑓2(𝑡, 𝑥) = 𝑒−𝑐2𝑡/2𝑈(𝑐1𝑡/2; (𝐼−𝜕2𝑥)−1)𝑓1(𝑡, 𝑥), а оператор 𝐾 =𝐴2/4+𝐵 такой же, как и в
уравнении (15).

Пусть в уравнении (25) временна́я переменная 𝑡 удовлетворяет неравенству 1−𝑞1𝑡/2> 0,
тогда, действуя на обе части (25) полугруппой 𝑈(1−𝑞1𝑡/2; 𝜕2𝑥) и используя полугрупповое
свойство

𝑈(1−𝑞1𝑡/2; 𝜕2𝑥)𝑈(𝑞1𝑡/2; 𝜕
2
𝑥)=𝑈(1; 𝜕2𝑥), 𝑡∈ [0, 2/𝑞1),

придём к уравнению

𝑈(1; 𝜕2𝑥)[v𝑡𝑡−𝐾v]= 𝑓3(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥)∈ [0, 2/𝑞1)×R, (26)

где 𝑓3(𝑡, 𝑥)=𝑈(1−𝑞1𝑡/2; 𝜕2𝑥)𝑓2(𝑡, 𝑥)∈𝐶[R].
В подробной записи левая часть (26) представляет собой преобразование Вейерштрасса

[9, гл. 8, § 2]
1

2
√
𝜋

+∞ˆ

−∞

𝑒−(𝑥−𝜂)2/4
[︀
v𝑡𝑡(𝑡, 𝜂)−𝐾v(𝑡, 𝜂)

]︀
𝑑𝜂= 𝑓3(𝑡, 𝑥), (27)

причём так как искомое решение v = v(𝑡, 𝑥) классическое, то выражение в квадратных
скобках — ограниченная и непрерывная функция при 𝜂 ∈R, и поэтому [9, гл. 8, § 4] из
соотношения (27) следует уравнение

v𝑡𝑡(𝑡, 𝑥)−𝐾v(𝑡, 𝑥)= 𝑒−𝐷2
𝑓3(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥)∈ [0, 2/𝑞1)×R, (28)

для функций 𝑓3(𝑡, 𝑥), к которым применим [9, гл. 8, § 3] символический оператор

𝑒−𝐷2
𝑔(𝑥)= lim

𝜏→1−0
𝑒−𝜏𝐷2

𝑔(𝑥)= lim
𝜏→1−0

1

2𝑖
√
𝜋𝜏

𝑑+𝑖∞ˆ

𝑑−𝑖∞

𝑒(𝑠−𝑥)2/(4𝜏)𝑔(𝑠) 𝑑𝑠.
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Напомним [9], что функция 𝑔(𝑥) принадлежит в интервале −∞⩽𝑎<𝑥<𝑏⩽+∞ классу 𝒜
функций, к которым применим оператор 𝑒−𝐷2 , тогда и только тогда, когда она может быть
так аналитически продолжена в комплексную плоскость, что функция 𝑔(𝑥+𝑖𝑦) аналитична в
полосе 𝑎<𝑥<𝑏 и 𝑔(𝑥+𝑖𝑦)=𝑜(|𝑦|𝑒𝑦2/4), |𝑦|→∞, равномерно в каждом замкнутом подинтервале
интервала (𝑎, 𝑏). Например, 𝑒−𝑥2/4 ∈𝒜 при 𝑥∈R. Если 𝑔(𝑥)∈𝒜 при 𝑥∈R, то

𝑒−𝑡𝐷2
𝑔(𝑥)=

1

2
√
𝜋𝑡

+∞ˆ

−∞

𝑒−𝑦2/(4𝑡)𝑔(𝑥+ 𝑖𝑦) 𝑑𝑦,

причём интеграл сходится абсолютно при 0<𝑡<1, 𝑥∈R, и представляет собой вещественную
функцию, если таковой является функция 𝑔(𝑥).

Потребуем, чтобы искомое классическое решение v=v(𝑡, 𝑥) уравнения (28) принадлежало
классу 𝒜 и выполнялось неравенство

|v(𝑡, 𝑥+ 𝑖𝑦)|⩽ |v(𝑡, 𝑥)|𝛼(|𝑦|)|𝑦|𝑒𝑦2/4, (29)

где 𝛼(|𝑦|) — непрерывная функция, бесконечно малая при |𝑦|→+∞, тогда, использовав (29),
получим оценку

‖𝑓3(𝑡, 𝑥+ 𝑖𝑦)‖𝐶 ⩽ |𝜆|𝑒−𝑐2𝑡/2𝑒|𝑐1|𝑡/22‖v(𝑡, 𝑥+ 𝑖𝑦)‖1−𝑝
𝐶 ⩽

⩽ 2|𝜆|𝑒(|𝑐1|−𝑐2)𝑡/2‖v(𝑡, 𝑥)‖1−𝑝
𝐶 𝛼1−𝑝(|𝑦|)|𝑦|𝑒𝑦2/4, |𝑦|⩾ 1,

а значит, к правой части 𝑓3(𝑡, 𝑥) уравнения (27) применим символический оператор 𝑒−𝐷2 .
Уравнение (28) в пространстве 𝐶[R] можно записать в виде абстрактного полулинейного

уравнения
V𝑡𝑡=𝐾V+𝐹 (𝑡, 𝑈(𝑡/2;−𝐴)V), (𝑡, 𝑥)∈ [0, 2/𝑞1)×R, (30)

где V=V(𝑡) : 𝑡→ v(𝑡, 𝑥) — искомая вектор-функция, а

𝐹 (𝑡, 𝑔)=𝜆𝑒−𝑐2𝑡/2𝑈(1−𝑞1𝑡/2; 𝜕2𝑥)𝑈(𝑐1𝑡/2; (𝐼−𝜕2𝑥)−1)[(𝐼−𝜕2𝑥)−1−𝐼]𝑒−𝐷2
𝑓(𝑔) (31)

— заданный нелинейный оператор; здесь 𝑔(𝑥) — функции из пространства 𝐶[R], степень
𝑔1−𝑝(𝑥) которых принадлежит классу 𝒜 при 𝑥 ∈ R. (В формуле (31) поменяли порядок
интегрирования, так как все интегралы, формирующие представление (31) оператора 𝐹 (𝑡, 𝑔),
абсолютно и равномерно сходятся.)

Для нелинейного оператора (31) справедлива оценка нормы

‖𝐹 (𝑡, 𝑔)‖𝐶 ⩽ 2|𝜆|𝑒(|𝑐1|−𝑐2)𝑡/2 lim
𝜏→1−0

1

2
√
𝜋𝜏

+∞ˆ

−∞

𝑒−𝑦2/(4𝜏)‖𝑓(𝑔(𝑥+ 𝑖𝑦))‖𝐶 𝑑𝑦=

= 𝑐10|𝜆|𝑒(|𝑐1|−𝑐2)𝑡/2‖𝑔(𝑥)‖1−𝑝
𝐶 , (32)

где

𝑐10=
1√
𝜋

+∞ˆ

−∞

𝑒−𝑦2𝑝/4𝛼1−𝑝(|𝑦|)|𝑦|1−𝑝 𝑑𝑦.

Начальные условия для уравнения (30) в 𝐶[R] запишутся в виде

V|𝑡=0=V0, V𝑡|𝑡=0=V1, (33)
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где

V|𝑡=0=V0=v|𝑡=0= 𝑣|𝑡=0=𝜙′(𝑥),

V𝑡|𝑡=0=V1=𝜓′(𝑥)− 𝑞1
2
𝜙′′′(𝑥)+

𝑐1
4

+∞ˆ

−∞

𝑒−|𝜉|𝜙′(𝑥+𝜉) 𝑑𝜉− 𝑐2
2
𝜙′(𝑥)

— элементы пространства 𝐶[R].
Из непрерывной дифференцируемости оператора суперпозиции 𝑓(𝑔) в пространстве непре-

рывных функций следует непрерывная дифференцируемость по Фреше оператора 𝐹 (𝑡, 𝑔) в
пространстве 𝐶[R], и поэтому существует промежуток [0, 𝑡0)⊂ [0, 2/𝑞1), в котором абстракт-
ная задача Коши (30), (33) для любых V0 ∈𝐷(𝐾) и V1 ∈𝐶1[R] имеет [10, § 3] единственное
классическое решение V=V(𝑡), удовлетворяющее абстрактному интегральному уравнению

V(𝑡)=𝐶(𝑡;𝐾)V0+𝑆(𝑡;𝐾)V1+

𝑡ˆ

0

𝑆(𝑡−𝜏 ;𝐾)𝐹 (𝜏, 𝑈(𝜏/2;−𝐴)V(𝜏)) 𝑑𝜏. (34)

Из уравнения (34), используя оценки (18), (20) и (32), выводим интегральное неравенство

‖V(𝑡)‖𝐶 ⩽ℎ3(𝑡)+𝑐10|𝜆|
𝑡ˆ

0

ℎ2(𝜏)𝑒
(|𝑐1|−𝑐2)𝜏/2‖𝑈(𝜏/2;−𝐴)V(𝜏)‖1−𝑝

𝐶 𝑑𝜏,

где

ℎ3(𝑡)=ℎ1(𝑡) sup
𝑥∈R

|𝜙′(𝑥)|+ℎ2(𝑡) sup
𝑥∈R

⃒⃒⃒⃒
𝜓′(𝑥)− 𝑞1

2
𝜙′′′(𝑥)+

𝑐1
4

+∞ˆ

−∞

𝑒−|𝜉|𝜙′(𝑥+𝜉) 𝑑𝜉− 𝑐2
2
𝜙′(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
,

или, увеличивая правую часть,

‖V(𝑡)‖𝐶 ⩽ 𝑐11+

𝑡ˆ

0

ℎ4(𝜏)‖V(𝜏)‖1−𝑝
𝐶 𝑑𝜏, 𝑡∈ [0, 𝑡0), (35)

здесь 𝑐11=max𝑡∈[0,2/𝑞1] ℎ3(𝑡) и ℎ4(𝑡)= 𝑐10|𝜆|𝑒[|𝑐1|−(|𝑐1|+𝑐2)𝑝/2]𝑡ℎ2(𝑡).
Из неравенства (35) находим [11, гл. 1, § 1, с. 8] оценку нормы решения V(𝑡) на отрезке

[0, 𝑡1]⊂ [0, 𝑡0):

‖V(𝑡)‖𝐶 =sup
𝑥∈R

|v(𝑡, 𝑥)|⩽
(︂
𝑐𝑝11+𝑝

𝑡ˆ

0

ℎ4(𝜏) 𝑑𝜏

)︂1/𝑝
, 𝑡1=sup

{︂
𝑡∈ [0, 𝑡0) : 𝑐

𝑝
11+𝑝

𝑡ˆ

0

ℎ4(𝜏) 𝑑𝜏 > 0

}︂
.

Таким образом, справедлива
Теорема 2. Пусть выполнены условия (14), (29) и начальные функции 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥)∈𝐶(7)[R],

тогда на отрезке [0, 𝑡1]⊂ [0, 2/𝑞1) существует единственное классическое решение задачи
Коши (3), (4): 𝑣(𝑡, 𝑥)=𝑈(𝑡/2;−𝐴)v(𝑡, 𝑥), для которого справедлива оценка

‖𝑣(𝑡, 𝑥)‖𝐶 =sup
𝑥∈R

|𝑢𝑥(𝑡, 𝑥)|⩽ 𝑒(𝑐2+|𝑐1|)𝑡
(︂
𝑐𝑝11+𝑝

𝑡ˆ

0

ℎ4(𝜏) 𝑑𝜏

)︂1/𝑝
=ℎ5(𝑡).

4. СВЯЗЬ МЕЖДУ РЕШЕНИЯМИ УРАВНЕНИЙ (1) И (3)

Далее будем предполагать, что классическое решение уравнения (1) принадлежит пере-
сечению пространства 𝐶[R] с пространством 𝐿2(R).

Напомним, что скалярное произведение и норма в 𝐿2(R) определяются соответственно
формулами (𝜙,𝜓) =

´ +∞
−∞ 𝜙(𝑥)𝜓(𝑥) 𝑑𝑥 и ‖𝜙‖2 = (

´ +∞
−∞ |𝜙(𝑥)|2 𝑑𝑥)1/2 и что для функций 𝑔(𝑥),
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принадлежащих пересечению пространства непрерывных ограниченных функций 𝐶(R) с
пространством Соболева 𝑊 1

2 (R), справедлива оценка

‖𝑔‖𝐶 ⩽ ‖𝑔‖𝑊 1
2
=

(︂ +∞ˆ

−∞

[(𝑔(𝑥))2+(𝑔′(𝑥))2] 𝑑𝑥

)︂1/2
, (36)

причём если 𝑔(𝑥)∈𝐶(2)(R), то [12] предел функций 𝑔(𝑥), 𝑔′(𝑥) при 𝑥→±∞ равен нулю.
Лемма. Из существования локального классического решения 𝑣= 𝑣(𝑡, 𝑥), 𝑡∈ [0, 𝑡1], урав-

нения (3) следует существование соответствующего решения

𝑢=𝑢(𝑡, 𝑥)= lim
𝑥0→−∞

𝑥ˆ

𝑥0

𝑣(𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠=

𝑥ˆ

−∞

𝑣(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 (37)

уравнения (1) на том же временно́м отрезке [0, 𝑡1] при выполнении условий

𝑢𝑥𝑥(𝑡, 𝑥)=𝑂(𝑢𝑥(𝑡, 𝑥)), 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑡, 𝑥)=𝑂(𝑢𝑥(𝑡, 𝑥)) при 𝑥→±∞ (38)

и

𝑢(𝑡, 𝑥)∈𝐶(6)[R]∩𝑊 6
2 (R), 𝑢𝑡(𝑡, 𝑥)∈𝐶(4)[R]∩𝑊 4

2 (R), 𝑢𝑡𝑡(𝑡, 𝑥)∈𝐶(2)[R]∩𝑊 2
2 (R). (39)

Доказательство. Прежде всего отметим, что из условий (39) при 𝑡 ∈ [0, 𝑡1] следуют
предельные равенства

lim
𝑥→±∞

𝜕𝑛𝑥𝑢(𝑡, 𝑥)= 0, 𝑛=0, 6; lim
𝑥→±∞

𝜕𝑡𝜕
𝑚
𝑥 𝑢(𝑡, 𝑥)= 0, 𝑚=0, 4;

lim
𝑥→±∞

𝜕2𝑡 𝜕
𝑞
𝑥𝑢(𝑡, 𝑥)= 0, 𝑞=0, 2. (40)

Пусть 𝑣 = 𝑣(𝑡, 𝑥) — классическое решение уравнения (3) на временно́м отрезке [0, 𝑡1],
тогда, используя соотношения (38) и (40), выводим равенства

𝑥ˆ

−∞

𝜕𝑖𝑡𝜕
𝑗
𝑠𝑣(𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠=

𝑥ˆ

−∞

(𝜕𝑖𝑡𝜕
𝑗
𝑠𝑢(𝑡, 𝑠))𝑠 𝑑𝑠= 𝜕𝑖𝑡𝜕

𝑗
𝑥𝑢(𝑡, 𝑥)− lim

𝑠→−∞
𝜕𝑖𝑡𝜕

𝑗
𝑠𝑢(𝑡, 𝑠)= 𝜕𝑖𝑡𝜕

𝑗
𝑥𝑢(𝑡, 𝑥),

𝑥ˆ

−∞

𝜕2𝑠 (𝑣
1−𝑝(𝑡, 𝑠)) 𝑑𝑠= 𝜕𝑠(𝑣

1−𝑝(𝑡, 𝑠))|𝑥−∞= 𝜕𝑥(𝑣
1−𝑝(𝑡, 𝑥))−(1−𝑝) lim

𝑥0→−∞

𝑣𝑥(𝑡, 𝑥0)

𝑣𝑝(𝑡, 𝑥0)
=

= 𝜕𝑥𝑢
1−𝑝
𝑥 (𝑡, 𝑥)−(1−𝑝) lim

𝑥0→−∞
𝑢1−𝑝
𝑥 (𝑡, 𝑥0)

𝑢𝑥𝑥(𝑡, 𝑥0)

𝑢𝑥(𝑡, 𝑥0)
= 𝜕𝑥𝑢

1−𝑝
𝑥 (𝑡, 𝑥).

Теперь, применяя полученные представления и подставляя функцию (37) в уравнение (1),
получаем тождественное равенство на отрезке [0, 𝑡1].

Замечание 2. Из требований (39) к решению 𝑢=𝑢(𝑡, 𝑥) задачи Коши (1), (2) следуют
необходимые условия, которым должны удовлетворять начальные функции:

𝜙(𝑥)∈𝐶(6)[R]∩𝑊 6
2 (R), 𝜓(𝑥)∈𝐶(4)[R]∩𝑊 4

2 (R).

5. СУЩЕСТВОВАНИЕ ГЛОБАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ

На временном отрезке 𝑡∈ [0, 𝑡1] существования единственного решения 𝑢=𝑢(𝑡, 𝑥) задачи
Коши (1), (2) введём в рассмотрение функционал — так называемый интеграл энергии
уравнения (1):

𝑦(𝑡)= (𝑢, 𝑢)+(𝑢𝑥, 𝑢𝑥)=

+∞ˆ

−∞

(𝑢2+𝑢2𝑥) 𝑑𝑥= ‖𝑢‖2𝑊 1
2
, 𝑡∈ [0, 𝑡1]. (41)
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Применяя к значению производной функционала (41)

𝑦′(𝑡)= 2((𝑢, 𝑢𝑡)+(𝑢𝑥, 𝑢𝑡𝑥))

неравенство Коши–Буняковского |(𝜙,𝜓)|⩽ ‖𝜙‖2‖𝜓‖2 и обозначая через

𝑧(𝑡)= (𝑢𝑡, 𝑢𝑡)+(𝑢𝑡𝑥, 𝑢𝑡𝑥)=

+∞ˆ

−∞

(𝑢2𝑡 +𝑢
2
𝑡𝑥) 𝑑𝑥= ‖𝑢𝑡‖2𝑊 1

2
, 𝑡∈ [0, 𝑡1],

ещё один интеграл энергии, связанный с уравнением (1), выводим вспомогательную оценку

𝑦′(𝑡)⩽ 𝑦(𝑡)+𝑧(𝑡). (42)

Теорема 3. Пусть выполнены условия леммы и теоремы 2 и функция 𝜙′(𝑥) ∈ 𝐶[R]
принадлежит пространству 𝐿2−𝑝(R): ‖𝜙′‖2−𝑝

2−𝑝 =
´ +∞
−∞ (𝜙′(𝑥))2−𝑝 𝑑𝑥<∞. Тогда при 𝜆> 0 су-

ществует единственное глобальное классическое решение задачи Коши (1), (2), для которого
справедлива оценка

‖𝑢‖𝐶 =sup
𝑥∈R

|𝑢(𝑡, 𝑥)|⩽
√︀
𝐸0𝑒

𝑡/2, 𝑡∈R+, 𝐸0=const .

Доказательство. Введём в рассмотрение функционал энергии для уравнения (1):

𝐸(𝑡)= ‖𝑢𝑡‖22+‖𝑢𝑡𝑥‖22+𝑞4‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖22+𝑞5‖𝑢𝑥𝑥‖22+𝑞6‖𝑢𝑥‖22+𝑞7‖𝑢‖22+

+
2𝜆

2−𝑝
‖𝑢𝑥‖2−𝑝

2−𝑝+2𝑞1

𝑡ˆ

0

‖𝑢𝜏𝑥𝑥‖22 𝑑𝜏+2𝑞2

𝑡ˆ

0

‖𝑢𝜏𝑥‖22 𝑑𝜏+2𝑞3

𝑡ˆ

0

‖𝑢𝜏‖22 𝑑𝜏. (43)

Умножим уравнение (1) на 𝑢𝑡(𝑡, 𝑥) и проинтегрируем от −∞ до +∞. Тогда, интегрируя
по частям, будем иметь

(𝑢𝑡𝑡, 𝑢𝑡)+(𝑢𝑡𝑡𝑥, 𝑢𝑡𝑥)+𝑞1(𝑢𝑡𝑥𝑥, 𝑢𝑡𝑥𝑥)+𝑞2(𝑢𝑡𝑥, 𝑢𝑡𝑥)+𝑞3(𝑢𝑡, 𝑢𝑡)+𝑞4(𝑢𝑥𝑥𝑥, 𝑢𝑡𝑥𝑥𝑥)+

+𝑞5(𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑡𝑥𝑥)+𝑞6(𝑢𝑥, 𝑢𝑡𝑥)+𝑞7(𝑢, 𝑢𝑡)+𝜆(𝑢
1−𝑝
𝑥 , 𝑢𝑡𝑥)= 0

или
1

2

𝑑

𝑑𝑡

(︂
‖𝑢𝑡‖22+‖𝑢𝑡𝑥‖22+𝑞4‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖22+𝑞5‖𝑢𝑥𝑥‖22+𝑞6‖𝑢𝑥‖22+𝑞7‖𝑢‖22+

2𝜆

2−𝑝
‖𝑢𝑥‖2−𝑝

2−𝑝

)︂
+

+𝑞1‖𝑢𝑡𝑥𝑥‖22+𝑞2‖𝑢𝑡𝑥‖22+𝑞3‖𝑢𝑡‖22=0. (44)

Из равенства (44) следует, что производная функционала энергии 𝐸′(𝑡)=0, т.е. функци-
онал энергии (43) не зависит от времени и, следовательно, имеет место закон сохранения

𝐸(𝑡)=𝐸(0)≡𝐸0, (45)

в котором

𝐸0= ‖𝜓‖22+‖𝜓′‖22+𝑞4‖𝜙′′′‖22+𝑞5‖𝜙′′‖22+𝑞6‖𝜙′‖22+𝑞7‖𝜙‖22+
2𝜆

2−𝑝
‖𝜙′‖2−𝑝

2−𝑝

— начальная энергия.
Потребуем, чтобы для функции 𝜙′(𝑥)∈𝐿2−𝑝(R) и параметра 𝜆∈R выполнялось условие

положительности начальной энергии 𝐸0> 0, т.е.

‖𝜓‖2𝑊 1
2
+𝑞4‖𝜙′′′‖22+𝑞5‖𝜙′′‖22+𝑞6‖𝜙′‖22+𝑞7‖𝜙‖22>− 2𝜆

2−𝑝
‖𝜙′‖2−𝑝

2−𝑝. (46)
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Отметим, что условие (46) существенно только для отрицательных значений параметра 𝜆
и при 𝜆> 0 выполняется всегда.

Полагая, что параметр 𝜆 > 0, из закона сохранения (45), уменьшая его левую часть,
выводим оценку второго интеграла энергии

𝑧(𝑡)= ‖𝑢𝑡‖22+‖𝑢𝑡𝑥‖22⩽𝐸0. (47)

Совместно рассматривая неравенства (42) и (47), получаем интегральное неравенство

𝑦(𝑡)⩽𝐸0𝑡+

𝑡ˆ

0

𝑦(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡∈ [0, 𝑡1]. (48)

Применив к (48) лемму Гронуолла [13, гл. 1, § 1], выводим оценку интеграла энергии

𝑦(𝑡)⩽𝐸0𝑒
𝑡, (49)

справедливую на всей положительной полуоси 𝑡 ∈ R+, значит, классическое решение 𝑢 =
=𝑢(𝑡, 𝑥) принадлежит пространству Соболева 𝑊 1

2 (R) при 𝑡∈R+.
Теперь, используя неравенства (36) и (49), получаем оценку решения 𝑢= 𝑢(𝑡, 𝑥) задачи

Коши (1), (2) в пространстве 𝐶[R]:

‖𝑢‖𝐶 =sup
𝑥∈R

|𝑢(𝑡, 𝑥)| ⩽ ‖𝑢‖𝑊 1
2
⩽
√︀
𝐸0𝑒

𝑡/2, 𝑡∈R+,

обеспечивающую существование глобального решения.

6. ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЕ УБЫВАНИЕ
ГЛОБАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ

Введём в рассмотрение еще один функционал энергии для уравнения (1)

𝐸1(𝑡)= ‖𝑢𝑡‖2𝑊 1
2
+𝑞4‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖22+𝑞5‖𝑢𝑥𝑥‖22+𝑞6‖𝑢𝑥‖22+𝑞7‖𝑢‖22+

2𝜆

2−𝑝
‖𝑢𝑥‖2−𝑝

2−𝑝 (50)

и перепишем соотношение (44) в виде дифференциального равенства:

𝑑

𝑑𝜏
𝐸1(𝜏)=−2(𝑞1‖𝑢𝜏𝑥𝑥‖22+𝑞2‖𝑢𝜏𝑥‖22+𝑞3‖𝑢𝜏‖22), 𝜏 ∈R+. (51)

Из (51) следует, что функционал 𝐸1(𝑡) монотонно убывает на полуоси R+, причём,
интегрируя обе части (51) по отрезку [0, 𝑡], имеем

𝐸1(𝑡)=𝐸0−2

𝑡ˆ

0

(𝑞1‖𝑢𝜏𝑥𝑥‖22+𝑞2‖𝑢𝜏𝑥‖22+𝑞3‖𝑢𝜏‖22) 𝑑𝜏.

Следовательно, 𝐸1(𝑡)⩽𝐸0, 𝑡∈R+, т.е. функционал 𝐸1(𝑡) ограничен сверху на всей полуоси R+

начальной энергией 𝐸0 функционала энергии 𝐸(𝑡).
Выясним достаточные условия экспоненциального убывания нормы глобального класси-

ческого решения ‖𝑢‖𝐶 при 𝑡→+∞.
Умножим обе части равенства (51) на экспоненту 𝑒𝜀𝜏 , где 𝜀 — пока не определённый

положительный числовой параметр:

𝑑

𝑑𝜏
(𝑒𝜀𝜏𝐸1(𝜏))+2𝑒𝜀𝜏 (𝑞1‖𝑢𝜏𝑥𝑥‖22+𝑞2‖𝑢𝜏𝑥‖22+𝑞3‖𝑢𝜏‖22)= 𝜀𝑒𝜀𝜏𝐸1(𝜏). (52)
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Проинтегрировав обе части (52) по отрезку [0, 𝑡], получим

𝑒𝜀𝑡𝐸1(𝑡)+2

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏
(︀
𝑞1‖𝑢𝜏𝑥𝑥‖22+𝑞2‖𝑢𝜏𝑥‖22+𝑞3‖𝑢𝜏‖22

)︀
𝑑𝜏 =𝐸0+𝜀

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏𝐸1(𝜏) 𝑑𝜏. (53)

Интегрируя по частям и используя предельные соотношения (40), преобразуем степень
нормы ‖𝑢𝑥‖2−𝑝

2−𝑝 из определения (50):

‖𝑢𝑥‖2−𝑝
2−𝑝=

+∞ˆ

−∞

𝑢1−𝑝
𝑥 𝑑𝑢= lim

𝑥→+∞
(𝑢𝑢1−𝑝

𝑥 )− lim
𝑥→−∞

(𝑢𝑢1−𝑝
𝑥 )−

+∞ˆ

−∞

𝑢 𝑑𝑢1−𝑝
𝑥 =−(𝜕𝑥(𝑢

1−𝑝
𝑥 ), 𝑢). (54)

С учётом представления (54) рассмотрим интеграл в правой части равенства (53):

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏𝐸1(𝜏) 𝑑𝜏 =− 2𝜆

2−𝑝

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝜕𝑥(𝑢
1−𝑝
𝑥 ), 𝑢) 𝑑𝜏+

+

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (‖𝑢𝜏‖2𝑊 1
2
+𝑞4‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖22+𝑞5‖𝑢𝑥𝑥‖22+𝑞6‖𝑢𝑥‖22+𝑞7‖𝑢‖22) 𝑑𝜏. (55)

Первое слагаемое 𝐽(𝑡) в правой части (55), используя уравнение (1), представим в виде

2−𝑝
2

𝐽(𝑡)=−
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝜆𝜕𝑥(𝑢
1−𝑝
𝑥 ), 𝑢) 𝑑𝜏 =−

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝜏𝜏 , 𝑢) 𝑑𝜏+

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝜏𝜏𝑥𝑥, 𝑢) 𝑑𝜏−

−𝑞1
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑢) 𝑑𝜏+𝑞2

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝜏𝑥𝑥, 𝑢) 𝑑𝜏−𝑞3
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝜏 , 𝑢) 𝑑𝜏+

+𝑞4

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑢) 𝑑𝜏−𝑞5
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑢) 𝑑𝜏+𝑞6

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝑥𝑥, 𝑢) 𝑑𝜏−𝑞7
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢, 𝑢)𝑑𝜏. (56)

Используя очевидные равенства, неравенство Коши–Буняковского и интегрируя по ча-
стям, преобразуем интегралы в (56) следующим образом:

𝑗1(𝑡)=−
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝜏𝜏 , 𝑢) 𝑑𝜏 =−𝑒𝜀𝑡(𝑢𝑡, 𝑢)+(𝜓,𝜙)+𝜀

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝜏 , 𝑢)𝑑𝜏+

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝜏‖22 𝑑𝜏 ⩽

⩽
𝑒𝜀𝑡

2
(‖𝑢𝑡‖22+‖𝑢‖22)+(𝜓,𝜙)+

𝜀𝑒𝜀𝑡

2
‖𝑢‖22−

𝜀

2
‖𝜙‖22−

𝜀2

2

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢‖22 𝑑𝜏+
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝜏‖22 𝑑𝜏 ⩽

⩽
𝑒𝜀𝑡

2
‖𝑢𝑡‖22+

(1+𝜀)𝑒𝜀𝑡

2
‖𝑢‖22+(𝜓,𝜙)− 𝜀

2
‖𝜙‖22+

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝜏‖22 𝑑𝜏 ;

𝑗2(𝑡)=

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝜏𝜏𝑥𝑥, 𝑢)𝑑𝜏 =−
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝜏𝜏𝑥, 𝑢𝑥) 𝑑𝜏 =

=−𝑒𝜀𝑡(𝑢𝑡𝑥, 𝑢𝑥)+(𝜓′(𝑥), 𝜙′(𝑥))+
𝜀

2

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏
𝑑

𝑑𝜏
‖𝑢𝑥‖22 𝑑𝜏+

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝜏𝑥‖22 𝑑𝜏 ⩽
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⩽
𝑒𝜀𝑡

2
‖𝑢𝑡𝑥‖22+

(1+𝜀)𝑒𝜀𝑡

2
‖𝑢𝑥‖22+(𝜓′, 𝜙′)− 𝜀

2
‖𝜙′‖22−

𝜀2

2

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝑥‖22𝑑𝜏+
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝜏𝑥‖22 𝑑𝜏 ⩽

⩽
𝑒𝜀𝑡

2
‖𝑢𝑡𝑥‖22+

(1+𝜀)𝑒𝜀𝑡

2
‖𝑢𝑥‖22+(𝜓′, 𝜙′)− 𝜀

2
‖𝜙′‖22+

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝜏𝑥‖22 𝑑𝜏 ;

𝑗3(𝑡)=−𝑞1
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑢)𝑑𝜏 =−𝑞1
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝜏𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑥)𝑑𝜏 =−𝑞1
2

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏
𝑑

𝑑𝜏
‖𝑢𝑥𝑥‖22 𝑑𝜏 =

=−𝑞1𝑒
𝜀𝑡

2
‖𝑢𝑥𝑥‖22+

𝑞1
2
‖𝜙′′‖22+

𝑞1𝜀

2

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝑥𝑥‖22 𝑑𝜏 ;

𝑗4(𝑡)= 𝑞2

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝜏𝑥𝑥, 𝑢) 𝑑𝜏 =−𝑞2
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝜏𝑥, 𝑢𝑥)𝑑𝜏 =−𝑞2
2

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏
𝑑

𝑑𝜏
‖𝑢𝑥‖22 𝑑𝜏 =

=−𝑞2𝑒
𝜀𝑡

2
‖𝑢𝑥‖22+

𝑞2
2
‖𝜙′‖22+

𝑞2𝜀

2

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝑥‖22 𝑑𝜏 ;

𝑗5(𝑡)=−𝑞3
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝜏 , 𝑢)𝑑𝜏 =−𝑞3
2

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏
𝑑

𝑑𝜏
‖𝑢‖22 𝑑𝜏 =−𝑞3𝑒

𝜀𝑡

2
‖𝑢‖22+

𝑞3
2
‖𝜙‖22+

𝑞3𝜀

2

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢‖22 𝑑𝜏 ;

𝑗6(𝑡)= 𝑞4

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑢)𝑑𝜏 =−𝑞4
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝑥𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑑𝜏 =−𝑞4
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖22 𝑑𝜏 ;

𝑗7(𝑡)=−𝑞5
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑢)𝑑𝜏 =−𝑞5
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑥) 𝑑𝜏 =−𝑞5
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝑥𝑥‖22 𝑑𝜏 ;

𝑗8(𝑡)= 𝑞6

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝑥𝑥, 𝑢) 𝑑𝜏 =−𝑞6
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢𝑥, 𝑢𝑥) 𝑑𝜏 =−𝑞6
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝑥‖22 𝑑𝜏 ;

𝑗9(𝑡)=−𝑞7
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏 (𝑢, 𝑢) 𝑑𝜏 =−𝑞7
𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢‖22 𝑑𝜏.

Подставив полученные оценки и представления интегралов 𝑗𝑖(𝑡), 𝑖=1, 9, в правую часть
(56), имеем

(2−𝑝)𝐽(𝑡)⩽ 𝑐12+𝑒
𝜀𝑡(‖𝑢𝑡‖2𝑊 1

2
+(1+𝜀−𝑞3)‖𝑢‖22+(1+𝜀−𝑞2)‖𝑢𝑥‖22−𝑞1‖𝑢𝑥𝑥‖22)+

+2

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝜏‖2𝑊 1
2
𝑑𝜏+(𝜀𝑞3−2𝑞7)

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢‖22 𝑑𝜏+

+(𝜀𝑞2−2𝑞6)

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝑥‖22 𝑑𝜏+(𝜀𝑞1−2𝑞5)

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝑥𝑥‖22 𝑑𝜏−2𝑞4

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖22 𝑑𝜏, (57)

где 𝑐12=2[(𝜓,𝜙)+(𝜓′, 𝜙′)]+(𝑞3−𝜀)‖𝜙‖22+(𝑞2−𝜀)‖𝜙′‖22+𝑞1‖𝜙′′‖22.
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Использовав неравенство (57), получим оценку интеграла (55):

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏𝐸1(𝜏) 𝑑𝜏 ⩽
𝑐12
2−𝑝

+
𝑒𝜀𝑡

2−𝑝
(‖𝑢𝑡‖2𝑊 1

2
+(1+𝜀−𝑞3)‖𝑢‖22+(1+𝜀−𝑞2)‖𝑢𝑥‖22−𝑞1𝑒𝜀𝑡‖𝑢𝑥𝑥‖22)+

+
4−𝑝
2−𝑝

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝜏‖2𝑊 1
2
𝑑𝜏+

𝜀𝑞3−𝑝𝑞7
2−𝑝

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢‖22 𝑑𝜏+

+
𝜀𝑞2−𝑝𝑞6
2−𝑝

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝑥‖22 𝑑𝜏+
𝜀𝑞1−𝑝𝑞5
2−𝑝

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝑥𝑥‖22 𝑑𝜏−
𝑝𝑞4
2−𝑝

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖22 𝑑𝜏. (58)

Применив оценку (58), увеличим правую часть равенства (53):

𝑒𝜀𝑡𝐸1(𝑡)+2

𝑡ˆ

0

𝑒𝜆𝜏
(︀
𝑞1‖𝑢𝜏𝑥𝑥‖22+𝑞2‖𝑢𝜏𝑥‖22+𝑞3‖𝑢𝜏‖22

)︀
𝑑𝜏 ⩽

⩽𝐸0+
𝜀𝑐12
2−𝑝

+
𝜀𝑒𝜀𝑡

2−𝑝
(︀
‖𝑢𝑡‖2𝑊 1

2
+(1+𝜀−𝑞3)‖𝑢‖22+(1+𝜀−𝑞2)‖𝑢𝑥‖22−𝑞1𝑒𝜀𝑡‖𝑢𝑥𝑥‖22

)︀
+

+𝜀
4−𝑝
2−𝑝

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝜏‖2𝑊 1
2
𝑑𝜏+𝜀

𝜀𝑞3−𝑝𝑞7
2−𝑝

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢‖22 𝑑𝜏+

+𝜀
𝜀𝑞2−𝑝𝑞6
2−𝑝

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝑥‖22 𝑑𝜏+𝜀
𝜀𝑞1−𝑝𝑞5
2−𝑝

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝑥𝑥‖22 𝑑𝜏−𝜀
𝑝𝑞4
2−𝑝

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖22 𝑑𝜏.

Подставив в левую часть последнего неравенства значение функционала 𝐸1(𝑡), после
преобразований получим

𝑒𝜀𝑡
[︂(︂
1− 𝜀

2−𝑝

)︂
‖𝑢𝑡‖2𝑊 1

2
+

(︂
𝑞7−

𝜀2+(1−𝑞3)𝜀
2−𝑝

)︂
‖𝑢‖22+

(︂
𝑞6−

𝜀2+(1−𝑞2)𝜀
2−𝑝

)︂
‖𝑢𝑥‖22+

(︂
𝑞5+

𝜀𝑞1
2−𝑝

)︂
‖𝑢𝑥𝑥‖22+

+𝑞4‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖22
]︂
+
2𝜆𝑒𝜀𝑡

2−𝑝
‖𝑢𝑥‖2−𝑝

2−𝑝+2𝑞1

𝑡ˆ

0

𝑒𝜆𝜏‖𝑢𝜏𝑥𝑥‖22 𝑑𝜏+
(︂
2𝑞2−𝜀

4−𝑝
2−𝑝

)︂ 𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝜏𝑥‖22 𝑑𝜏+

+

(︂
2𝑞3−𝜀

4−𝑝
2−𝑝

)︂ 𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏‖𝑢𝜏‖22 𝑑𝜏+
𝜀𝑝

2−𝑝

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏
(︀
𝑞7‖𝑢‖22+𝑞6‖𝑢𝑥‖22+𝑞5‖𝑢𝑥𝑥‖22+𝑞4‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖22

)︀
𝑑𝜏 ⩽

⩽𝐸0+
𝜀𝑐12
2−𝑝

+
𝜀2

2−𝑝

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏
(︀
𝑞3‖𝑢‖22+𝑞2‖𝑢𝑥‖22+𝑞1‖𝑢𝑥𝑥‖22

)︀
𝑑𝜏.

Потребуем выполнения следующих условий:
1) 1−𝜀/(2−𝑝)> 0, тогда 𝜀< 2−𝑝;
2) 2𝑞𝑘−𝜀(4−𝑝)/(2−𝑝)> 0, 𝑘=2, 3, тогда 𝜀< 2𝑞𝑘(2−𝑝)/(4−𝑝);
3) 𝑞7−(𝜀2+(1−𝑞3)𝜀)/(2−𝑝)>𝑞7/2 или 2𝜀2+2(1−𝑞3)𝜀−(2−𝑝)𝑞7< 0, тогда 𝜀1< 0<𝜀<𝜀2=

=(𝑞3−1+
√︀

(𝑞3−1)2+2(2−𝑝)𝑞7)/2, где 𝜀1,2 — корни квадратного трехчлена;
4) 𝑞6−(𝜀2+(1−𝑞2)𝜀)/(2−𝑝)>𝑞6/2 при ̃︀𝜀1< 0<𝜀< ̃︀𝜀2=(𝑞2−1+

√︀
(𝑞2−1)2+2(2−𝑝)𝑞6)/2.
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Таким образом, если 𝜀<min{2−𝑝; 𝜀2; ̃︀𝜀2; 𝑞2; 2𝑞2(2−𝑝)/(4−𝑝); 𝑞3; 2𝑞3(2−𝑝)/(4−𝑝)}, то по-
стоянная 𝑐12⩾ 0 и

𝑒𝜀𝑡
(︀
𝑞7‖𝑢‖22+𝑞6‖𝑢𝑥‖22+𝑞5‖𝑢𝑥𝑥‖22

)︀
⩽ 2𝐸0+

2𝜀𝑐12
2−𝑝

+
2𝜀2

2−𝑝

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏
(︀
𝑞3‖𝑢‖22+𝑞2‖𝑢𝑥‖22+𝑞1‖𝑢𝑥𝑥‖22

)︀
𝑑𝜏. (59)

Пусть 𝛿=2max{𝑞3/𝑞7; 𝑞2/𝑞6; 𝑞1/𝑞5}/(2−𝑝). Тогда, увеличив правую часть неравенства (59),
придём к интегральному неравенству

𝑒𝜀𝑡
(︀
𝑞7‖𝑢‖22+𝑞6‖𝑢𝑥‖22+𝑞5‖𝑢𝑥𝑥‖22

)︀
⩽ 2

(︂
𝐸0+

𝜀𝑐12
2−𝑝

)︂
+𝜀2𝛿

𝑡ˆ

0

𝑒𝜀𝜏
(︀
𝑞7‖𝑢‖22+𝑞6‖𝑢𝑥‖22+𝑞5‖𝑢𝑥𝑥‖22

)︀
𝑑𝜏,

откуда, применив лемму Гронуолла, имеем

𝑞7‖𝑢‖22+𝑞6‖𝑢𝑥‖22+𝑞5‖𝑢𝑥𝑥‖22⩽ 2

(︂
𝐸0+

𝜀𝑐12
2−𝑝

)︂
𝑒−𝜀(1−𝜀𝛿)𝑡. (60)

Полагая 0< 𝜀<min{2−𝑝; 𝜀2; ̃︀𝜀2; 𝑞2; 2𝑞2(2−𝑝)/(4−𝑝); 𝑞3; 2𝑞3(2−𝑝)/(4−𝑝); 1/𝛿}, получаем экс-
поненциальное убывание при 𝑡→+∞ правой части (60).

Уменьшив левую часть неравенства (60), получим

𝑘0(‖𝑢‖22+‖𝑢𝑥‖22)⩽ 𝑞7‖𝑢‖22+𝑞6‖𝑢𝑥‖22⩽ 2

(︂
𝐸0+

𝜀𝑐12
2−𝑝

)︂
𝑒−𝜀(1−𝜀𝛿)𝑡, 𝑘0=min{𝑞6; 𝑞7},

откуда следует экспоненциальное убывание нормы глобального решения задачи Коши (1),
(2) в пространстве Соболева:

‖𝑢‖𝑊 1
2
⩽ 𝑐13𝑒

−𝑐14𝑡, 𝑐13=

√︃
2

(︂
𝐸0+

𝜀𝑐12
2−𝑝

)︂
, 𝑐14=

𝜀(1−𝜀𝛿)
2

, 𝑡∈R+,

а значит, в силу оценки (36), и в пространстве 𝐶(R).
Таким образом, доказана
Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда для глобального классического

решения 𝑢= 𝑢(𝑡, 𝑥) задачи Коши (1), (2) существуют такие постоянные 𝑐13 и 𝑐14, что
имеет место оценка

‖𝑢‖𝐶 =sup
𝑥∈R

|𝑢(𝑡, 𝑥)|⩽ 𝑐13𝑒
−𝑐14𝑡, 𝑡∈R+,

т.е. глобальное решение задачи Коши (1), (2) экспоненциально убывает на полуоси R+.
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положительным. Установлены условия на параметры системы, в том числе на нелиней-
ности, при выполнении которых существует единственное двухточечно-колебательное
периодическое решение с периодом, соизмеримым с периодом функции возмущения, в
случае специального вида вектора обратной связи. Доказана асимптотическая устой-
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ВВЕДЕНИЕ

В задачах теории автоматического управления и регулирования модели управляемых
нелинейных систем описываются дифференциально-разностными уравнениями, уравнения-
ми с частными производными или обыкновенными дифференциальными уравнениями (см.,
например, [1, 2]). Для описания внешнего постоянного воздействия на систему в моделях
часто используют непрерывные ограниченные, в том числе периодические, функции возму-
щения (см. [3]).

Релейные автоматические системы охватывают широкий класс систем регулирования (см.,
например, [4–6]). Известно [7, c. 11], что эти системы могут обладать больши́м быстродей-
ствием вследствие интенсивного управляющего воздействия, которое может стать причиной
возникновения автоколебаний. В некоторых системах (например, в вибрационных регулято-
рах) такие незатухающие колебания являются основным рабочим режимом, но во многих
случаях появление автоколебаний нежелательно. Устранить их можно, если систему под-
вергнуть внешнему периодическому воздействию. В этом случае при условии захватывания
частоты в системе возникают гармонические и субгармонические вынужденные колебания.
Согласно [7, c. 12] для разработки и эффективного использования релейных автоматиче-
ских систем необходимо уметь определять зависимость их режима работы от параметров
отдельных элементов, а также от вида и параметров внешнего воздействия.
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Автором ранее были изучены системы обыкновенных дифференциальных уравнений с
нелинейностью типа неидеального [8, c. 181] двухпозиционного реле и ограниченной, в том
числе периодической, функцией возмущения в правой части (см. работы [9–12]). Настоящая
статья развивает аналитическое исследование, начатое в [9] и продолженное в [10–12], по про-
блеме существования в таких системах двухточечно-колебательных решений, т.е. непрерыв-
ных решений с двумя точками переключения на поверхностях разрыва в пространстве состоя-
ний системы и возвратом в каждую из этих точек за одно и то же время — период возврата.

В статье [9] впервые даны определения двухточечно-колебательного решения, момента
первой встречи с гиперплоскостью переключения и получены достаточные условия суще-
ствования решения с периодом возврата, равным периоду функции возмущения, в случае
неустойчивой линейной части системы, когда матрица системы имеет простые вещественные
ненулевые собственные значения, среди которых есть положительное. В [10] рассмотрена
вещественная симметричная матрица системы с кратными собственными числами, установ-
лено необходимое условие существования решения системы с заданным видом периодической
функции возмущения, доказаны теоремы существования и несуществования такого решения.
В статье [11] разработан алгоритм выбора параметров нелинейности как управления, при
которых система имеет единственное асимптотически орбитально устойчивое периодическое
решение с двумя точками переключения за период, кратный периоду функции возмущения.
В [12] для случая функции возмущения общего вида доказан критерий существования и един-
ственности решения с произвольным периодом возврата и для случая периодической функ-
ции возмущения установлено необходимое и достаточное условие существования единствен-
ного периодического решения с заданным периодом, кратным периоду функции возмущения.

В настоящей статье решается задача синтеза управления при ограничениях на параметры
системы с целью обеспечить существование единственного асимптотически устойчивого двух-
точечно-колебательного решения с заданным периодом возврата, соизмеримым с периодом
функции возмущения. В отличие от [11] ниже исследуются периодические решения системы
с четырьмя переключениями реле за период.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим модель релейной неавтономной управляемой системы в виде следующей
системы обыкновенных дифференциальных уравнений:

𝑌̇ =𝐴𝑌 +𝐵𝑢(𝜎)+𝐾𝑓(𝑡), 𝜎=(𝐶, 𝑌 ). (1)

Здесь 𝑌 =(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)
т — вектор состояний системы, символ т означает операцию транспо-

нирования; матрица системы 𝐴, векторы 𝐵=(𝑏1, . . . , 𝑏𝑛)
т, 𝐾=(𝑘1, . . . , 𝑘𝑛)

т и 𝐶=(𝑐1, . . . , 𝑐𝑛)
т

являются ненулевыми, вещественными и постоянными; (𝐶, 𝑌 ) — скалярное произведение
векторов 𝐶 и 𝑌 , где 𝐶 определяет обратную связь в системе.

Оператором 𝑢(𝜎) задана характеристика неидеального двухпозиционного релейного эле-
мента с пороговыми значениями ℓ1, ℓ2 ∈ R, значениями выхода 𝑚1,𝑚2 ∈ R и положитель-
ным направлением обхода петли гистерезиса на плоскости (𝜎, 𝑢(𝜎)). Полагаем, что ℓ1<ℓ2 и
𝑚1<𝑚2. Описание реле далее приведём в соответствии с работой [13]. Непрерывная входная
функция 𝜎(𝑡), 𝑡⩾ 𝑡0, преобразуется в выходную кусочно-непрерывную функцию

𝑢(𝑡)=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑚1, (𝜎(𝑡)⩽ ℓ1)∨(𝜎(𝑡)∈ (ℓ1, ℓ2)∧𝜎(𝜉(𝑡))= ℓ1),

𝑚2, (𝜎(𝑡)⩾ ℓ2)∨(𝜎(𝑡)∈ (ℓ1, ℓ2)∧𝜎(𝜉(𝑡))= ℓ2),

𝑢0, 𝜎(𝜏)∈ (ℓ1, ℓ2) для любых 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡),

где 𝜉(𝑡)= sup{𝜏 : 𝜏 ⩽ 𝑡, 𝜎(𝜏)= ℓ1∨𝜎(𝜏)= ℓ2} и 𝑢0=𝑢(𝑡0)∈{𝑚1,𝑚2}.
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Допустимыми состояниями реле называют все пары (𝜎, 𝑢)∈R2, удовлетворяющие усло-
вию (𝑢=𝑚1∧𝜎 < ℓ2)∨ (𝑢=𝑚2∧𝜎 > ℓ1). В релейных автоматических системах 𝜎(𝑡) задаёт
управляющий сигнал, 𝑢(𝑡) — управляющее воздействие. Характеристика релейного элемента
имеет гистерезис (зону неоднозначности), поэтому всякий раз при прохождении управляю-
щим сигналом пороговых значений управляющее воздействие изменяется скачком, а между
скачками оно постоянно и определяется не только значением управляющего сигнала, но и
направлением его изменения [7, c. 45–46].

Внешнее воздействие на релейную систему задано непрерывной периодической функцией
возмущения 𝑓(𝑡), 𝑡⩾ 0, в следующем виде:

𝑓(𝑡)= 𝑓0+

𝜌∑︁
𝛼=1

𝑓𝛼 sin(𝛼𝜔𝑡+𝜙𝛼), 𝜌∈N, (2)

где 𝑓0, 𝑓𝛼, 𝜔 и 𝜙𝛼 (𝛼 = 1, 𝜌) — вещественные постоянные, причём 𝑓1 ̸= 0, 𝜔 > 0. Период
функции 𝑓(𝑡) равен 𝑇 =2𝜋/𝜔. Вид (2) функции возмущения часто используют в модели для
описания периодического воздействия на систему. Для определённости положим 𝜌 чётным.

Приведём определения из работы [12], которые используются в данной статье.
Определение 1. Точкой переключения называется состояние системы (1), при котором

входная функция 𝜎(𝑡) достигает одного из пороговых значений ℓ𝜇, 𝜇 = 1, 2, а выходная
функция 𝑢(𝑡) при этом меняет значение выхода 𝑚1 на 𝑚2 или наоборот.

Определение 2. Гиперплоскостью переключения называется гиперплоскость

𝐿𝜇= {𝑌 ∈R𝑛 : (𝐶, 𝑌 )= ℓ𝜇}, 𝜇=1, 2.

Определение 3. Если в некоторый момент времени 𝑡′ изображающая точка принадле-
жит гиперплоскости 𝐿𝜇, 𝜇=1, 2, то наименьший момент времени 𝑡′′>𝑡′, в который изобра-
жающая точка принадлежит гиперплоскости 𝐿3−𝜇, называется моментом первой встречи
изображающей точки с 𝐿3−𝜇.

Определение 4. Решение 𝑌 (·) системы (1) называется 𝑇𝑟-двухточечно-колебательным
простейшего поведения, если существуют вещественные положительные числа 𝜏1 и 𝜏2 такие,
что 𝜏1+𝜏2=𝑇𝑟, и точки 𝑌 1 ∈𝐿1 и 𝑌 2 ∈𝐿2, для которых выполняются следующие условия:

1) 𝑌 (𝑡0+𝜅𝑇𝑟) = 𝑌 1 и 𝑌 (𝑡0+ 𝜏1+𝜅𝑇𝑟) = 𝑌 2, где 𝑡0 ⩾ 0 — начальный момент времени,
𝜅∈N∪{0};

2) для всех 𝜅∈N∪{0} на полуинтервале Δ1
𝜅=[𝑡0+𝜅𝑇𝑟, 𝑡0+𝜏1+𝜅𝑇𝑟) имеет место равенство

𝑢=𝑚1, а на полуинтервале Δ2
𝜅= [𝑡0+𝜏1+𝜅𝑇𝑟, 𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟) — равенство 𝑢=𝑚2.

В данной статье решение системы (1) ищется в соответствии с определением 4 в классе
определённых на полуоси 𝑡⩾ 𝑡0 непрерывных вектор-функций 𝑌 (𝑡) с начальным условием
𝑌 (𝑡0)=𝑌 1 таким, что 𝜎(𝑡0)= (𝐶, 𝑌 1)= ℓ1. Кроме того, решение будем называть Ψ-периоди-
ческим, Ψ> 0, если 𝑌 (𝑡+Ψ)=𝑌 (𝑡) для всех 𝑡⩾ 𝑡0. На полуинтервале Δ1

𝜅, 𝜅∈N∪{0}, выход
релейного элемента принимает значение 𝑚1, поэтому активной является система

𝑌̇ =𝐴𝑌 +𝐵𝑚1+𝐾𝑓(𝑡), (𝐶, 𝑌 )<ℓ2. (3)

На полуинтервале Δ2
𝜅 выход релейного элемента принимает значение 𝑚2 и активной является

система
𝑌̇ =𝐴𝑌 +𝐵𝑚2+𝐾𝑓(𝑡), (𝐶, 𝑌 )>ℓ1. (4)

Нелинейность 𝑢(𝜎) можно представить в виде

𝑢(𝜎)=

{︃
𝑚1, 𝜎=(𝐶, 𝑌 )<ℓ2,

𝑚2, 𝜎=(𝐶, 𝑌 )>ℓ1.
(5)
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В точке 𝑌 𝜇, 𝜇=1, 2, происходит переключение реле и “сшивание” траекторий, заданных
системами уравнений (3) и (4). Число 𝜏𝜇 далее называется временем перехода изображающей
точки решения из точки 𝑌 𝜇 в точку 𝑌 3−𝜇, а времена перехода и точки переключения —
параметрами решения. Согласно определению 3 значение 𝑡0+𝜏1 является моментом первой
встречи с гиперплоскостью 𝐿2, а значение 𝑡0+𝑇𝑟 — моментом первой встречи с 𝐿1. В силу
условия 1) определения 4 периодом возврата является число 𝑇𝑟.

Пусть матрица 𝐴 и вектор 𝐵 удовлетворяют следующим условиям: a) матрица 𝐴 имеет
только простые ненулевые вещественные собственные значения 𝜆𝑖, 𝑖= 1, 𝑛; b) векторы 𝐵,
𝐴𝐵, 𝐴2𝐵, . . . , 𝐴𝑛−1𝐵 являются линейно независимыми.

Применим к системе (1) неособое преобразование 𝑌 =𝑆𝑋 (например, из [12]), приводящее
матрицу 𝐴 к диагональной матрице 𝐴0, у которой (𝑖, 𝑖)-й элемент равен 𝜆𝑖. Условие b)
является условием полной управляемости системы по отношению ко входу 𝑢(𝜎). В силу
неособого преобразования все элементы 𝑏0𝑖 вектора 𝐵0=𝑆−1𝐵 отличны от нуля.

Следуя методу сечений пространства параметров [14, с. 22], рассмотрим для системы (1)
сечение 1-го рода и положим вектор 𝐶 таким, что вектор Γ= 𝑆т𝐶 имеет один ненулевой
элемент (например, 𝛾𝑠 ̸=0) и нулевые остальные элементы.

После преобразования система (1) принимает каноническую форму в векторном виде

𝑋̇ =𝐴0𝑋+𝐵0𝑢(𝜎)+𝐾0𝑓(𝑡), 𝜎=(Γ, 𝑋),

или в координатном виде

𝑥̇𝑖=𝜆𝑖𝑥𝑖+𝑏
0
𝑖𝑢(𝜎)+𝑘

0
𝑖 𝑓(𝑡), 𝜎= 𝛾𝑠𝑥𝑠, 𝑖=1, 𝑛, (6)

где 𝑥𝑖 — 𝑖-й элемент вектора 𝑋 =𝑆−1𝑌 , 𝑠 — некоторый индекс.
По определению 4 решению 𝑋(𝑡) системы (6) отвечает траектория с точками пере-

ключения 𝑋1=(𝑥11, . . . , 𝑥
1
𝑛)

т и 𝑋2=(𝑥21, . . . , 𝑥
2
𝑛)

т, которые связаны равенством 𝑋𝜇=𝑆−1𝑌 𝜇,
𝜇=1, 2. Утверждение 𝑋𝜇∈𝐿𝜇 равносильно выполнению равенства 𝛾𝑠𝑥

𝜇
𝑠 = ℓ𝜇. Гиперплоскости

переключения ориентированы ортогонально оси 𝑥𝑠 в пространстве состояний системы (6).
Система обыкновенных дифференциальных уравнений вида (1) может являться моделью

автоматических систем управления, используемых в судостроении. В элементах постоянной
матрицы заложены характеристики управляемого объекта, например, судна. Релейная нели-
нейность играет роль управления в решении задачи, например, по автоматической стабили-
зации курса судна. Элементы вектора, стоящего при нелинейности, задают коэффициенты
усиления. При этом на судно регулярно воздействует волнение на воде, которое можно
описать непрерывной периодической функцией внешнего возмущения.

Полагаем, что собственные значения 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 матрицы 𝐴0, элементы 𝑏01, . . . , 𝑏0𝑛 векто-
ра 𝐵0 и постоянные 𝑓0, 𝑓1, . . . , 𝑓𝜌, 𝜔 функции 𝑓(𝑡) заданы. Ставится задача управления для
системы (6), которая заключается в том, чтобы найти ограничения на числовые параметры
𝑘01, . . . , 𝑘0𝑛 системы (6), параметры 𝜙1, . . . , 𝜙𝜌 функции возмущения (2) и на параметры 𝛾𝑠,
ℓ1, ℓ2, 𝑚1, 𝑚2 нелинейности 𝑢(𝜎), при выполнении которых существует решение системы (6)
с начальным моментом времени 𝑡0 и периодом возврата 𝑇𝑟, соизмеримым с периодом 𝑇
функции возмущения 𝑓(𝑡).

Для аналитического представления решения используем формулу Коши

𝑥𝑖(𝑡)= 𝑒𝜆𝑖(𝑡−𝜈)𝑥𝑖(𝜈)+

𝑡ˆ

𝜈

𝑒𝜆𝑖(𝑡−𝜏)(𝑏0𝑖𝑚𝜇+𝑘
0
𝑖 𝑓(𝜏)) 𝑑𝜏, 𝑖=1, 𝑛, 𝜇=1, 2,

где 𝜈 — начальный момент времени.
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2. РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
С ПРОГРАММНЫМ УПРАВЛЕНИЕМ

Рассмотрим программное управление с параметрами 𝑚1, 𝑚2, 𝜏1 и 𝜏2

𝑢𝑝(𝑡)=

{︃
𝑚1, 𝑡∈Δ1

𝜅= [𝑡0+𝜅𝑇𝑟, 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1),

𝑚2, 𝑡∈Δ2
𝜅= [𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1, 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1+𝜏2)

(7)

и двухмерную подсистему системы (6) для 𝑖= 𝑠 с управлением (7)

𝑥̇𝑠(𝑡)=𝜆𝑠𝑥𝑠(𝑡)+𝑏
0
𝑠𝑢𝑝(𝑡)+𝑘

0
𝑠𝑓(𝑡), 𝜎(𝑡)= 𝛾𝑠𝑥𝑠(𝑡).

Заметим, что 𝑢𝑝(𝑡), 𝑡 ⩾ 𝑡0, является кусочно-постоянной 𝑇𝑟-периодической функцией, т.е.
𝑢𝑝(𝑡)=𝑢𝑝(𝑡+𝑇𝑟) для всех 𝑡⩾ 𝑡0.

Исследуем уравнение

𝛾𝑠𝑥̇𝑠(𝑡)=𝜆𝑠𝛾𝑠𝑥𝑠(𝑡)+𝛾𝑠(𝑏
0
𝑠𝑢𝑝(𝑡)+𝑘

0
𝑠𝑓(𝑡))

с начальным условием 𝛾𝑠𝑥𝑠(𝑡0)= 𝛾𝑠𝑥
1
𝑠 = ℓ1 или эквивалентное уравнение

𝜎̇(𝑡)=𝜆𝑠𝜎(𝑡)+𝛾𝑠(𝑏
0
𝑠𝑢𝑝(𝑡)+𝑘

0
𝑠𝑓(𝑡)) (8)

с начальным условием 𝜎(𝑡0) = ℓ1 и найдём параметры программного управления 𝑢𝑝(𝑡), ко-
торые обеспечивают существование решения этого уравнения.

Согласно определению 4 справедливы равенства

𝛾𝑠𝑥
1
𝑠 = ℓ1 или 𝜎(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)=𝜎(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟)= ℓ1,

𝛾𝑠𝑥
2
𝑠 = ℓ2 или 𝜎(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1)= ℓ2,

где 𝑡0+𝜏1 — момент первой встречи с гиперплоскостью 𝐿2, 𝑡0+𝑇𝑟 — момент первой встречи
с гиперплоскостью 𝐿1 в соответствии с определением 3.

С помощью формулы Коши выпишем решение 𝜎(𝑡) уравнения (8) на полуинтервалах с
соответствующим значением функции 𝑢𝑝(𝑡) и с учётом равенств (6). Имеем на полуинтервале
Δ1

𝜅 c 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟 и 𝜎(𝜈)= ℓ1 решение

𝜎(𝑡)= 𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜈)ℓ1+𝛾𝑠

𝑡ˆ

𝜈

𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜏)(𝑏0𝑠𝑚1+𝑘
0
𝑠𝑓(𝜏)) 𝑑𝜏, (9)

на полуинтервале Δ2
𝜅 c 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1 и 𝜎(𝜈)= ℓ2 — решение

𝜎(𝑡)= 𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜈)ℓ2+𝛾𝑠

𝑡ˆ

𝜈

𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜏)(𝑏0𝑠𝑚2+𝑘
0
𝑠𝑓(𝜏)) 𝑑𝜏. (10)

Подставив 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1 вместо 𝑡 в равенство (9), с учётом 𝜎(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1)= ℓ2 получим

ℓ2= 𝑒𝜆𝑠𝜏1ℓ1+𝛾𝑠

𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1ˆ

𝑡0+𝜅𝑇𝑟

𝑒𝜆𝑠(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1−𝜏)(𝑏0𝑠𝑚1+𝑘
0
𝑠𝑓(𝜏)) 𝑑𝜏.

После замены 𝜉= 𝜏− 𝑡0−𝜅𝑇𝑟 имеем

ℓ2= 𝑒𝜆𝑠𝜏1ℓ1+𝛾𝑠

𝜏1ˆ

0

𝑒𝜆𝑠(𝜏1−𝜉)(𝑏0𝑠𝑚1+𝑘
0
𝑠𝑓(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜉)) 𝑑𝜉. (11)
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Подставим 𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟 вместо 𝑡 в равенство (10), ввиду 𝜎(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟)= ℓ1 получим

ℓ1= 𝑒𝜆𝑠𝜏2ℓ2+𝛾𝑠

𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟ˆ

𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1

𝑒𝜆𝑠(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜏)(𝑏0𝑠𝑚2+𝑘
0
𝑠𝑓(𝜏)) 𝑑𝜏.

После замены 𝜉= 𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜏 будем иметь

ℓ1= 𝑒𝜆𝑠𝜏2ℓ2+𝛾𝑠

𝜏2ˆ

0

𝑒𝜆𝑠𝜉(𝑏0𝑠𝑚2+𝑘
0
𝑠𝑓(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜉)) 𝑑𝜉. (12)

Подставив в равенство (12) вместо ℓ2 правую часть равенства (11), получим

ℓ1=
𝛾𝑠

1−𝑒𝜆𝑠𝑇𝑟

(︂
𝑏0𝑠𝑚1

𝜏1ˆ

0

𝑒𝜆𝑠(𝑇𝑟−𝜉) 𝑑𝜉+𝑘0𝑠

𝜏1ˆ

0

𝑒𝜆𝑠(𝑇𝑟−𝜉)𝑓(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜉) 𝑑𝜉+

+𝑏0𝑠𝑚2

𝜏2ˆ

0

𝑒𝜆𝑠𝜉 𝑑𝜉+𝑘0𝑠

𝜏2ˆ

0

𝑒𝜆𝑠𝜉𝑓(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜉) 𝑑𝜉
)︂
. (13)

Равенство (13) справедливо, если и только если выполняется следующее условие: инте-
гралы

𝑘0𝑠

𝜏2ˆ

0

𝑒𝜆𝑠𝜉𝑓(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜉) 𝑑𝜉, 𝑘0𝑠

𝜏1ˆ

0

𝑒−𝜆𝑠𝜉𝑓(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜉) 𝑑𝜉 (14)

не зависят от 𝜅∈N∪{0}.
Пусть период возврата кратен периоду функции возмущения, т.е. 𝑇𝑟 = 𝑘𝑇 , 𝑘∈N. Тогда

𝑓(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜉)= 𝑓(𝑡0+(𝜅+1)𝑘𝑇 −𝜉)= 𝑓(𝑡0+𝑘𝑇 −𝜉) для любого 𝜉 ∈ [0, 𝜏2],

𝑓(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜉)= 𝑓(𝑡0+𝜅𝑘𝑇 +𝜉)= 𝑓(𝑡0+𝜉) для любого 𝜉 ∈ [0, 𝜏1],

и значит, интегралы (14) не зависят от 𝜅∈N∪{0}.
Пусть период возврата не кратен периоду функции возмущения, но соизмерим с ним,

т.е. 𝑇𝑟 = 𝑞𝑇 , 𝑞 ∈R+ ∖N. Введём обозначение

𝐻𝑠(𝜏)=

𝜌∑︁
𝛼=1

𝑓𝛼 sin(𝛼𝜔𝜏+𝜙𝛼+𝛿
𝛼
𝑠 )√︀

𝜆2𝑠+(𝛼𝜔)2
, 𝜏 ∈R, (15)

где 𝛿𝛼𝑠 =arctg(𝛼𝜔/𝜆𝑠)+𝜋𝑞𝑠, причём 𝑞𝑠=0 при 𝜆𝑠> 0 и 𝑞𝑠=1 при 𝜆𝑠< 0. Имеет место
Лемма. Пусть 𝑘0𝑠 ̸=0, 𝜙𝑣=𝜋ℎ𝑣−𝜔𝑡0−𝛿𝑣𝑠 , 𝑣=1, 3, . . . , 𝜌−1, ℎ𝑣∈Z; 𝑇𝑟=(𝑘+1/2)𝑇 , 𝜏1=𝑚𝑇/2,

𝑘,𝑚∈N и 𝑚< 2𝑘+1. Тогда интегралы (14) с функцией 𝑓(𝑡) вида (2) не зависят от 𝜅.
Доказательство. Вычислим интегралы (14), учитывая равенство 𝑇𝑟−𝜏2= 𝜏1. Имеем

𝑘0𝑠

𝜏1ˆ

0

𝑒−𝜆𝑠𝜉𝑓(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜉) 𝑑𝜉=−𝑘0𝑠𝑒−𝜆𝑠𝜉

(︂
𝑓0
𝜆𝑠

+𝐻𝑠(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜉)

)︂⃒⃒⃒⃒𝜏1
0

=

= 𝑘0𝑠

(︂
𝑓0
𝜆𝑠

+𝐻𝑠(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)

)︂
−𝑘0𝑠𝑒−𝜆𝑠𝜏1

(︂
𝑓0
𝜆𝑠

+𝐻𝑠(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1)

)︂
,

𝑘0𝑠

𝜏2ˆ

0

𝑒𝜆𝑠𝜉𝑓(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜉) 𝑑𝜉= 𝑘0𝑠𝑒
𝜆𝑠𝜉

(︂
𝑓0
𝜆𝑠

+𝐻𝑠(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜉)
)︂⃒⃒⃒⃒𝜏2

0

=

= 𝑘0𝑠𝑒
𝜆𝑠𝜏2

(︂
𝑓0
𝜆𝑠

+𝐻𝑠(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1)

)︂
−𝑘0𝑠

(︂
𝑓0
𝜆𝑠

+𝐻𝑠(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟)

)︂
.
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Пусть выполняются условия леммы. Тогда, принимая во внимание, что 𝑇 = 2𝜋/𝜔 и
𝐻𝑠(𝜏+𝜅𝑇 )=𝐻𝑠(𝜏), получаем равенства

𝐻𝑠(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1)=𝐻𝑠(𝑡0+(𝜅+𝑚)𝑇/2)=𝐻𝑠(𝑡0+𝑚𝑇/2)=𝐻𝑠(𝑡0+𝜏1),

𝐻𝑠(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)=𝐻𝑠(𝑡0+𝜅𝑇/2)=𝐻𝑠(𝑡0).

Отсюда следует, что интегралы не зависят от 𝜅∈N∪{0}. Более того,

𝐻𝑠(𝑡0)=𝐻𝑠(𝑡0+𝜏1)=

𝜌/2∑︁
𝛼=1

𝑓2𝛼 sin(2𝛼𝜔𝑡0+𝜙2𝛼+𝛿
2𝛼
𝑠 )√︀

𝜆2𝑠+(2𝛼𝜔)2
.

Лемма доказана.
В случае когда период возврата кратен периоду функции возмущения и в противном слу-

чае при выполнении условий леммы система равенств (11), (12) принимает следующий вид:

ℓ2=

(︂
ℓ1+

𝛾𝑠𝑏
0
𝑠𝑚1

𝜆𝑠

)︂
𝑒𝜆𝑠𝜏1 − 𝛾𝑠𝑏

0
𝑠𝑚1

𝜆𝑠
+𝛾𝑠𝑘

0
𝑠

𝜏1ˆ

0

𝑒𝜆𝑠(𝜏1−𝜉)𝑓(𝑡0+𝜉) 𝑑𝜉,

ℓ1=

(︂
ℓ2+

𝛾𝑠𝑏
0
𝑠𝑚2

𝜆𝑠

)︂
𝑒𝜆𝑠𝜏2 − 𝛾𝑠𝑏

0
𝑠𝑚2

𝜆𝑠
+𝛾𝑠𝑘

0
𝑠

𝜏2ˆ

0

𝑒𝜆𝑠𝜉𝑓(𝑡0+𝑇𝑟−𝜉) 𝑑𝜉,

откуда после интегрирования с учётом (15) имеем

ℓ2=(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1))𝑒
𝜆𝑠𝜏1 −𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚1),

ℓ1=(ℓ2+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚2))𝑒
𝜆𝑠𝜏2 −𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1+𝜏2,𝑚2). (16)

Здесь используется обозначение

𝑄𝑠(𝜏,𝑚𝜇)= (𝑏0𝑠𝑚𝜇+𝑘
0
𝑠𝑓0)/𝜆𝑠+𝑘

0
𝑠𝐻𝑠(𝜏), 𝜇=1, 2. (17)

Условия на параметры системы (16), в том числе на параметры управления 𝑢𝑝(𝑡) с 𝜏1
и 𝜏2=𝑇𝑟−𝜏1, удовлетворяющими условиям леммы, установлены в следующей теореме.

Теорема 1. Пусть для некоторых 𝑚∈N и 𝑘∈N таких, что 𝑚< 2𝑘+1, выполняются
условия леммы и следующие условия:

1) для некоторых ℓ1, ℓ2 и такого 𝛾𝑠, что 𝛾𝑠𝑏
0
𝑠 < 0, справедливо равенство

𝑚1=
𝜆𝑠
𝛾𝑠𝑏0𝑠

(︂
ℓ2−ℓ1

𝑒𝜆𝑠𝑚𝑇/2−1
−ℓ1

)︂
− 𝑘0𝑠
𝑏0𝑠

(︂
𝜆𝑠𝐻𝑠(𝑡0)+𝑓0

)︂
; (18)

2) значение 𝜏1 = 𝑚𝑇/2 является наименьшим (или единственным) положительным
решением первого уравнения системы (16) относительно переменной 𝜏1 ∈ (0, (𝑘+1/2)𝑇 );

3) имеют место при 𝜆𝑠> 0 неравенство ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1)> 0 или при 𝜆𝑠< 0 неравенство
𝑒𝜆𝑠𝜏1(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1))< 0 и равенство

𝑚2=𝑚1+
𝜆𝑠(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1))(𝑒

𝜆𝑠(𝑘+1/2)𝑇 −1)

𝛾𝑠𝑏0𝑠(1−𝑒𝜆𝑠((𝑘+1/2)𝑇−𝜏1))
, (19)

где значения 𝑚1 и 𝜏1 определены в 1) и 2) соответственно;
4) значение 𝜏2=(𝑘+(1−𝑚)/2)𝑇 является наименьшим (или единственным) положитель-

ным решением второго уравнения системы (16) относительно переменной 𝜏2∈(0, (𝑘+1/2)𝑇 ).
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Тогда параметрами программного управления 𝑢𝑝(𝑡) являются значения 𝜏1, 𝜏2, 𝑚1 и 𝑚2,
обеспечивающие для 𝜅∈N∪{0} существование единственного решения уравнения (8):

𝜎(𝑡)=

⎧⎨⎩𝑒
𝜆𝑠(𝑡−𝜈)(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝜈,𝑚1))−𝛾𝑠𝑄𝑠(𝜈+ 𝑡,𝑚1), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟, 𝑡∈Δ1

𝜅,

𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜈)(ℓ2+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝜈,𝑚2))−𝛾𝑠𝑄𝑠(𝜈+ 𝑡,𝑚2), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1, 𝑡∈Δ2
𝜅.

Доказательство. Пусть выполняются условия теоремы 1 для некоторых 𝑚, 𝑘∈N таких,
что 𝑚<2𝑘+1. Тогда, как следует из доказательства леммы, имеют место равенства 𝐻𝑠(𝑡0)=
=𝐻𝑠(𝑡0+𝜏1)=𝐻𝑠(𝑡0+𝑇𝑟). Отсюда, принимая во внимание (17), приходим к cсоотношениям

𝑄𝑠(𝑡0,𝑚𝜇)=𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚𝜇)=𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1+𝜏2,𝑚𝜇), 𝜇=1, 2.

Пусть выполняется условие 1) теоремы 1. Равенство (18) преобразуем сначала к виду

ℓ2−ℓ1
𝑒𝜆𝑠𝑚𝑇/2−1

−ℓ1= 𝛾𝑠
𝑏0𝑠𝑚1+𝑘

0
𝑠𝑓0

𝜆𝑠
+𝑘0𝑠𝐻𝑠(𝑡0),

а затем к виду
ℓ2=(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1))𝑒

𝜆𝑠𝑚𝑇/2−𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1), (20)

где 𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1) определяется по формуле (17) при 𝑚𝜇 =𝑚1. Выполнение (20) равносильно
утверждению, что значение 𝜏1=𝑚𝑇/2 является решением первого уравнения системы (16)
относительно переменной 𝜏1 из интервала (0, (𝑘+1/2)𝑇 ).

Пусть выполняется условие 2) теоремы 1. Тогда на полуинтервале Δ1
1 имеет место нера-

венство 𝜎(𝑡)<ℓ2, а значит, значение 𝑡0+𝜏1 является моментом первой встречи с гиперплос-
костью 𝐿2 и 𝜎(𝑡0+𝑚𝑇/2)=𝜎(𝑡0+𝜏1)= ℓ2.

Пусть выполняется условие 3) теоремы 1. Тогда в равенстве (19) второе слагаемое прини-
мает положительное значение и, следовательно, 𝑚2>𝑚1. Равенство (19) преобразуем сначала
к виду

𝛾𝑠𝑏
0
𝑠(𝑚1−𝑚2)(𝑒

𝜆𝑠((𝑘+1/2)𝑇−𝜏1)−1)=𝜆𝑠(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1))(𝑒
𝜆𝑠(𝑘+1/2)𝑇 −1),

а затем к виду
ℓ1=(ℓ2+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚2))𝑒

𝜆𝑠((𝑘+1/2)𝑇−𝜏1)−𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚2),

где ℓ2 определяется в (20). Выполнение последнего равенства равносильно утверждению,
что значение 𝜏2 = (𝑘+1/2)𝑇 − 𝜏1 при известном 𝜏1 является решением второго уравнения
системы (16) относительно переменной 𝜏2 ∈ (0, (𝑘+1/2)𝑇 ).

Пусть выполняется условие 4) теоремы 1. Тогда для 𝑡 ∈Δ2
1 имеет место неравенство

𝜎(𝑡)> ℓ1, следовательно, значение 𝑡0+ 𝜏1+ 𝜏2 является моментом первой встречи с гипер-
плоскостью 𝐿1 и 𝜎(𝑡0+𝜏1+(𝑘+(1−𝑚)/2)𝑇 )=𝜎(𝑡0+𝜏1+𝜏2)= ℓ1.

Учитывая начальное условие 𝜎(𝑡0)= ℓ1, имеем 𝜏1+𝜏2 =𝑇𝑟. Исходя из построения систе-
мы (16), приходим к равенствам (6) для любого 𝜅∈N∪{0}. Так как параметры определяются
однозначно, то и решение является единственным. Следовательно, имеет место утверждение
теоремы 1.

Условия на параметры системы (16), при которых существуют 𝜏1 ∈ (0, 𝑇𝑟) и 𝜏2 = 𝑇𝑟−𝜏1
в случае, когда 𝑇𝑟 = 𝑘𝑇 , 𝑘∈N, устанавливает

Теорема 2. Пусть при некотором 𝑘∈N справедливы следующие условия:
1) при некоторых ℓ1 и 𝛾𝑠 значения параметров 𝑚1 и 𝑚2 удовлетворяют неравенствам

𝑚1<−𝐿<𝑚2, (21)

𝛾𝑠(𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1)𝑒
𝜆𝑠𝜏1 −𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚1))>ℓ1(1−𝑒𝜆𝑠𝜏1), (22)
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где

𝐿=
1

𝑏0𝑠

(︂
𝜆𝑠ℓ1
𝛾𝑠

+𝑘0𝑠𝑓0+𝜆𝑠𝑘
0
𝑠𝐻𝑠(𝑡0)

)︂
,

𝜏1= 𝑘𝑇 +𝜆−1
𝑠 lnΩ, (23)

Ω=
𝑚2−𝑚1

(1−𝑒𝜆𝑠𝑘𝑇 )𝐿+𝑚2−𝑚1𝑒𝜆𝑠𝑘𝑇
;

2) значение параметра ℓ2 задаётся равенством

ℓ2=(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1))𝑒
𝜆𝑠𝜏1 −𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚1); (24)

3) значение 𝜏1, определяемое формулой (23), является наименьшим (или единствен-
ным) положительным решением первого уравнения системы (16) относительно переменной
𝜏1 ∈ (0, 𝑘𝑇 ), a значение 𝜏2 = 𝑘𝑇 −𝜏1 — наименьшим (или единственным) положительным
решением второго уравнения системы (16) относительно переменной 𝜏2 ∈ (0, 𝑘𝑇 ).

Тогда параметрами программного управления 𝑢𝑝(𝑡) являются значения 𝜏1, 𝜏2, 𝑚1 и 𝑚2,
обеспечивающие для 𝜅∈N∪{0} существование единственного решения уравнения (8):

𝜎(𝑡)=

⎧⎨⎩𝑒
𝜆𝑠(𝑡−𝜈)(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝜈,𝑚1))−𝛾𝑠𝑄𝑠(𝜈+ 𝑡,𝑚1), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇, 𝑡∈Δ1

𝜅,

𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜈)(ℓ2+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝜈,𝑚2))−𝛾𝑠𝑄𝑠(𝜈+ 𝑡,𝑚2), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇 +𝜏1, 𝑡∈Δ2
𝜅.

Доказательство. Проведём предварительный анализ. Пусть 𝑇𝑟 = 𝑘𝑇 , 𝑘 ∈ N. Рассмот-
рим систему уравнений (16) относительно переменной 𝜏1 ∈ (0, 𝑘𝑇 ), в которой 𝜏2 = 𝑘𝑇 −𝜏1 и
𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1+𝜏2,𝑚𝜇)=𝑄𝑠(𝑡0,𝑚𝜇), 𝜇=1, 2.

После сложения двух уравнений этой системы и преобразований с учётом равенства (17),
приходим к уравнению

(𝑚2−𝑚1)𝑒
𝜆𝑠(𝑘𝑇−𝜏1)=(1−𝑒𝜆𝑠𝑘𝑇 )

(︂
𝜆𝑠ℓ1
𝛾𝑠𝑏0𝑠

+
𝑘0𝑠𝑓0
𝑏0𝑠

+
𝜆𝑠𝑘

0
𝑠𝐻𝑠(𝑡0)

𝑏0𝑠

)︂
+𝑚2−𝑚1𝑒

𝜆𝑠𝑘𝑇 , (25)

из которого однозначно находим значение 𝜏1, определяемое равенством (23).
По условию задачи 𝜏1 ∈ (0, 𝑘𝑇 ), значит, равенство (23) имеет смысл, если 0< 𝑒−𝜆𝑠𝑘𝑇 <

<Ω< 1 при 𝜆𝑠> 0 или 1<Ω<𝑒−𝜆𝑠𝑘𝑇 при 𝜆𝑠< 0. Выполнение последнего условия с учётом
предположения 𝑚2>𝑚1 равносильно выполнению неравенств (21).

Уравнение (25) совместно с первым уравнением системы (16) равносильно системе (16).
Значит, значение 𝜏1 является решением системы (16) тогда и только тогда, когда удовле-
творяет первому уравнению системы (16), что равносильно выполнению равенства (24).
По предположению должно выполняться неравенство ℓ2 > ℓ1. Если в этом неравенстве ℓ2
заменить выражением (24), то после преобразований получим неравенство (22).

Теперь непосредственно докажем теорему 2. Пусть имеют место условия 1) и 2) теоре-
мы 2 и 𝜏2 = 𝑘𝑇 −𝜏1. Тогда значение 𝜏1, определяемое равенством (23), является решением
системы (16) и принадлежит интервалу (0, 𝑘𝑇 ). При этом, как следует из неравенств (21)
и (22), выполнены предположения, что 𝑚2 >𝑚1 и ℓ2 > ℓ1. Пусть выполняется условие 3)
теоремы 2. Тогда имеют место неравенства 𝜎(𝑡)<ℓ2 для 𝑡∈Δ1

1 и 𝜎(𝑡)>ℓ1 для 𝑡∈Δ2
1. Зна-

чит, значение 𝑡0+𝜏1 является моментом первой встречи с 𝐿2, значение 𝑡0+𝑘𝑇 — моментом
первой встречи с 𝐿1 и справедливы равенства 𝜎(𝑡0+𝜏1)= ℓ2 и 𝜎(𝑡0+𝜏1+𝜏2)=𝜎(𝑡0+𝑘𝑇 )= ℓ1.
Исходя из построения системы (16) с начальным условием 𝜎(𝑡0) = ℓ1 для 𝑇𝑟 = 𝑘𝑇 , прихо-
дим к равенствам (6) для любого 𝜅∈N∪{0} и, следовательно, к утверждению теоремы 2.
Единственность решения следует из того, что параметры определяются однозначно. Теорема
доказана.
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3. РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ С ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ

Рассмотрим остальные (при 𝑗=1, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑠) уравнения системы (6) с начальным условием
𝑥𝑗(𝑡0)=𝑥1𝑗 и найденным управлением (7). Имеем

𝑥̇𝑗(𝑡)=𝜆𝑗𝑥𝑗(𝑡)+𝑏
0
𝑗𝑢𝑝(𝑡)+𝑘

0
𝑗 𝑓(𝑡), 𝑗=1, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑠. (26)

Проинтегрируем уравнения (26) на полуинтервалах с соответствующими значениями
функции 𝑢𝑝(𝑡). На полуинтервале Δ1

𝜅 c 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟 и 𝑥𝑗(𝜈)=𝑥1𝑗 имеем

𝑥𝑗(𝑡)= 𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)𝑥1𝑗 +

𝑡ˆ

𝜈

𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜏)(𝑏0𝑗𝑚1+𝑘
0
𝑗 𝑓(𝜏))𝑑𝜏, (27)

на полуинтервале Δ2
𝜅 c 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1 и 𝑥𝑗(𝜈)=𝑥2𝑗 —

𝑥𝑗(𝑡)= 𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)𝑥2𝑗 +

𝑡ˆ

𝜈

𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜏)(𝑏0𝑗𝑚2+𝑘
0
𝑗 𝑓(𝜏))𝑑𝜏. (28)

Согласно условию 1) определения 4 должны выполняться равенства

𝑥𝑗(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)=𝑥𝑗(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟)=𝑥1𝑗 , 𝑥𝑗(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1)=𝑥2𝑗 . (29)

После соответствующих подстановок и замен приходим к равенствам

𝑥2𝑗 = 𝑒𝜆𝑗𝜏1𝑥1𝑗 +

𝜏1ˆ

0

𝑒𝜆𝑗(𝜏1−𝜉)(𝑏0𝑗𝑚1+𝑘
0
𝑗 𝑓(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜉))𝑑𝜉,

𝑥1𝑗 = 𝑒𝜆𝑗𝜏2𝑥2𝑗 +

𝜏2ˆ

0

𝑒𝜆𝑗𝜉(𝑏0𝑗𝑚2+𝑘
0
𝑗 𝑓(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜉))𝑑𝜉, (30)

которые справедливы, если и только если интегралы

𝑘0𝑗

𝜏2ˆ

0

𝑒𝜆𝑗𝜉𝑓(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜉)𝑑𝜉, 𝑘0𝑗

𝜏1ˆ

0

𝑒−𝜆𝑗𝜉𝑓(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜉)𝑑𝜉, 𝑖=1, 𝑛, (31)

не зависят от 𝜅∈N∪{0}. Имеет место
Теорема 3. Пусть параметры ℓ1, ℓ2, 𝑚1, 𝑚2 и 𝛾𝑠 нелинейности 𝑢(𝜎) подобраны так,

что выполняются условия теоремы 1 и, дополнительно, 𝑘0𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑠. Тогда для
𝜅∈N∪{0} существует единственное решение системы (6):

𝑥𝑠(𝑡)=

⎧⎨⎩𝑒
𝜆𝑠(𝑡−𝜈)(ℓ1/𝛾𝑠+𝑄𝑠(𝜈,𝑚1))−𝑄𝑠(𝜈+ 𝑡,𝑚1), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟, 𝑡∈Δ1

𝜅,

𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜈)(ℓ2/𝛾𝑠+𝑄𝑠(𝜈,𝑚2))−𝑄𝑠(𝜈+ 𝑡,𝑚2), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1, 𝑡∈Δ2
𝜅,

𝑥𝑗(𝑡)=

⎧⎨⎩𝑒
𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥1𝑗 +𝑄𝑗(𝑚1))−𝑄𝑗(𝑚1), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟, 𝑡∈Δ1

𝜅,

𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥2𝑗 +𝑄𝑗(𝑚2))−𝑄𝑗(𝑚2), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1, 𝑡∈Δ2
𝜅,

где

𝑥1𝑗 =
𝑒𝜆𝑗𝑇𝑟

1−𝑒𝜆𝑗𝑇𝑟

(︂
𝑄𝑗(𝑚2)−𝑄𝑗(𝑚1)

𝑒𝜆𝑗𝜏1
+𝑄𝑗(𝑚1)−

𝑄𝑗(𝑚2)

𝑒𝜆𝑗𝑇𝑟

)︂
, 𝑥2𝑗 = 𝑒𝜆𝑗𝜏1(𝑥1𝑗 +𝑄𝑗(𝑚1))−𝑄𝑗(𝑚1), (32)

𝑄𝑗(𝑚𝜇)=
𝑏0𝑗𝑚𝜇

𝜆𝑗
, 𝜇=1, 2. (33)
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Доказательство. Пусть выполняются условия теоремы 1. Тогда существует единствен-
ное решение 𝜎(𝑡) уравнения (8), которое выписано в утверждении теоремы 1. Учитывая,
что имеет место соотношение 𝜎(𝑡) = 𝛾𝑠𝑥𝑠(𝑡), приходим к выражению для решения 𝑥𝑠(𝑡)
системы (6), которое приведено в утверждении теоремы 3.

Пусть имеет место дополнительное условие теоремы 3, а именно, 𝑘0𝑗 =0, 𝑗 =1, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑠.
Тогда интегралы (31) равны нулю и, следовательно, не зависят от 𝜅∈N∪{0}. Равенства (30)
после интегрирования принимают вид

𝑥2𝑗 =(𝑥1𝑗 +𝑄𝑗(𝑚1))𝑒
𝜆𝑗𝜏1 −𝑄𝑗(𝑚1), 𝑥1𝑗 =(𝑥2𝑗 +𝑄𝑗(𝑚2))𝑒

𝜆𝑗𝜏2 −𝑄𝑗(𝑚2), (34)

где 𝑄𝑗(𝑚𝜇), 𝜇 = 1, 2, определяются по формуле (33). Если равенства рассматривать как
систему алгебраических уравнений относительно неизвестных 𝑥1𝑗 и 𝑥2𝑗 , то в силу того, что
𝜆𝑗 ̸= 0, якобиан этой системы отличен от нуля, а значит, неизвестные определяются одно-
значно. Выражение для 𝑥2𝑗 подставим во второе равенство и после преобразования получим
формулы (32), определяющие 𝑗-е координаты точек переключения при найденных значениях
параметров 𝜏1, 𝜏2 (таких, что 𝑇𝑟 = 𝜏1+𝜏2) и 𝑚1, 𝑚2 управления 𝑢𝑝(𝑡).

Далее сужение функции 𝑥𝑗(𝑡), заданное равенством (27) на полуинтервал Δ1
𝜅 с 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟,

принимает вид
𝑥𝑗(𝑡)= 𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥1𝑗 +𝑄𝑗(𝑚1))−𝑄𝑗(𝑚1),

а заданное равенством (28) на полуинтервал Δ2
𝜅 с 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1 —

𝑥𝑗(𝑡)= 𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥2𝑗 +𝑄𝑗(𝑚2))−𝑄𝑗(𝑚2).

Принимая во внимание равенства (29), приходим к выражению, приведённому в утверждении
теоремы 3 для определения решения 𝑥𝑗(𝑡) системы (6). Теорема доказана.

В случае когда период возврата 𝑇𝑟 решения кратен периоду 𝑇 функции возмущения
справедлива

Теорема 4. Пусть параметры ℓ1, ℓ2, 𝑚1, 𝑚2 и 𝛾𝑠 нелинейности 𝑢(𝜎) подобраны так,
что выполняются условия теоремы 2. Тогда для 𝜅 ∈ N∪{0} существует единственное
решение системы (6):

𝑥𝑠(𝑡)=

⎧⎨⎩𝑒
𝜆𝑠(𝑡−𝜈)(ℓ1/𝛾𝑠+𝑄𝑠(𝜈,𝑚1))−𝑄𝑠(𝜈+ 𝑡,𝑚1), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇, 𝑡∈Δ1

𝜅,

𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜈)(ℓ2/𝛾𝑠+𝑄𝑠(𝜈,𝑚2))−𝑄𝑠(𝜈+ 𝑡,𝑚2), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇 +𝜏1, 𝑡∈Δ2
𝜅,

𝑥𝑗(𝑡)=

⎧⎨⎩𝑒
𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥1𝑗 +𝑄𝑗(𝜈,𝑚1))−𝑄𝑗(𝜈+ 𝑡,𝑚1), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇, 𝑡∈Δ1

𝜅,

𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥2𝑗 +𝑄𝑗(𝜈,𝑚2))−𝑄𝑗(𝜈+ 𝑡,𝑚2), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇 +𝜏1, 𝑡∈Δ2
𝜅,

где

𝑥1𝑗 =
𝑒𝜆𝑗𝑘𝑇

1−𝑒𝜆𝑗𝑘𝑇

(︂
𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚2)−𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚1)

𝑒𝜆𝑗𝜏1
+𝑄𝑗(𝑡0,𝑚1)−

𝑄𝑗(𝑡0,𝑚2)

𝑒𝜆𝑗𝑘𝑇

)︂
,

𝑥2𝑗 = 𝑒𝜆𝑗𝜏1(𝑥1𝑗 +𝑄𝑗(𝑡0,𝑚1))−𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚1), (35)

𝑄𝑗(𝜏,𝑚𝜇), 𝜇=1, 2, определяются по формуле (17), в которой 𝑠= 𝑗.
Доказательство. Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 3.

При выполнении условий теоремы 2 для уравнения (8) существует единственное решение
𝜎(𝑡), которое приведено в утверждении теоремы 2. Поскольку 𝑥𝑠(𝑡) = 𝜎(𝑡)/𝛾𝑠, то из выра-
жения для 𝜎(𝑡) получаем выражение, однозначно определяющее решение 𝑥𝑠(𝑡) системы (6).
Это выражение приведено в утверждении теоремы 4.
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Имеем 𝑇𝑟=𝑘𝑇 , поэтому интегралы (31) не зависят от 𝜅∈N∪{0}, и значит равенства (30)
после интегрирования принимают следующий вид:

𝑥2𝑗 =(𝑥1𝑗 +𝑄𝑗(𝑡0,𝑚1))𝑒
𝜆𝑗𝜏1 −𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚1), 𝑥1𝑗 =(𝑥2𝑗 +𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚2))𝑒

𝜆𝑗𝜏2 −𝑄𝑗(𝑡0,𝑚2), (36)

где 𝑄𝑗(𝜏,𝑚𝜇), 𝜇 = 1, 2, определяются по формуле (17), в которой 𝑠 = 𝑗, что отражено в
утверждении теоремы 4. Поскольку при ненулевых 𝜆𝑗 координаты 𝑥1𝑗 и 𝑥2𝑗 определяются
однозначно, то после подстановки выражения для 𝑥2𝑗 во второе равенство и преобразова-
ний получим для них формулы (35) с найденными значениями параметров программного
управления 𝑢𝑝(𝑡).

Далее рассмотрим равенства (27) и (28). После интегрирования сужение функции 𝑥𝑗(𝑡)
на полуинтервал Δ1

𝜅 с 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇 имеет вид

𝑥𝑗(𝑡)= 𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥1𝑗 +𝑄𝑗(𝜈,𝑚1))−𝑄𝑗(𝜈+ 𝑡,𝑚1),

а на полуинтервал Δ2
𝜅 с 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇 +𝜏1 —

𝑥𝑗(𝑡)= 𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥2𝑗 +𝑄𝑗(𝜈,𝑚2))−𝑄𝑗(𝜈+ 𝑡,𝑚2).

С учётом равенств (29) получаем выражение для определения решения 𝑥𝑗(𝑡) системы (6),
которое приведено в утверждении теоремы 4. Теорема доказана.

Непосредственно из теорем 3 и 4 вытекает
Следствие. Пусть для системы (6) существует 𝑇𝑟-двухточечно-колебательное реше-

ние 𝑋(𝑡) = (𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡))
т с параметрами 𝜏1, 𝜏2, 𝑋1 = (𝑥11, . . . , 𝑥

1
𝑛)

т и 𝑋2 = (𝑥21, . . . , 𝑥
2
𝑛)

т.
Тогда справедливы следующие утверждения:

1) решение является 𝑇𝑟-периодическим, где 𝑇𝑟 = 𝑘𝑇 , 𝑘 ∈N, если выполняются условия
теоремы 4;

2) решение является 2𝑇𝑟-периодическим, где 𝑇𝑟 =(𝑘+1/2)𝑇 , если имеют место условия
теоремы 3.

Отметим, что 2𝑇𝑟-периодическому решению соответствует фазовая траектория, прохо-
дящая через точки переключения дважды за период, т.е. условия теоремы 3 обеспечивают
существование двухточечно-колебательного периодического решения системы с четырьмя
переключениями реле за период.

4. ТЕОРЕМА ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЯ

Рассмотрим вопрос об устойчивости решения системы (6) при малых отклонениях в
начальных данных. Справедлива

Теорема 5. Пусть выполняются условия теоремы 3 или теоремы 4 и, дополнитель-
но, 𝜆𝑗 < 0, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑠. Тогда решение 𝑋(𝑡) = (𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡))

т системы (6) является
асимптотически устойчивым.

Доказательство. Пусть выполняются условия теоремы 3. Исследуем решение 𝑋(𝑡) =
= (𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡))

т системы (6) на устойчивость с помощью фазовой плоскости. Для этого
рассмотрим проекции решения 𝑋(𝑡) и гиперплоскостей переключения на фазовую плоскость
(𝑥𝑠, 𝑥𝑗), где 𝑗 ̸=𝑠. Проекции гиперплоскостей 𝐿1 и 𝐿2 обозначим через 𝐻1 и 𝐻2 соответственно
и далее их будем называть прямыми переключения.

В результате выбора вектора обратной связи Γ на плоскости (𝑥𝑠, 𝑥𝑗) прямые 𝐻1 и 𝐻2

ортогональны оси 𝑥𝑠. По построению системы (16) времена перехода 𝜏1 и 𝜏2 зависят от 𝑥𝑠(𝑡0)
и не зависят от 𝑥𝑗(𝑡0), вследствие чего время перехода с одной прямой переключения на
другую одно и то же, независимо от выбора начальной точки на прямой 𝐻1 при одинаковом
начальном значении 𝑡0.
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Выпишем равенства
𝑥1𝑗 = 𝑒𝜆𝑗(𝜏1+𝜏2)𝑥1𝑗 +Θ1

𝑗 , 𝑥1𝑠 = ℓ1/𝛾𝑠, (37)

где Θ1
𝑗 =𝑄𝑗(𝑚1)𝑒

𝜆𝑗(𝜏1+𝜏2)+(𝑄𝑗(𝑚2)−𝑄𝑗(𝑚1))𝑒
𝜆𝑗𝜏2−𝑄𝑗(𝑚2). Первое равенство получено из (34)

после подстановки выражения вместо 𝑥2𝑗 . Второе равенство добавлено из (6).
Напомним, что 𝑥1𝑗 =𝑥𝑗(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)∈𝐻1 для любого 𝜅∈N∪{0}. Равенства (37) с константой Θ1

𝑗

при найденных значениях 𝜏1 и 𝜏2 определяют точечное отображение прямой 𝐻1 в себя в
силу решения системы (6) за время 𝑇𝑟 такое, что 𝑇𝑟 = 𝜏1+ 𝜏2, поскольку на плоскости
(𝑥𝑠, 𝑥𝑗) изображающая точка движется из точки (ℓ1/𝛾𝑠, 𝑥𝑗(𝑡0))

т = (ℓ1/𝛾𝑠, 𝑥
1
𝑗 )

т ∈𝐻1 в точку
(ℓ2/𝛾𝑠, 𝑥𝑗(𝑡0+𝜏1))

т=(ℓ2/𝛾𝑠, 𝑥
2
𝑗 )

т∈𝐻2 за время 𝜏1 и возвращается в точку (ℓ1/𝛾𝑠, 𝑥𝑗(𝑡0+𝑇𝑟))
т=

=(ℓ1/𝛾𝑠, 𝑥
1
𝑗 )

т ∈𝐻1 за время 𝜏2, далее движение повторяется 𝜅 раз. Следовательно, имеем по
координате 𝑥𝑗 равенства

𝑥𝑗(𝑡0+𝑇𝑟)= 𝑒𝜆𝑗𝑇𝑟𝑥𝑗(𝑡0)+Θ1
𝑗 , 𝑥𝑗(𝑡0+2𝑇𝑟)= 𝑒𝜆𝑗𝑇𝑟𝑥𝑗(𝑡0+𝑇𝑟)+Θ1

𝑗 , . . .

. . . , 𝑥𝑗(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟)= 𝑒𝜆𝑗𝑇𝑟𝑥𝑗(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)+Θ1
𝑗 .

Неподвижная точка (ℓ1/𝛾𝑠, 𝑥
1
𝑗 )

т отображения (37) совпадает с проекцией точки переклю-
чения 𝑋1 на плоскость (𝑥𝑠, 𝑥𝑗).

Пусть 𝜆𝑗 < 0. Тогда неподвижная точка асимптотически устойчива. Действительно, рас-
смотрим точку (ℓ1/𝛾𝑠, 𝑥𝑗(𝑡0))

т ∈𝐻1 и для любого 𝛿 > 0 точку (ℓ1/𝛾𝑠, 𝑥̃𝑗(𝑡0))
т ∈𝐻1 такую, что

0< |𝑥𝑗(𝑡0)− 𝑥̃𝑗(𝑡0)|<𝛿. Тогда при 𝜅→∞ имеет место сжатие

|𝑥𝑗(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)− 𝑥̃𝑗(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)|= 𝑒𝜆𝑗𝜅𝑇𝑟 |𝑥𝑗(𝑡0)− 𝑥̃𝑗(𝑡0)|<𝑒𝜆𝑗𝜅𝑇𝑟𝛿→ 0.

Пусть выполняются условия теоремы 4. В этом случае рассмотрим равенства (36) с
𝑇𝑟 = 𝑘𝑇 = 𝜏1+𝜏2 и точечное отображение прямой 𝐻1 в себя в следующем виде:

𝑥1𝑗 = 𝑒𝜆𝑗(𝜏1+𝜏2)𝑥1𝑗 +Θ2
𝑗 , 𝑥1𝑠 = ℓ1/𝛾𝑠, (38)

где Θ2
𝑗 =𝑄𝑗(𝑡0,𝑚1)𝑒

𝜆𝑗𝑘𝑇 +(𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚2)−𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚1))𝑒
𝜆𝑗𝜏2−𝑄𝑗(𝑡0,𝑚2). Далее доказатель-

ство совпадает с приведённым выше, так как Θ2
𝑗 также является константой, если известны

значения 𝜏1 и 𝜏2.
Таким образом, неподвижная точка отображения (37) или отображения (38) асимптотиче-

ски устойчива. Поскольку имеет место сжатие по каждой 𝑗-й координате, то асимптотически
устойчивым является решение 𝑋(𝑡) системы (6). Теорема доказана.

5. ПРИМЕРЫ

Проиллюстрируем полученные теоретические результаты.
Пример 1. Рассмотрим систему (6) c 𝑛=3, 𝑠=1 и числовыми параметрами, значения

которых удовлетворяют условиям задачи, а именно,

𝑥̇1=0.5𝑥1+1.5𝑢(𝜎)+𝑘01𝑓(𝑡), 𝑥̇2=−5𝑥2+𝑢(𝜎)+𝑘
0
2𝑓(𝑡), 𝑥̇3=−2𝑥3+𝑢(𝜎)+𝑘

0
3𝑓(𝑡), 𝜎=𝛾1𝑥1, (39)

вещественные собственные значения 𝜆1=0.5, 𝜆2=−5 и 𝜆3=−2 являются простыми и нену-
левыми, элементы 𝑏01 = 1.5 и 𝑏02 = 𝑏03 = 1 отличны от нуля. Здесь 𝑓(𝑡) = 0.5+sin(2𝑡+𝜙1)+
+3 sin(4𝑡+1.62) с 𝑓1=1 ̸=0, параметром 𝜙1 и периодом 𝑇 =𝜋.
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Найдём значения параметров 𝑘01, 𝑘02, 𝑘03 системы (39), параметра 𝜙1 функции возмущения
𝑓(𝑡) и параметров 𝛾1, ℓ1, ℓ2, 𝑚1, 𝑚2 нелинейности 𝑢(𝜎), при которых существует решение
системы (39) с 𝑡0=0.1𝜋 и периодом возврата 𝑇𝑟, соизмеримым с периодом 𝑇 , но не кратным
ему, т.е. 𝑇𝑟 =1.5𝜋.

Обратимся к условиям леммы и положим 𝑘01 =−1 ̸= 0, 𝜙1 ≈ 1.187 (ℎ= 1, 𝛿11 ≈ 1.326) и
𝜏1 = 𝜋 (𝑘= 1, 𝑚= 2). Здесь и далее расчёты выполнены с точностью до 10−9, результаты
представлены с округлением до тысячных.

Обратимся к условиям теоремы 1. Пусть ℓ1 =−6, ℓ2 =14 и 𝛾1 =−1.5 (𝛾1𝑏
0
1 =−2.25< 0).

Вычислив значение 𝑚1 по формуле (18), где 𝐻1(𝑡0)≈−0.689, имеем 𝑚1 ≈−2.398. Первое
уравнение системы (16) относительно переменной 𝜏1 на интервале (0, 𝑇𝑟) = (0, 1.5𝜋) имеет
единственное решение 𝜏1=𝜋, значит, условия 1) и 2) выполняются. Поскольку 𝜆1=0.5>0 и
ℓ1+𝛾1𝑄1(𝑡0,𝑚1)≈ 5.249> 0, то по формуле (19) 𝑚2≈ 6.939. Второе уравнение системы (16)
относительно переменной 𝜏2 на интервале (0, 1.5𝜋) имеет единственное решение 𝜏2 = 0.5𝜋.
Условия 3) и 4) также выполняются.

Выпишем программное управление с найденными значениями параметров согласно (7).
Итак, для 𝜅∈N∪{0}

𝑢𝑝(𝑡)≈

⎧⎨⎩−2.398, 𝑡∈Δ1
𝜅= [0.1𝜋+1.5𝜋𝜅, 1.1𝜋+1.5𝜋𝜅),

6.939, 𝑡∈Δ2
𝜅= [1.1𝜋+1.5𝜋𝜅, 1.6𝜋+1.5𝜋𝜅).

Отсюда согласно (5) нелинейность 𝑢(𝜎) принимает вид

𝑢(𝜎)≈

⎧⎨⎩−2.398, 𝜎 < 14,

6.939, 𝜎 >−6.

Обратимся к условиям теоремы 3. Пусть 𝑘02 = 𝑘03 =0. Тогда решение системы (39) будет
следующим:

𝑥1(𝑡)≈

⎧⎨⎩−3.499 𝑒0.5(𝑡−𝜈)−𝑄1(𝜈+ 𝑡,−2.396), 𝜈=0.1𝜋+1.5𝜋𝜅, 𝑡∈Δ1
𝜅,

11.174 𝑒0.5(𝑡−𝜈)−𝑄1(𝜈+ 𝑡, 6.939), 𝜈=1.1𝜋+1.5𝜋𝜅, 𝑡∈Δ2
𝜅,

𝑥2(𝑡)≈

⎧⎨⎩1.866 𝑒−5(𝑡−𝜈)−0.479, 𝜈=0.1𝜋+1.5𝜋𝜅, 𝑡∈Δ1
𝜅,

−1.867 𝑒−5(𝑡−𝜈)+1.388, 𝜈=1.1𝜋+1.5𝜋𝜅, 𝑡∈Δ2
𝜅,

𝑥3(𝑡)≈

⎧⎨⎩4.466 𝑒−2(𝑡−𝜈)−1.198, 𝜈=0.1𝜋+1.5𝜋𝜅, 𝑡∈Δ1
𝜅,

−4.659 𝑒−2(𝑡−𝜈)+3.470, 𝜈=1.1𝜋+1.5𝜋𝜅, 𝑡∈Δ2
𝜅.

Отсюда имеем координаты 𝑥11=𝑥1(0.1𝜋)=4, 𝑥12=𝑥2(0.1𝜋)≈ 1.387, 𝑥13=𝑥3(0.1𝜋)≈ 3.268 точки
переключения 𝑋1 и координаты 𝑥21=𝑥1(1.1𝜋)≈−9.333, 𝑥22=𝑥2(1.1𝜋)≈−0.479, 𝑥23=𝑥3(1.1𝜋)≈
≈−1.190 точки переключения 𝑋2.

Графики функций 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) и 𝑥3(𝑡) и траектория 1.5𝜋-двухточечно-колебательного ре-
шения в пространстве состояний системы (39) c точками переключения 𝑋1 и 𝑋2 показаны
на рис. 1. Гиперплоскости переключения 𝐿1, 𝐿2 ориентированы ортогонально оси 𝑥1 и зада-
ются уравнениями −1.5𝑥1=−6, −1.5𝑥1=14 соответственно. Изображающая точка решения
начинает своё движение в 𝑋1 ∈𝐿1 при 𝑡0=0.1𝜋, за время 𝜏1=𝜋 попадает в 𝑋2 ∈𝐿2, затем
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Рис. 1. Решение системы (39): а — графики решения 𝑥1(𝑡) (кривая 1 ), 𝑥2(𝑡) (кривая 2 ) и 𝑥3(𝑡) (кривая 3 )
при 𝑡0 =0.1𝜋; б — 1.5𝜋-двухточечно-колебательное решение c точками переключения 𝑋1 и 𝑋2 в пространстве
состояний (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

за время 𝜏2 = 𝜋/2 возвращается в начальную точку 𝑋1. При втором обходе петли гисте-
резиса (𝜅=1) изображающая точка после пересечения 𝐿1 достигает 𝐿2 и возвращается на
𝐿1, а значит проходит через точки переключения по другой траектории, не совпадающей с
траекторией при первом обходе (𝜅=0). Далее движение от 𝐿1 до 𝐿2 и обратно повторяется
только по этим двум траекториям. Согласно следствию и теореме 5 найденное решение
является асимптотически устойчивым 3𝜋-периодическим решением системы (39).

Пример 2. Рассмотрим систему

𝑥̇1=0.5𝑥1+1.5𝑢(𝜎)−𝑓(𝑡), 𝑥̇2=−5𝑥2+𝑢(𝜎)+𝑓(𝑡), 𝑥̇3=−2𝑥3+𝑢(𝜎)+0.5 𝑓(𝑡), 𝜎=𝛾1𝑥1, (40)

где 𝑓(𝑡) = 0.5+sin(2𝑡+1.187)+3 sin(4𝑡+1.62), и найдём значения параметров 𝛾1, ℓ1, ℓ2, 𝑚1,
𝑚2 нелинейности 𝑢(𝜎), при которых существует её решение с 𝑡0=0.1𝜋 и периодом возврата,
равным периоду функции 𝑓(𝑡), т.е. 𝑇𝑟 =𝜋.

Обратимся к условиям теоремы 2. Пусть ℓ1 =−6 и 𝛾1 =−1.5. Тогда 𝐻1(𝑡0)≈−0.688 и,
значит, 𝐿 ≈ 1.229. Положим 𝑚1 = −2 и 𝑚2 = 6 согласно неравенству (21). Получим 𝜏1 ≈
≈ 2.516 по формуле (23) с Ω≈ 0.732. Имеет место неравенство (22) с 𝑄1(𝑡0,𝑚1)≈−6.312 и
𝑄1(𝑡0+𝜏1,𝑚1)≈−8.181. По формуле (24) находим ℓ2≈−0.070. Условия 1) и 2) выполнены.

Значение 𝜏1≈2.516 является единственным решением первого уравнения системы (16), а
значение 𝜏2≈0.625 — единственным решением второго уравнения системы (16) на интервале
(0, 𝑇𝑟)= (0, 𝜋), следовательно, условие 3) выполняется.

Имеем программное управление с найденными значениями параметров для 𝜅∈N∪{0}

𝑢𝑝(𝑡)=

⎧⎨⎩−2, 𝑡∈Δ1
𝜅≈ [0.1𝜋+𝜋𝜅, 0.1𝜋+2.516+𝜋𝜅),

6, 𝑡∈Δ2
𝜅≈ [0.1𝜋+2.516+𝜋𝜅, 1.1𝜋+𝜋𝜅)

и нелинейность

𝑢(𝜎)=

{︃
−2, 𝜎 <−0.070,

6, 𝜎 >−6.
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Согласно теореме 4 существует следующее решение системы (40):

𝑥1(𝑡)≈

⎧⎨⎩−2.312 𝑒0.5(𝑡−𝜈)−𝑄1(𝜈+ 𝑡,−2), 𝜈=0.1𝜋+𝜋𝜅, 𝑡∈Δ1
𝜅,

15.865 𝑒0.5(𝑡−𝜈)−𝑄1(𝜈+ 𝑡, 6), 𝜈≈ 0.1𝜋+2.516+𝜋𝜅, 𝑡∈Δ2
𝜅,

𝑥2(𝑡)≈

⎧⎨⎩1.530 𝑒−5(𝑡−𝜈)−𝑄2(𝜈+ 𝑡,−2), 𝜈=0.1𝜋+𝜋𝜅, 𝑡∈Δ1
𝜅,

−1.600 𝑒−5(𝑡−𝜈)−𝑄2(𝜈+ 𝑡, 6), 𝜈≈ 0.1𝜋+2.516+𝜋𝜅, 𝑡∈Δ2
𝜅,

𝑥3(𝑡)≈

{︃
2.860 𝑒−2(𝑡−𝜈)−𝑄3(𝜈+ 𝑡,−2), 𝜈=0.1𝜋+𝜋𝜅, 𝑡∈Δ1

𝜅,

−3.981 𝑒−2(𝑡−𝜈)−𝑄3(𝜈+ 𝑡, 6), 𝜈≈ 0.1𝜋+2.516+𝜋𝜅, 𝑡∈Δ2
𝜅.

Графики функций 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) и 𝑥3(𝑡) и траектория 𝜋-двухточечно-колебательного реше-
ния системы (40) c точками переключения 𝑋1≈(4, 1.792, 3.002)т, 𝑋2≈(0.047, −0.404, −0.864)т

показаны на рис. 2. Гиперплоскости переключения 𝐿1 и 𝐿2 задаются уравнениями −1.5𝑥1=
=−6 и −1.5𝑥1 ≈−0.070 соответственно (ориентированы ортогонально оси 𝑥1). Изображаю-
щая точка решения начинает своё движение в 𝑋1 ∈ 𝐿1 при 𝑡0 = 0.1𝜋, за время 𝜏1 ≈ 2.516
попадает в 𝑋2 ∈ 𝐿2, затем за время 𝜏2 ≈ 0.625 возвращается в начальную точку 𝑋1. Да-
лее движение от 𝐿1 до 𝐿2 и обратно повторяется по этой траектории. Таким образом,
согласно следствию и теореме 5 найденное решение является асимптотически устойчивым
𝜋-периодическим решением системы (40).

Рис. 2. Решение системы (40): а — графики решения 𝑥1(𝑡) (кривая 1 ), 𝑥2(𝑡) (кривая 2 ) и 𝑥3(𝑡) (кривая 3 )
при 𝑡0 = 0.1𝜋; б — 𝜋-двухточечно-колебательное решение с точками переключения 𝑋1 и 𝑋2 в пространстве
состояний (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
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CONTROL DESIGN FOR A MULTIDIMENSIONAL SYSTEM OF ORDINARY DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH RELAY HYSTERESIS AND PERTURBATION

© 2024 / V. V. Yevstafyeva

Saint Petersburg State University, Russia
e-mail: v.evstafieva@spbu.ru

A multidimensional controllable system with a constant matrix, a significant nonlinearity of the two-
position relay type with hysteresis as a control and a continuous periodic perturbation function is
considered. The system matrix has simple, real, non-zero eigenvalues, among which one can be positive.
Conditions for the system parameters, including the nonlinearity ones, are established under which
there is a single two-point oscillatory periodic solution with a period comparable to the period of the
perturbation function in the case of a special type of the feedback vector. The asymptotic stability of
the solution has been proven using the phase plane method. The results obtained are illustrated by
examples for three-dimensional systems.

Keywords: multidimensional controllable system, two-position relay with hysteresis, continuous periodic
perturbation function, two-point oscillatory periodic solution, control design, asymptotic stability
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Изучается задача построения возможных управлений 𝑢 ∈ 𝐶(𝐼,R𝑟) и соответствующих
функций состояний 𝑥∈𝐶1(𝐼,R𝑛) на основе системы соотношений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=𝐴(𝑡)𝑥+𝑄(𝑡)𝑢, (1)

𝑥(𝑡𝑠)=𝑥𝑠, 𝑠=0,𝑚, (2)
𝑏𝑖ˆ

𝑎𝑖

Ψ𝑖(𝜏)𝑥(𝜏) 𝑑𝜏 =𝜇𝑖, 𝑖=1, 𝑘, (3)

где 𝐴∈𝐶(𝐼,R𝑛×𝑛), 𝑄∈𝐶(𝐼,R𝑛×𝑟), Ψ𝑖 ∈𝐶(𝐼,R𝑛×𝑛), 𝑢∈R𝑟, 𝜇𝑖 ∈R𝑛, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ 𝐼 = [0, 𝜔], 𝑖=1, 𝑘,
0= 𝑡0<𝑡1< . . .< 𝑡𝑚⩽𝜔, 𝜔> 0.

Соотношения (3) представляют собой обобщения интегральных условий, рассматрива-
емых при 𝑖 ∈ N в работах [1, с. 264; 2, гл. 9, § 5] и являющихся в теории управления
изопериметрическими ограничениями [3, с. 19].

При описании структуры решения задачи и соответствующего алгоритма его построения
понадобятся дополнительные данные. С этой целью введём матрицы Φ𝑖 ∈𝐶(𝐼,R𝑟×𝑛), 𝑃𝑙 ∈
∈𝐶(𝐼,R𝑟×𝑛), 𝑙=1,𝑚, возможно, базисного типа [4, гл. 4] — структурные функции управления,
в принципе аналогичные классическим функциям [5, § 30; 6, гл. 4]. Развёрнутое описание
основных алгоритмов на основе таких функций дано в книге [7], где уделено особое внимание
выбору базисных функций. Основными приёмами такого выбора можно руководствоваться
при анализе задачи (1)–(3).

Соотношения (1), (2) представляют собой классическую задачу управления с начальным
состоянием системы, описываемым условием Коши 𝑥(𝑡0) = 𝑥0. Очевидно, возможны и дру-
гие начальные состояния этой системы. Соотношения 𝑥(𝑡𝜈) = 𝑥𝜈 (𝜈 = 1,𝑚−1) — заданные
промежуточные состояния системы. Условие (3) формально обобщает условие из [3, с. 19]
в линейном случае. Цель работы — получить достаточные условия разрешимости задачи
(1)–(3), а также замкнутые соотношения для функций 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡).
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Задача состоит из двух частей, определяемых условиями (2) и (3) соответственно, кото-
рые с точки зрения теории уравнений первого рода не имеют принципиальных различий.
В рамках эквивалентности задаче (1)–(3) рассматриваем совокупность 𝑚+𝑘+1 соотноше-
ний, состоящую из уравнения (1), 𝑚 уравнений типа (3), порождаемых условиями (2), и
𝑘 уравнений (3). На основании (1) 𝑚+1 точечных условий (2) порождают 𝑚 интегральных
соотношений типа (3). Поэтому для изучения разрешимости и построения этих функций
используем единый метод, который опишем применительно к системе (3), представленной
в операторном виде

𝑇𝑖𝑥=𝜇𝑖, 𝑖=1, 𝑘, (4)

где 𝑇𝑖 — интегральные операторы, определяемые левыми частями в (3). Суть метода состоит
в использовании представлений типа [5, § 30; 6, гл. 4] для точного представления функции
𝑥(𝑡) (см. [4, гл. 4]).

Для построения решения системы (4) введём функции 𝑆𝑖∈C(𝐼,R𝑛×𝑛) типа [4, гл. 4], при
этом воспользуемся поэтапным по 𝑖= 1, 𝑘 введением и частичным исключением промежу-
точных вспомогательных функций.

На первом этапе функцию 𝑥(𝑡) ищем из первого уравнения в следующем виде:

𝑥(𝑡)=𝑆1(𝑡)𝑐1+𝑦1(𝑡), (5)

где 𝑐1 — постоянный вектор, 𝑦1(𝑡) — произвольная функция.
Вид функции (5) соответствует специфике решений уравнений первого рода. Величину 𝑐1

выберем так, чтобы первое уравнение выполнялось при любой функции 𝑦1(𝑡). После подста-
новки (5) в первое уравнение системы (4) и необходимых упрощений придём к выражению

𝑇1𝑆1𝑐1=𝜇1−𝑇1𝑦1. (6)

Предполагая, что det(𝑇1𝑆1) ̸=0, из (5), (6) получаем

𝑥(𝑡)=𝑀1(𝑦1)+𝑞1(𝑡), (7)

где 𝑀1 : C(𝐼,R𝑛)→C(𝐼,R𝑛) — линейный однородный оператор:

𝑀1(𝑦1)= 𝑦1−𝑆1(𝑇1𝑆1)−1𝑇1𝑦1, 𝑞1(𝑡)=𝑆1(𝑇1𝑆1)
−1𝜇1. (8)

Произвольную функцию 𝑦1(𝑡) доопределим таким образом, чтобы выполнялось второе
уравнение системы (4) (2-й этап, 𝑖=2), т.е.

𝑇2𝑀1(𝑦1)=𝜇2−𝑇2𝑞1. (9)

С этой целью функцию 𝑦1(𝑡) строим в виде

𝑦1(𝑡)=𝑆2(𝑡)𝑐2+𝑦2(𝑡), (10)

где 𝑐2 и 𝑦2 — величины, аналогичные 𝑐1 и 𝑦1 соответственно.
Подставив (10) в (9), получим

𝑇2𝑀1𝑆2𝑐2=𝜇2−𝑇2𝑞1−𝑇2𝑀1𝑦2. (11)

Из (11) при det(𝑇2𝑀1𝑆2) ̸=0 находим

𝑐2=(𝑇2𝑀1𝑆2)
−1(𝜇2−𝑇2𝑞1−𝑇2𝑀1𝑦2),
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а затем, в силу (10),

𝑦1= 𝑦2−𝑆2(𝑇2𝑀1𝑆2)
−1𝑇2𝑀1𝑦2+𝑆2(𝑇2𝑀1𝑆2)

−1(𝜇2−𝑇2𝑞1). (12)

Здесь и ниже аргумент 𝑡 будем опускать.
На основании (12) соотношение (7) примет вид

𝑥(𝑡)=𝑀2(𝑦2)+𝑞2, (13)

где 𝑀2 — оператор, аналогичный 𝑀1:

𝑀2(𝑦2)=𝑀1(𝑦2)−𝑀1𝑆2(𝑇2𝑀1𝑆2)
−1𝑇2𝑀1𝑦2, (14)

𝑞2= 𝑞1+𝑀1𝑆2(𝑇2𝑀1𝑆2)
−1(𝜇2−𝑇2𝑞1). (15)

В силу (7), (8) и (13)–(15) на 𝑟-м этапе (𝑖= 𝑟) приходим к равенству (алгоритму)

𝑥(𝑡)=𝑀𝑟(𝑦𝑟)+𝑞𝑟, (16)

где при выполнении условия
det(𝑇𝑟𝑀𝑟−1𝑆𝑟) ̸=0 (17)

имеют место рекуррентные соотношения

𝑀𝑟(𝑦𝑟)=𝑀𝑟−1(𝑦𝑟)−𝑀𝑟−1𝑆𝑟(𝑇𝑟𝑀𝑟−1𝑆𝑟)
−1𝑇𝑟𝑀𝑟−1(𝑦𝑟), (18)

𝑞𝑟 = 𝑞𝑟−1+𝑀𝑟−1𝑆𝑟(𝑇𝑟𝑀𝑟−1𝑆𝑟)
−1(𝜇𝑟−𝑇𝑟𝑞𝑟−1), (19)

𝑀0= J — тождественный оператор.
Иными словами, при выполнении условия (17) решение системы (4) определяется фор-

мулой
𝑥(𝑡)=𝑀(𝑡, 𝑦)+𝑞(𝑡), (20)

где 𝑦 — произвольная вспомогательная функция, 𝑀(𝑡, 𝑦), 𝑞(𝑡) — соответственно линейный
однородный интегральный оператор, действующий из C(𝐼,R𝑛) в C(𝐼,R𝑛), и функция, по-
строенные по алгоритму (16)–(19), при этом 𝑦𝑘 = 𝑦, 𝑞𝑘 = 𝑞, 𝑀𝑘(𝑦𝑘) =𝑀(𝑡, 𝑦). Аргумент 𝑡 в
𝑀(𝑡, 𝑦) означает явную зависимость 𝑀𝑘 от 𝑡.

Определение. Решение (𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)) задачи (1)–(3) называем замкнутым, если оно пред-
ставимо с помощью конечного числа квадратур и алгебраических операций с матрицантом
𝑋(𝑡) свободной системы и остальными исходными величинами задачи (1)–(3).

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ (1)–(3)

Введём интегральные операторы

𝐻𝑙𝑢=

𝑡𝑙ˆ

𝑡0

𝑋−1(𝜏)𝑄(𝜏)𝑢(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑙=1,𝑚,

𝑁𝑖𝑢=

𝑏𝑖ˆ

𝑎𝑖

Ψ𝑖(𝜏)𝑋(𝜏) 𝑑𝜏

𝜏ˆ

𝑡0

𝑋−1(𝑠)𝑄(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑖=1, 𝑘,

а также матрицы 𝐻𝑗+1𝐺𝑗𝑃𝑗+1, 𝑗=0,𝑚−1, 𝐹𝑝+1𝐾𝑝Φ𝑝+1, 𝑝=0, 𝑘−1; здесь 𝐺𝑗 , 𝐾𝑝 — линейные
однородные операторы, аналогичные 𝑀𝑖, при этом 𝐺0=𝐾0≡J — тождественный оператор,
𝐹𝑝+1(𝑧)=𝑁𝑝+1𝐺𝑚(𝑧) (𝑧 ∈R𝑟).
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По предложенному в п. 1 методу выведем алгоритм построения решений задачи (1)–(3).
Сначала решим первую часть задачи, т.е. найдём управление 𝑢(𝑡), подчинённое услови-

ям (2). Поскольку

𝑥(𝑡)=𝑋(𝑡)𝑥0+𝑋(𝑡)

𝑡ˆ

𝑡0

𝑋−1(𝜏)𝑄(𝜏)𝑢(𝜏) 𝑑𝜏, (21)

то, согласно (2),
𝑡𝑠ˆ

𝑡0

𝑋−1(𝜏)𝑄(𝜏)𝑢(𝜏) 𝑑𝜏 =𝑋−1(𝑡𝑠)𝑥𝑠−𝑥0. (22)

Соотношение (22) представляет собой условие типа (3). Совокупность соотношений (3),
(21), (22) эквивалентна задаче (1)–(3).

На первом этапе будем искать управление в виде

𝑢(𝑡)=𝑃1(𝑡)𝑐1+𝑧1,

где 𝑐1 — постоянный вектор, 𝑧1 — произвольная вспомогательная функция, определяемая на
следующем этапе (𝑠=2), и т.д. В результате при выполнении условия det(𝐻𝑗+1𝐺𝑗𝑃𝑗+1) ̸=0
получим выражение типа (20):

𝑢(𝑡)=𝐺(𝑡, 𝑧)+𝜙(𝑡), (23)

где 𝑧 — вспомогательная вектор-функция, 𝐺(𝑡, 𝑧), 𝜙(𝑡) — соответственно линейный однород-
ный интегральный оператор, действующий из 𝐶(𝐼,R𝑟) в 𝐶(𝐼,R𝑟), и функция, найденные по
алгоритму

𝐺𝑗+1(𝑧𝑗+1)=𝐺𝑗(𝑧𝑗+1)−𝐺𝑗𝑃𝑗+1(𝐻𝑗+1𝐺𝑗𝑃𝑗+1)
−1𝐻𝑗+1𝐺𝑗(𝑧𝑗+1), (24)

𝜙𝑗+1=𝜙𝑗+𝐺𝑗𝑃𝑗+1(𝐻𝑗+1𝐺𝑗𝑃𝑗+1)
−1[𝑋−1(𝑡𝑗+1)𝑥𝑗+1−𝑥0−𝐻𝑗+1𝜙𝑗 ], (25)

𝑗=0,𝑚−1, при этом 𝜙0=0, 𝐺𝑚(𝑧𝑚)=𝐺(𝑡, 𝑧), 𝜙𝑚=𝜙(𝑡), 𝑧𝑚= 𝑧.
Выполнение условия det(𝐻𝑗+1𝐺𝑗𝑃𝑗+1) ̸= 0 обеспечивает реализуемость процесса (24) и

(25) построения 𝐺(𝑡, 𝑧) и 𝜙(𝑡), начиная с

𝐺1(𝑧1)= 𝑧1−𝑃1(𝐻1𝑃1)
−1𝐻1𝑧1, 𝜙1=𝑃1(𝐻1𝑃1)

−1[𝑋−1(𝑡1)𝑥1−𝑥0].

Соотношение (23) является решением задачи (1), (2); оно принимается за основу при
анализе условий (3), т.е. при получении решения второй части задачи, а вместе с тем задачи
(1)–(3). На основании (21), (23) имеем

𝑥(𝑡)=𝑋(𝑡)𝑥0+𝑋(𝑡)

𝑡ˆ

𝑡0

𝑋−1(𝜏)𝑄(𝜏) [𝐺(𝜏, 𝑧)+𝜙(𝜏)] 𝑑𝜏. (26)

Далее подставим (26) в (3):
𝑏𝑖ˆ

𝑎𝑖

Ψ𝑖(𝜏)𝑋(𝜏) 𝑑𝜏

𝜏ˆ

𝑡0

𝑋−1(𝑠)𝑄(𝑠)𝐺(𝑠, 𝑧) 𝑑𝑠=𝜇𝑖−
𝑏𝑖ˆ

𝑎𝑖

Ψ𝑖(𝜏)𝑋(𝜏)

[︂
𝑥0+

𝜏ˆ

𝑡0

𝑋−1(𝑠)𝑄(𝑠)𝜙(𝑠) 𝑑𝑠

]︂
𝑑𝜏. (27)

Запишем эту систему в следующем виде:

𝐹𝑖𝑧=𝜆𝑖, 𝑖=1, 𝑘, (28)

где 𝜆𝑖 — правые части в (27).
Система (28) аналогична (22), поэтому при выполнении условия det(𝐹𝑝+1𝐾𝑝Φ𝑝+1) ̸= 0

получим выражение типа (23):
𝑧(𝑡)=𝐾(𝑡, 𝑦)+𝑔(𝑡), (29)
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где 𝑦, 𝐾(𝑡, 𝑦), 𝑔(𝑡) — величины, аналогичные принятым в (23) и получаемые по алгоритму
типа (24), (25), т.е.

𝐾𝑝+1(𝑦𝑝+1)=𝐾𝑝(𝑦𝑝+1)−𝐾𝑝Φ𝑝+1(𝐹𝑝+1𝐾𝑝Φ𝑝+1)
−1𝐹𝑝+1𝐾𝑝(𝑦𝑝+1), (30)

𝑔𝑝+1= 𝑔𝑝+𝐾𝑝Φ𝑝+1(𝐹𝑝+1𝐾𝑝Φ𝑝+1)
−1[𝜆𝑝+1−𝐾𝑝+1𝑔𝑝], (31)

𝑝=0, 𝑘−1, при этом 𝑔0=0, 𝐾𝑚(𝑦𝑚)=𝐾(𝑡, 𝑦), 𝑔𝑚= 𝑔(𝑡), 𝑦𝑚= 𝑦.
Выполнение условия det(𝐹𝑝+1𝐾𝑝Φ𝑝+1) ̸=0 обеспечивает реализуемость процесса (30), (31)

построения 𝐾(𝑡, 𝑦) и 𝑔(𝑡), начиная с

𝐾1(𝑦1)= 𝑦1−Φ1(𝐹1Φ1)
−1𝐹1𝑦1, 𝑔1=Φ1(𝐹1Φ1)

−1𝜆1.

Подставив (29) в (23), получим

𝑢(𝑡)=𝐺(𝑡,𝐾(𝜏, 𝑦)+𝑔(𝜏))+𝜙(𝑡). (32)

Из (21) с учётом (32) имеем

𝑥(𝑡)=𝑋(𝑡)𝑥0+𝑋(𝑡)

𝑡ˆ

𝑡0

𝑋−1(𝜏)𝑄(𝜏)[𝐺(𝜏,𝐾(𝑠, 𝑦)+𝑔(𝑠))+𝜙(𝜏)] 𝑑𝜏. (33)

Таким образом, справедливо
Утверждение. Пусть выполнены соотношения

det(𝐻𝑗+1𝐺𝑗𝑃𝑗+1) ̸=0, 𝑗=0,𝑚−1, det(𝐹𝑝+1𝐾𝑝Φ𝑝+1) ̸=0, 𝑝=0, 𝑘−1.

Тогда задача (1)–(3) имеет замкнутое решение (32), (33).
Отметим, что формула (23) определяет управление, удовлетворяющее условиям (2) и

зависящее от произвольной функции 𝑧= 𝑧(𝑡). Формулы (23), (29) задают управление (32),
содержащее произвольную функцию 𝑦= 𝑦(𝑡).

3. ПРИМЕР

Рассмотрим следующую задачу:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=𝑢, 𝑥(0)= 3, 𝑥(2)= 4, (34)

2ˆ

0

𝑥(𝜏) 𝑑𝜏 =0. (35)

Из (34) имеем уравнение
2ˆ

0

𝑢(𝜏) 𝑑𝜏 =1 (36)

относительно функции 𝑢(𝑡), которую будем искать в виде

𝑢(𝑡)= 𝑐1+𝑧(𝑡). (37)

Из (36), (37) получим

𝑐1=
1

2
− 1

2

2ˆ

0

𝑧(𝜏) 𝑑𝜏. (38)
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Подставим (38) в (37):

𝑢(𝑡)=
1

2
+𝑧(𝑡)− 1

2

2ˆ

0

𝑧(𝜏) 𝑑𝜏. (39)

Используя (39) в соотношении

𝑥(𝑡)= 3+

𝑡ˆ

0

𝑢(𝜏) 𝑑𝜏, (40)

находим

𝑥(𝑡)=
3

2
+
𝑡

2
+

𝑡ˆ

0

[︂
𝑧(𝜏)− 1

2

2ˆ

0

𝑧(𝑠) 𝑑𝑠

]︂
𝑑𝜏. (41)

Подставим теперь (41) в (35) и в результате упрощений получим уравнение
2ˆ

0

(1−𝜏)𝑧(𝜏) 𝑑𝜏 =−7, (42)

где функцию 𝑧(𝑡) будем искать в виде

𝑧(𝑡)=̃︀𝑐1𝑡+𝑦(𝑡). (43)

Из (42), (43) находим

̃︀𝑐1= 21

2
+
3

2

2ˆ

0

(1−𝜏)𝑦(𝜏) 𝑑𝜏. (44)

Подстановка (44) в (43) даёт

𝑧(𝑡)=
21

2
𝑡+

3

2
𝑡

2ˆ

0

(1−𝜏)𝑦(𝜏) 𝑑𝜏+𝑦(𝑡). (45)

Далее из (39) с учётом (45) имеем управление

𝑢(𝑡)=−10+
21

2
𝑡+

1

2

2ˆ

0

[3(𝑡−1)(1−𝜏)−1]𝑦(𝜏) 𝑑𝜏+𝑦(𝑡). (46)

Из (40), (46) находим функцию состояний

𝑥(𝑡)= 3−10𝑡+
21

4
𝑡2+

𝑡

2

2ˆ

0

[︂
3

2
(𝑡−2)(1−𝜏)−1

]︂
𝑦(𝜏) 𝑑𝜏+

𝑡ˆ

0

𝑦(𝜏) 𝑑𝜏.

Замечание 1. Задача (34), (35) является задачей вида (1)–(3) с безусловно разрешимой
системой (3) и очевидным решением

𝑥̂=ℎ(𝑡)− 1

2

2ˆ

0

ℎ(𝜏) 𝑑𝜏,

где ℎ(𝑡) — произвольная непрерывная функция.
Задача (1)–(3) с безусловно разрешимой системой (3) представляет собой самостоятель-

ный объект исследования по предложенному в п. 1 методу. Система (3) — совокупность
уравнений 1-го рода относительно 𝑥(𝑡), при этом соотношения (24), (30) играют роль по-
этапных (частичных) регуляризаторов для неё. Предложенный метод позволяет построить
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решение системы (3) (его целесообразно назвать методом регуляризации этой системы) и
служит дополнением к регуляризаторам, используемым в книге [4] для изучения краевых
задач дифференциальных уравнений, поскольку такие задачи эквивалентны соответствую-
щим уравнениям 1-го рода. Очевидно, что этот метод может быть применён для изучения
систем, приведённых в [1; 2; 8, гл. 3, § 1, п. 53].

Замечание 2. Применение метода Гаусса к системе (3) на основе формулы

𝑥(𝑡)=

𝑘∑︁
𝑖=1

Φ𝑖(𝑡)𝑐𝑖+𝑦(𝑡) (47)

приводит к её решению типа (20) с более сложным алгоритмом построения векторов 𝑐𝑖.
По этой причине также неконструктивным является сведение системы (3) к системе с
фиксированными пределами интегрирования.
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Для гибридных линейных автономных непрерывно-дискретных систем предложены ме-
тоды проектирования регуляторов двух видов, обеспечивающих их финитную стаби-
лизацию. Построение регулятора финитной стабилизации по состоянию (первый вид)
основано на известных значениях решения системы управления в дискретные момен-
ты времени, кратные шагу квантования. Найден наблюдатель, позволяющий в режиме
реального времени с нулевой ошибкой получить необходимые значения решения по дан-
ным наблюдаемого выходного сигнала. Регулятор финитной стабилизации по выходу
(второй вид) использует в качестве обратной связи наблюдаемый выходной сигнал; его
конструкция представляет собой модификацию регулятора финитной стабилизации по
состоянию путём включения в его контур указанного наблюдателя.

Ключевые слова: линейная гибридная непрерывно-дискретная система, наблюдаемый
выходной сигнал, регулятор, наблюдатель, финитная стабилизация
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ВВЕДЕНИЕ

К гибридным системам относятся системы, в структуре которых имеется несколько уров-
ней разнородного описания, а вектор-состояние содержит непрерывные и дискретные ком-
поненты. Такие системы встречаются, например, в прикладных задачах управления меха-
ническими и электроэнергетическими системами, в управлении летательными аппаратами,
технологическими процессами, трафиком в компьютерных сетях (см. [1–5]). Исследованию
различных классов гибридных систем посвящены работы [6–17].

В настоящей статье изучаются линейные автономные гибридные непрерывно-дискретные
системы с импульсным управляющим воздействием, которые можно интерпретировать как
непрерывные системы при воздействии регуляторов дискретного действия. Различные свой-
ства управляемости и наблюдаемости линейных непрерывно-дискретных систем изучены в
работах [13, 14], в них же предложены методы построения необходимого програмного управ-
ления и вычисления решения по измерениям наблюдаемого выхода. Однако хорошо известно,
что более универсальным управлением, в сравнении с программным, является управление по
типу обратной связи. В представленном исследовании предлагаются подходы к проектиро-
ванию регуляторов с обратной связью, обеспечивающих финитную стабилизацию замкнутой
системы [18], т.е. равенство нулю решения системы через конечное время. Строятся регуля-
торы двух видов. Первый вид — регулятор финитной стабилизации по состоянию. Получен
критерий существования и предложен метод построения такого регулятора. Для реализации
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обратной связи в этом регуляторе необходимо иметь возможность определять состояния си-
стемы в дискретные моменты времени, кратные шагу квантования. Для этого предложен так
называемый “поточечный наблюдатель”, позволяющий по наблюдаемому выходному сигналу
в режиме реального времени и с нулевой ошибкой восстанавливать необходимые данные,
а также доказан критерий его существования. Второй вид разработанного регулятора —
регулятор финитной стабилизации по выходу, основанный на использовании обратной связи
в виде наблюдаемого выходного сигнала. Идея его построения заключается в модификации
регулятора финитной стабилизации по состоянию путём встраивания в него дополнитель-
ного контура, выполняющего функцию поточечного наблюдателя. Показано, что регулятор
финитной стабилизации по выходу существует тогда и только тогда, когда существуют
регулятор финитной стабилизации по состоянию и поточечный наблюдатель.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Пусть объект управления описывается линейной непрерывно-дискретной системой с им-
пульсным управляющим воздействием и известным выходным сигналом, измеряемым в дис-
кретные моменты времени:

𝑥̇1(𝑡)=𝐴11𝑥1(𝑡)+𝐴12𝑥2(𝑡𝑘)+
𝑚∑︁
𝑗=0

𝐵1𝑗𝑢(𝑡𝑘−𝑗), 𝑡∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1), (1)

𝑥2(𝑡𝑘+1)=𝐴21𝑥1(𝑡𝑘)+𝐴22𝑥2(𝑡𝑘)+

𝑚∑︁
𝑗=0

𝐵2𝑗𝑢(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘=0, 1, . . . , (2)

𝑦(𝑡𝑘)=

𝑚∑︁
𝑗=0

(𝐶1𝑗𝑥1(𝑡𝑘−𝑗)+𝐶2𝑗𝑥2(𝑡𝑘−𝑗)) , 𝑘=𝑚,𝑚+1, . . . , (3)

где 𝐴𝑖𝑗 ∈R𝑛𝑖×𝑛𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2; 𝐵𝑖𝑗 ∈R𝑛𝑖×𝑟, 𝐶𝑖𝑗 ∈R𝑙×𝑛𝑖 , 𝑖= 1, 2, 𝑗 = 0,𝑚, 𝑢 — управление, 𝑦 —
наблюдаемый выходной сигнал, 𝑡𝑘 = 𝑘ℎ, 𝑘=Z, ℎ> 0 — шаг квантования.

Считаем, что начальное условие для системы (1), (2) имеет вид

𝑥1(0)= 𝑎1, 𝑥2(0)= 𝑎2, 𝑎𝑖 ∈R𝑛𝑖 , 𝑖=1, 2, 𝑢(𝑡𝑗)= 0, 𝑗 < 0. (4)

Под решением системы (1), (2) с начальным условием (4) понимается пара функций
{𝑥1(𝑡), 𝑡⩾ 0, 𝑥2(𝑡𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . .}, удовлетворяющих начальному условию (4) и уравнени-
ям (1), (2), где 𝑥1(𝑡), 𝑡 ⩾ 0, — непрерывная и дифференцируемая при 𝑡 ̸= 𝑡𝑗 , 𝑗 = 0, 1, . . .,
функция, 𝑥2(𝑡𝑘), 𝑘=0, 1, . . ., — дискретная функция. В уравнении (1) при 𝑡= 𝑡𝑘 понимается
правосторонняя производная.

В работе исследуется задача финитной стабилизации системы (1), (2). Под задачей финит-
ной стабилизации будем понимать [18] задачу проектирования регулятора с обратной связью,
который обеспечивает равенство нулю решению замкнутой системы, начиная с некоторо-
го момента времени 𝑡0 = 𝑘0ℎ (𝑘0 ∈N), независимо от начального состояния (4). Финитную
стабилизацию будем осуществлять регуляторами двух типов:

а) регулятор с обратной связью по состоянию, реализация которого предполагает, что в
каждый момент времени измерению доступен вектор 𝑋(𝑡𝑘):

𝑢(𝑡𝑘)=

𝑚1∑︁
𝑗=0

(𝑉 𝑗
11𝑋(𝑡𝑘−𝑗)+𝑉

𝑗
12𝑥3(𝑡𝑘−𝑗)), 𝑥3(𝑡𝑘+1)=

𝑚1∑︁
𝑗=0

(𝑉 𝑗
21𝑋(𝑡𝑘−𝑗)+𝑉

𝑗
22𝑥3(𝑡𝑘−𝑗)),

𝑘= 𝑘1, 𝑘1+1, . . . , 𝑘1=𝑚+𝑚1; (5)
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б) регулятор с обратной связью по неполным измерениям, в котором обратная связь
строится по наблюдаемому выходному сигналу (3):

𝑢(𝑡𝑘)=

𝑚2∑︁
𝑗=0

(𝑈 𝑗
11𝑦(𝑡𝑘−𝑗)+𝑈

𝑗
12𝑥4(𝑡𝑘−𝑗)), 𝑥4(𝑡𝑘+1)=

𝑚2∑︁
𝑗=0

(𝑈 𝑗
21𝑦(𝑡𝑘−𝑗)+𝑈

𝑗
22𝑥4(𝑡𝑘−𝑗)),

𝑘= 𝑘2, 𝑘2+1, . . . , 𝑘2=2𝑚+𝑚2. (6)

Здесь 𝑋(𝑡𝑘)= col[𝑥1(𝑡𝑘), 𝑥2(𝑡𝑘)], 𝑘=0, 1, . . .; 𝑥𝑖 ∈R𝑛𝑖 , 𝑖=3, 4, — вспомогательные переменные,
удовлетворяющие начальному условию

𝑥𝑖+2(𝑡𝑘)= 𝑎𝑖+2 𝑘, 𝑘=0,𝑚+𝑚𝑖, 𝑖=1, 2, (7)

где 𝑎𝑖+2 𝑘 ∈R𝑛𝑖+2 — любые заданные векторы, 𝑉𝑖𝑗 , 𝑈𝑖𝑗 — постоянные матрицы подходящих
размеров. Для определённости считаем, что при использовании регуляторов (5) и (6) 𝑢(𝑡𝑘)=0,
𝑘=0, 𝑘𝑖−1, 𝑖=1, 2.

Определение 1. Регулятор вида (5) (вида (6)), для которого существует число 𝑘0 ∈N
такое, что, какими бы ни были начальные условия (4), (7) для решения замкнутой сис-
темы (1), (2), (5) (замкнутой системы (1)–(3), (6)), выполняются равенства

𝑥1(𝑡)= 0, 𝑡⩾ 𝑡𝑘0 , 𝑥2(𝑡𝑘)= 0, 𝑥3(𝑡𝑘)= 0, 𝑘= 𝑘0, 𝑘0+1, . . . (8)(︁
𝑥1(𝑡)= 0, 𝑡⩾ 𝑡𝑘0 , 𝑥2(𝑡𝑘)= 0, 𝑥4(𝑡𝑘)= 0, 𝑘= 𝑘0, 𝑘0+1, . . .

)︁
, (9)

назовём регулятором финитной стабилизации по состоянию (регулятором финитной ста-
билизации по выходу).

Для реализации регулятора (5) необходимо иметь возможность определения в режиме
реального времени векторов 𝑋(𝑡𝑘). Поэтому, а также для дальнейшего проектирования
внутреннего контура регулятора (6), предварительно решим задачу построения наблюдателя,
который позволит при любом управлении 𝑢(𝑡𝑘) в режиме реального времени на основании
наблюдений (3) получать точные значения решения в точках 𝑡𝑘, т.е. величины 𝑋(𝑡𝑘).

Введём систему с дискретным временем

𝑍(𝑡𝑘+1)=

𝑚3∑︁
𝑗=0

(︀ ̂︀𝐴𝑗𝑍(𝑡𝑘−𝑗)+ ̂︀𝐹𝑗𝑊 (𝑡𝑘−𝑗)
)︀
+

𝑚∑︁
𝑗=0

̂︀𝐵𝑗𝑢(𝑡𝑘−𝑗),

𝑉 (𝑡𝑘)=

𝑚3∑︁
𝑗=0

̂︀𝑄𝑗𝑍(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘= 𝑘3, 𝑘3+1, . . . , 𝑘3⩾𝑚3+𝑚, (10)

𝑍(𝑡𝑗)= 𝑑𝑗 , 𝑗= 𝑘3−𝑚3, 𝑘3, (11)

с дискретным входом 𝑊 (𝑡𝑘) и дискретным выходом 𝑉 (𝑡𝑘), где ̂︀𝐴𝑗 , ̂︀𝐹𝑗 , ̂︀𝐵𝑗 , ̂︀𝑄𝑗 и 𝑑𝑗 — некоторые
постоянные матрицы и векторы подходящих размеров. Равенства (11) определяют начальные
условия для системы (10).

Определение 2. Под поточечным наблюдателем для системы (1)–(3) с заданным управ-
лением 𝑢(𝑡𝑘) будем понимать систему вида (10), для которой существует момент времени 𝑡̃︀𝑘3
такой, что при любом начальном условии (11) и входном воздействии 𝑊 (𝑡𝑗), равным выхо-
ду (3), 𝑊 (𝑡𝑘)= 𝑦(𝑡𝑘), 𝑘= 𝑘3, 𝑘3+1, . . ., выход 𝑉 (𝑡𝑘) системы (10), начиная с момента време-
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ни 𝑡̃︀𝑘3 , совпадает в точках 𝑡𝑘, 𝑘=̃︀𝑘3,̃︀𝑘3+1, . . ., с решением системы (1)–(3), порождающим
выход (3), т.е. с векторами 𝑋(𝑡𝑘) : 𝑉 (𝑡𝑘)=𝑋(𝑡𝑘), 𝑘=̃︀𝑘3,̃︀𝑘3+1, . . .

Для формулировки основных результатов обозначим 𝑛=𝑛1+𝑛2 и введём матрицы

𝐸1= 𝑒𝐴11ℎ, 𝐸2=

ℎˆ

0

𝑒𝐴11(ℎ−𝜏) 𝑑𝜏, 𝐴=

[︂
𝐸1 𝐸2𝐴12

𝐴21 𝐴22

]︂
, 𝐵𝑗 =

[︂
𝐸2𝐵1𝑗

𝐵2𝑗

]︂
, 𝐶𝑗 =

[︀
𝐶1𝑗 𝐶2𝑗

]︀
,

𝐵(𝜆)=
𝑚∑︁
𝑗=0

𝜆𝑗𝐵𝑗 , 𝐶(𝜆)=
𝑚∑︁
𝑗=0

𝜆𝑗𝐶𝑗 .

Сформулируем критерии существования поточечного наблюдателя и регуляторов финит-
ной стабилизации по состоянию и по выходу.

Теорема 1. Для существования поточечного наблюдателя (10) для системы (1)–(3)
необходимо и достаточно, чтобы

rank

[︂
𝐼𝑛−𝜆𝐴
𝐶(𝜆)

]︂
=𝑛 при любом 𝜆∈C. (12)

Теорема 2. Для существования регулятора финитной стабилизации по состоянию (5)
для системы (1), (2) необходимо и достаточно, чтобы

rank
[︀
𝐼𝑛−𝜆𝐴, 𝐵(𝜆)

]︀
=𝑛 при любом 𝜆∈C. (13)

Теорема 3. Для существования регулятора финитной стабилизации по выходу (6) (для
системы (1)–(3)) необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия (12) и (13).

Доказательства теорем 1–3 приводятся в пп. 3–5 и носят конструктивный характер, т.е.
содержат способы построения регуляторов и наблюдателя.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Следуя [13, 14], для описания функции 𝑋(𝑡𝑘), 𝑘=0, 1, . . ., получим систему с дискретным
временем.

Применив формулу Коши к уравнению (1), имеем

𝑥1(𝑡𝑘+1)= 𝑒𝐴11ℎ𝑥1(𝑡𝑘)+

ℎˆ

0

𝑒𝐴11(ℎ−𝜏) 𝑑𝜏

(︂
𝐴12𝑥2(𝑡𝑘)+

𝑚∑︁
𝑗=0

𝐵1𝑗𝑢(𝑡𝑘−𝑗)

)︂
, 𝑘=0, 1, . . . (14)

Учитывая (14), запишем систему

𝑋(𝑡𝑘+1)=𝐴𝑋(𝑡𝑘)+
𝑚∑︁
𝑗=0

𝐵𝑗𝑢(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘=0, 1, . . . , (15)

𝑦(𝑡𝑘)=
𝑚∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗𝑋(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘=𝑚,𝑚+1, . . . (16)

Начальные условия для системы (15) в силу (4) имеют вид

𝑋(0)= col[𝑎1, 𝑎2], 𝑢(𝑡𝑗)= 0, 𝑗 < 0. (17)
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Справедлива следующая
Лемма 1. Для того чтобы регулятор (5) (регулятор (6)) был регулятором финит-

ной стабилизации по состоянию (по выходу) для системы (1), (2) (для системы (1)–(3))
необходимо и достаточно, чтобы этот регулятор обеспечивал решению системы (15), (5)
(решению системы (15), (16), (6)) при некотором 𝑘0 ∈N равенства

𝑋(𝑡𝑘)= 0, 𝑥3(𝑡𝑘)= 0, 𝑘= 𝑘0, 𝑘0+1, . . . (18)(︀
𝑋(𝑡𝑘)= 0, 𝑥4(𝑡𝑘)= 0, 𝑘= 𝑘0, 𝑘0+1, . . .

)︀
, (19)

какими бы ни были начальные условия (17), (7).
Если замкнуть систему (15) регулятором (5)

(︀
регулятором (6) и в полученной системе

выход 𝑦(𝑡𝑘) заменить выражением
∑︀𝑚

𝑗=0𝐶𝑗𝑋(𝑡𝑘−𝑗)
)︀
, то получим однородную разностную

систему. Запишем эту систему для случая уравнений (15), (5):

̃︀𝑋(𝑡𝑘+1)=

𝑘1∑︁
𝑗=0

̃︀𝐴𝑗
̃︀𝑋(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘= 𝑘1, 𝑘1+1, . . . , (20)

где ̃︀𝑋(𝑡𝑘)=col[𝑋(𝑡𝑘), 𝑥3(𝑡𝑘)], ̃︀𝐴𝑗 ∈R(𝑛+𝑛3)×(𝑛+𝑛3) — некоторые матрицы. Характеристической
матрице системы (20)

̃︀Δ(𝜆)=

[︂
𝜆𝑘1+1𝐼𝑛̃−

𝑘1∑︁
𝑗=0

𝜆𝑘1−𝑗 ̃︀𝐴𝑗

]︂
поставим в соответствие матрицу

̃︁𝑊 (𝜆)= [𝐼𝑛̃−𝜆 ̃︀𝐴(𝜆)], где ̃︀𝐴(𝜆)= 𝑘1∑︁
𝑗=0

𝜆𝑗 ̃︀𝐴𝑗 , (21)

которую будем называть матрицей, ассоциированной с характеристической матрицей си-
стемы (20).

Лемма 2. Для того чтобы существовало число 𝑘0∈N такое, что решение системы (20)
будет удовлетворять равенствам ̃︀𝑋(𝑡𝑘) = 0, 𝑘 = 𝑘0, 𝑘0+1, . . ., независимо от начального
условия ̃︀𝑋(𝑡𝑗), 𝑗 = 0, 𝑘1, этой системы, необходимо и достаточно, чтобы определитель
матрицы (21) был тождественно равен единице, т.е.

det̃︁𝑊 (𝜆)≡ 1. (22)

Доказательство. Введём матрицу и вектор

Θ=

⎡⎢⎢⎣
̃︀𝐴0

̃︀𝐴1 . . . ̃︀𝐴𝑘1−1
̃︀𝐴𝑘1

𝐼𝑛̃ 0𝑛̃×𝑛̃ . . . 0𝑛̃×𝑛̃ 0𝑛̃×𝑛̃

. . . . . . . . . . . . . . .
0𝑛̃×𝑛̃ 0𝑛̃×𝑛̃ . . . 𝐼𝑛̃ 0𝑛̃×𝑛̃

⎤⎥⎥⎦, 𝜃(𝑡𝑘)=

⎡⎣ ̃︀𝑋(𝑡𝑘)
. . .̃︀𝑋(𝑡𝑘−𝑘1)

⎤⎦,
где 0𝑛×𝑘 ∈R𝑛×𝑘 — нулевая матрица. В силу (20) вектор 𝜃(𝑡𝑘) удовлетворяет системе

𝜃(𝑡𝑘+1)=Θ𝜃(𝑡𝑘), 𝑘= 𝑘1, 𝑘1+1, . . . (23)

Равенства ̃︀𝑋(𝑡𝑘)=0, 𝑘= 𝑘0, 𝑘0+1, . . ., при любом начальном условии ̃︀𝑋(𝑡𝑗), 𝑗=0, 𝑘1, для
системы (20) возможны в том и только в том случае, когда 𝜃(𝑡𝑘)=0, 𝑘=𝑘0+𝑘1, 𝑘0+𝑘1+1, . . .,
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независимо от начальных условий системы (23). Это равносильно тому, что матрица Θ явля-
ется нильпотентной. Покажем, что необходимым и достаточным условием нильпотентности
матрицы Θ является условие (22). Определим матрицу

Ω(𝜆)=

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐼𝑛 0𝑛×𝑛 . . . 0𝑛×𝑛

𝜆𝐼𝑛 𝐼𝑛 . . . 0𝑛×𝑛

. . . . . . . . . . . .

𝜆𝑘1𝐼𝑛 𝜆𝑘1−1𝐼𝑛 . . . 𝐼𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦.

Непосредственными вычислениями убеждаемся, что

(𝐼𝑛+𝑛3 −𝜆Θ)Ω(𝜆)=

⎡⎢⎢⎢⎣
̃︁𝑊 (𝜆) −

∑︀𝑘1
𝑖=1 𝜆

𝑖 ̃︀𝐴𝑖 −
∑︀𝑘1

𝑖=2 𝜆
𝑖−1 ̃︀𝐴𝑖 . . . −𝜆 ̃︀𝐴𝑘1

0𝑛×𝑛 𝐼𝑛 0𝑛×𝑛 . . . 0𝑛×𝑛

. . . . . . . . . . . . . . .

0𝑛×𝑛 0𝑛×𝑛 0𝑛×𝑛 . . . 𝐼𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦. (24)

Из равенства (24) следует, что det(𝐼𝑛+𝑛3−𝜆Θ)=det̃︁𝑊 (𝜆), поэтому условие det(𝐼𝑛+𝑛3−𝜆Θ)≡1
равносильно условию (22); это же условие является необходимым и достаточным для того,
чтобы матрица Θ была нильпотентной. Лемма доказана.

Обозначим через R𝑚×𝑘[𝜆] множество полиномиальных матриц.
Лемма 3 [19]. Условие

rank
[︀
𝐼−𝜆𝐷1, 𝐷2(𝜆)

]︀
=𝑛 при любом 𝜆∈C, (25)

где 𝐷1 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐷2(𝜆) ∈ R𝑛×𝑟[𝜆], является необходимым и достаточным для того, чтобы
нашлись матрицы Φ1(𝜆)∈R𝑟×𝑛[𝜆], Φ2(𝜆)∈R𝑟×𝑟[𝜆] такие, что det𝐷Φ(𝜆)≡ 1, где

𝐷Φ(𝜆)=

[︃
𝐼𝑛−𝜆𝐷1 −𝐷2(𝜆)

−𝜆Φ1(𝜆) 𝐼𝑟−𝜆Φ2(𝜆)

]︃
.

Следствие. Условие (25) необходимо и достаточно для того, чтобы нашлись матрицы
Φ11(𝜆),Φ21(𝜆)∈R𝑟×𝑛[𝜆], Φ12(𝜆),Φ21(𝜆)∈R𝑟×𝑟[𝜆] такие, что det ̃︀𝐷Φ(𝜆)≡ 1, где

̃︀𝐷Φ(𝜆)=

[︃
𝐼𝑛−𝜆𝐷1−𝜆𝐷2(𝜆)Φ11(𝜆) −𝜆𝐷2(𝜆)Φ12(𝜆)

−𝜆Φ21(𝜆) 𝐼𝑟−𝜆Φ22(𝜆)

]︃
.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Достаточность. В силу условия (12) и следствия существуют матрицы 𝑀11(𝜆),𝑀12(𝜆)∈
∈R𝑛×𝑙[𝜆] и 𝑀21(𝜆),𝑀22(𝜆)∈R𝑙×𝑙[𝜆] такие, что

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐼𝑛−𝜆𝐴−𝜆𝑀11(𝜆)𝐶(𝜆) −𝜆𝑀12(𝜆)

−𝜆𝑀21(𝜆)𝐶(𝜆) 𝐼𝑙−𝜆𝑀22(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
⃒≡ 1. (26)
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Пусть 𝑀𝑖𝑘(𝜆)=
∑︀𝑚3

𝑗=0 𝜆
𝑗𝑀 𝑗

𝑖𝑘, где 𝑀 𝑗
𝑖𝑘 — постоянные матрицы подходящих размеров. Наблю-

датель вида (10) определим системой

𝑍1(𝑡𝑘+1)=𝐴𝑍1(𝑡𝑘)+

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
11

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖𝑍1(𝑡𝑘−𝑗−𝑖)+

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
12𝑍2(𝑡𝑘−𝑗)−

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
11𝑊 (𝑡𝑘−𝑗)+

𝑚∑︁
𝑗=0

𝐵𝑗𝑢(𝑡𝑘−𝑗),

𝑍2(𝑡𝑘+1)=

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
21

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖𝑍1(𝑡𝑘−𝑗−𝑖)+

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
22𝑍2(𝑡𝑘−𝑗)−

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
21𝑊 (𝑡𝑘−𝑗),

𝑘= 𝑘3, 𝑘3+1, . . . , 𝑘3⩾𝑚3+𝑚, (27)

с выходом

𝑉 (𝑡𝑘)=
[︀
𝐼𝑛, 0𝑛×𝑙

]︀
𝑍(𝑡𝑘), 𝑘= 𝑘3, 𝑘3+1, . . . , (28)

где 𝑍 =col[𝑍1, 𝑍2].
Начальные условия для системы (27) возьмём в виде 𝑍1(𝑡𝑘) = 𝑏1𝑘, 𝑘 = 𝑘3−(𝑚+𝑚3), 𝑘3,

𝑍2(𝑡𝑘)= 𝑏2𝑘, 𝑘= 𝑘3−𝑚3, 𝑘3, где 𝑏1𝑘 ∈R𝑛, 𝑏2𝑘 ∈R𝑙 — любые векторы.
Пусть 𝑋(𝑡𝑘) — любое решение системы (15), а 𝑦(𝑡𝑘) — отвечающий этому решению вы-

ход (16). Положим 𝑊 (𝑡𝑘)= 𝑦(𝑡𝑘), 𝑘= 𝑘3, 𝑘3+1, . . ., и обозначим через 𝜀(𝑡𝑘)=𝑉 (𝑡𝑘)−𝑋(𝑡𝑘)=
= 𝑍1(𝑡𝑘)−𝑋(𝑡𝑘), 𝑘 = 𝑘3, 𝑘3+1, . . . , ошибку оценивания решения 𝑋(𝑡𝑘) системы (15), (16)
наблюдателем (27), (28). Легко видеть, что в этом случае ошибка оценивания 𝜀(𝑡𝑘) является
векторной компонентой решения следующей линейной автономной однородной разностной
системы:

𝜀(𝑡𝑘+1)=𝐴𝜀(𝑡𝑘)+

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
11

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖𝜀(𝑡𝑘−𝑗−𝑖)+

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
12𝑍2(𝑡𝑘−𝑗),

𝑍2(𝑡𝑘+1)=

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
21

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖𝜀(𝑡𝑘−𝑗−𝑖)+

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
22𝑍2(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘= 𝑘3, 𝑘3+1, . . . (29)

В силу тождества (26) определитель матрицы, ассоциированной с характеристической мат-
рицей системы (29), тождественно равен единице. Поэтому найдётся момент времени 𝑡̃︀𝑘3
такой, что решение системы (29), независимо от её начального условия, удовлетворяет соот-
ношениям 𝜀(𝑡𝑘)= 0, 𝑍2(𝑡𝑘)= 0, 𝑘=̃︀𝑘3,̃︀𝑘3+1, . . . Отсюда следует, что выполняется равенство

𝑉 (𝑡𝑘)=𝑋(𝑡𝑘), 𝑘=̃︀𝑘3,̃︀𝑘3+1, . . . (30)

Необходимость. Если для системы (1)–(3) существует поточечный наблюдатель (10), то
при любой фиксированной функции 𝑢(𝑡𝑘) найдутся 𝛼, 𝛽 ∈N такие, что существует взаимно
однозначное соответствие между множеством выходов {𝑦(𝑡𝑘), 𝑘= 𝑡𝛼, 𝑡𝛼+1, . . .} и множеством
решений {𝑋(𝑡𝑘)}, где 𝑘 = 𝛼+𝛽, 𝛼+𝛽+1, . . . Покажем, что для существования такого вза-
имно однозначного соответствия необходимо условие (12). При этом, не нарушая общности
рассуждений, примем, что 𝑢(𝑡𝑘)= 0, 𝑘=0, 1, . . .

Обозначим 𝐶𝐴=
∑︀𝑚

𝑗=0𝐶𝑗𝐴
𝑚−𝑗 . Очевидно, что имеют место равенства

𝑦(𝑡𝛼+𝑗)=𝐶𝐴𝐴
𝑗𝑋(𝑡𝛼−𝑚), 𝑗=0, 𝛽, 𝑋𝛼+𝛽+1=𝐴𝛽+𝑚+1𝑋(𝑡𝛼−𝑚), 𝛼, 𝛽 ∈N. (31)
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Из (31) следует, что существование указанного взаимно однозначного соответствия возможно
в том и только в том случае, когда найдётся число 𝛽0∈N такое, что при 𝛽⩾𝛽0 выполняется
равенство

rank

⎡⎣ 𝐶𝐴

. . .

𝐶𝐴𝐴
𝛽

⎤⎦=rank

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐶𝐴

. . .

𝐶𝐴𝐴
𝛽

𝐴𝛽+𝑚+1

⎤⎥⎥⎥⎦ ,
которое, в свою очередь, возможно тогда и только тогда, когда

rank

⎡⎣ 𝐶𝐴

. . .

𝐶𝐴𝐴
𝑛−1

⎤⎦=rank

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐶𝐴

. . .

𝐶𝐴𝐴
𝑛−1

𝐴𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ . (32)

Последнее условие равносильно соотношению [20]

rank

[︃
𝜆𝐼𝑛−𝐴
𝐶𝐴

]︃
=𝑛, 𝜆∈C, 𝜆 ̸=0. (33)

Условие (33) равносильно условию (12). Теорема доказана.

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

Необходимость. Предположим, что существует регулятор (5) такой, что при любых на-
чальных условиях (4), (7) выполняются равенства (8). Тогда имеют место соотношения (18).
Поэтому для матрицы (21) согласно лемме 2 выполняется тождество (22), которое запишем
более подробно, учитывая обозначения (5):⃒⃒⃒⃒

⃒𝐼𝑛−𝜆𝐴−𝜆𝐵(𝜆)𝑉11(𝜆) −𝜆𝐵(𝜆)𝑉12(𝜆)

−𝜆𝑉21(𝜆) 𝐼𝑛3 −𝜆𝑉22(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
⃒≡ 1, (34)

где 𝑉𝑖𝑘(𝜆)=
∑︀𝑚1

𝑗=0 𝜆
𝑗𝑉 𝑗

𝑖𝑘. Легко видеть, что если условие (13) нарушается, то тождество (34)
выполняться не может. Необходимость условия (34) доказана.

Достаточность. Поскольку выполняется условие (13), то в силу следствия 8 найдутся
матрицы 𝐿11(𝜆), 𝐿21(𝜆)∈R𝑟×𝑛[𝜆], 𝐿12(𝜆), 𝐿22(𝜆)∈R𝑟×𝑟[𝜆] такие, что⃒⃒⃒⃒

⃒𝐼𝑛−𝜆𝐴−𝜆𝐵(𝜆)𝐿11(𝜆) −𝜆𝐵(𝜆)𝐿12(𝜆)

−𝜆𝐿21(𝜆) 𝐼𝑟−𝜆𝐿22(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
⃒≡ 1. (35)

Пусть 𝐿𝑖𝑗(𝜆) =
∑︀𝑚1

𝑘=0 𝜆
𝑘𝐿𝑘

𝑖𝑗 , где 𝐿𝑘
𝑖𝑗 — постоянные матрицы подходящих размеров. По-

строим регулятор

𝑢(𝑡𝑘)=

𝑚1∑︁
𝑗=0

(︀
𝐿𝑗
11𝑋(𝑡𝑘−𝑗)+𝐿

𝑗
12𝑥3(𝑡𝑘−𝑗)

)︀
, 𝑥3(𝑡𝑘+1)=

𝑚1∑︁
𝑗=0

(︀
𝐿𝑗
21𝑋(𝑡𝑘−𝑗)+𝐿

𝑗
22𝑥3(𝑡𝑘−𝑗)

)︀
,

𝑘= 𝑘1, 𝑘1+1, . . . , 𝑘1=𝑚+𝑚1, (36)

где 𝑥3 ∈ R𝑟 — вспомогательная переменная. При замыкании системы (1), (2) регулято-
ром (36) следует доопределить начальные условия, задав значения (7) (при 𝑖=3). В силу
тождества (35) и лемм 1, 2 найдётся число 𝑘0>0 такое, что какими бы ни были начальные
условия (4), (7) (при 𝑖=3) замкнутой системы (15), (36), будут выполняться равенства (8).
Теорема доказана.
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5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3

Необходимость. Предположим, что существует регулятор (6) такой, что при любых
начальных условиях (4), (7) выполняются равенства (9). В этом случае имеют место со-
отношения (19), поэтому определитель матрицы, ассоциированной с характеристической
матрицей системы (15), (16), (6), согласно лемме 2 тождественно равен единице. Запишем
это тождество более подробно, учитывая обозначения (6):⃒⃒⃒⃒

⃒𝐼𝑛−𝜆𝐴−𝜆𝐵(𝜆)𝑈11(𝜆)𝐶(𝜆) −𝜆𝐵(𝜆)𝑈12(𝜆)

−𝜆𝑈21(𝜆)𝐶(𝜆) 𝐼𝑛4 −𝜆𝑈22(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
⃒≡ 1, (37)

где 𝑈𝑖𝑘(𝜆) =
∑︀𝑚2

𝑗=0 𝜆
𝑗𝑈 𝑗

𝑖𝑘. Легко видеть, что если условия (12) или (13) нарушаются, то
тождество (37) выполняться не может. Необходимость условий (12), (13) доказана.

Достаточность. Предполагаем, что построены регулятор финитной стабилизации по
состоянию (36) и поточечный наблюдатель (27), (28). Регулятор финитной стабилизации по
выходу (6) определим следующими уравнениями:

𝑢(𝑡𝑘)=

𝑚1∑︁
𝑗=0

(︀
𝐿𝑗
11𝑥42(𝑡𝑘−𝑗)+𝐿

𝑗
12𝑥41(𝑡𝑘−𝑗)

)︀
, 𝑥41(𝑡𝑘+1)=

𝑚1∑︁
𝑗=0

(︀
𝐿𝑗
21𝑥42(𝑡𝑘−𝑗)+𝐿

𝑗
22𝑥41(𝑡𝑘−𝑗)

)︀
,

𝑥42(𝑡𝑘+1)=𝐴𝑥42(𝑡𝑘)+

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
11

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖𝑥42(𝑡𝑘−𝑗−𝑖)+

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
12𝑥43(𝑡𝑘−𝑗)−

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
11𝑦(𝑡𝑘−𝑗)+

+
𝑚∑︁
𝑗=0

𝐵𝑗

𝑚1∑︁
𝑖=0

(︀
𝐿𝑖
11𝑥42(𝑡𝑘−𝑗−𝑖)+𝐿

𝑖
12𝑥41(𝑡𝑘−𝑗−𝑖)

)︀
,

𝑥43(𝑡𝑘+1)=

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
21

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖𝑥42(𝑡𝑘−𝑗−𝑖)+

𝑚3∑︁
𝑗=1

𝑀 𝑗
22𝑥43(𝑡𝑘−𝑗)−

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
21𝑦(𝑡𝑘−𝑗),

𝑘= 𝑘2, 𝑘2+1, . . . , 𝑘2=𝑚+max{𝑚1, 𝑚3}. (38)

Здесь 𝑥4𝑘, 𝑘=1, 3, — вспомогательные переменные.
Замечание. Соотношения (38) получены на основании (27), (30), (36) и соответствующих

замен обозначений.
Для того чтобы показать, что построенный регулятор (38) является регулятором фи-

нитной стабилизации по выходу, докажем, что для системы (15), (16), замкнутой регулято-
ром (38), выполняются условия леммы 2.

Выпишем матрицу, ассоциированную с характеристической матрицей системы (15), (38):

𝑊 (𝜆)=

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐼𝑛−𝜆𝐴 −𝜆𝐵(𝜆)𝐿12(𝜆) −𝜆𝐵(𝜆)𝐿11(𝜆) 0𝑛×𝑙

0𝑟×𝑛 𝐼𝑟−𝜆𝐿22(𝜆) −𝜆𝐿21(𝜆) 0𝑟×𝑙

𝜆𝑀11(𝜆)𝐶(𝜆) −𝜆𝐵(𝜆)𝐿12(𝜆) 𝐼𝑛−𝜆𝐴−𝜆𝑀11(𝜆)𝐶(𝜆)−𝜆𝐵(𝜆)𝐿11(𝜆) −𝜆𝑀12(𝜆)

𝜆𝑀21(𝜆)𝐶(𝜆) 0𝑙×𝑟 −𝜆𝑀21(𝜆)𝐶(𝜆) 𝐼𝑙−𝜆𝑀22(𝜆)

⎤⎥⎥⎥⎦.
Определив матрицу

Γ=

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐼𝑛 0𝑛×𝑟 0𝑛×𝑛 0𝑛×𝑙

0𝑟×𝑛 𝐼𝑟 0𝑟×𝑛 0𝑟×𝑙

−𝐼𝑛 0𝑛×𝑟 𝐼𝑛 0𝑛×𝑙

0𝑙×𝑛 0𝑙×𝑟 0𝑙×𝑛 𝐼𝑙

⎤⎥⎥⎥⎦,
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вычислим

Γ𝑊 (𝜆)Γ−1=

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐼𝑛−𝜆𝐴−𝜆𝐵(𝜆)𝐿11(𝜆) −𝜆𝐵(𝜆)𝐿12(𝜆) −𝜆𝐵(𝜆)𝐿11(𝜆) 0𝑛×𝑙

−𝜆𝐿21(𝜆) 𝐼𝑟−𝜆𝐿22(𝜆) −𝜆𝐿21(𝜆) 0𝑟×𝑙

0𝑛×𝑛 −0𝑛×𝑟 𝐼𝑛−𝜆𝐴−𝜆𝑀11(𝜆)𝐶(𝜆) −𝜆𝑀12(𝜆)

0𝑙×𝑛 0𝑙×𝑟 −𝜆𝑀21(𝜆)𝐶(𝜆) 𝐼𝑙−𝜆𝑀22(𝜆)

⎤⎥⎥⎥⎦.
Учитывая тождества (26) и (35), заключаем, что det𝑊 (𝜆) = det Γ𝑊 (𝜆)Γ−1 ≡ 1. Поэтому в
силу леммы 2 найдётся число 𝑘0>0 такое, что имеют место равенства (9). Теорема доказана.

6. ПРИМЕР

Пусть система (1)–(3) определяется матрицами

𝐴11=

[︂
0 1
0 0

]︂
, 𝐴12=

[︂
−1
2

]︂
, 𝐴21= [0 1], 𝐴22=1,

𝐵11=

[︂
−1/2
−1

]︂
, 𝐵12=0, 𝐶11= [−1 −1], 𝐶12=0.

Тогда

𝑒𝐴11𝑡=

[︂
1 𝑡
0 1

]︂
,

1ˆ

0

𝑒𝐴11(1−𝜏) 𝑑𝜏 =

[︂
1 1/2
0 1

]︂
, 𝐴=

⎡⎣1 1 0
0 1 2
0 1 0

⎤⎦ , 𝐵=

⎡⎣−1
−1
0

⎤⎦ , 𝐶 = [−1 −1 0].

Нетрудно убедиться, что условия теоремы 3 для данной системы выполнены. Построим
для неё регулятор финитной стабилизации по выходу (6). Согласно доказательству тео-
ремы 3 на первом этапе необходимо иметь матрицы регулятора финитной стабилизации
по состоянию (5) и поточечного наблюдателя (10). Эти матрицы определяются на основа-
нии следствия 8 так, чтобы выполнялись тождества (26), (35). Можно проверить, что эти
тождества обеспечат матрицы

𝑀11(𝜆)=

⎡⎣ 𝜆
−3
2𝜆

⎤⎦ , 𝑀12(𝜆)=

⎡⎣ −𝜆
3

−2𝜆

⎤⎦ , 𝑀21(𝜆)=−1, 𝑀22(𝜆)= 1,

𝐿11(𝜆)=
[︀
𝜆 −3 −3

]︀
, 𝐿12(𝜆)=−1, 𝐿21(𝜆)= [−𝜆 3 3], 𝐿22(𝜆)= 1. (39)

Используя матрицы (39), выпишем регулятор (38):

𝑢(𝑡𝑘)= [0 −3 −3]𝑥42(𝑡𝑘)+[1 0 0]𝑥42(𝑡𝑘−1)−𝑥41(𝑡𝑘),

𝑥41(𝑡𝑘+1)= [0 3 3]𝑥42(𝑡𝑘)+[−1 0 0]𝑥42(𝑡𝑘−1)+𝑥41(𝑡𝑘),

𝑥42(𝑡𝑘+1)=

⎡⎣ 1 −2 −1
−3 −5 −1
0 1 0

⎤⎦𝑥42(𝑡𝑘)+
⎡⎣2 1 0
1 0 0
2 2 0

⎤⎦𝑥42(𝑡𝑘−1)+

⎡⎣03
0

⎤⎦𝑥43(𝑡𝑘)+
⎡⎣−1

0
−2

⎤⎦𝑥43(𝑡𝑘−1)−

−

⎡⎣03
0

⎤⎦ 𝑦(𝑡𝑘)−
⎡⎣−1

0
−2

⎤⎦ 𝑦(𝑡𝑘−1)−

⎡⎣−1
−1
0

⎤⎦𝑥41(𝑡𝑘),
𝑥43(𝑡𝑘+1)= [−1 −1 0]𝑥42(𝑡𝑘)+𝑥43(𝑡𝑘)−𝑦(𝑡𝑘), 𝑘=3, 4, . . . (40)
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Для доказательства того, что полученный регулятор (40) является регулятором финитной
стабилизации по выходу, можно воспользоваться леммой 2. Действительно, определитель
матрицы

𝑊 (𝜆)=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1−𝜆 −𝜆 0 𝜆 −𝜆2 3𝜆 3𝜆 0
0 1−𝜆 −2𝜆 𝜆 −𝜆2 3𝜆 3𝜆 0
0 −𝜆 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1−𝜆 𝜆2 −3𝜆 −3𝜆 0
𝜆2 𝜆2 0 𝜆 1−𝜆−2𝜆2 −𝜆2+2𝜆 3𝜆 𝜆2

−3𝜆 −3𝜆 0 𝜆 3𝜆−𝜆2 1+5𝜆 𝜆 −3𝜆
2𝜆2 2𝜆2 0 0 −2𝜆2 −𝜆−2𝜆2 1 2𝜆2

−𝜆 −𝜆 0 0 𝜆 𝜆 0 1−𝜆

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
тождественно равен единице.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получены критерии существования поточечного наблюдателя, регулятора финитной ста-
билизации по состоянию и регулятора финитной стабилизации по выходу. Доказательства
этих критериев являются конструктивными в том смысле, что содержат методы построения
соответствующих объектов.

Проверку выполнения условия (12) можно заменить проверкой условия (32), которое
представляет собой сравнение рангов двух постоянных матриц. Рассуждая аналогично, мож-
но показать, что проверку условия (13) можно заменить проверкой выполнения равенства
рангов двух постоянных матриц:

rank
[︀
𝐵𝐴, . . . , 𝐴

𝑛−1𝐵𝐴

]︀
=rank

[︀
𝐵𝐴, . . . , 𝐴

𝑛−1𝐵𝐴, 𝐴
𝑛
]︀
, 𝐵𝐴=

𝑚∑︁
𝑗=0

𝐴𝑚−𝑗𝐵𝑗 .

Можно показать, что критерии существования поточечного наблюдателя (теорема 1) и
финитного регулятора по состоянию (теорема 2) при 𝑚=0 являются критериями (следуя
терминологии [13, 14]) слабой финальной наблюдаемости и полной управляемости, запи-
санными в иной форме. Распространение идей работ [13, 14] на случай 𝑚 ∈ N позволяет
переформулировать теорему 3 так: для того чтобы существовал финитный регулятор по вы-
ходу (6), необходимо и достаточно, чтобы система (1)–(3) была слабо финально наблюдаемой
и полностью управляемой.
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REGULATORS OF FINITE STABILIZATION FOR HYBRID LINEAR
CONTINUOUS-DISCRETE SYSTEMS

© 2024 / V. E. Khartovskii

Yanka Kupala State University of Grodno, Belarus
e-mail: hartows@mail.ru

For hybrid linear autonomous continuous-discrete systems, methods for designing two types of regu-
lators that provide finite stabilization are proposed. The implementation of one of them, a regulators
for finite stabilization by state, is based on knowledge of the values of the control system solution at
discrete moments of time, multiples of the quantization step. For this purpose, an observer has been
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built that makes it possible to obtain the necessary solution values based on the observed output signal
in real time and with zero error. The second type of regulator — the regulator of finite stabilization
by output — uses the observed output signal as feedback, and its design is a modification of the finite
state stabilization regulator by state by including the above observer in its circuit.

Keywords: linear hybrid continuous-discrete system, observed output signal, controller, observer, finite
stabilization
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Получены функциональное тождество и оценки, выполняющиеся для мер отклонений
от точных решений задачи с препятствием для оператора 𝑝-Лапласа для любых функ-
ций из соответствующего (энергетического) функционального класса, который содержит
обобщённое решение задачи. При этом не были использованы какие-либо специальные
свойства аппроксимаций или численных процедур, а также информация о точной кон-
фигурации коинцидентного множества. Правые части тождества и оценок содержат
только известные функции и могут быть явно вычислены, а левые части представляют
собой определённую меру отклонения приближённого решения от точного. Найденные
функциональные соотношения позволяют оценивать погрешность любых аппроксимаций
задачи независимо от способа их получения. Кроме того, они позволяют сравнивать
точные решения задач с различными данными, что даёт возможность оценивать ошибки
математических моделей, например тех, что возникают при упрощении коэффициентов
дифференциального уравнения.

Ключевые слова: задача со свободными границами, оператор 𝑝-Лапласа, апостериорные
оценки
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим эллиптическую задачу с препятствием для оператора 𝑝-Лапласа (1<𝑝<+∞),
сформулированную в виде задачи минимизации функционала

𝐽 [𝑣] =
ˆ

Ω

(︂
1

𝑝
|∇𝑣|𝑝−𝑓𝑣

)︂
𝑑𝑥 (1)

на замкнутом выпуклом множестве

K=
{︀
𝑣 ∈𝑊 1

𝑝 (Ω): 𝑣|𝜕Ω=0, 𝑣⩾𝜑 в Ω
}︀
.

Здесь и далее Ω⊂R𝑛 — ограниченная связная область с липшицевой границей 𝜕Ω, 𝐿𝑝(Ω)
и 𝑊 1

𝑝 (Ω) — пространства Лебега и Соболева соответственно. Функция 𝜑∈𝐶max{2,𝑝}, удовле-
творяющая условию 𝜑⩽0 на 𝜕Ω, задаёт гладкое препятствие; предполагается, что 𝑓 ∈𝐿𝑞(Ω),
а показатели 𝑝 и 𝑞 удовлетворяют соотношению 1/𝑝+1/𝑞=1. Обозначения ‖·‖𝑝,Ω и ‖·‖𝑞,Ω
используются для норм как скалярных, так и векторных функций в пространствах 𝐿𝑝(Ω)
и 𝐿𝑞(Ω) соответственно (их смысл будет понятен из контекста).
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Задача (1) принадлежит к классу задач с неизвестными свободными границами, кото-
рые изучаются в теории вариационных неравенств (см. работы [1–4] и цитированную в них
литературу), и имеет множество приложений. Например, в сингулярном случае (1<𝑝< 2)
такая задача возникает при построении модели Гренландского ледяного щита, когда неиз-
вестной функцией является толщина ледяного покрова, а в качестве препятствия выступает
рельеф подстилающей породы (см. [5]). Вероятностная интерпретация задачи (1) изложена
в работе [6], где решение задачи с препятствием для оператора 𝑝-Лапласа при 2<𝑝<+∞
интерпретируется как предельное значение дискретной игры “в перетягивание каната” при
наличии шума.

Известно (см., например, [1; 2, гл. 1]), что задача (1) имеет единственное решение 𝑢,
которое удовлетворяет п.в. в Ω соотношениям

Δ𝑝𝑢+𝑓 ⩽ 0, 𝑢⩾𝜑, (Δ𝑝𝑢+𝑓)(𝑢−𝜑)= 0,

где Δ𝑝𝑢 := div(|∇𝑢|𝑝−2∇𝑢) — оператор 𝑝-Лапласа и 1<𝑝<+∞. В общем случае область Ω
разделяется на два подмножества: контактное (или коинцидентное) Ω𝑢

𝜑={𝑥∈Ω: 𝑢(𝑥)=𝜑(𝑥)}
и бесконтактное Ω𝑢

0 , в котором 𝑢 является решением уравнения Δ𝑝𝑢+𝑓 =0. Граница между
этими подмножествами заранее не известна, что порождает существенные трудности как
для качественного, так и для количественного анализа, связанные не только с наличием
свободной границы, но и с самим оператором Δ𝑝, который при 𝑝 ̸=2 не является равномерно
эллиптическим. В тех точках, где градиент 𝑢 обращается в нуль, оператор становится
сингулярным при 1<𝑝< 2 и вырожденным при 2<𝑝<+∞.

Существование и качественные свойства решения задачи (1) изучались многими авто-
рами. В подавляющем большинстве работ были исследованы оптимальные регулярности
минимайзеров и описаны свойства свободных границ. Наиболее полно изучен случай 𝑝=2,
т.е. классическая задача с препятствием. При 𝑝∈ (1, 2)∪(2,+∞) регулярность решений ис-
следована в работах [3, 4]. Различные свойства свободных границ при 𝑝> 2 были изучены
в [7, 8], при 1<𝑝< 2 — в статье [9].

С точки зрения количественного анализа краевых задач наиболее важными являются
вопросы построения последовательностей приближённых решений, сходящихся к точному, и
контроля точности этих решений. Проблемы сходимости аппроксимаций для задач с препят-
ствиями изучаются достаточно давно, начиная с работ Р. Фалка, например [10], и других
авторов. В последнее время большое внимание уделяется апостериорным методам контроля
точности приближённых решений дифференциальных уравнений. В отличие от априорных
оценок асимптотического типа они позволяют оценить точность конкретного приближённого
решения и генерируют индикаторы погрешности, использующиеся в современных адаптив-
ных методах. Существует несколько различных подходов к формулировке целей апосте-
риорного контроля и получению соответствующих оценок (см., например, статью [11] и
приведённую в ней библиографию).

В данной работе получены апостериорные тождества и оценки так называемого функ-
ционального типа, при выводе которых использованы только методы функционального ана-
лиза и теории дифференциальных уравнений и не использованы специальные свойства ап-
проксимаций или точных решений. Основой для получения таких оценок являются специ-
альные тождества, левая часть которых представляет собой меру отклонения приближен-
ного решения от точного, а правая содержит данные задачи и известное приближенное
решение. Такое тождество может быть использовано для оценки результатов численного
эксперимента сразу после его завершения. Поэтому тождество естественно назвать апосте-
риорным.
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Для широкого круга задач математической физики апостериорные тождества и оценки
функционального типа исследованы в работах [12–15]. В контексте стационарных и неста-
ционарных задач с препятствием оценки такого рода ранее рассматривались в [16–18].

Важно подчеркнуть, что аналогичные оценки получены в настоящей статье без при-
влечения специальных свойств аппроксимаций или численных процедур, более того, точное
решение и коинцидентное множество точного решения задачи не входят в явном виде в
основное апостериорное тождество. Основное апостериорное тождество представлено в тео-
реме 1. Оно верно для любой функции 𝑣∈K, но содержит некоторые ограничения на другую
переменную y* (которую можно рассматривать как аппроксимацию потока). Это ограни-
чение снимается далее в теоремах 2 и 3, которые относятся к случаям 𝑝⩾ 2 и 𝑝 ∈ (1, 2]
соответственно. Они устанавливают полностью вычисляемые мажоранты для мер отклоне-
ний от решения. Мажоранты неотрицательны, обращаются в нуль только на точном решении
и непрерывны относительно сходимости в базовых энергетических пространствах.

2. ТОЖДЕСТВО ДЛЯ МЕРЫ ОШИБКИ

Получим основное апостериорное тождество (см. теорему 1) для оценки отклонений
приближённых решений вариационной задачи (1) от точного в соответствии с абстрактной
теорией, развитой в [12, гл. 2; 13] для класса вариационных задач с функционалами вида

𝐽 [𝑣] :=𝐺[Λ𝑣]+𝐹 [𝑣],

где 𝐺 и 𝐹 — выпуклые полунепрерывные снизу функционалы, а Λ — ограниченный линейный
оператор. В рассматриваемом нами случае Λ:=∇ и оператор действует из пространства 𝑉 :=
:={𝑣∈𝑊 1

𝑝 (Ω): 𝑣|𝜕Ω=0} в пространство 𝑌 :=𝐿𝑝(Ω,R𝑛), а функционалы 𝐺 : 𝑌 →R и 𝐹 : 𝑉 →R
определяются формулами

𝐺[y] :=
1

𝑝

ˆ

Ω

|y|𝑝 𝑑𝑥, 𝐹 [𝑣] :=−
ˆ

Ω

𝑓𝑣 𝑑𝑥+𝜒K(𝑣), 𝜒K(𝑣) :=

{︃
0, 𝑣 ∈K,
+∞, 𝑣 /∈K.

Отметим, что функционал 𝐺 коэрцитивен, неотрицателен и равен нулю тогда и только
тогда, когда y=0.

Задача минимизации функционала 𝐽(𝑣) на 𝑉 имеет двойственную вариационную фор-
мулировку, которая состоит в максимизации функционала

𝐼*[y*] :=−𝐺*[y*]−𝐹 *[−Λ*y*] (2)

на пространстве 𝑌 * = 𝐿𝑞(Ω,R𝑛), где функционалы 𝐺* : 𝑌 * →R и 𝐹 * : 𝑉 * →R (𝑉 * := 𝑊̊−1
𝑞 )

являются преобразованиями Юнга–Фенхеля от 𝐺 и 𝐹 соответственно, а Λ* : 𝑌 *→𝑉 * явля-
ется сопряжённым к Λ оператором, т.е. (y*,Λ𝑣)= ⟨Λ*y*, 𝑣⟩, где (·, ·) обозначает спаривание
пространств 𝑌 и 𝑌 *, а ⟨·, ·⟩ — спаривание пространств 𝑉 и 𝑉 *. В нашем случае Λ*=− div.
Заметим, что если 𝑣 ∈ 𝐿𝑝(Ω)⊃ 𝑉, а 𝑣* ∈ 𝐿𝑞(Ω)⊂ 𝑉 *, то ⟨𝑣*, 𝑣⟩ можно представить в виде
интеграла Лебега по области Ω.

В дальнейшем будем обозначать через p* и y* соответственно точное и приближённое
решения двойственной задачи (2). Нетрудно показать, что

𝐺*[y*] =
1

𝑞

ˆ

Ω

|y*|𝑞 𝑑𝑥= 1

𝑞
‖y*‖𝑞𝑞,Ω.

Согласно определению функционал

𝐹 *[−Λ*y*] = sup
𝑣∈𝑉

{︀
−⟨Λ*y*, 𝑣⟩−𝐹 (𝑣)

}︀
.
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Пусть y* ∈𝐻𝑞(Ω, div) := {y* ∈ 𝑌 * : divy* ∈ 𝐿𝑞(Ω,R𝑛)}. Тогда сопряжённый функционал
можно представить в виде

𝐹 *[−Λ*y*] = sup
𝑣∈K

{︂ ˆ
Ω

(𝑓+divy*)𝑣 𝑑𝑥

}︂
.

Пусть 𝑣∈K — заданная функция и 𝑤∈𝑉 +(Ω) := {𝑤∈𝑉 (Ω): 𝑤⩾ 0 п.в. в Ω}. Тогда 𝑣+𝑤∈K
и имеет место оценка снизу

𝐹 *[−Λ*y*]⩾
ˆ

Ω

(𝑓+divy*)𝑣 𝑑𝑥+ sup
𝑤∈𝑉 +(Ω)

{︂ ˆ
Ω

(𝑓+divy*)𝑤 𝑑𝑥

}︂
. (3)

Ясно, что супремум в правой части неравенства (3) будет конечен только в том случае,
когда

y* ∈𝑄*
⩽0 := {y* ∈𝐻𝑞(Ω, div) : 𝑓+divy*⩽ 0 п.в. в Ω}.

Таким образом, имеем

𝐹 *[−Λ*y*] =

{︃´
Ω(𝑓+divy*)𝜑𝑑𝑥, если y* ∈𝑄*

⩽0,

+∞, иначе.

Из соотношения двойственности 𝐽 [𝑢] = 𝐼*[p*] и результатов общей теории [12] следует,
что для любых функций 𝑣 ∈𝑉 и y* ∈𝑌 * выполняются равенства

𝐽 [𝑣]−𝐽 [𝑢] =𝐽 [𝑣]−𝐼*[p*] =𝒟𝐺[∇𝑣,p*]+𝒟𝐹 [𝑣,divp
*], (4)

𝐼*[p*]−𝐼*[y*] =𝐽 [𝑢]−𝐼*[y*] =𝒟𝐺[∇𝑢,y*]+𝒟𝐹 [𝑢,divy
*]. (5)

Здесь 𝒟𝐺 и 𝒟𝐹 — так называемые составные функционалы, определяемые формулами

𝒟𝐺[∇𝑣,y*] :=𝐺[∇𝑣]+𝐺*[y*]−(y*,∇𝑣), (6)

𝒟𝐹 [𝑣,divy
*] :=𝐹 [𝑣]+𝐹 *[divy*]−⟨divy*, 𝑣⟩. (7)

Из соотношений (4), (5) следует апостериорное тождество [12, гл. 2]

𝒟𝐺[∇𝑣,p*]+𝒟𝐺[∇𝑢,y*]+𝒟𝐹 [𝑣,divp
*]+𝒟𝐹 [𝑢,divy

*] =𝒟𝐺[∇𝑣,y*]+𝒟𝐹 [𝑣,divy
*], (8)

справедливое для любых 𝑣 ∈K и y* ∈𝑌 *.
Найдём явный вид слагаемых в (8). Нетрудно видеть, что в силу (6) справедливы ра-

венства

𝒟𝐺[∇𝑢,y*] =
ˆ

Ω

(︂
1

𝑝
|∇𝑢|𝑝+ 1

𝑞
|y*|𝑞−∇𝑢 ·y*

)︂
𝑑𝑥, (9)

𝒟𝐺[∇𝑣,p*] =
ˆ

Ω

(︂
1

𝑝
|∇𝑣|𝑝+ 1

𝑞
|p*|𝑞−∇𝑣 ·p*

)︂
𝑑𝑥, (10)

𝒟𝐺[∇𝑣,y*] =
ˆ

Ω

(︂
1

𝑝
|∇𝑣|𝑝+ 1

𝑞
|y*|𝑞−∇𝑣 ·y*

)︂
𝑑𝑥. (11)
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Если 𝑣 ∈K и y* ∈𝑄*
⩽0, то согласно (7) имеем

𝒟𝐹 [𝑣,divy
*] =

ˆ

Ω

(︀
−𝑓𝑣+(𝑓+divy*)𝜑−𝑣(divy*)

)︀
𝑑𝑥=

ˆ

Ω

(𝑓+divy*)(𝜑−𝑣) 𝑑𝑥, (12)

𝒟𝐹 [𝑢,divy
*] =

ˆ

Ω

(𝑓+divy*)(𝜑−𝑢) 𝑑𝑥. (13)

Далее, так как 𝒟𝐹 [𝑢,divp
*] = 0, то 𝒟𝐹 [𝑣,divp

*] можно записать как

𝒟𝐹 [𝑣,divp
*] =

ˆ

Ω

(𝑓+divp*)(𝜑−𝑣) 𝑑𝑥−
ˆ

Ω

(𝑓+divp*)(𝜑−𝑢) 𝑑𝑥=
ˆ

Ω

(𝑓+divp*)(𝑢−𝑣) 𝑑𝑥. (14)

Учитывая, что решения 𝑢 прямой и p* двойственной задач связаны друг с другом соотно-
шениями p*=∇𝑢|∇𝑢|𝑝−2 и |∇𝑢|𝑝= |p*|𝑞, будем иметь

ˆ

Ω

(𝑓+divp*)(𝑢−𝑣) 𝑑𝑥=
ˆ

Ω

(𝑓+Δ𝑝𝑢)(𝑢−𝑣) 𝑑𝑥.

Обозначим

𝜇(𝑣) :=𝜆(𝑣)+
ˆ

Ω

(𝑓+Δ𝑝𝑢)(𝑢−𝑣) 𝑑𝑥, (15)

𝜇*(y*) :=𝜆*(y*)+
ˆ

Ω

(𝑓+divy*)(𝜑−𝑢) 𝑑𝑥, (16)

где

𝜆(𝑣) :=
ˆ

Ω

(︂
1

𝑝
|∇𝑣|𝑝+ 1

𝑞
|∇𝑢|𝑝−∇𝑣 ·∇𝑢|∇𝑢|𝑝−2

)︂
𝑑𝑥,

𝜆*(y*) :=
ˆ

Ω

(︂
1

𝑝
|p*|𝑞+ 1

𝑞
|y*|𝑞−∇𝑢 ·y*

)︂
𝑑𝑥.

Заметим, что
ˆ

Ω

(𝑓+Δ𝑝𝑢)(𝑢−𝑣) 𝑑𝑥=
ˆ

Ω𝑢
𝜑

(𝑓+Δ𝑝𝑢)(𝑢−𝑣) 𝑑𝑥=
ˆ

Ω𝑢
𝜑

𝑊𝜑(𝑢−𝑣) 𝑑𝑥, (17)

т.е. второе слагаемое в (15) можно записать в виде интеграла с весом 𝑊𝜑=𝑓+Δ𝑝𝜑. Поскольку
на множестве Ω𝑢

𝜑 выполняются неравенства 𝑊𝜑⩽ 0 и 𝑣⩾𝑢, интеграл (17) неотрицателен.
Меру 𝜆*(y*) можно записать в виде

𝜆*(y*)=
ˆ

Ω

(︂
1

𝑝
|p*|𝑞+ 1

𝑞
|y*|𝑞−𝛾(𝑥)p*·y*

)︂
𝑑𝑥,

где

𝛾(𝑥)=

{︃
0, если 𝑥∈Ω∩{|∇𝑢|=0},
|p*|𝑞−2, иначе.

Тождество (8) вместе с (9)–(16) приводит к следующему результату.
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Теорема 1. Для любых функций 𝑣 ∈K и y* ∈𝑄*
⩽0 выполняется тождество

𝜇(𝑣)+𝜇*(y*)=
ˆ

Ω

(︂
1

𝑝
|∇𝑣|𝑝+ 1

𝑞
|y*|𝑞−∇𝑣 ·y*

)︂
𝑑𝑥+

ˆ

Ω

(𝑓+divy*)(𝜑−𝑣) 𝑑𝑥. (18)

Прежде всего отметим, что выражения в правой части равенства (18) зависят только от
известных функций 𝑣 и y* и от данных задачи, т.е. являются полностью вычисляемыми.

Левая часть (18) содержит меры 𝜇 и 𝜇*, которые неотрицательны и обращаются в нуль,
если 𝑣=𝑢 и y*=p* соответственно. Входящие в них меры 𝜆 и 𝜆* являются интегральными
характеристиками отклонений произвольных приближённых решений 𝑣∈K и y* ∈𝑄*

⩽0 от 𝑢
и p* соответственно. При 𝑝= 𝑞=2 меры 𝜆 и 𝜆* представимы в виде норм

𝜆(𝑣)=
1

2
‖∇(𝑢−𝑣)‖22,Ω, 𝜆*(y*)=

1

2
‖p*−y*‖22,Ω,

причём это единственный случай, когда возможно такое простое представление.
Нетрудно видеть, что если Ω𝑢

𝜑 ⊂Ω𝑣
𝜑 := {𝑥 ∈Ω: 𝑣(𝑥) = 𝜑(𝑥)}, т.е. если точное контактное

множество содержится внутри приближённого (определённого с помощью функции 𝑣), то
интеграл (17) равен нулю. Если, напротив, Ω𝑣

𝜑⊂Ω𝑢
𝜑, то

ˆ

Ω𝑢
𝜑

𝑊𝜑(𝑢−𝑣) 𝑑𝑥=
ˆ

Ω𝑢
𝜑∖Ω

𝑣
𝜑

𝑊𝜑(𝜑−𝑣) 𝑑𝑥⩾ 0.

Поэтому второе слагаемое в (15) можно рассматривать как некоторую интегральную меру
того, насколько хорошо множество Ω𝑣

𝜑 аппроксимирует множество Ω𝑢
𝜑. В свою очередь, второе

слагаемое в (16) можно считать характеристикой, указывающей на “неверное” поведение y*

на множестве Ω𝑢
0 (на этом множестве поток должен удовлетворять уравнению divp*+𝑓 =0).

К сожалению, эти меры весьма слабы и не позволяют оценить насколько точно свободная
граница 𝜕Ω𝑢

𝜑 воспроизводится с помощью приближённого решения. Этот факт показыва-
ет ограниченность прямых вариационных методов в отношении реконструкции свободных
границ (более подробное обсуждение этого вопроса см. в работах [15, 17]).

Меры 𝜇 и 𝜇* являются естественными характеристиками близости приближённых ре-
шений к точным. Мера 𝜇 задаёт систему локальных окрестностей (локальную топологию)
вблизи решения 𝑢. Она не является симметричной относительно замены 𝑢 на 𝑣 и наобо-
рот и, вообще говоря, не порождает метрику. Мера 𝜇* определяет локальную топологию в
окрестности p* и обладает аналогичными свойствами.

В частном случае 𝑝= 𝑞=2 тождество (18) принимает вид

1

2
‖∇(𝑢−𝑣)‖22,Ω+

1

2
‖p*−y*‖22,Ω+

ˆ

Ω𝑢
𝜑

(𝑓+Δ𝑝𝜑)(𝜑−𝑣) 𝑑𝑥+
ˆ

Ω𝑢
0

(𝑓+divy*)(𝜑−𝑢) 𝑑𝑥=

=
1

2
‖∇𝑣−y*‖22,Ω+

ˆ

Ω

(𝑓+divy*)(𝜑−𝑣) 𝑑𝑥

и совпадает с ранее полученным в [15] тождеством для классической задачи с препятствием
для оператора Лапласа.

Тождество (18) даёт простое выражение для вычисления полной меры ошибки, выпол-
няемое для всех 𝑣 ∈K и y* ∈𝑄*

⩽0. Однако условие y* ∈𝑄*
⩽0 содержит дифференциальное

неравенство, выполнение которого может создавать трудности при использовании (18) в
практических вычислениях. Далее обсудим, как можно преодолеть этот недостаток и рас-
ширить допустимое множество для приближённых решений y* двойственной задачи (2).
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3. АПОСТЕРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ ПРИ 𝑝> 2

Для получения оценок нам понадобится алгебраическое неравенство [14]

1

𝛼
|a|𝛼+ 1

𝛼* |b|
𝛼−a ·b|a|𝛼−2⩾ 𝑐(𝛼)|a−b|𝛼, a,b∈R𝑛, 𝛼⩾ 2, (19)

где 𝑐(𝛼)= (1+𝜁)2−𝛼/𝛼, 𝜁 — корень уравнения 𝜁𝛼−1+𝜁(1−𝛼)−2+𝛼=0. Из (19) следует, что
при 𝑝> 2 для меры 𝜆 имеет место оценка

𝜆(𝑣)⩾ 𝑐(𝑝)‖∇(𝑣−𝑢)‖𝑝𝑝,Ω для любой 𝑣 ∈𝑉. (20)

Теорема 2. Пусть 2<𝑝<+∞. Для любых функций 𝑣∈K и z*∈𝐻𝑞(Ω,div) верны оценки(︂
𝑐(𝑝)−𝜖𝑝

𝐶𝑝
𝐹Ω

𝑝

)︂
‖∇(𝑢−𝑣)‖𝑝𝑝,Ω+

ˆ

Ω𝑢
𝜑

𝑊𝜑(𝑢−𝑣) 𝑑𝑥+𝜆*(z*)⩽𝒟𝐺(∇𝑣, z*)+
1

𝑞𝜖𝑞
‖𝑅𝑓 (z

*)‖𝑞𝑞,Ω (21)

и

𝜇(𝑣)+𝜖𝑝
𝐶𝑝
𝐹Ω

𝑝
‖∇(𝑢−𝑣)‖𝑝𝑝,Ω+𝜆*(z*)⩾𝒟𝐺(∇𝑣, z*)−

1

𝑞𝜖𝑞
‖𝑅𝑓 (z

*)‖𝑞𝑞,Ω, (22)

где 𝑐(𝑝) — константа из неравенства (20), 𝐶𝐹Ω
— константа из обобщённого неравенства

Фридрихса (27), параметр 𝜖 выбирается так, чтобы 0<𝜖⩽ (𝑝𝑐𝑝)
1/𝑝/𝐶𝐹Ω

в (21) и 𝜖>0 в (22),
вес 𝑊𝜑= 𝑓+Δ𝑝𝜑, а 𝑅𝑓 (z

*) определяется соотношением (26).
Доказательство. Тождество (18) можно записать как

𝜇(𝑣)+
ˆ

Ω

(︂
1

𝑝
|p*|𝑞+ 1

𝑞
|y*|𝑞−∇𝑢 ·y*

)︂
𝑑𝑥=

=
ˆ

Ω

(︂
1

𝑝
|∇𝑣|𝑝+ 1

𝑞
|y*|𝑞−∇𝑣 ·y*

)︂
𝑑𝑥+

ˆ

Ω

(𝑓+divy*)(𝑢−𝑣) 𝑑𝑥. (23)

Пусть z* ∈𝐻𝑞(Ω,div). После несложных алгебраических преобразований в (23) имеем

𝜇(𝑣)+
ˆ

Ω

(︂
1

𝑝
|p*|𝑞+ 1

𝑞
|z*|𝑞−∇𝑢 ·z*

)︂
𝑑𝑥=

=
ˆ

Ω

(︂
1

𝑝
|∇𝑣|𝑝+ 1

𝑞
|z*|𝑞−∇𝑣 ·z*

)︂
𝑑𝑥+

ˆ

Ω

(z*−y*) ·∇(𝑣−𝑢) 𝑑𝑥+

+
ˆ

Ω

(𝑓+div z*)(𝑢−𝑣) 𝑑𝑥+
ˆ

Ω

div(z*−y*)(𝑣−𝑢) 𝑑𝑥.

Используя интегрирование по частям и тот факт, что 𝑣=𝑢 на 𝜕Ω, получаем

𝜇(𝑣)+𝜆*(z*)=𝒟𝐺(∇𝑣, z*)+
ˆ

Ω

(𝑓+div z*)(𝑢−𝑣) 𝑑𝑥. (24)

Заметим, что
ˆ

Ω

(𝑓+div z*)(𝑢−𝑣) 𝑑𝑥=
ˆ

Ω𝑣
0

(𝑓+div z*)(𝑢−𝑣) 𝑑𝑥+
ˆ

Ω𝑣
𝜑

(𝑓+div z*)(𝑢−𝑣) 𝑑𝑥⩽

⩽ ‖𝑓+div z*‖𝑞,Ω𝑣
0
‖𝑢−𝑣‖𝑝,Ω𝑣

0
+‖(𝑓+div z*)+‖𝑞,Ω𝑣

𝜑
‖𝑢−𝑣‖𝑝,Ω𝑣

𝜑
⩽ ‖𝑅𝑓 (z

*)‖𝑞,Ω‖𝑢−𝑣‖𝑝,Ω, (25)
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где функция 𝑅𝑓 определена соотношением

𝑅𝑓 (z
*) :=

{︃
𝑓+div z* на Ω𝑣

0,

(𝑓+div z*)+ на Ω𝑣
𝜑.

(26)

Оценим второе слагаемое в правой части (24) ввиду неравенства Юнга:
ˆ

Ω

(𝑓+div z*)(𝑢−𝑣) 𝑑𝑥⩽ 1

𝑞 𝜖𝑞
‖𝑅𝑓 (z

*)‖𝑞𝑞,Ω+𝜖𝑝
1

𝑝
‖𝑢−𝑣‖𝑝𝑝,Ω, 𝜖> 0.

Для 𝑤∈𝑉 имеет место обобщённое неравенство Фридрихса

‖𝑤‖𝑝,Ω⩽𝐶𝐹Ω
‖∇𝑤‖𝑝,Ω, (27)

используя которое, приходим к оценке
ˆ

Ω

(𝑓+div z*)(𝑢−𝑣) 𝑑𝑥⩽ 1

𝑞𝜖𝑞
‖𝑅𝑓 (z

*)‖𝑞𝑞,Ω+𝜖𝑝
𝐶𝑝
𝐹Ω

𝑝
‖∇(𝑢−𝑣)‖𝑝𝑝,Ω. (28)

Оценки (21) и (22) следуют из (24) и (28). Теорема доказана.

4. АПОСТЕРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ ПРИ 𝑝∈ (1, 2]

Случай 𝑝∈ (1, 2] существенно отличается от 𝑝>2, так как здесь нельзя использовать (20).
Эту трудность можно обойти, если перейти к рассмотрению аппроксимаций двойственной
переменной и получить оценку нормы ‖p*−z*‖𝑞,Ω для z* ∈𝐻𝑞(Ω, div).

Из (19) следует, что при 𝑝∈ (1, 2] для меры 𝜆* справедлива оценка

𝜆*(y*)⩾ 𝑐(𝑞)‖y*−p*‖𝑞𝑞,Ω для любой y* ∈𝑌 *. (29)

Далее нам потребуется алгебраическое неравенство [14]⃒⃒
|b|𝛼−2b−|a|𝛼−2a

⃒⃒
⩽𝜅𝛼|b−a|(|b|𝛼−2+ |a|𝛼−2) a,b∈R𝑛, 𝛼⩾ 2, (30)

где

𝜅𝛼=

{︃
1, если 𝛼∈ [2, 3],

(𝛼−1)/2, если 𝛼> 3.

Теорема 3. Пусть 1<𝑝⩽ 2, 𝑓 ∈𝐿𝑟(Ω) и Δ𝑝𝜑∈𝐿𝑟(Ω), 𝑟 >𝑞𝑛. Тогда для любых функций
𝑣 ∈K и z* ∈𝐻𝑞(Ω,div) справедлива оценка

𝜇(𝑣)+

(︂
𝑐(𝑞)−𝐶𝑞

𝐹Ω

𝜅𝑞𝜖
𝑞

𝑞
𝑆(z*, 𝑓, 𝜑)

)︂
‖z*−p*‖𝑞𝑞,Ω⩽

⩽𝒟𝐺[∇𝑣, z*]+𝐶𝐹Ω
‖∇𝑣−|z*|𝑞−2z*‖𝑝,Ω‖𝑅𝑓 (z

*)‖𝑞,Ω+
𝜅𝑞
𝑝𝜖𝑝

‖𝑅𝑓 (z
*)‖𝑝𝑞,Ω𝑆(z

*, 𝑓, 𝜑), (31)

где 𝑐(𝑞) и 𝜅𝑞 — константы из неравенств (29) и (30) соответственно, 𝐶𝐹Ω
— константа

из обобщённого неравенства Фридрихса (27), параметр 𝜖 выбирается так, чтобы

0<𝜖⩽ 𝜖 :=𝐶𝐹Ω

(︂
𝑐(𝑞)𝑞

𝜅𝑞𝑆(z*, 𝑓, 𝜑)

)︂
,

а 𝑆(z*, 𝑓, 𝜑) вычисляется по формуле

𝑆(z*, 𝑓, 𝜑) := ‖z*‖𝑞−2
𝑞,Ω +𝐶𝑞−2

𝐹Ω
(2‖𝑓‖𝑞,Ω+‖Δ𝑝𝜑‖𝑞,Ω)𝑞−2.
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Доказательство. Тождество (24) и оценка (25) приводят к соотношению

𝜇(𝑣)+𝜆*(z*)⩽𝒟𝐺[∇𝑣, z*]+𝐶𝐹Ω
‖𝑅𝑓 (z

*)‖𝑞,Ω‖∇(𝑢−𝑣)‖𝑝,Ω. (32)

Оценим последнюю норму в правой части (32) следующим образом:

‖∇(𝑢−𝑣)‖𝑝,Ω⩽ ‖∇𝑣−|z*|𝑞−2z*‖𝑝,Ω+‖|z*|𝑞−2z*−|p*|𝑞−2p*‖𝑝,Ω. (33)

Напомним, что если 1<𝑝⩽2, то 𝑞⩾2. Положив в (30) 𝛼= 𝑞, a=p* и b=z*, получим оценку

||z*|𝑞−2z*−|p*|𝑞−2p*|⩽𝜅𝑞|z*−p*|(|z*|𝑞−2+ |p*|𝑞−2).

Отсюда, с учётом интегральных неравенств Минковского и Гёльдера, приходим к соотно-
шению

‖|z*|𝑞−2z*−|p*|𝑞−2p*‖𝑝,Ω⩽𝜅𝑞‖z*−p*‖𝑞,Ω(‖z*‖𝑞−2
𝑞,Ω +‖p*‖𝑞−2

𝑞,Ω ). (34)

Известно [9], что если 𝑓 и Δ𝑝𝜑 принадлежат пространству 𝐿𝑟(Ω) при 𝑟>𝑞𝑛, то решение
задачи удовлетворяет уравнению

Δ𝑝𝑢= 𝑓+(Δ𝑝𝜑−𝑓)𝜒̂ п.в. в Ω, (35)

где

𝜒̂(𝑥)=

{︃
1, если 𝑢(𝑥)=𝜑(𝑥),

0, если 𝑢(𝑥)>𝜑(𝑥).

Переписав (35) в слабой форме
ˆ

Ω

|∇𝑢|𝑝−2∇𝑢 ·∇𝑤 𝑑𝑥=
ˆ

Ω

[𝑓+(Δ𝑝𝜑−𝑓)𝜒̂]𝑤 𝑑𝑥, 𝑤∈𝑉,

приходим к оценке
‖∇𝑢‖𝑝−1

𝑝,Ω ⩽𝐶𝐹Ω
(2‖𝑓‖𝑞,Ω+‖Δ𝑝𝜑‖𝑞,Ω)

и, следовательно, к неравенству

‖∇𝑢‖𝑝𝑝,Ω⩽𝐶𝑞
𝐹Ω

(2‖𝑓‖𝑞,Ω+‖Δ𝑝𝜑‖𝑞,Ω)𝑞.

Таким образом, учитывая соотношение |∇𝑢|𝑝= |p*|𝑞, получаем априорную оценку

‖p*‖𝑞,Ω⩽𝐶𝐹Ω
(2‖𝑓‖𝑞,Ω+‖Δ𝑝𝜑‖𝑞,Ω). (36)

Из (34) и (36) следует, что

‖|z*|𝑞−2z*−|p*|𝑞−2p*‖𝑝,Ω⩽𝜅𝑞‖z*−p*‖𝑞,Ω𝑆(z*, 𝑓, 𝜑). (37)

Оценив снизу второе слагаемое в левой части (32) с помощью (29), из (32), (33) и (37)
будем иметь

𝜇(𝑣)+𝑐(𝑞)‖z*−p*‖𝑞𝑞,Ω⩽

⩽𝒟𝐺[∇𝑣, z*]+𝐶𝐹Ω

(︀
‖∇𝑣−|z*|𝑞−2z*‖𝑝,Ω+𝜅𝑞‖z*−p*‖𝑞,Ω𝑆(z*, 𝑓, 𝜑)

)︀
‖𝑅𝑓 (z

*)‖𝑞,Ω. (38)

Теперь используем неравенство Юнга

𝐶𝐹Ω
‖z*−p*‖𝑞,Ω‖𝑅𝑓 (z

*)‖𝑞,Ω⩽
𝜖𝑞𝐶𝑞

𝐹Ω

𝑞
‖z*−p*‖𝑞𝑞,Ω+

1

𝑝𝜖𝑝
‖𝑅𝑓 (z

*)‖𝑝𝑞,Ω
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и преобразуем (38) к виду

𝜇(𝑣)+𝑐(𝑞)‖z*−p*‖𝑞𝑞,Ω⩽

⩽𝒟𝐺[∇𝑣, z*]+𝐶𝐹Ω
‖∇𝑣−|z*|𝑞−2z*‖𝑝,Ω+𝜅𝑞𝑆(z

*, 𝑓, 𝜑)

(︂
𝜖𝑞𝐶𝑞

𝐹Ω

𝑞
‖z*−p*‖𝑞𝑞,Ω+

1

𝑝𝜖𝑝
‖𝑅𝑓 (z

*)‖𝑝𝑞,Ω

)︂
.

Нетрудно видеть, что (31) следует из этой оценки. Теорема доказана.

5. ПРИМЕРЫ

Приведём примеры, иллюстрирующие работу тождества (18) и оценки (21). Отметим,
что в этих примерах приближённые решения имеют коинцидентные множества, существенно
отличные от известного точного решения. Тем не менее оценки ошибок аппроксимации
оказываются довольно точными.

Пусть Ω= {x= (𝑥1, 𝑥2) ∈R2 : |x|< 2}, 𝑓 ≡ 0, а препятствие 𝜑(𝑥) = 1−|x|2. Из соображе-
ний симметрии минимайзер задачи с препятствием для оператора 𝑝-Лапласа должен быть
радиально-симметричным. Следуя [19], нетрудно убедиться, что при 𝑝=3 точное радиально-
симметричное решение задачи (1) имеет вид

𝑢(x)=𝑢(|x|)=

{︃
1−|x|2, если 0< |x|⩽κ1 := 0.416459,

1.52031−1.07502
√︀
|x|, если κ1< |x|⩽ 2.

Эта функция удовлетворяет нулевому условию Дирихле на границе 𝜕Ω, совпадает с пре-
пятствием 𝜑 на множестве Ω𝑢

𝜑= {x∈Ω: 0⩽ |x|⩽κ1} и удовлетворяет уравнению Δ3𝑢=0 на
множестве Ω𝑢

0 = {x∈Ω: κ1< |x|⩽ 2}. Минимайзер, препятствие и соответствующее коинце-
дентное множество (радиальное сечение и объёмное изображение) показаны на рисунке.

Рисунок. Препятствие 𝜑 (1 ) и минимайзер 𝑢 (2 )
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Для проверки тождества (18) возьмём в качестве приближённого решения функцию

𝑣(x)=

⎧⎪⎨⎪⎩
1−|x|2, 0< |x|⩽κ2 := 0.166459,

1−|x|2+10(κ1−|x|)2(|x|−κ2)
2, κ2< |x|⩽κ1,

1.52031−1.07502
√︀
|x|, κ1< |x|⩽ 2,

которая отличается от минимайзера 𝑢 лишь на малую поправку в кольце

{x=(𝑥1, 𝑥2)∈R2 : κ2< |x|<κ1}.

Аппроксимацию двойственной переменной y* положим равной y*=−4|x|x во всей обла-
сти Ω. Таким образом, этот приближённый поток существенно отличается от точного

p*= |∇𝑢|∇𝑢=

⎧⎪⎨⎪⎩
−4|x|x, 0< |x|⩽κ1,

−(0.53751)2

|x|2
x, κ1< |x|⩽ 2.

Прямое вычисление показывает, что divy* =−12|x|⩽ 0, так что y* ∈𝑄*
⩽0 и можно ис-

пользовать тождество (18).
Для слагаемых, входящих в состав мер 𝜇(𝑣) и 𝜇*(y*) из левой части тождества (18), имеем

следующие значения: 𝜆(𝑣)=1.32603e−04,
´
Ω𝑢

𝜑
𝑊𝜑(𝑢−𝑣) 𝑑𝑥=1.13858e−03, 𝜇(𝑣)=1.27118e−03,

𝜆*(y*)=171.394,
´
Ω(𝑓+divy*)(𝜑−𝑢) 𝑑𝑥=325.101, 𝜇*(y*)=496.495. Соответствующие компо-

ненты из правой части (18):
´
Ω |∇𝑣|3/3 𝑑𝑥= 5.44408e−01,

´
Ω(2|y

*|3/2/2−∇𝑣 ·y*) 𝑑𝑥= 170.85,´
Ω(𝑓+divy*)(𝜑−𝑣) 𝑑𝑥=325.102, значение правой части (18) равно 496.496. Видно, что основ-

ной вклад в ошибки и слева, и справа даёт плохое приближение двойственной переменной.
Нетрудно убедиться, что 𝜇(𝑣)+𝜇*(y*)=0.00127118+496.495=496.496, что совпадает с соот-
ветствующим значением для правой части (18).

Рассмотрим далее серию радиально-симметричных приближённых решений

𝑣𝜀(|x|)=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1−|x|2, 0< |x|⩽ℎ𝜀,

1−|x|2+20𝜀(κ1−|x|)2(|x|−ℎ𝜀)2, ℎ𝜀< |x|⩽κ1,

1.52031−1.07502
√︀
|x|+20𝜀(2−|x|)(|x|−κ1)

2, κ1< |x|⩽ 2,

где 𝜀 — параметр, удовлетворяющий условию 0<𝜀< 1/2, ℎ𝜀 :=κ1−𝜀2. Для этих аппрокси-
маций Ω𝑣𝜀

𝜑 ⊂Ω𝑢
𝜑 и при 𝜀→ 0 аппроксимация коинцидентного множества Ω𝑢

𝜑 улучшается.
В качестве аппроксимаций двойственной переменной возьмём z*𝜀 = |∇𝑣𝜀|∇𝑣𝜀. Нетрудно

убедиться, что при 𝜀=0.4, 0.2 и 0.1 выражения для 𝑧*𝜀 и div z*𝜀 имеют вид

z*𝜀 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−4|x|x, 0< |x|⩽ℎ𝜀,

−4x

|x|
[𝒩1(|x|, 𝜀, ℎ𝜀)]2, ℎ𝜀< |x|⩽κ1,

− x

|x|
[𝒜1(|x|, 𝜀)]2, κ1< |x|⩽ℎ[1](𝜀),

x

|x|
[𝒜1(|x|, 𝜀)]2, ℎ[1](𝜀)< |x|⩽ℎ[2](𝜀),

− x

|x|
[𝒜1(|x|, 𝜀)]2, ℎ[1](𝜀)< |x|⩽ 2,
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div z*𝜀 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−12|x|, 0< |x|⩽ℎ𝜀,

−8𝒩1(|x|, 𝜀, ℎ𝜀) ·𝒩2(|x|, 𝜀, ℎ𝜀), ℎ𝜀< |x|⩽κ1,

2𝒜1(|x|, 𝜀, ℎ𝜀) ·𝒜2(|x|, 𝜀, ℎ𝜀)−
𝒜2

1(|x|, 𝜀, ℎ𝜀)
|x|

, κ1< |x|⩽ℎ[1](𝜀),

−2𝒜1(|x|, 𝜀, ℎ𝜀) ·𝒜2(|x|, 𝜀, ℎ𝜀)+
𝒜2

1(|x|, 𝜀, ℎ𝜀)
|x|

, ℎ[1](𝜀)< |x|⩽ℎ[2](𝜀),

2𝒜1(|x|, 𝜀, ℎ𝜀) ·𝒜2(|x|, 𝜀, ℎ𝜀)−
𝒜2

1(|x|, 𝜀, ℎ𝜀)
|x|

, ℎ[2](𝜀)< |x|⩽ 2,

где ℎ[1](0.4) = 0.449126, ℎ[2](0.4) = 1.45426, ℎ[1](0.2) = 0.481619, ℎ[2](0.2) = 1.43546, ℎ[1](0.1) =
=0.547394, ℎ[2](0.1)=1.3946, а

𝒩1(|x|, 𝜀, ℎ𝜀) := |x|−20𝜀(κ1−|x|)(|x|−ℎ𝜀)(κ1+ℎ𝜀−2|x|),

𝒩2(|x|, 𝜀, ℎ𝜀) := [1−20𝜀(κ1+ℎ𝜀−2|x|)2+40𝜀(κ1−|x|)(|x|−ℎ𝜀)],

𝒜1(|x|, 𝜀, ℎ𝜀) :=
[︂
0.53751√︀

|x|
−20𝜀(|x|−κ1)(4.416459−3|x|)

]︂
,

𝒜2(|x|, 𝜀, ℎ𝜀) :=
[︂
0.268755

|x|
√︀
|x|

+20𝜀(4.416459−3|x|)−60𝜀(|x|−κ1)

]︂
.

Очевидно, что 𝑐(3) = 1/6 и при данном выборе z*𝜀 верно 𝒟𝐺(∇𝑣𝜀, z*𝜀) = 0. В табл. 1
приведены результаты расчётов для оставшихся компонент, входящих в оценку (21). Нам
потребуется также оценка сверху для константы 𝐶𝐹Ω

из неравенства (27), для получения
которой последовательно применим теорему 1.1 и замечание 1.2 из [20] и интегральное
неравенство Гёльдера к квадрату Ω=(−2, 2)×(−2, 2). В результате имеем неравенства

𝐶𝐹Ω
⩽ 42/3 ·0.257125 · |Ω|1/6⩽ 0.987914.

Таблица 1. Компоненты оценки (21), вычисленные для 𝑣= 𝑣𝜀 и z* =∇𝑣𝜀|∇𝑣𝜀|

𝜀 ℎ𝜀 ‖∇(𝑢−𝑣𝜀)‖33,Ω
´
Ω𝑢

𝜑
𝑊𝜑(𝑢−𝑣) 𝑑𝑥 𝜆*(z*) ‖𝑅𝑓 (z

*)‖3/23/2,Ω

0.4 0.256459 11346.6 2.40596e-04 7760 194494

0.2 0.376459 1418.34 1.61865e-07 221.971 32554.1

0.1 0.406459 177.293 8.51006e-11 20.5771 3420.63

0 0.416459 0 0 0 0

Таблица 2. Оценка (21) при 𝑣= 𝑣𝜀 и z* =∇𝑣𝜀|∇𝑣𝜀|

𝜀 Левая часть (21) Правая часть (21) 𝐼eff

0.4 8705.58 254643 3.08114

0.2 340.17 42621.8 5.00394

0.1 35.352 4478.49 5.02234
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В табл. 2 показаны результаты вычислений полной меры ошибки (левая часть (21))
и соответствующей мажоранты (правая часть (21)) при 𝜖 = 0.63766, а также приведены
значения индексов эффективности

1⩽ 𝐼eff :=
3

√︃
правая часть (21)

левая часть (21)
.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Апостериорное тождество (18) позволяет контролировать близость приближённых реше-
ний к решению задачи с препятствием для оператора 𝑝-Лапласа независимо от того, каким
образом эти решения были получены. Этот результат обобщает некоторые ранее полученные
результаты по апостериорному анализу задач с препятствиями.

Теоремы 2 и 3 снимают дифференциальное условие на двойственную переменную, которое
используется в теореме 1. При этом вместо тождества получаются неравенства (для 𝑝> 2
и 𝑝∈ (1, 2]), правые части которых зависят только от приближённых решений и известных
данных и могут быть явно вычислены, а левые части представляют собой естественные
меры отклонения приближённых решений от точных.

Оценки состоятельны в том смысле, что они обращаются в нуль на точном решении и
непрерывны относительно сходимости в базовых энергетических пространствах для прямой
и двойственной переменных.

Первый автор выражает признательность участникам Международной конференции по
дифференциальным уравнениям и динамическим системам (28 июня—04 июля 2024 г., г. Суз-
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The paper is concerned with a functional identity and estimates which are fulfilled for the measures
of deviations from exact solutions of the obstacle problem for the 𝑝-Laplacian. They hold true for any
functions from the corresponding (energy) functional class, which contains the generalised solution of
the problem as well. We do not use any special properties of approximations or numerical methods nor
information of the exact configuration of the coincidence set. The right-hand side of the identities and
estimates contains only known functions and can be explicitly calculated, and the left side represents a
certain measure of the deviation of the approximate solution from the exact solution. The right-hand
side of the identity and estimates contains only known functions and can be explicitly calculated, while
and the left side represents a certain measure of the deviation of the approximate solution from the
exact one. The obtained functional relations allow to estimate the error of of any approximate solutions
of the problem regardless of the method of their obtaining. In addition, they enable to compare the
exact solutions of problems with different data. The latter provides the possibility to estimate the errors
of mathematical models.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим в ограниченной области Ω ∈R𝑛, 𝑛= 2, 3, на временно́м промежутке [0, 𝑇 ],
𝑇 > 0, начально-краевую задачу

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑖
−𝜇0Δ𝑣−𝜇1

𝜕Δ𝑣

𝜕𝑡
−2𝜇1Div

(︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜕ℰ(𝑣)
𝜕𝑥𝑖

)︂
−

−2𝜇1Div

(︂
ℰ(𝑣)𝑊𝜌(𝑣)−𝑊𝜌ℰ(𝑣)

)︂
− 𝜇2
Γ(1−𝛼)

Div

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)−𝛼ℰ(𝑣)(𝑠, 𝑧(𝑠; 𝑡, 𝑥)) 𝑑𝑠+∇𝑝= 𝑓, (1)

𝑧(𝜏 ; 𝑡, 𝑥)=𝑥+

𝜏ˆ

𝑡

𝑣(𝑠, 𝑧(𝑠; 𝑡, 𝑥)) 𝑑𝑠, 𝑡, 𝜏 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑥∈Ω, (2)

div 𝑣(𝑡, 𝑥)= 0, 𝑡∈ [0, 𝑇 ], 𝑥∈Ω, (3)

𝑣|𝑡=0= 𝑣0, 𝑣|[0,𝑇 ]×𝜕Ω=0. (4)

Здесь 𝑣(𝑥, 𝑡)=(𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) — вектор-функция скорости движения частицы среды; 𝑝=𝑝(𝑥, 𝑡) —
функция давления; 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑡) — вектор-функция плотности внешних сил; 𝑧(𝜏, 𝑡, 𝑥) — тра-
ектория частицы среды, указывающая в момент времени 𝜏 расположение частицы жид-
кости, находящейся в момент времени 𝑡 в точке 𝑥; 𝜇0, 𝜇1 > 0, 𝜇2 ⩾ 0, 0<𝛼< 1 — некото-
рые константы; ℰ(𝑣) = (ℰ𝑖𝑗(𝑣))𝑖=1,𝑛

𝑗=1,𝑛
, ℰ𝑖𝑗(𝑣) = (𝜕𝑣𝑖/𝜕𝑥𝑗 +𝜕𝑣𝑗/𝜕𝑥𝑖)/2 — тензор скоростей де-

формаций; 𝑊 (𝑣) = (𝑊𝑖𝑗(𝑣))
𝑖=1,𝑛

𝑗=1,𝑛
, 𝑊𝑖𝑗(𝑣) = (𝜕𝑣𝑖/𝜕𝑥𝑗 − 𝜕𝑣𝑗/𝜕𝑥𝑖)/2 — тензор завихрённости;

𝑊𝜌(𝑣) =
´
R𝑛 𝜌(𝑥−𝑦)𝑊 (𝑦) 𝑑𝑦, 𝜌 : R𝑛 →R𝑛 — гладкая функция с компактным носителем, та-

кая что
´
R𝑛 𝜌(𝑦) 𝑑𝑦 = 1 и 𝜌(𝑥) = 𝜌(𝑦) для 𝑥 и 𝑦 с одинаковыми евклидовыми нормами;
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Γ(1−𝛼) — гамма-функция Эйлера, определяемая через абсолютно сходящийся интеграл
Γ(1−𝛼)=

´∞
0 𝑡−𝛼𝑒−𝑡 𝑑𝑡. Через Div𝐴 обозначена дивергенция тензора 𝐴=(𝑎𝑖𝑗)

𝑖=1,𝑛

𝑗=1,𝑛
, т.е. вектор

Div𝐴=

(︂ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑎1𝑗
𝜕𝑥𝑗

, . . . ,
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕𝑎𝑛𝑗
𝜕𝑥𝑗

)︂
.

Задача (1)–(4) возникает, например, при изучении движения воды с добавлением в неё
небольшого количество полимеров. В таких средах равновесное состояние устанавливается
не мгновенно после изменения внешних условий, а с некоторым запаздыванием, которое
характеризуется значением времени релаксации. Это запаздывание объясняется процесса-
ми внутренней перестройки. Отметим, что первая теоретическая модель движения водного
раствора полимеров, учитывающая их релаксационные свойства, была сформулирована в
работах [1, 2], поэтому рассматриваемую в данной статье модель часто называют моделью
Павловского [3–5].

В изучаемой модели используется реологическое соотношение со сглаженной объектив-
ной производной Яуманна (см. [6–8]), а также с дробной производной Капуто (см. [9, 10]).
Заметим, что математические модели со сглаженной объективной производной Яуманна яв-
ляется частным случаем модели Ривлина–Эриксена для описания реологических свойств так
называемых жидкостей второго порядка [11]. Модель Ривлина–Эриксена используется при
расчёте выдавливания вязкоупругого полимера из экструдера на горизонтальную плоскость.
Движения данных жидкостей описываются очень сложными системами уравнений, поэтому
в настоящее время установлены только некоторые теоремы существования для локальных
случаев или при малых данных. Наличие дробной производной Капуто обеспечивает учёт
памяти жидкости. Интегральная модель учитывает все предшествующие состояния вязко-
упругой среды, как бы далеко ни отстояли они от текущего момента времени. Такие модели
используются при значительном влиянии эффектов памяти и большом времени релакса-
ции. Цель данной статьи — исследовать вопрос слабой разрешимости начально-краевой
задачи (1)–(4).

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Через 𝐶∞
0 (Ω) обозначим пространство бесконечно дифференцируемых вектор-функций с

компактным носителем. Пусть множество 𝒱 = {𝑣(𝑥) = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛)∈𝐶∞
0 (Ω): div 𝑣=0}, 𝑉 0 —

замыкание 𝒱 по норме пространства 𝐿2(Ω), 𝑉 1 — замыкание по норме пространства 𝑊 1
2 (Ω)

и 𝑉 2=𝑊 2
2 (Ω)∩𝑉 1.

Введём шкалу пространств 𝑉 𝛽 (см. [12, § 4.2]), 𝛽 ∈R. Для этого рассмотрим проектор
Лере 𝑃 : 𝐿2(Ω)→𝑉 0 и оператор 𝐴=−𝑃Δ, определённый на 𝐷(𝐴)=𝑉 2. Этот оператор мо-
жет быть продолжен в 𝑉 0 до замкнутого оператора, который является самосопряжённым
положительным оператором с компактным обратным. Пусть 0< 𝜆1 ⩽ 𝜆2 ⩽ . . .⩽ 𝜆𝑘 ⩽ . . . —
собственные значения оператора 𝐴. В силу теоремы Гильберта о спектральном разложении
компактных операторов собственные функции {𝑒𝑗} оператора 𝐴 образуют ортонормирован-
ный базис в 𝑉 0. Обозначим через 𝐸∞=

{︀
𝑣=

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑣𝑗𝑒𝑗 : 𝑣𝑗 ∈R, 𝑛∈N

}︀
множество конечных

линейных комбинаций, составленных из 𝑒𝑗 , и определим пространство 𝑉 𝛽, 𝛽 ∈R, как попол-
нение 𝐸∞ по норме ‖𝑣‖𝑉 𝛽 =

(︀∑︀∞
𝑘=1 𝜆

𝛽
𝑘 |𝑣𝑘|

2
)︀1/2, где 𝑣=

∑︀∞
𝑘=1 𝑣𝑘𝑒𝑘. В [13, лемма 4.5] показано,

что на пространстве 𝑉 𝛽, 𝛽 >−1/2, эта норма эквивалентна обычной норме ‖ ·‖
𝑊𝛽

2 (Ω)
про-

странства 𝑊 𝛽
2 (Ω). Через 𝑉 −𝛽 = (𝑉 𝛽)*, 𝛽 ∈N, будем обозначать сопряжённое пространство

к 𝑉 𝛽 . Определим пространство, в котором будет доказана разрешимость задачи (1)–(4):

𝑊1= {𝑣 : 𝑣 ∈𝐿∞(0, 𝑇, 𝑉 1), 𝑣′ ∈𝐿2(0, 𝑇, 𝑉
−1)}.
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Заметим, что для корректной постановки начально-краевых задач необходимо, чтобы
траектории 𝑧 однозначно определялись полем скоростей 𝑣, другими словами, чтобы уравне-
ние (1) имело единственное решение для поля скоростей 𝑣. Однако существование решений
уравнения (2) при фиксированном 𝑣 известно лишь в случае 𝑣 ∈ 𝐿1(0, 𝑇 ;𝐶(Ω)), и это ре-
шение единственно для 𝑣 ∈ 𝐿1(0, 𝑇 ;𝐶(Ω)) таких, что 𝑣|(0,𝑇 )×𝜕Ω = 0 (см., например, [14]).
Поэтому даже для сильных решений, частные производные которых, входящие в уравне-
ние (2), содержатся в 𝐿2(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)), траектории движения не определяются однозначно.
Одно из возможных решений этой проблемы — регуляризация поля скоростей в каждый
момент времени 𝑡 с помощью усреднения по переменной 𝑥 и определение траекторий 𝑧(𝜏, 𝑡, 𝑥)
для регуляризованного поля скоростей (см. [15]). Однако в работах [16–18] была исследова-
на разрешимость интегральной задачи Коши (2) в случае, когда скорость 𝑣 принадлежит
пространству Соболева, и установлены существование, единственность и устойчивость регу-
лярных лагранжевых потоков — обобщения понятия классического решения.

Определение 1. Регулярным лагранжевым потоком (РЛП), порождённым 𝑣, называет-
ся функция 𝑧(𝜏, 𝑡, 𝑥), (𝜏, 𝑡, 𝑥)∈ [0, 𝑇 ]× [0, 𝑇 ]×Ω, которая удовлетворяет следующим условиям:

1) для п.в. 𝑥∈Ω и 𝑡∈ [0, 𝑇 ] функция 𝛾(𝜏)=𝑧(𝜏, 𝑡, 𝑥) абсолютно непрерывна и удовлетворяет
уравнению (2);

2) для любых 𝑡, 𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] и произвольного измеримого по Лебегу множества 𝐵 ⊂ Ω с
мерой Лебега 𝑚(𝐵) справедливо равенство 𝑚(𝑧(𝜏, 𝑡, 𝐵))=𝑚(𝐵);

3) для всех 𝑡𝑖 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑖=1, 2, 3, и п.в. 𝑥∈Ω справедливо 𝑧(𝑡3; 𝑡1, 𝑥)= 𝑧(𝑡3; 𝑡2, 𝑧(𝑡2; 𝑡1, 𝑥)).
Теорема 1. Пусть 𝑣 ∈ 𝐿1(0, 𝑇 ;𝑊

1
𝑝 (Ω)), 1 ⩽ 𝑝 ⩽ +∞, div 𝑣(𝑡, 𝑥) = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 ]×Ω и

𝑣|[0,𝑇 ]×𝜕Ω=0. Тогда существует единственный регулярный лагранжевый поток 𝑧∈𝐶(𝐷;𝐿),
порождённый 𝑣, где 𝐶(𝐷;𝐿) — банахово пространство непрерывных функций на 𝐷=[0, 𝑇 ]×
×[0, 𝑇 ] со значениями в метрическом пространстве 𝐿 измеримых на Ω вектор-функций. Бо-
лее того, 𝑧(𝜏 ; 𝑡,Ω)⊂Ω с точностью до множества меры нуль и 𝜕𝑧(𝜏 ; 𝑡, 𝑥)/𝜕𝜏 =𝑣(𝜏, 𝑧(𝜏 ; 𝑡, 𝑥)),
𝑡, 𝜏 ∈ [0, 𝑇 ], при п.в. 𝑥∈Ω.

Таким образом, в силу теоремы 1 для каждого 𝑣 ∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
1) и для п.в. 𝑥∈Ω уравне-

ние (2) имеет единственное решение 𝑧(𝑣) в классе РЛП. Сформулируем определение слабого
решения для изучаемой начально-краевой задачи.

Определение 2. Пусть 𝑓 ∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
−1) и 𝑣0 ∈𝑉 1. Слабым решением начально-краевой

задачи (1)–(4) называется функция 𝑣 ∈𝑊1, удовлетворяющая при любом 𝜙∈𝑉 3 и при п.в.
𝑡∈ (0, 𝑇 ) равенству

ˆ

Ω

𝜕𝑣

𝜕𝑡
𝜙 𝑑𝑥−

ˆ

Ω

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑣𝑖𝑣𝑗
𝜕𝜙𝑗

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥+𝜇0

ˆ

Ω

∇𝑣 :∇𝜙𝑑𝑥+𝜇1
ˆ

Ω

∇
(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡

)︂
:∇𝜙𝑑𝑥−

−𝜇1
ˆ

Ω

𝑛∑︁
𝑖,𝑗,𝑘=1

𝑣𝑘
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕2𝜙𝑗

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑥−𝜇1

ˆ

Ω

𝑛∑︁
𝑖,𝑗,𝑘=1

𝑣𝑘
𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝜙𝑗

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑥+

+2𝜇1

ˆ
Ω
(ℰ(𝑣)𝑊𝜌(𝑣)−𝑊𝜌(𝑣)ℰ(𝑣)) :∇𝜙𝑑𝑥+

+
𝜇2

Γ(1−𝛼)

(︂ 𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)−𝛼ℰ(𝑣)(𝑠, 𝑧(𝑣)(𝑠; 𝑡, 𝑥)) 𝑑𝑠, ℰ(𝜙)
)︂
= ⟨𝑓, 𝜙⟩ (5)

и начальному условию 𝑣(0) = 𝑣0. Здесь 𝑧(𝑣) — РЛП, порождённый 𝑣. Для произвольных
квадратных матриц 𝐴=(𝑎𝑖𝑗) и 𝐵=(𝑏𝑖𝑗) используется символ 𝐴 :𝐵=

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑖𝑗 .
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Основным результатом работы является следующая
Теорема 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉

−1) и 𝑣0 ∈ 𝑉 1. Тогда начально-краевая задача (1)–(4)
имеет хотя бы одно слабое решение 𝑣 ∈𝑊1.

Доказательство теоремы основано на аппроксимационно-топологическом подходе к
исследованию математических задач гидродинамики, разработанном проф. В.Г. Звягиным
(см. [13]).

3. СХЕМА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМЫ 2

Введём семейство вспомогательных задач: найти функцию 𝑣 ∈𝑊2 = {𝑣 : 𝑣 ∈𝐶([0, 𝑇, 𝑉 3]),
𝑣′ ∈𝐿2(0, 𝑇, 𝑉

3)}, удовлетворяющую для любой 𝜙∈𝑉 3 и п.в. 𝑡∈ (0, 𝑇 ) начальному условию

𝑣|𝑡=0= 𝜉𝑣0, 𝜉 ∈ [0, 1], 𝑣0 ∈𝑉 3, (6)

и равенству

ˆ

Ω

𝜕𝑣

𝜕𝑡
𝜙 𝑑𝑥−𝜉

ˆ

Ω

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑣𝑖𝑣𝑗
𝜕𝜙𝑗

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥+𝜇0

ˆ

Ω

∇𝑣 :∇𝜙𝑑𝑥+𝜇1
ˆ

Ω

∇
(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡

)︂
:∇𝜙𝑑𝑥−

−𝜀
ˆ

Ω

∇
(︂
Δ

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡

)︂)︂
:∇(Δ𝜙) 𝑑𝑥−𝜉𝜇1

ˆ

Ω

𝑛∑︁
𝑖,𝑗,𝑘=1

𝑣𝑘
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕2𝜙𝑗

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑥−

−𝜉𝜇1
ˆ

Ω

𝑛∑︁
𝑖,𝑗,𝑘=1

𝑣𝑘
𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝜙𝑗

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑥+2𝜉𝜇1

ˆ

Ω

(ℰ(𝑣)𝑊𝜌(𝑣)−𝑊𝜌(𝑣)ℰ(𝑣)) :∇𝜙𝑑𝑥+

+
𝜉𝜇2

Γ(1−𝛼)
Div

(︂ 𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)−𝛼ℰ(𝑣)(𝑠, 𝑧(𝑣)(𝑠; 𝑡, 𝑥)) 𝑑𝑠, ℰ(𝜙)
)︂
= ⟨𝜉𝑓, 𝜙⟩. (7)

Введём следующие операторы:

𝐽 : 𝑉 3→𝑉 −3, ⟨𝐽𝑣, 𝜙⟩=
ˆ

Ω

𝑣𝜙 𝑑𝑥, 𝑣, 𝜙∈𝑉 3;

𝐴 : 𝑉 1→𝑉 −1, ⟨𝐴𝑣, 𝜙⟩=
ˆ

Ω

∇𝑣 :∇𝜙𝑑𝑥, 𝑣, 𝜙∈𝑉 1;

𝑁 : 𝑉 3→𝑉 −3, ⟨𝑁𝑣,𝜙⟩=
ˆ

Ω

∇(Δ𝑣) :∇(Δ𝜙) 𝑑𝑥, 𝑣, 𝜙∈𝑉 3;

𝐵1 : 𝐿4(Ω)
𝑛→𝑉 −1, ⟨𝐵1(𝑣), 𝜙⟩=

ˆ

Ω

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑣𝑖𝑣𝑗
𝜕𝜙𝑗

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥, 𝑣 ∈𝐿4(Ω)

𝑛, 𝜙∈𝑉 1;

𝐵2 : 𝑉
1→𝑉 −3, ⟨𝐵2(𝑣), 𝜙⟩=

ˆ

Ω

𝑛∑︁
𝑖,𝑗,𝑘=1

𝑣𝑘
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕2𝜙𝑗

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑥, 𝑣 ∈𝑉 1, 𝜙∈𝑉 3;

𝐵3 : 𝑉
1→𝑉 −3, ⟨𝐵3(𝑣), 𝜙⟩=

ˆ

Ω

𝑛∑︁
𝑖,𝑗,𝑘=1

𝑣𝑘
𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝜙𝑗

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑥, 𝑣 ∈𝑉 1, 𝜙∈𝑉 3;

𝐵4 : 𝑉
1→𝑉 −3, ⟨𝐵4(𝑣), 𝜙⟩=

ˆ

Ω

(ℰ(𝑣)𝑊𝜌(𝑣)−𝑊𝜌(𝑣)ℰ(𝑣)) :∇𝜙𝑑𝑥, 𝑣 ∈𝑉 1, 𝜙∈𝑉 3;
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𝐶 : 𝑉 1× [0, 𝑇 ]× [0, 𝑇 ]×Ω→𝑉 −1, (𝐶(𝑣, 𝑧)(𝑡), 𝜙)=

(︂ 𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)−𝛼ℰ(𝑣)(𝑠, 𝑧(𝑠; 𝑡, 𝑥)) 𝑑𝑠, ℰ(𝜙)
)︂
,

𝑣 ∈𝑉 1, 𝑧 ∈ [0, 𝑇 ]× [0, 𝑇 ]×Ω, 𝜙∈𝑉 3, 𝑡∈ (0, 𝑇 );

𝐿 : 𝑊2→𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
−3)×𝑉 3, 𝐿(𝑣)=

(︀
(𝐽−𝜀𝑁+𝜇1𝐴)𝑣

′+𝜇0𝐴𝑣, 𝑣|𝑡=0

)︀
;

𝐾 : 𝑊2→𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
−3)×𝑉 3, 𝐾(𝑣)=

(︀
𝐵1(𝑣)+𝜇1𝐵2(𝑣)+𝜇1𝐵3(𝑣)−2𝜇1𝐵4(𝑣), 0

)︀
;

𝐺 : 𝑊2→𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
−1)×𝑉 3, 𝐺(𝑣)=

(︂
𝜇2

Γ(1−𝛼)
𝐶(𝑣, 𝑧), 0

)︂
.

Таким образом, поиск решения уравнения (7), удовлетворяющего начальному условию (6),
эквивалентен нахождению решения операторного уравнения

𝐿(𝑣)= 𝜉(𝐾(𝑣)−𝐺(𝑣)+(𝑓, 𝑣0)). (8)

Лемма. Справедливы следующие свойства:
1) оператор 𝐿 : 𝑊2→𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉

−3)×𝑉 3 обратим и обратный оператор непрерывен;
2) оператор 𝐾 : 𝑊2→𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉

−3)×𝑉 3 компактен;
3) отображение 𝐶 : 𝑊2 →𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉

−3)×𝑉 3 является 𝐿-уплотняющим по мере неком-
пактности Куратовского.

Для решений операторного равенства (8) справедливы следующие априорные оценки.
Теорема 3. Если 𝑣∈𝑊2 — решение операторного уравнения (8) для некоторого 𝜉∈ [0, 1],

то справедливы оценки

𝜀‖𝑣‖2𝐶([0,𝑇 ],𝑉 3)⩽𝐶1(𝜀), 𝜀‖𝑣′‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 3)⩽𝐶2, (9)

𝜇1‖𝑣‖2𝐶([0,𝑇 ],𝑉 1)⩽𝐶3, ‖𝑣′‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 −1)⩽𝐶4. (10)

В (9) 𝜀> 0 — малый параметр.
Все решения уравнения (8) в силу априорных оценок (9) лежат в шаре 𝐵𝑅 ⊂𝑊2, а

значит, определена степень для уплотняющих векторных полей (см. [19, 20]), отличная от
нуля. Следовательно, существует хотя бы одно решение 𝑣 ∈𝑊2 уравнения (8) при 𝜉 = 1.
Отсюда вытекает, что аппроксимационная задача имеет хотя бы одно решение.

В силу оценок (10) получаем сходимости: 𝑣𝑚⇀𝑣* слабо в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
1), 𝑣𝑚⇀𝑣* *-слабо

в 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑉 1), 𝑣′𝑚 ⇀ 𝑣′* слабо в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
−1) при 𝑚→ +∞. Сильную сходимость 𝑣𝑚 →

𝑣* в 𝐶([0, 𝑇 ], 𝐿4(Ω)) получаем в силу теоремы Симона. В работах [17, 18] установлена
следующая сходимость РЛП: последовательность 𝑧𝑚(𝜏 ; 𝑡, 𝑥) сходится к 𝑧(𝜏 ; 𝑡, 𝑥) по мере
Лебега на множестве [0, 𝑇 ]×Ω относительно (𝜏, 𝑥) равномерно по 𝑡∈ [0, 𝑇 ].

Используя полученные сходимости и переходя к пределу в интегральном равенстве (7)
при 𝜉=1, получаем, что предельная функция 𝑣* удовлетворяет интегральному равенству (5)
и начальному условию 𝑣(0)= 𝑣0. Это и завершает доказательство теоремы 2.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим в области 𝐷=𝐷+∪𝐷1∪𝐷2 уравнения Лаврентьева–Бицадзе

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+sgn 𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
=0. (1)

Область эллиптичности 𝐷+ уравнения (1) представляет собой единичный полукруг в
верхней полуплоскости: 𝐷+={(𝑟, 𝜃) : 0<𝑟<1, 0<𝜃<𝜋}; 𝐷1∪𝐷2 — область гиперболичности,
где 𝐷1 — треугольник в нижней полуплоскости, ограниченный осью 𝑂𝑥 и отрезками 𝛾1 =
= {(𝑥, 𝑦) : 𝑦=−𝑥−1, −1<𝑥<−1/2}, 𝛾2 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑦= 𝑥, −1/2<𝑥< 0}, 𝐷2 — треугольник в
нижней полуплоскости, ограниченный осью 𝑂𝑥 и отрезками 𝛾3={(𝑥, 𝑦) : 𝑦=−𝑥, 0<𝑥<1/2},
𝛾4= {(𝑥, 𝑦) : 𝑦=𝑥−1, 1/2<𝑥< 1}.

Исследуем задачу типа Геллерстедта о нахождении функции

𝑢(𝑥, 𝑦)∈𝐶(𝐷)∩𝐶2(𝐷+)∩𝐶2(𝐷1)∩𝐶2(𝐷2),

удовлетворяющей уравнению (1) в области 𝐷, неоднородному граничному условию на по-
луокружности

𝑢(cos 𝜃, sin 𝜃)= 𝑓(𝜃), 𝜃∈ [0, 𝜋], (2)

где 𝑓(𝜃) — функция из класса Гёльдера на отрезке [0, 𝜋], 𝑓(𝜋) = 0, и условиям на парал-
лельных характеристиках 𝛾1 и 𝛾3:

𝑢(𝑥, 𝑦)|𝛾1 =0, (3)(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛾3

=0. (4)

Классическую постановку задачи Геллерстедта см. в книгах [1, с. 328; 2, с. 6].
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На линии изменения типа уравнения (1) зададим условие непрерывности производных
искомого решения по 𝑥:

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑥,−0)=

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑥,+0), 𝑥∈ (−1, 0)∪(0, 1). (5)

На градиент искомого решения накладывается следующее условие гладкости на всём
замыкании области эллиптичности, кроме концевых точек 𝐴(−1, 0), 𝐵(1, 0) линии изменения
типа уравнения и начала координат 𝑂(0, 0): ∇𝑢∈𝐶1(𝐷+). В точках 𝐴, 𝐵, 𝑂 допускается
наличие степенных особенностей порядка меньше единицы у первых частных производных
решения.

Кроме того, на линии изменения типа уравнения зададим условия сопряжения

𝜕𝑢(𝑥,+0)

𝜕𝑦
=−𝜕𝑢(𝑥,−0)

𝜕𝑦
, 𝑥∈ (−1, 0);

𝜕𝑢(𝑥,+0)

𝜕𝑦
=
𝜕𝑢(𝑥,−0)

𝜕𝑦
, 𝑥∈ (0, 1). (6)

Условия (5) и (6) представляют собой аналог классического условия Франкля склеива-
ния решения на линии изменения типа [3]. Задачи Геллерстедта с условиями сопряжения
Франкля на линии изменения типа и с данными на внутренних или внешних характеристи-
ках были изучены в работах [4–6]. Настоящая статья является продолжением исследований,
начатых в [6].

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Справедлива следующая
Лемма. Решение задачи (1)–(6) удовлетворяет условию

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑥,−0)− 𝜕𝑢

𝜕𝑦
(𝑥,−0)=0, 𝑥∈ (−1, 0)∪(0, 1).

Доказательство повторяет доказательство соответствующей леммы в работе [6].
Из леммы следует, что решение 𝑢(𝑥, 𝑦) задачи (1)–(6) также является решением следу-

ющей краевой задачи для уравнения Лапласа в полукруге:

△𝑢(𝑥, 𝑦)= 0, (𝑥, 𝑦)∈𝐷+; 𝑢(cos 𝜃, sin 𝜃)= 𝑓(𝜃), 𝜃∈ [0, 𝜋];(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

=0, 𝑥∈ (−1, 0);

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

=0, 𝑥∈ (0, 1). (7)

Решение задачи (7) будем искать в виде 𝑢(𝑥, 𝑦)=𝑈(𝑥, 𝑦)+𝑉 (𝑥, 𝑦), где

𝑈(𝑥, 𝑦)=
𝑢(𝑥, 𝑦)+𝑢(−𝑥, 𝑦)

2
, 𝑉 (𝑥, 𝑦)=

𝑢(𝑥, 𝑦)−𝑢(−𝑥, 𝑦)
2

,

т.е. функция 𝑈(𝑥, 𝑦) будет чётной по переменной 𝑥, а 𝑉 (𝑥, 𝑦) — нечётной по переменной 𝑥.
Тогда введённые функции будут решениями следующих краевых задач в четверти круга
𝐷+

1 = {(𝑟, 𝜃) : 0<𝑟< 1, 0<𝜃<𝜋/2}:

△𝑈(𝑥, 𝑦)= 0 в 𝐷+
1 , 𝑈(cos 𝜃, sin 𝜃)=

𝑓(𝜃)+𝑓(𝜋−𝜃)
2

, 𝜃∈ [0, 𝜋/2],

𝜕𝑈

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

=0, 𝑦 ∈ (0, 1),

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑥
− 𝜕𝑈

𝜕𝑦

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

=0, 𝑥∈ (0, 1); (8)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 10 2024



ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ГЕЛЛЕРСТЕДТА 1431

△𝑉 (𝑥, 𝑦)= 0 в 𝐷+
1 , 𝑉 (cos 𝜃, sin 𝜃)=

𝑓(𝜃)−𝑓(𝜋−𝜃)
2

, 𝜃∈ [0, 𝜋/2],

𝑉 (0, 𝑦)= 0, 𝑦 ∈ (0, 1),

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑥
− 𝜕𝑉

𝜕𝑦

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

=0, 𝑥∈ (0, 1). (9)

В полярной системе координат задачи (8) и (9) соответственно будут иметь вид

𝜕2𝑈

𝜕𝑟2
+
1

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+

1

𝑟2
𝜕2𝑈

𝜕𝜃2
=0 в 𝐷+

1 , 𝑈(cos 𝜃, sin 𝜃)=
𝑓(𝜃)+𝑓(𝜋−𝜃)

2
, 𝜃∈ [0, 𝜋/2],

𝜕𝑈

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜋/2

=0,

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑟
− 1

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝜃

)︂⃒⃒⃒⃒
𝜃=0

=0, 𝑟∈ (0, 1),

и

𝜕2𝑉

𝜕𝑟2
+
1

𝑟

𝜕𝑉

𝜕𝑟
+

1

𝑟2
𝜕2𝑉

𝜕𝜃2
=0 в 𝐷+

1 , 𝑉 (cos 𝜃, sin 𝜃)=
𝑓(𝜃)−𝑓(𝜋−𝜃)

2
, 𝜃∈ [0, 𝜋/2],

𝑉 |𝜃=𝜋/2=0,

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑟
− 1

𝑟

𝜕𝑉

𝜕𝜃

)︂⃒⃒⃒⃒
𝜃=0

=0, 𝑟∈ (0, 1).

Используя метод разделения переменных, найдём решения полученных задач:

𝑈(𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃)=𝐶+
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛𝑟
𝛼 cos(𝛼(𝜃−𝜃0)),

𝑉 (𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃)=
∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛𝑟
𝛽 sin(𝛽(𝜃−𝜃1)).

С помощью спектрального метода [7] преобразуем решение задачи (8):

𝑈(𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃)=𝐶+

∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛𝑟
2𝑛+1/2 cos

(︀
(2𝑛+1/2)(𝜋/2−𝜃)

)︀
, (10)

где 𝐶 – произвольная постоянная, а коэффициенты 𝐴𝑛 однозначно определяются из разло-
жения

∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 cos
(︀
(2𝑛+1/2)(𝜋/2−𝜃)

)︀
=
𝑓(𝜃)+𝑓(𝜋−𝜃)

2
−𝐶, 𝜃∈ [0, 𝜋/2].

Отметим, что система косинусов в формуле (10) образует базис, в отличие от решения
аналогичной задачи в работе [6], где система косинусов образует базис только вместе с
константой [7].

Для нахождения коэффициентов 𝐴𝑛 используется биортогональная система в явном виде,
полученная в статье [8]. Сделаем замену переменной 𝜃=(𝜋−𝜙)/2 и получим равенство

∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 cos((𝑛+1/4)𝜙)=
𝑓((𝜋−𝜙)/2)+𝑓((𝜋+𝜙)/2)

2
−𝐶 =Φ(𝜙), 𝜙∈ [0, 𝜋].

Применяя формулы [8], вычислим коэффициенты

𝐴𝑛=
2

𝜋

𝜋̂

0

Φ(𝜙)ℎ𝑛(𝜙) 𝑑𝜙,
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где

ℎ𝑛(𝜙)=
2
√︀
2 cos𝜙/2

𝜋

[︂ 𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
−1/2 cos((𝑛−𝑘)𝜙)−𝐶

𝑛
−1/2/2

]︂
.

Вернёмся к переменной 𝜃:

𝐴𝑛=
2

𝜋

𝜋/2ˆ

0

(︂
𝑓(𝜃)+𝑓((𝜋−𝜃)/2)

2
−𝐶

)︂
ℎ𝑛(𝜃) 𝑑𝜃,

здесь

ℎ𝑛(𝜃)=
2
√
2 sin 𝜃

𝜋

[︂ 𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
−1/2 cos(𝑛−𝑘)(𝜋−2𝜃)−𝐶𝑛

−1/2/2

]︂
.

Ряд (10) даёт решение задачи (8). Пространство решений соответствующей однородной
задачи одномерно. Так как в силу принципа максимума и принципа Зарембы–Жиро [1, с. 26]
ненулевой экстремум решения достигается только в нуле, то разность двух таких решений
с одинаковыми значениями в точке (0, 0) тождественно равна нулю в области 𝐷+.

Аналогично находим решение задачи (9):

𝑉 (𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃)=

∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛𝑟
2𝑛+1/2 sin

(︀
(2𝑛+1/2)(𝜋/2−𝜃)

)︀
, (11)

где коэффициенты 𝐵𝑛 определяются из разложения

∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛 sin
(︀
(2𝑛−1/2)(𝜋/2−𝜃)

)︀
=
𝑓(𝜃)−𝑓(𝜋−𝜃)

2
, 𝜃∈ [0, 𝜋/2].

Получив решение задачи в области 𝐷+ в виде 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑈(𝑥, 𝑦)+𝑉 (𝑥, 𝑦) и обозначив
𝜏(𝑥)=𝑢(𝑥, 0), в силу непрерывности решения во всей области получим формулу для решения
в области гиперболичности 𝐷1∪𝐷2:

𝑢(𝑥, 𝑦)= 𝜏(𝑥+𝑦)−𝜏(−1).

Единственность построенного решения вытекает из упомянутых принципов максимума
и Зарембы–Жиро для уравнения Лапласа. Решение 𝑢(𝑥, 𝑦) можно однозначно построить в
виде биортогонального ряда в 𝐷+, а далее однозначно продолжить на 𝐷1 и 𝐷2. Таким
образом, справедлива следующая

Теорема. Задача (1)–(6) имеет решение, которое в области 𝐷+ представимо в виде
𝑢(𝑥, 𝑦)=𝑈(𝑥, 𝑦)+𝑉 (𝑥, 𝑦), где функции 𝑈(𝑥, 𝑦) и 𝑉 (𝑥, 𝑦) определяются формулами (10) и (11)
соответственно.

Замечание 1. Из результатов работы [9] следует, что если в задаче (1)–(6) краевое
условие (4) заменить на 𝑢(𝑥, 𝑦)|𝛾3 =0, то решение задачи существует и единственно.

Замечание 2. При 𝑓(𝜃)=0, 𝜃∈ [0, 𝜋], соответствующая однородная задача (1)–(6) имеет
нетривиальное решение.
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Установлены оценки параметра и нормы разрывного нелинейного оператора для уравне-
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Уравнения с параметром и некоторыми разрывными операторами исследованы в работах
[1–3]. В данной статье будем рассматривать нелинейное уравнение с параметром и разрывным
оператором в общей операторной постановке.

Пусть 𝐸 – вещественное рефлексивное банахово пространство, 𝐸* – сопряжённое с 𝐸
пространство, 𝐴 : 𝐸→𝐸* – линейный самосопряжённый оператор, 𝑇 : 𝐸→𝐸* – разрывное,
компактное или антимонотонное отображение, ограниченное на 𝐸.

В работах [4–6] изучена проблема существования решений уравнения

𝐴𝑢=𝜆𝑇𝑢 (1)

в зависимости от параметра 𝜆>0. В [7] получена оценка сверху величины бифуркационного
параметра, а в [8] рассмотрен вопроc об оценках нормы оператора 𝐴 для такого уравнения с
разрывным оператором 𝑇 . В данной статье, являющейся продолжением этих исследований,
конкретизируются оценки параметра 𝜆 и нормы оператора 𝐴 в уравнении (1).

2. ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Через (𝑧, 𝑥) будем обозначать значение функционала 𝑧∈𝐸* на элементе 𝑥∈𝐸. Приведём
необходимые определения.

Определение 1. Линейный оператор 𝐴 : 𝐸 → 𝐸* называется самосопряжённым, если
(𝐴𝑥, ℎ)= (𝐴ℎ, 𝑥) для любых 𝑥, ℎ∈𝐸.

Определение 2. Оператор 𝐴 : 𝐸→𝐸* называется коэрцитивным, если

(𝐴𝑢, 𝑢)⩾𝛼(‖𝑢‖)‖𝑢‖

для любого 𝑢∈𝐸, где 𝛼 : R+→R — непрерывная на R+ функция и lim𝑡→+∞ 𝛼(𝑡)=+∞.
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Определение 3. Оператор 𝐴 : 𝐸→𝐸* называется положительно определённым, если
существует постоянная 𝛼>0 такая, что неравенство (𝐴𝑢, 𝑢)⩾𝛼‖𝑢‖2 верно для любого 𝑢∈𝐸.

Определение 4. Отображение 𝑇 : 𝐸→𝐸* называется компактным на 𝐸, если оно огра-
ниченные множества из 𝐸 переводит в предкомпактные в 𝐸*.

Определение 5. Отображение 𝑇 : 𝐸→𝐸* называется монотонным на 𝐸, если

(𝑇𝑥−𝑇𝑦, 𝑥−𝑦)⩾ 0

для любых 𝑥, 𝑦 ∈𝐸.
Определение 6. Отображение 𝑇 : 𝐸→𝐸* называется антимонотонным, если отобра-

жение −𝑇 монотонно.
Определение 7. Отображение 𝑇 : 𝐸→𝐸* называется квазипотенциальным, если суще-

ствует функционал 𝑓 : 𝐸→R, для которого верно равенство

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)=
1ˆ

0

(𝑇 (𝑥+ 𝑡ℎ), ℎ) 𝑑𝑡

для любых 𝑥, ℎ∈𝐸, при этом 𝑓 называют квазипотенциалом оператора 𝑇 .
Определение 8. Отображение 𝑇 : 𝐸→𝐸* называется ограниченным на 𝐸, если суще-

ствует постоянная 𝛽 > 0 такая, что ‖𝑇𝑥‖⩽𝛽 для любого 𝑥∈𝐸.
Определение 9. Элемент 𝑥∈𝐸 называется точкой разрыва оператора 𝑇 : 𝐸→𝐸*, ес-

ли найдётся значение ℎ ∈ 𝐸, для которого либо lim𝑡→0(𝑇 (𝑥+ 𝑡ℎ), ℎ) не существует, либо
lim𝑡→0(𝑇 (𝑥+ 𝑡ℎ), ℎ) ̸=(𝑇𝑥, ℎ).

Определение 10. Элемент 𝑥 ∈ 𝐸 называется регулярной точкой для оператора 𝑇 :
𝐸→𝐸*, если для некоторого ℎ∈𝐸 справедливо неравенство

lim
𝑡→+0

(𝑇 (𝑥+ 𝑡ℎ), ℎ)< 0.

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Пусть выполняются следующие условия:
1) 𝐴 — линейный самосопряжённый оператор, действующий из вещественного рефлек-

сивного банахова пространства 𝐸 в сопряжённое пространство 𝐸*;
2) отображение 𝑇 компактное или антимонотонное, квазипотенциальное (с квазипо-

тенциалом 𝑓) и ограниченное на 𝐸 с константой 𝛽 > 0, 𝑓(0)= 0 и для некоторого 𝑢0 ∈𝐸
значение 𝑓(𝑢0)> 0;

3) уравнение (1) имеет ненулевое решение.
Тогда для параметра 𝜆 и нормы оператора 𝐴 справедливы оценки

𝜆>
1

2𝛽
inf
𝑢∈𝑈

(𝐴𝑢, 𝑢)

‖𝑢‖
,

1

2𝛽
‖𝑇𝑢‖ inf

𝑢∈𝑈

(𝐴𝑢, 𝑢)

‖𝑢‖
< ‖𝐴𝑢‖⩽𝜆𝛽,

где 𝑈 = {𝑢∈𝐸 : 𝑓(𝑢)> 0}.
Доказательство. Рассмотрим множество 𝑈 ={𝑢∈𝐸 : 𝑓(𝑢)>0}. В силу условия 2) теоре-

мы существует значение 𝑢0∈𝐸, для которого 𝑓(𝑢0)>0. Поэтому данное множество непусто.
Пусть 𝑣 ∈ 𝑈 . Тогда 𝑔(𝜆) = (𝐴𝑣, 𝑣)/2−𝜆𝑓(𝑣) – линейная убывающая функция на R+,

обращающаяся в нуль при 𝜆(𝑣)=(𝐴𝑣, 𝑣)/(2𝑓(𝑣)). Положим 𝜆0=𝜆(𝑣), 𝑓𝜆(𝑣)=(𝐴𝑣, 𝑣)/2−𝜆𝑓(𝑣).
Следовательно, для любого 𝜆>𝜆0 значение 𝑓𝜆(𝑣)< 0.
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Из квазипотенциальности и ограниченности отображения 𝑇 получаем

𝑓(𝑣)=

1ˆ

0

(𝑇 (𝑡𝑣), 𝑣) 𝑑𝑡⩽𝛽‖𝑣‖,

где 𝛽 – положительная константа из неравенства ‖𝑇𝑢‖⩽𝛽, справедливого для любого 𝑢∈𝐸.
Поэтому

𝜆>
(𝐴𝑣, 𝑣)

2𝑓(𝑣)
⩾

(𝐴𝑣, 𝑣)

2𝛽‖𝑣‖
.

Поскольку последние неравенства справедливы для произвольного 𝑣 ∈𝑈 , то

𝜆>
1

2𝛽
inf
𝑢∈𝑈

(𝐴𝑢, 𝑢)

‖𝑢‖
.

Из уравнения (1) в силу ограниченности отображения 𝑇 имеем

‖𝐴𝑢‖=𝜆‖𝑇𝑢‖⩽𝜆𝛽.

С другой стороны,

‖𝐴𝑢‖=𝜆‖𝑇𝑢‖> 1

2𝛽
‖𝑇𝑢‖ inf

𝑢∈𝑈

(𝐴𝑢, 𝑢)

‖𝑢‖
.

Теорема доказана.
Приведём условия, при которых выполняется условие 3) теоремы 1. Пусть пространство 𝐸

представляет собой прямую сумму замкнутых подпространств 𝐸1 =ker𝐴 и 𝐸2, причём су-
ществует постоянная 𝛼> 0 такая, что (𝐴𝑢, 𝑢)⩾𝛼‖𝑢‖2 для любого 𝑢∈𝐸2; если 𝐸1 ̸= {0}, то

lim
𝑢∈𝐸1, ‖𝑢‖→+∞

𝑓(𝑢)=−∞;

для компактного отображения 𝑇 выполняется неравенство

lim
𝑡→+0

(𝑇 (𝑢+ 𝑡ℎ)−𝑇𝑢, ℎ)⩾ 0

для всех 𝑢, ℎ∈𝐸, а для антимонотонного отображения 𝑇 любая точка разрыва оператора 𝑇
при 𝜆 > 𝜆0 > 0 регулярная для 𝐴𝑢−𝜆𝑇𝑢. Тогда для любого 𝜆 > 𝜆0 уравнение (1) имеет
ненулевое решение (см. теорему 2 из [4] и следствие 1 из [5]).

Кроме того, справедлива
Теорема 2. Если 𝐴 – положительно определённый оператор на всём пространстве 𝐸,

то оператор 𝐴−𝜆𝑇 коэрцитивный при любом 𝜆> 0, а если 𝐸1 ̸= {0}, то оператор 𝐴−𝜆𝑇
некоэрцитивный.

Доказательство. Из положительной определённости оператора 𝐴 с константой 𝛼> 0 и
ограниченности отображения 𝑇 с постоянной 𝛽 > 0 имеем

(𝐴𝑢, 𝑢)−𝜆(𝑇𝑢, 𝑢)⩾𝛼‖𝑢‖2−𝜆𝛽‖𝑢‖=(𝛼‖𝑢‖−𝜆𝛽)‖𝑢‖=𝛼(‖𝑢‖)‖𝑢‖ для любого 𝑢∈𝐸,

где lim𝑡→+∞ 𝛼(𝑡)= lim𝑡→+∞(𝛼𝑡−𝜆𝛽)=+∞, т.е. оператор 𝐴−𝜆𝑇 коэрцитивный на всём про-
странстве 𝐸.

В случае когда 𝐸1 ̸= {0} для 0 ̸=𝑢∈𝐸1 и 0 ̸= 𝑡∈R, имеем

(𝐴(𝑡𝑢), 𝑡𝑢)−𝜆(𝑇 (𝑡𝑢), 𝑡𝑢)
|𝑡| ‖𝑢‖

=
−𝜆(𝑇 (𝑡𝑢), 𝑡𝑢)

|𝑡| ‖𝑢‖
⩽
𝜆(𝑇 (𝑡𝑢), 𝑡𝑢)

|𝑡| ‖𝑢‖
⩽
𝜆𝛽‖𝑡𝑢‖
|𝑡| ‖𝑢‖

=𝜆𝛽,

т.е. оператор 𝐴−𝜆𝑇 некоэрцитивный. Теорема доказана.
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4. ПРИЛОЖЕНИЯ

Если 𝐴 – положительно определённый оператор, то будут справедливы соответствующие
теоремы для эллиптических и обыкновенных дифференциальных уравнений в коэрцитивном
случае.

Действительно, выполнение условий теоремы 1 для эллиптических краевых задач с пара-
метром и разрывными по фазовой переменной нелинейностями проверяется аналогично тому,
как это сделано в [4, 5]. Поэтому для параметра и дифференциального оператора в задачах
на собственные значения для уравнений эллиптического типа с разрывными нелинейностями
имеют место аналогичные оценки [9], уточняющие оценки из [10–14].

Применив теорему 1 к краевой задаче для обыкновенного дифференциального уравнения
второго порядка с параметром и разрывной правой частью, получим оценки параметра и
дифференциального оператора, согласующиеся с оценками из [15].
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In a real reflexive Banach space, an equation with a parameter and a discontinuous nonlinear opera-
tor is considered. Both parameter estimations and operator norms are found for the equation. These
estimations validate and define concretely the similar estimations obtained earlier in problems with a
parameter for elliptic and ordinary differential equations with discontinuous right-hand sides.
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