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ЛЮДИ НАУКИ

К ВОСЬМИДЕСЯТИПЯТИЛЕТИЮ
ВИКТОРА АНТОНОВИЧА САДОВНИЧЕГО

3 апреля 2024 г. исполнилось 85 лет выдающемуся учёному, всемирно известному специа-
листу в области математического анализа, функционального анализа, дифференциальных
уравнений, прикладной математики, информатики, теоретической и прикладной механики,
главному редактору журнала “Дифференциальные уравнения”, ректору Московского государ-
ственного университета имени М.В. Ломоносова, академику РАН, крупнейшему организатору
науки и образования, видному общественному деятелю Виктору Антоновичу Садовничему.

Виктор Антонович родился и вырос в селе Краснопаловка Харьковской области. После
окончания школы в связи с затруднительным материальным положением в семье рабо-
тал на шахте в г. Горловка. В 1958 г. поступил на механико-математический факультет
Московского университета, с отличием его окончил и всю дальнейшую жизнь посвятил
Московскому университету. Преподавательскую деятельность В.А. Садовничий начал на ка-
федре теории функций и функционального анализа механико-математического факультета.
В 1967 г. он блестяще защитил кандидатскую диссертацию на тему “Регуляризованные сум-
мы собственных значений общих задач для обыкновенных дифференциальных уравнений”
под руководством проф. А.Г. Костюченко, а уже в 1974 г. — докторскую диссертацию на те-
му “О некоторых вопросах теории обыкновенных дифференциальных уравнений, зависящих
от спектрального параметра”.

Все годы работы в Московском университете В.А. Садовничий успешно сочетает научно-
педагогическую и административно-организационную деятельность. В 1972 г. он стал заме-
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стителем декана механико-математического факультета, в 1981–1982 гг. заведовал кафедрой
функционального анализа и его применений факультета вычислительной математики и ки-
бернетики, в 1982 г. был назначен на должность проректора, а в 1984 г. — на должность
первого проректора. С 1982 г. и по настоящее время В.А. Садовничий возглавляет кафедру
математического анализа механико-математического факультета. В 1994 г. Виктор Анто-
нович избран членом-корреспондентом, а в 1997 г. — действительным членом Российской
академии наук. В период с 2008 по 2013 гг. являлся вице-президентом РАН.

В начале 1992 г., в сложнейшее для страны время политических и экономических перемен,
В.А. Садовничий был избран ректором Московского университета на первых в истории
университета демократических выборах на альтернативной основе, а после ещё трижды
избирался, а также неоднократно назначался ректором МГУ Указами Президента России.

Благодаря самоотверженной работе Виктора Антоновича Московскому университету в тя-
жёлые для образования и науки 90-е годы удалось не только сохранить свой высокий
учебный и научный потенциал, но и подняться на новый уровень развития. При руковод-
стве В.А. Садовничего были построены новая Фундаментальная библиотека, Шуваловский,
Ломоносовский, 3-й и 4-й гуманитарные корпусы, Медицинский научно-образовательный
центр, новое общежитие на пять тысяч мест и здание лицея для одарённых детей. По
его инициативе в МГУ созданы как новые факультеты по актуальным направлениям, так
и новые научно-исследовательские институты, открыты филиалы университета в странах
СНГ и Европы и совместный университет в г. Шэньчжэне Китая. При руководстве Виктора
Антоновича был запущен масштабный федеральный проект — новая технологическая до-
лина МГУ в центре Москвы. Общая площадь территории инновационного научного центра
будет составлять 17 гектаров, а центр будет включать 9 кластеров: “Ломоносов”, “Нано-
тех”, “Инфотех”, “Биомед”, “Космос”, “Геотех”, “Междисциплинарный кластер”, “Инжиниринг”
и “Образовательный”, первый построенный из которых — “Ломоносов” (размещается на тер-
ритории в 65 тысяч квадратных метров) — уже успешно функционирует и является местом
притяжения компаний, занимающихся передовыми технологиями и разработками.

По инициативе Виктора Антоновича созданы Российский союз ректоров, Российский
союз олимпиад школьников и Евразийская ассоциация университетов. В.А. Садовничий —
почётный доктор многих российских и зарубежных университетов, почётный член многих
зарубежных академий наук, входит в состав Совета при Президенте Российской Федерации
по науке и образованию.

В.А. Садовничий — лауреат Государственной премии СССР (1989), Государственной пре-
мии Российской Федерации в области науки и техники (2002), премии Правительства Рос-
сийской Федерации в области образования (2006, 2012), премии Правительства Российской
Федерации в области науки и техники (2011), Государственной премии Республики Казах-
стан (2004), Государственной премии Республики Башкортостан в области науки и техники
(2011), награждён золотой медалью РАН имени М.В. Келдыша за цикл работ по спектраль-
ной теории операторов (с подробным списком работ В.А. Садовничего можно ознакомиться
по адресу https://istina.msu.ru/profile/SVA/). Указом Президента РФ от 3 апреля 2024 г.
В.А. Садовничему присвоено звание Героя труда Российской Федерации. Среди правитель-
ственных наград Виктора Антоновича: орден Александра Невского, ордена “За заслуги перед
Отечеством” II, III, IV степеней, два ордена Трудового Красного Знамени; ордена Русской
православной церкви: орден святого благоверного князя Даниила Московского II степени
(1997), ордена святителя Иннокентия — митрополита Московского и Коломенского II сте-
пени (1999) и I степени (2024), орден Преподобного Сергия Радонежского II степени (2002).
В.А. Садовничий имеет награды зарубежных государств: степень Командора ордена По-
чётного Легиона (Франция), орден Восходящего Солнца II степени “Золотые и серебряные

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 4 2024
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лучи” (Япония), орден Франциска Скорины (Республика Беларусь), орден “Достык” (Казах-
стан), орден “Барыс” (Казахстан), орден “Честь и слава” I степени (Абхазия), орден Дружбы
(Южная Осетия), орден Дружбы (Узбекистан). Виктор Антонович — Почётный гражданин
г. Москвы.

Под руководством Виктора Антоновича почти 70 его учеников успешно защитили кан-
дидатские диссертации и более 20 — докторские. Он подготовил и в разные годы прочитал
на механико-математическом факультете МГУ несколько спецкурсов, а также обязательные
курсы по математическому анализу и функциональному анализу, которые легли в основу
большого ряда монографий, учебников и учебных пособий.

В.А. Садовничий известен не только как гениальный автор научных математических
работ, но и как автор содержательных работ по проблемам развития образования в нашей
стране, поддержке и развитию фундаментальных и прикладных исследований, академиче-
ской науке, гуманитарному образованию, сохранению научного потенциала, проблемам раз-
вития и укрепления научных и педагогических связей внутри страны и между народами,
поддержке молодежи.

Выдающийся талант, огромное трудолюбие, искреннее желание принести пользу науке
и образованию в родной стране — всё это отличает В.А. Садовничего как авторитетнейшего
общественного деятеля, пользующегося заслуженным признанием и уважением.

Желаем дорогому Виктору Антоновичу крепкого здоровья, неиссякаемой энергии, долгих
активных лет жизни и успехов во всех его начинаниях.

Редакционная коллегия
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Предложен новый подход к исследованию прямых и обратных задач для сингулярно
возмущённого уравнения теплопроводности с нелинейно зависящей от температуры теп-
ловой диффузией, основанный на развитии и использовании методов асимптотического
анализа в нелинейных сингулярно возмущённых задачах реакция–диффузия–адвекция.
Суть подхода рассмотрена на примере класса одномерных стационарных задач с нели-
нейными граничными условиями, для которого выделен случай применимости асимпто-
тического анализа. Сформулированы достаточные условия существования классических
решений погранслойного типа и типа контрастных структур, построены асимптотические
приближения произвольного порядка точности таких решений, обоснованы алгоритмы
построения формальных асимптотик и исследована асимптотическая устойчивость по
Ляпунову стационарных решений с пограничными и внутренними слоями как решений
соответствующих параболических задач. Рассмотрен класс нелинейных задач, учиты-
вающих боковой теплообмен с окружающей средой по закону Ньютона. Доказана тео-
рема существования и единственности классического решения с пограничными слоями
в задачах такого типа. В качестве приложений исследования представлены методы
решения конкретных прямой и обратной задач нелинейного теплообмена, связанных
с повышением эффективности эксплуатации прямолинейных нагревательных элементов
в плавильных печах — теплообменниках: расчёт тепловых полей в нагревательных эле-
ментах и метод восстановления коэффициентов тепловой диффузии и теплообмена по
данным моделирования.

Ключевые слова: уравнение теплопроводности с нелинейной тепловой диффузией, задача
нелинейной теплопроводности, задача нелинейного теплообмена, сингулярно возмущён-
ная задача, решение с пограничными и внутренними переходными слоями, тепловая
структура, асимптотический метод, коэффициентная обратная задача теплообмена.
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ВВЕДЕНИЕ

В последние годы особый интерес вызывают задачи нелинейного тепломассопереноса
в связи с появлением новых аналитических методов их исследования, а также интенсивным
развитием методов численного моделирования, способствующих получению и применению
новых результатов как в технических разработках, в промышленности и энергетике, так

439



440 ДАВЫДОВА, РУБЛЕВ

и при решении современных задач экологии, биологии, химии и материаловедения (см., на-
пример, [1–7]). Первые работы в этом направлении появились ещё в начале прошлого века
(см., например, [8]). Основные методы исследования диффузионных моделей, предложенные
в те годы, наиболее полно рассмотрены в [9]. Новый важный этап в изучении задач нелиней-
ного тепломассопереноса был связан с разработкой методов, направленных на поиск точных
[1] и приближённых [10] автомодельных решений. Интерес к этому ограниченному клас-
су решений обусловлен тем, что он наиболее прост для изучения эффектов нелинейности.
С использованием автомодельных решений были описаны диссипативные структуры в нели-
нейных средах и, в частности, тепловые структуры, связанные с явлением пространственной
локализации тепла при воздействии нелинейных тепловых источников (см., например, [1]).

Одновременно развивались альтернативные методы исследования таких задач, основан-
ные, например, на использовании группового анализа (см., например, [4]). Среди приближён-
ных методов отметим методы теории возмущений [2, 11], которые оказались эффективными,
например, при изучении свойств композиционных материалов с мелкими включениями, при
рассмотрении регулярных тепловых режимов, соответствующих развитой стадии процесса,
при изучении задач типа реакция–диффузия экологии и генетики.

Отметим также результаты численного моделирования в задачах нелинейной теплопро-
водности (см., например, [2, 3]) как результаты основного подхода при изучении нелинейных
процессов. Одним из наиболее значимых примеров использования такого подхода является
математическое моделирование процесса эволюции тепловых структур (см., например, [1, 2]),
в частности, многомерных [12].

В настоящей работе рассмотрен новый подход к исследованию задач нелинейного теп-
лообмена, основанный на дальнейшем развитии и использовании методов асимптотического
анализа [13–15] для систем тихоновского типа [13] с нелинейными граничными условиями
в условно устойчивом случае. Возможности нового подхода продемонстрированы на приме-
ре класса одномерных сингулярно возмущённых стационарных задач для квазилинейного
уравнения теплопроводности с учётом конвекции. Изучены различные нелинейные крае-
вые режимы, соответствующие наличию тепловых потоков на границе или конвективного
теплообмена с постоянным или нелинейно зависящим от температуры коэффициентом теп-
лообмена.

Квазилинейное уравнение теплопроводности может быть сведено к уравнению с квад-
ратичной зависимостью от градиента решения. Впервые одномерная стационарная задача
Дирихле для уравнения такого типа исследовалась в работе [14], где на основе метода
сшивания доказано существование классического решения с внутренним переходным слоем.
Многомерный аналог такой задачи изучался в работе [5] с использованием метода дифферен-
циальных неравенств [15], на основе которого доказано существование устойчивых решений
с пограничными и внутренними слоями. В настоящей работе впервые рассматриваются
стационарные сингулярно возмущённые задачи для нелинейного уравнения теплопроводно-
сти в наиболее общей постановке с учётом нелинейной диффузии, конвекции и заданием
нелинейных условий на границе расчётной области. Для данного класса задач исследуются
вопросы о существовании классических решений с пограничными и внутренними слоями
(одномерные тепловые структуры) и об асимптотической устойчивости по Ляпунову таких
стационарных решений с использованием метода [15] и принципа сравнения (см., например,
[16, 17]).

В последнее время в теории сингулярных возмущений сформировалось и активно раз-
вивается новое направление, ориентированное на разработку эффективных численных ал-
горитмов решения прямых и обратных задач для нелинейных сингулярно возмущённых
уравнений типа реакция–диффузия–адвекция на основе предварительного асимптотическо-
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го анализа (см., например, [18, 19]). Новый численно-асимптотический подход основан на
использовании информации о свойствах решений прямых сингулярно возмущённых задач,
полученной в результате строгого асимптотического анализа. В итоге удаётся свести ис-
ходную задачу к задаче с более простым численным решением и значительно сэкономить
вычислительные ресурсы, сократить время счёта, повысить стабильность работы вычисли-
тельного процесса по сравнению с обычными вариационными методами [20]. Данный подход
использует априорную информацию о положении внутреннего слоя решения прямой зада-
чи. Другая модификация данного метода впервые предложена в статье [21], где в задаче
восстановления параметров модели применяется параметризованное асимптотическое при-
ближение решения прямой задачи. Данный подход оказался эффективным при решении
некоторых прикладных задач геофизики [6, 21, 22]. Он же использован в настоящей работе
при решении конкретной обратной задачи нелинейного теплообмена, связанной с повышени-
ем эффективности эксплуатации прямолинейных нагревательных элементов в плавильных
печах — теплообменниках с конвективным или излучающим режимами. Разработан новый
метод восстановления теплофизических характеристик нелинейных сред (коэффициентов
тепловой диффузии и теплообмена) по данным моделирования.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пространственно-одномерное стационарное тепловое поле в нелинейной диссипативной
среде описывается задачей

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑘(𝑢, 𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥

)︂
−𝐴𝑑𝑢

𝑑𝑥
=−𝑓(𝑢, 𝑥), 𝑥∈ (0, 𝑙), 𝑁 [𝑢]

⃒⃒
𝑥=0

=0, 𝑢|𝑥=𝑙= 𝑔, (1)

где 𝑢(𝑥) — значение температуры в точке с координатой 𝑥; 𝑘(𝑢, 𝑥) — коэффициент теп-
лопроводности, 0 < 𝑘1 < 𝑘(𝑢, 𝑥) < 𝑘2; 𝐴 — локальная скорость среды, 𝑓(𝑢, 𝑥) — мощность
распределённых источников тепла; 𝑔 — значение температуры при 𝑥= 𝑙. В качестве нели-
нейного оператора 𝑁 [𝑢] при 𝑥=0 может быть задан один из следующих операторов:

𝑁 [𝑢]
⃒⃒
𝑥=0

=

[︂
𝑘(𝑢, 𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

+𝑞,

соответствующий наличию теплового потока плотности 𝑞 при 𝑥=0;

𝑁 [𝑢]
⃒⃒
𝑥=0

=

[︂
𝑘(𝑢, 𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

−𝛼0(𝑢(0)−𝑈),

соответствующий наличию конвективного теплообмена с окружающей средой (с температу-
рой 𝑈 и коэффициентом теплообмена 𝛼0> 0) при 𝑥=0;

𝑁 [𝑢]
⃒⃒
𝑥=0

=

[︂
𝑘(𝑢, 𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

−𝛼1(𝑢(0))(𝑢(0)−𝑈),

соответствующий наличию конвективного теплообмена с учётом излучения границы 𝑥= 0
по закону Стефана–Больцмана, где 𝛼1(𝑢)=𝛼0+𝜎(𝑢+𝑈)(𝑢2+𝑈2), 𝜎 — постоянная Стефана–
Больцмана.

Заметим, что в случае 𝐴= 𝐴(𝑥) в правой части уравнения из задачи (1) появляется
слагаемое, пропорциональное div𝐴, но и в этом случае уравнение сводится к уравнению
того же типа при условии, что скорость 𝐴(𝑥) задана.

Определяя безразмерные температуру и длину как отношение соответствующих размер-
ных величин к 𝑈 и 𝑙 (предполагается, что температура не сильно отличается от температуры
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окружающей среды), а также полагая, что процесс энерговыделения преобладает над про-
цессом тепловой диффузии, приходим к задаче в безразмерных переменных:

𝜀2
(︂
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
−𝐴1(𝑢, 𝑥)

(︂
𝑑𝑢

𝑑𝑥

)︂2

−𝐴2(𝑢, 𝑥)
𝑑𝑢

𝑑𝑥

)︂
=𝐵(𝑢, 𝑥), 𝑥∈ (0, 1),

𝑑𝑢

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

+𝑔1(𝑢(0, 𝜀))= 0, 𝑢|𝑥=1= 𝑔2, (2)

где наличие малого параметра 𝜀∈ 𝐼𝜀, 𝐼𝜀 := (0, 𝜀0], 0<𝜀0≪ 1, определяет соотношение между
членами уравнения. Обозначения для безразмерных переменных сохранены для удобства.

Преобладание процесса энерговыделения над процессом тепловой диффузии характерно,
например, для работы промышленных химических печей-реакторов, в которых протекают
эндотермические (экзотермические) процессы, связанные с химической трансформацией ве-
щества. В настоящей работе одномерная модель типа (2) применена в задачах оптимизации
работы печей-теплообменников (см. п. 8) и восстановления коэффициента тепловой диффу-
зии нелинейной среды по данным моделирования.

Для задачи (2) предполагаем выполненными следующие условия.
Условие 1. Функции 𝐴1(𝑢, 𝑥), 𝐴2(𝑢, 𝑥), 𝐵(𝑢, 𝑥), 𝑔1(𝑢) достаточно гладкие при 𝑥∈ [0, 1],

𝑢∈ 𝐼, 𝐼 — некоторый интервал.
Условие 2. Вырожденное уравнение 𝐵(𝑢, 𝑥) = 0 имеет решение 𝑢 = 𝜙(𝑥) ∈ 𝐼, причём

𝐵𝑢(𝜙(𝑥), 𝑥)> 0, 𝑥∈ [0, 1].
Степень гладкости коэффициентов задачи (2) определяется порядком строящегося асимп-

тотического приближения решения.

2. ФОРМАЛЬНАЯ АСИМПТОТИКА СТАЦИОНАРНОГО РЕШЕНИЯ
С ПОГРАНИЧНЫМИ СЛОЯМИ

Исследуем решение погранслойного типа задачи (2), которое близко к решению 𝑢=𝜙(𝑥)
вырожденного уравнения внутри отрезка [0, 1], а в точках 𝑥=0, 𝑥=1 удовлетворяет гра-
ничным условиям из задачи (2).

С целью описания решения в окрестности граничной 𝑥=1 определим присоединённую
систему уравнений:

𝑑̃︀𝑣
𝑑𝜌

=𝐴1(̃︀𝑢, 1)̃︀𝑣2+𝐵(̃︀𝑢, 1), 𝑑̃︀𝑢
𝑑𝜌

= ̃︀𝑣, −∞<𝜌< 0, ̃︀𝑢(−∞)=𝜙(1), ̃︀𝑢(0)= 𝑔2. (3)

В силу условия 2 точка покоя (𝜙(1), 0) на фазовой плоскости системы (3) классифицируется
как точка покоя типа седла. Положим, для определённости, что 𝑔2>𝜙(1).

Для существования решения краевой задачи (3) достаточно, чтобы сепаратриса, входящая
в точку покоя (𝜙(1), 0) при 𝜌→−∞, пересекала прямую ̃︀𝑢= 𝑔2. Уравнение соответствующей
сепаратрисы

̃︀𝑣(̃︀𝑢)= [︂2 ̃︀𝑢ˆ
𝜙(1)

𝐵(𝜉, 1) exp

{︂
2

̃︀𝑢ˆ
𝜉

𝐴1(𝜒, 1)𝑑𝜒

}︂
𝑑𝜉

]︂1/2
(4)

получается с использованием выражения для первого интеграла системы уравнений из за-
дачи (3), который выписывается в явном виде. С учётом уравнения (4) имеем ограничение
на выбор краевого режима при 𝑥=1 в задаче (2) (см. ниже условие 3).

Условие 3. Справедливо неравенство
𝑠ˆ

𝜙(1)

𝐵(𝜉, 1) exp

{︂
2

𝑠ˆ

𝜉

𝐴1(𝜒, 1) 𝑑𝜒

}︂
𝑑𝜉 > 0, 𝜙(1)<𝑠⩽ 𝑔2 ∈ 𝐼.
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В соответствии с методом пограничных функций [13] асимптотическое приближение ре-
шения погранслойного типа ищем в виде

𝑈(𝑥, 𝜀)=𝑢(𝑥, 𝜀)+Π(𝜏, 𝜀)+𝑅(𝜌, 𝜀). (5)

Здесь 𝑢(𝑥, 𝜀) = 𝜙(𝑥)+ 𝜀𝑢1(𝑥)+ . . . — регулярное разложение, Π(𝜏, 𝜀) = Π0(𝜏)+ 𝜀Π1(𝜏)+ . . . ,
𝑅(𝜏, 𝜀)=𝑅0(𝜌)+𝜀𝑅1(𝜌)+ . . . — погранслойные разложения, описывающие пограничные слои
в окрестности граничных точек 𝑥=0 и 𝑥=1 соответственно, 𝜏 =𝑥/𝜀, 𝜌=(𝑥−1)/𝜀.

Подставляя разложение (5) в задачу (2) и используя алгоритм построения асимптотики
[13], определяем коэффициенты разложения (5). В частности, коэффициенты регулярного
разложения при 𝑛⩾1 являются решениями линейных уравнений и определяются равенствами
𝑢𝑛(𝑥) = 𝐵−1

𝑢 (𝜙(𝑥), 𝑥)𝑓𝑛(𝑥), где 𝑓𝑛(𝑥) — известные функции, выражающиеся через члены
асимптотики 𝑢𝑘(𝑥), 𝑘 <𝑛. Например, 𝑓1(𝑥)= 0.

Старший член погранслойного разложения Π(𝜏, 𝜀) описывается нелинейной задачей

𝑑2Π0

𝑑𝜏2
=𝐴1(𝜙(0)+Π0(𝜏), 0)

(︂
𝑑Π0

𝑑𝜏

)︂2
+𝐵(𝜙(0)+Π0(𝜏), 0), 0<𝜏 <+∞,

𝑑Π0

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
𝜏=0

=0, Π0(∞)= 0. (6)

В качестве решения задачи (6) берём функцию Π0(𝜏)= 0.
Аналогично старший член погранслойного разложения 𝑅(𝜌, 𝜀) определяется задачей

𝑑2𝑅0

𝑑𝜌2
=𝐴1(𝜙(1)+𝑅0(𝜌), 1)

(︂
𝑑𝑅0

𝑑𝜌

)︂2
+𝐵(𝜙(1)+𝑅0(𝜌), 1), −∞<𝜌< 0,

𝑅0(0)= 𝑔2−𝜙(1), 𝑅0(−∞)= 0. (7)

Системе (7), если в ней положить ̃︀𝑢(𝜌) :=𝜙(1)+𝑅0(𝜌), соответствует присоединённая система
(3). В силу условия 3 существует решение задачи (7), которое даётся квадратурной формулой

𝜙(1)+𝑅0(𝜌)ˆ

𝑔2

[︂
2

𝜁ˆ

𝜙(1)

𝐵(𝜉, 1) exp

{︂
2

𝜁ˆ

𝜉

𝐴1(𝜒, 1) 𝑑𝜒

}︂
𝑑𝜉

]︂−1/2

𝑑𝜁 = 𝜌. (8)

Формула (8) получается с использованием уравнения (4). Имеет место следующая
Лемма 1. Справедливы оценки

̃︀𝐶 exp
{︀
(𝜆+𝛿)𝜌

}︀
⩽ |𝑅0(𝜌)|⩽ ̃︀𝐶 exp

{︀
(𝜆−𝛿)𝜌

}︀
, (9)

̃︀𝐶 exp
{︀
(𝜆+𝛿)𝜌

}︀
⩽ ̃︀𝑣(𝜌)⩽ ̃︀𝐶 exp

{︀
(𝜆−𝛿)𝜌

}︀
, (10)

где 𝜆 :=
√︀
𝐵𝑢(𝜙(1), 1), 0<𝛿<𝜆, −∞<𝜌< 0.

Под обозначением ̃︀𝐶 подразумеваются некоторые положительные константы, независящие
от 𝜀 и различные в оценках (9) и (10). Доказательство этого утверждения аналогично
соответствующему доказательству из работы [23].

При 𝑛⩾ 1 для нахождения функций Π𝑛(𝜏) имеем краевые задачи

𝑑2Π𝑛
𝑑𝜏2

−𝐵𝑢(𝜙(0), 0)Π𝑛=𝐻−
𝑛 (𝜏),

𝑑Π𝑛(0)

𝑑𝜏
= 𝑔

(𝑛)
𝑙 , Π𝑛(+∞)= 0, (11)
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где 𝑔(𝑛)𝑙 , 𝐻−
𝑛 (𝜏) — известные на 𝑛-м шаге функции, выражающиеся реккурентно через члены

асимптотики порядка 𝑘<𝑛, в частности, 𝑔(1)𝑙 =−
(︀
𝑔1(𝜙(0))+𝜙

′(0)
)︀
, 𝐻(−)

1 (𝜏)=0. Решения задач
(11) даются формулами

Π𝑛(𝜏)=−
𝑔
(𝑛)
𝑙√︀

𝐵𝑢(𝜙(0), 0)
𝑒−𝜏

√
𝐵𝑢(𝜙(0),0)−

− 1

2
√︀
𝐵𝑢(𝜙(0), 0)

[︂ 𝜏ˆ

0

𝑒−𝜏
√
𝐵𝑢(𝜙(0),0)

(︁
𝑒𝑠
√
𝐵𝑢(𝜙(0),0)+𝑒−𝑠

√
𝐵𝑢(𝜙(0),0)

)︁
𝐻−
𝑛 (𝑠) 𝑑𝑠+

+

∞̂

𝜏

(︁
𝑒−𝜏

√
𝐵𝑢(𝜙(0),0)+𝑒𝜏

√
𝐵𝑢(𝜙(0),0)

)︁
𝑒−𝑠

√
𝐵𝑢(𝜙(0),0)𝐻−

𝑛 (𝑠) 𝑑𝑠

]︂
.

Отсюда следуют оценки |Π𝑛(𝜏)|⩽𝐶𝑒−𝜅𝜏 , 𝜅> 0, 𝑛⩾ 1. Здесь и далее под 𝐶 и 𝜅 подразумева-
ются подходящие положительные константы, значения которых не зависят от 𝜀, различные
в разных оценках.

Члены погранслойного разложения 𝑅(𝜌, 𝜀) определяются как решения линейных задач
(𝑛⩾ 1)

𝑑2𝑅𝑛
𝑑𝜌2

−2𝐴1(̃︀𝑢, 1)̃︀𝑣(𝜌)𝑑𝑅𝑛
𝑑𝜌

−
[︂
𝜕𝐴1(̃︀𝑢, 1)

𝜕𝑢
̃︀𝑣2(𝜌)+ 𝜕𝐵(̃︀𝑢, 1)

𝜕𝑢

]︂
𝑅𝑛(𝜌)=𝐻(+)

𝑛 (𝜌), −∞<𝜌< 0,

𝑅𝑛(0)=−𝑢𝑛(1), 𝑅𝑛(−∞)= 0,

и представимы в явном виде

𝑅𝑛(𝜌)= ̃︀𝑣(𝜌) 𝜌ˆ

0

𝑑𝜉

𝑝(𝜉)̃︀𝑣2(𝜉)
𝜉ˆ

−∞

̃︀𝑣(𝑠)𝑝(𝑠)𝐻(+)
𝑛 (𝑠) 𝑑𝑠−𝑢𝑛(1)

̃︀𝑣(𝜌)̃︀𝑣(0) , (12)

где 𝑝(𝜌)=exp{−
´ 𝜌
0 2𝐴1(̃︀𝑢, 1)̃︀𝑣𝑑𝜉}, 𝐻(+)

𝑛 (𝜌) — известные на 𝑛-м шаге функции, выражающиеся
реккурентно через члены асимптотики порядка 𝑘 <𝑛. В частности,

𝐻
(+)
1 (𝜌)=

[︂
𝜕𝐴1(̃︀𝑢, 1)

𝜕𝑢
𝜙′(1)+

𝜕𝐴1(̃︀𝑢, 1)
𝜕𝑥

]︂̃︀𝑣2(𝜌)𝜌+
+
[︀
2𝐴1(̃︀𝑢, 1)𝜙′(1)+A2(̃︀𝑢, 1)]︀̃︀𝑣(𝜌)+ 𝜕𝐵(̃︀𝑢, 1)

𝜕𝑢
𝜌𝜙′(1)+

𝜕𝐵(̃︀𝑢, 1)
𝜕𝑥

𝜌.

Используя лемму 1 и формулы (12), по аналогии с работой [23] получаем оценки |𝑅𝑛(𝜌)|<
<𝐶𝑒𝜅𝜌, 𝑛⩾ 1.

Таким образом, ряд (5) построен. Обозначим через 𝑈𝑛(𝑥, 𝜀) частичную сумму 𝑛-го порядка
ряда (5):

𝑈𝑛(𝑥, 𝜀) :=𝜙(𝑥)+𝑅0(𝜌)+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜀𝑘
(︀
𝑢𝑘(𝑥)+Π𝑘(𝜏)+𝑅𝑘(𝜌)

)︀
. (13)

Из алгоритма построения ряда (5) следует, что

𝐿𝜀[𝑈𝑛] := 𝜀2
(︂
𝑑2𝑈𝑛
𝑑𝑥2

−𝐴1(𝑈𝑛, 𝑥)

(︂
𝑑𝑈𝑛
𝑑𝑥

)︂2
−𝐴2(𝑈𝑛, 𝑥)

𝑑𝑈𝑛
𝑑𝑥

)︂
−𝐵(𝑈𝑛, 𝑥)=𝑂(𝜀𝑛+1), 𝑥∈ (0, 1), (14)

𝑁 [𝑈𝑛]|𝑥=0 :=
𝑑𝑈𝑛(0, 𝜀)

𝑑𝑥
+𝑔1(𝑈𝑛(0, 𝜀))=𝑂(𝜀𝑛), 𝑈𝑛(1, 𝜀)= 𝑔2, 𝑛⩾ 0. (15)
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3. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ

Доказательство существования классического решения задачи (2), для которого справед-
ливо разложение (5), основано на использовании принципа сравнения (см., например, [16, 17]).

Функции 𝛼(𝑥, 𝜀), 𝛽(𝑥, 𝜀)∈C2(0, 1)∩C1[0, 1)∩C[0, 1] называются упорядоченными нижним
и верхним решениями задачи (2) соответственно, если при 𝜀∈ 𝐼𝜀 выполняются дифферен-
циальные неравенства

𝛼(𝑥, 𝜀)⩽𝛽(𝑥, 𝜀), 𝑥∈ [0, 1], 𝐿𝜀[𝛽]⩽ 0⩽𝐿𝜀[𝛼], 𝑥∈ (0, 1),

𝑁 [𝛽]|𝑥=0⩽ 0⩽𝑁 [𝛼]|𝑥=0, 𝛽(1, 𝜀)⩾ 𝑔2, 𝛼(1, 𝜀)⩽ 𝑔2.

Существование нижнего и верхнего решений задачи (2) гарантирует существование ре-
шения 𝑢(𝑥, 𝜀) этой задачи такого, что 𝛼(𝑥, 𝜀)⩽ 𝑢(𝑥, 𝜀)⩽ 𝛽(𝑥, 𝜀). Основная идея метода [15]
состоит в получении нижнего и верхнего решений путём модификаций частичной суммы
(13) определённым образом:

𝛼𝑛(𝑥, 𝜀)=𝑈𝑛(𝑥, 𝜀)−𝜀𝑛(𝑒−𝜇𝜏 −𝑟𝛼(𝜌)+𝛾),

𝛽𝑛(𝑥, 𝜀)=𝑈𝑛(𝑥, 𝜀)+𝜀
𝑛(𝑒−𝜇𝜏 +𝑟𝛽(𝜌)+𝛾) (16)

при фиксированном 𝑛, где 𝑛 ⩾ 1, числа 𝜇 > 0, 𝛾 > 0, параметр 𝜀 ∈ 𝐼𝜀, а функции 𝑟𝛼,𝛽(𝜌)
являются решениями задач вида

𝑑2𝑟𝛼,𝛽
𝑑𝜌2

−2𝐴1(̃︀𝑢, 1)̃︀𝑣(𝜌)𝑑𝑟𝛼,𝛽
𝑑𝜌

−
[︂
𝜕𝐴1(̃︀𝑢, 1)

𝜕𝑢
̃︀𝑣2(𝜌)+ 𝜕𝐵(̃︀𝑢, 1)

𝜕𝑢

]︂
𝑟𝛼,𝛽 =

=±𝐶𝑒𝜅𝜌∓𝛾
[︂
𝜕𝐴1(̃︀𝑢, 1)

𝜕𝑢
̃︀𝑣2(𝜌)+ 𝜕𝐵(̃︀𝑢, 1)

𝜕𝑢
− 𝜕𝐵(𝜙(1), 1)

𝜕𝑢

]︂
,

𝑟𝛼,𝛽(0)= 0, 𝑟𝛼,𝛽(−∞)= 0,

𝐶 > 0, 𝜅> 0. В правой части уравнения знаки в верхней строке соответствуют индексу “𝛼”,
знаки в нижней строке — индексу “𝛽”.

Соответствующий выбор параметров 𝛾, 𝜇, 𝐶, 𝜅 обеспечивает выполнение дифференци-
альных неравенств. Например, с учётом оценки (14) имеем

𝐿𝜀[𝛽𝑛] =𝑂(𝜀𝑛+1)−𝜀𝑛𝛾𝐵𝑢(𝜙(𝑥), 𝑥)+𝜀𝑛𝑒−𝜇𝜏 (𝜇2−𝐵𝑢(𝜙(0), 0))−𝜀𝑛𝐶𝑒𝑘𝜌⩽ 0

при достаточно большом 𝛾 и достаточно малом 𝜇. Аналогично 𝐿𝜀[𝛼𝑛]⩾ 0.
Докажем упорядоченность верхнего и нижнего решений. Для этого рассмотрим разность

𝛽𝑛(𝑥, 𝜀)−𝛼𝑛(𝑥, 𝜀)= 2𝜀𝑛𝛾+𝜀𝑛(𝑟𝛽(𝜌)−𝑟𝛼(𝜌))+2𝜀𝑛𝑒−𝜇𝜏 .

Пусть 𝐹𝑛(𝜌) := 𝑟𝛽(𝜌)−𝑟𝛼(𝜌). Тогда функция 𝐹𝑛 является решением задачи

𝑑2𝐹𝑛
𝑑𝜌2

−2𝐴1(̃︀𝑢, 1)̃︀𝑣(𝜌)𝑑𝐹𝑛
𝑑𝜌

−
(︂
𝜕𝐴1(̃︀𝑢, 1)

𝜕𝑢
̃︀𝑣2(𝜌)+ 𝜕𝐵(̃︀𝑢, 1)

𝜕𝑢

)︂
𝐹𝑛=

=−2𝐶𝑒𝑘𝜌+2𝛾

(︂
𝜕𝐴1(̃︀𝑢, 1)

𝜕𝑢
̃︀𝑣2(𝜌)+ 𝜕𝐵(̃︀𝑢, 1)

𝜕𝑢
− 𝜕𝐵(𝜙(1), 1)

𝜕𝑢

)︂
,

𝐹𝑛(0)= 0, 𝐹𝑛(−∞)= 0
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и представима в явном виде:

𝐹𝑛(𝜌)=−̃︀𝑣(𝜌) 0ˆ

𝜌

𝑑𝜉

𝑝(𝜉)̃︀𝑣2(𝜉)
𝜉ˆ

−∞

̃︀𝑣(𝑠)𝑝(𝑠)[︂−2𝐶𝑒𝑘𝑠+2𝛾

(︂
𝜕𝐴1(̃︀𝑢, 1)

𝜕𝑢
̃︀𝑣2(𝑠)+ 𝜕𝐵(̃︀𝑢, 1)

𝜕𝑢
− 𝜕𝐵(𝜙(1), 1)

𝜕𝑢

)︂]︂
𝑑𝑠.

Поскольку выражение в круглых скобках экспоненциально убывает при 𝑠→−∞, то, выби-
рая параметры 𝐶, 𝜅, 𝛾 так, чтобы выполнялось неравенство 𝐹𝑛(𝜌)⩾ 0, −∞<𝜌⩽ 0, имеем
𝛽𝑛(𝑥, 𝜀)−𝛼𝑛(𝑥, 𝜀)⩾ 0.

Учитывая равенства (15), в граничных точках находим

𝑁 [𝛽𝑛]
⃒⃒
𝑥=0

=−𝜇𝜀𝑛−1+𝑂(𝜀𝑛)< 0, 𝑁 [𝛼𝑛]
⃒⃒
𝑥=0

=𝜇𝜀𝑛−1+𝑂(𝜀𝑛)> 0,

𝛽𝑛
⃒⃒
𝑥=1

= 𝑔2+𝜀
𝑛𝛾 >𝑔2, 𝛼𝑛

⃒⃒
𝑥=1

= 𝑔2−𝜀𝑛𝛾 <𝑔2,

так как 𝜇> 0, 𝛾 > 0, а 𝜀 — достаточно малое. Таким образом, справедлива
Теорема 1. Пусть выполнены условия 1–3. Тогда для любого 𝜀∈ 𝐼𝜀 существует класси-

ческое решение 𝑢(𝑥, 𝜀) задачи (2) такое, что для любого фиксированного 𝑛⩾0 имеет место
оценка в равномерной норме

‖𝑢(𝑥, 𝜀)−𝑈𝑛(𝑥, 𝜀)‖=𝑂(𝜀𝑛+1),

где 𝑈𝑛(𝑥, 𝜀) — частичная сумма (13).
Уравнение из задачи (2) может быть представлено в виде нелинейной системы из двух

уравнений первого порядка. Переписанная таким образом задача (2) классифицируется как
двухточечная задача для тихоновской системы с нелинейным граничным условием в условно
устойчивом случае [13]. С учётом выводов работы [13] имеем оценку⃦⃦⃦⃦

𝑑𝑢(𝑥, 𝜀)

𝑑𝑥
− 𝑑𝑈𝑛(𝑥, 𝜀)

𝑑𝑥

⃦⃦⃦⃦
=𝑂(𝜀𝑛), 𝑛⩾ 0, 𝑥∈ [0, 1]. (17)

Лемма 2. Пусть 𝛼𝑛(𝑥, 𝜀) и 𝛽𝑛(𝑥, 𝜀) — нижнее и верхнее решения задачи (2), а 𝑢𝜀(𝑥) :=
:=𝑢(𝑥, 𝜀) — решение задачи (2) из теоремы 1. Тогда для любого 𝜀∈ 𝐼𝜀 имеют место оценки⃦⃦⃦⃦

𝑑(𝛽𝑛(𝑥, 𝜀)−𝑢𝜀(𝑥))
𝑑𝑥

⃦⃦⃦⃦
=𝑂(𝜀𝑛−1),

⃦⃦⃦⃦
𝑑(𝛼𝑛(𝑥, 𝜀)−𝑢𝜀(𝑥))

𝑑𝑥

⃦⃦⃦⃦
=𝑂(𝜀𝑛−1), 𝑛⩾ 1, 𝑥∈ [0, 1].

Докажем, например, вторую оценку:

𝑑

𝑑𝑥
(𝛼𝑛(𝑥, 𝜀)−𝑢𝜀(𝑥))=

𝑑

𝑑𝑥
(𝛼𝑛(𝑥, 𝜀)−𝑈𝑛(𝑥, 𝜀))+

𝑑

𝑑𝑥
(𝑈𝑛(𝑥, 𝜀)−𝑢𝜀(𝑥)). (18)

Из равенства (18) с учётом (16) и (17) следует искомая оценка.

4. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ И ЛОКАЛЬНАЯ ЕДИНСТВЕННОСТЬ
СТАЦИОНАРНОГО РЕШЕНИЯ С ПОГРАНИЧНЫМИ СЛОЯМИ

Асимптотический метод дифференциальных неравенств используется для исследования
асимптотической устойчивости по Ляпунову решений с пограничными и внутренними сло-
ями как решений соответствующих параболических задач (см., например, [24]). Исследуем
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асимптотическую устойчивость стационарного решения 𝑢𝜀(𝑥) как решения следующей па-
раболической задачи:

𝑀𝜀[𝑣] := 𝜀2
(︂
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
− 𝜕𝑣

𝜕𝑡
−𝐴1(𝑣, 𝑥)

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂2
−𝐴2(𝑣, 𝑥)

𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂
−𝐵(𝑣, 𝑥)= 0, 𝑥∈ (0, 1), 𝑡 > 0,

𝜕𝑣(𝑥, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

+𝑔1(𝑣(0, 𝑡, 𝜀))= 0, 𝑣(1, 𝑡)= 𝑔2, 𝑡⩾ 0,

𝑣(𝑥, 0, 𝜀)=𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡(𝑥, 𝜀), 𝑥∈ [0, 1], (19)

при 𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡(𝑥, 𝜀) = 𝑢𝜀(𝑥). Будем полагать, что дополнительные условия в задаче (19) согласо-
ваны:

𝜕𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡
𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

+𝑔1(𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡(0, 𝜀))= 0, 𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡(1, 𝜀)= 𝑔2.

Функции 𝛼̂(𝑥, 𝑡, 𝜀), 𝛽(𝑥, 𝑡, 𝜀)∈C2,1((0, 1)×(0,+∞))∩C1,0([0, 1)× [0,+∞))∩C([0, 1]× [0,+∞))
называются, соответственно, упорядоченными нижним и верхним решениями задачи (19),
если при 𝜀∈ 𝐼𝜀 выполняются неравенства:

10. 𝛼̂(𝑥, 𝑡, 𝜀)⩽𝛽(𝑥, 𝑡, 𝜀), 𝑥∈ [0, 1], 𝑡⩾ 0;
20. 𝑀𝜀[𝛽]⩽ 0⩽𝑀𝜀[𝛼̂], 𝑥∈ (0, 1), 𝑡> 0;
30. 𝑁 [𝛽]

⃒⃒
𝑥=0

⩽ 0⩽𝑁 [𝛼̂]
⃒⃒
𝑥=0

, 𝛽(1, 𝑡, 𝜀)⩾ 𝑔2, 𝛼̂(1, 𝑡, 𝜀)⩽ 𝑔2, 𝑡⩾ 0;
40. 𝛼̂(𝑥, 0, 𝜀)⩽𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡(𝑥, 𝜀)⩽𝛽(𝑥, 0, 𝜀), 𝑥∈ [0, 1].
Известно [17], что если существуют функции 𝛼̂(𝑥, 𝑡, 𝜀) и 𝛽(𝑥, 𝑡, 𝜀), то задача (19) имеет

решение 𝑣(𝑥, 𝑡, 𝜀) такое, что 𝛼̂(𝑥, 𝑡, 𝜀)⩽ 𝑣(𝑥, 𝑡, 𝜀)⩽𝛽(𝑥, 𝑡, 𝜀).
Пусть

𝛼̂𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜀)=𝑢𝜀(𝑥)+(𝛼𝑛(𝑥, 𝜀)−𝑢𝜀(𝑥))𝑒−𝜆𝑡,

𝛽𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜀)=𝑢𝜀(𝑥)+(𝛽𝑛(𝑥, 𝜀)−𝑢𝜀(𝑥))𝑒−𝜆𝑡, (20)

где 𝜆> 0, 𝑛 фиксировано (𝑛⩾ 1). В силу свойств функций 𝛼𝑛(𝑥, 𝜀), 𝛽𝑛(𝑥, 𝜀) функции (20)
удовлетворяют неравенству 10, а также неравенствам 30 при 𝑥 = 1. Неравенство 40 вы-
полняется, если 𝛼𝑛(𝑥, 𝜀)⩽ 𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡(𝑥, 𝜀)⩽ 𝛽𝑛(𝑥, 𝜀). Покажем, что функции (20) удовлетворяют
неравенствам 20 и неравенствам 30 при 𝑥=0. С использованием леммы 2 докажем выпол-
нение неравенств 20. Рассмотрим

𝑀𝜀[𝛽𝑛] = 𝜀2
(︂
𝑑2𝛽𝑛
𝑑𝑥2

−𝐴1(𝛽𝑛, 𝑥)

(︂
𝑑𝛽𝑛
𝑑𝑥

)︂2
−𝐴2(𝛽𝑛, 𝑥)

𝑑𝛽𝑛
𝑑𝑥

)︂
+𝜀2𝜆(𝛽𝑛−𝑢𝜀)𝑒−𝜆𝑡−𝐵(𝛽𝑛, 𝑥)=

=𝐿𝜀[𝑢𝜀]+𝑒
−𝜆𝑡[︀𝐿𝜀[𝛽𝑛]−𝐿𝜀[𝑢𝜀]]︀+𝜀2𝑒−𝜆𝑡(︂𝐴1(𝛽𝑛, 𝑥)

(︂
𝑑𝛽𝑛
𝑑𝑥

)︂2
+𝐴2(𝛽𝑛, 𝑥)

𝑑𝛽𝑛
𝑑𝑥

)︂
−

−𝜀2𝑒−𝜆𝑡
(︂
𝐴1(𝑢𝜀, 𝑥)

(︂
𝑑𝑢𝜀
𝑑𝑥

)︂2
+𝐴2(𝑢𝜀, 𝑥)

𝑑𝑢𝜀
𝑑𝑥

)︂
+𝜀2

(︂
𝐴1(𝑢𝜀, 𝑥)

(︂
𝑑𝑢𝜀
𝑑𝑥

)︂2
+𝐴2(𝑢𝜀, 𝑥)

𝑑𝑢𝜀
𝑑𝑥

−𝐴1(𝛽𝑛, 𝑥)

(︂
𝑑𝛽𝑛
𝑑𝑥

)︂2
−

−𝐴2(𝛽𝑛, 𝑥)
𝑑𝛽𝑛
𝑑𝑥

)︂
+𝜀2𝜆(𝛽𝑛−𝑢𝜀)𝑒−𝜆𝑡+𝐵(𝑢𝜀, 𝑥)−𝐵(𝛽𝑛, 𝑥)+𝑒

−𝜆𝑡[𝐵(𝛽𝑛, 𝑥)−𝐵(𝑢𝜀, 𝑥)] =

=𝐿𝜀[𝑢𝜀]+𝑒
−𝜆𝑡[︀𝐿𝜀[𝛽𝑛]−𝐿𝜀[𝑢𝜀]]︀+𝜀2𝑒−𝜆𝑡[︂𝑓(︂𝑑𝛽𝑛

𝑑𝑥
, 𝛽𝑛, 𝑥

)︂
−𝑓
(︂
𝑑𝑢𝜀
𝑑𝑥

, 𝑢𝜀, 𝑥

)︂]︂
+𝜀2

[︂
𝑓

(︂
𝑑𝑢𝜀
𝑑𝑥

, 𝑢𝜀, 𝑥

)︂
−

−𝑓
(︂
𝑑𝛽𝑛
𝑑𝑥

, 𝛽𝑛, 𝑥

)︂]︂
+𝜀2𝜆(𝛽𝑛−𝑢𝜀)𝑒−𝜆𝑡+𝐵(𝑢𝜀, 𝑥)−𝐵(𝛽𝑛, 𝑥)+𝑒

−𝜆𝑡[𝐵(𝛽𝑛, 𝑥)−𝐵(𝑢𝜀, 𝑥)],
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где 𝑓(𝑣, 𝑢, 𝑥) :=𝐴1(𝑢, 𝑥)𝑣
2+𝐴2(𝑢, 𝑥)𝑣. Применяя формулу Лагранжа, теорему 1 и лемму 2,

находим

𝑀𝜀[𝛽𝑛] =𝐿𝜀[𝑢𝜀]+𝑒
−𝜆𝑡
[︂
𝐿𝜀[𝛽𝑛]−𝐿𝜀[𝑢𝜀]+𝑓*𝑣𝑣(𝜃1−𝜃3𝑒−𝜆𝑡)

(︂
𝜀
𝑑(𝛽𝑛−𝑢𝜀)

𝑑𝑥

)︂2
+

+𝜀2𝑓**𝑢𝑢(𝜃2−𝜃4𝑒−𝜆𝑡)(𝛽𝑛−𝑢𝜀)2+𝜀2
(︀
𝑓*𝑣𝑢(𝜃2−𝜃4𝑒−𝜆𝑡)+𝑓**𝑢𝑣(𝜃1−𝜃3𝑒−𝜆𝑡)

)︀
(𝛽𝑛−𝑢𝜀)

𝑑

𝑑𝑥
(𝛽𝑛−𝑢𝜀)+

+𝐵*
𝑢𝑢(𝜃5−𝜃6𝑒−𝜆𝑡)(𝛽𝑛−𝑢𝜀)2+𝜀2𝜆(𝛽𝑛−𝑢𝜀)

]︂
⩽

⩽ 𝑒−𝜆𝑡
(︀
−𝜀𝑛𝛾𝐵𝑢(𝜙(𝑥), 𝑥)+𝑂(𝜀𝑛)+𝑂(𝜀𝑛+2)+𝑂(𝜀2𝑛)

)︀
< 0, 𝑛⩾ 1,

при достаточно большом 𝛾 и 𝜀∈ 𝐼𝜀. Здесь 𝑓*𝑣𝑣, 𝑓**𝑢𝑢, 𝑓*𝑣𝑢, 𝑓**𝑢𝑣 и 𝐵*
𝑢𝑢 — значения производных

в некоторых промежуточных точках, 0<𝜃𝑖< 1, 𝑖=1, 6. Аналогично 𝑀𝜀[𝛼̂𝑛]⩾ 0.
Учитывая равенства (15) и граничное условие при 𝑥=0, имеем

𝑁 [𝛽𝑛]
⃒⃒
𝑥=0

=
𝜕
[︀
𝑢𝜀(0)+(𝛽𝑛(0, 𝜀)−𝑢𝜀(0))𝑒−𝜆𝑡

]︀
𝜕𝑥

+𝑔1
(︀
𝑢𝜀(0)+(𝛽𝑛(0, 𝜀)−𝑢𝜀(0))𝑒−𝜆𝑡

)︀
+

+𝑔1(𝑢𝜀(0))−𝑔1(𝑢𝜀(0))+(𝑔1(𝛽𝑛(0, 𝜀))−𝑔1(𝛽𝑛(0, 𝜀)))𝑒−𝜆𝑡+
(︀
𝑔1(𝑢𝜀(0))−𝑔1(𝑢𝜀(0))

)︀
𝑒−𝜆𝑡=

= 𝑒−𝜆𝑡
(︁
𝑔*1𝑢(𝛽𝑛−𝑢𝜀)

⃒⃒
𝑥=0

−𝑔**1𝑢(𝛽𝑛−𝑢𝜀)
⃒⃒
𝑥=0

−𝜇𝜀𝑛−1+𝑂(𝜀𝑛)
)︁
=

= 𝑒−𝜆𝑡
(︀
−𝜇𝜀𝑛−1−𝑔*1𝑢𝑢(𝜃7−𝜃8𝑒−𝜆𝑡)(𝛽𝑛−𝑢𝜀)

⃒⃒2
𝑥=0

+𝑂(𝜀𝑛)
)︀
=

= 𝑒−𝜆𝑡(−𝜇𝜀𝑛−1+𝑂(𝜀𝑛)+𝑂(𝜀2𝑛))< 0, 𝑛⩾ 1,

где 𝑔*1𝑢, 𝑔**1𝑢 и 𝑔*1𝑢𝑢 — значения производных в некоторых промежуточных точках. Аналогично
𝑁 [𝛼̂𝑛]

⃒⃒
𝑥=0

> 0.
Итак, функции 𝛼̂𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜀) и 𝛽𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜀) при соответствующем выборе параметров 𝛾, 𝜇 и 𝜆,

достаточно малом 𝜀 и фиксированном 𝑛⩾1 являются нижним и верхним решениями задачи
(19). Следовательно, задача (19) имеет решение 𝑣(𝑥, 𝑡, 𝜀) такое, что 𝛼̂𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜀)⩽ 𝑣(𝑥, 𝑡, 𝜀)⩽
⩽𝛽𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜀). С учётом этого приходим к следующей теореме.

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1–3. Тогда для любого 𝜀 ∈ 𝐼𝜀 стационарное ре-
шение 𝑢𝜀(𝑥) задачи (19) асимптотически устойчиво по Ляпунову с локальной областью
притяжения 𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡(𝑥, 𝜀)∈ [𝛼1(𝑥, 𝜀), 𝛽1(𝑥, 𝜀)] и, следовательно, единственно в этой области.

5. КОНТРАСТНАЯ СТРУКТУРА ТИПА СТУПЕНЬКИ. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ
СУЩЕСТВОВАНИЯ И АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

Рассмотрим следующую задачу:

𝜀2
(︂
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
−𝐴1(𝑢, 𝑥)

(︂
𝑑𝑢

𝑑𝑥

)︂2
−𝐴2(𝑢, 𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥

)︂
=𝐵(𝑢, 𝑥), 𝑥∈ (0, 1),

𝑁1[𝑢]|𝑥=0=0, 𝑁2[𝑢]|𝑥=1=0, (21)

где 𝜀∈ 𝐼𝜀, 𝐼𝜀 := (0, 𝜀0], 0< 𝜀0 ≪ 1, 𝑁𝑖[𝑢] :=±𝑑𝑢/𝑑𝑥+𝑔𝑖(𝑢) — нелинейные операторы, причём
знак “+” соответствует индексу 𝑖=1, знак “−” соответствует индексу 𝑖=2. Для задачи (21)
предполагаем выполненными следующие условия.

Условие 4. Функции 𝐴1(𝑢, 𝑥), 𝐴2(𝑢, 𝑥), 𝐵(𝑢, 𝑥), 𝑔𝑖(𝑢) достаточно гладкие при 𝑥∈ [0, 1],
𝑢∈ 𝐼, 𝐼 — некоторый интервал.
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Условие 5. Вырожденное уравнение 𝐵(𝑢, 𝑥) = 0 имеет три корня 𝑢=𝜙𝑖(𝑥)∈ 𝐼, 𝑖= 1, 3,
причём 𝜙1(𝑥)<𝜙2(𝑥)<𝜙3(𝑥), 𝐵𝑢(𝜙𝑖(𝑥), 𝑥)> 0, 𝑖=1, 3, и 𝐵𝑢(𝜙2(𝑥), 𝑥)< 0.

Степень гладкости коэффициентов задачи определяется порядком асимптотического при-
ближения решения, которое предстоит построить.

Асимптотическое приближение решения типа контрастной структуры, соответствующее
переходу с корня вырожденного уравнения 𝜙1(𝑥) на корень 𝜙3(𝑥), получается путём 𝐶1-сши-
вания двух асимптотик погранслойного типа:

𝑈 (∓)(𝑥, 𝜀)=𝑢(∓)(𝑥, 𝜀)+Π(∓)(𝜏(∓), 𝜀)+𝑄
(∓)(𝜉, 𝑥̂, 𝜀), (22)

где
𝑢(∓)(𝑥, 𝜀)=𝑢

(∓)
0 (𝑥)+𝜀𝑢

(∓)
1 (𝑥)+𝜀2𝑢

(∓)
2 (𝑥)+ . . . , 𝑥∈ [0, 1], (23)

Π(∓)(𝜏(∓), 𝜀)= 𝜀Π
(∓)
1 (𝜏(∓))+𝜀

2Π
(∓)
2 (𝜏(∓))+ . . . , 𝜏(−)=

𝑥

𝜀
, 𝜏(+)=

𝑥−1

𝜀
, (24)

𝑄(∓)(𝜉, 𝑥̂, 𝜀)=𝑄
(∓)
0 (𝜉, 𝑥̂)+𝜀𝑄

(∓)
1 (𝜉, 𝑥̂)+𝜀2𝑄

(∓)
2 (𝜉, 𝑥̂)+ . . . , 𝜉=

𝑥− 𝑥̂
𝜀

. (25)

Здесь (23) — регулярные ряды, 𝑢(−)
0 (𝑥) =𝜙1(𝑥), 𝑢

(+)
0 (𝑥) =𝜙3(𝑥); (24) — пограничные ряды,

описывающие пограничные слои в окрестностях точек 𝑥=0 и 𝑥=1 соответственно; (25) —
функции внутреннего переходного слоя, описывающие пограничные слои в окрестности точ-
ки сшивания 𝑥= 𝑥̂, положение которой определим условием 𝑢(𝑥̂, 𝜀) = 𝜙2(𝑥̂), а саму точку
𝑥̂(𝜀) найдем в виде разложения по степеням 𝜀 в процессе построения асимптотического
приближения решения с внутренним слоем. Ниже будет показано, что задачи, определяю-
щие коэффициенты разложения (25), содержат зависимость от 𝑥̂ как от параметра, чем и
объясняется наличие зависимости коэффициентов разложения (25) от 𝑥̂.

С целью построения асимптотического приближения (22) рассмотрим две вспомогатель-
ные краевые задачи:

𝜀2(𝑑2𝑢/𝑑𝑥2−𝑓(𝑑𝑢/𝑑𝑥, 𝑢, 𝑥))=𝐵(𝑢, 𝑥), 0<𝑥< 𝑥̂, 𝑁1[𝑢]|𝑥=0=0, 𝑢(𝑥̂, 𝜀)=𝜙2(𝑥̂), (26)

𝜀2(𝑑2𝑢/𝑑𝑥2−𝑓(𝑑𝑢/𝑑𝑥, 𝑢, 𝑥))=𝐵(𝑢, 𝑥), 𝑥̂ < 𝑥< 1, 𝑢(𝑥̂, 𝜀)=𝜙2(𝑥̂), 𝑁2[𝑢]|𝑥=1=0. (27)

При условиях 4 и 5 существуют классические решения погранслойного типа задач (26)
и (27), асимптотические приближения которых имеют вид (22), что следует из алгоритмов
пп. 2 и 3, при этом задаче (26) отвечает разложение (22) с индексом “−”; задаче (27) —
разложение (22) с индексом “+”. С использованием алгоритма построения формальной асимп-
тотики из п. 2 получим последовательность задач для определения членов разложения (22).

5.1. ПРИСОЕДИНЁННАЯ СИСТЕМА

Рассмотрим присоединённую систему уравнений
𝑑̃︀𝑣
𝑑𝜉

=𝐴1(̃︀𝑢, 𝑥)̃︀𝑣2+𝐵(̃︀𝑢, 𝑥), 𝑑̃︀𝑢
𝑑𝜉

= ̃︀𝑣, (28)

где 𝑥 — параметр. На фазовой плоскости системы (28) сепаратрисы сёдел (𝜙1(𝑥),0) и (𝜙3(𝑥),0)
при ̃︀𝑣 > 0 описываются явными уравнениями

̃︀𝑣(−)(̃︀𝑢, 𝑥)= [︂2 ̃︀𝑢ˆ
𝜙1(𝑥)

𝐵(𝜇, 𝑥) exp

{︂
2

̃︀𝑢ˆ
𝜇

𝐴1(𝜒, 𝑥) 𝑑𝜒

}︂
𝑑𝜇

]︂1/2
, (29)

̃︀𝑣(+)(̃︀𝑢, 𝑥)= [︂2 ̃︀𝑢ˆ
𝜙3(𝑥)

𝐵(𝜇, 𝑥) exp

{︂
2

̃︀𝑢ˆ
𝜇

𝐴1(𝜒, 𝑥) 𝑑𝜒

}︂
𝑑𝜇

]︂1/2
. (30)
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В силу вида функции 𝐵(𝑢, 𝑥) справедливы неравенства

𝜙2(𝑥)ˆ

𝜙1(𝑥)

𝐵(𝜇, 𝑥) exp

{︂
2

𝜙2(𝑥)ˆ

𝜇

𝐴1(𝜒, 𝑥) 𝑑𝜒

}︂
𝑑𝜇> 0,

𝜙2(𝑥)ˆ

𝜙3(𝑥)

𝐵(𝜇, 𝑥) exp

{︂
2

𝜙2(𝑥)ˆ

𝜇

𝐴1(𝜒, 𝑥) 𝑑𝜒

}︂
𝑑𝜇> 0, (31)

которые гарантируют пересечение сепаратрис вертикальной прямой ̃︀𝑢=𝜙2(𝑥) при 𝑥∈ [0, 1].
Определим функцию

𝐻(𝑥)= ̃︀𝑣(+)(𝜙2(𝑥), 𝑥)−̃︀𝑣(−)(𝜙2(𝑥), 𝑥)=
−2𝐼(𝑥)̃︀𝑣(+)(𝜙2(𝑥), 𝑥)+̃︀𝑣(−)(𝜙2(𝑥), 𝑥)

,

где 𝐼(𝑥) :=
´ 𝜙3(𝑥)
𝜙1(𝑥)

𝐵(𝜇, 𝑥) exp
{︁
2
´ 𝜙2(𝑥)
𝜇 𝐴1(𝜒, 𝑥) 𝑑𝜒

}︁
𝑑𝜇. Заметим, что

𝐻 ′(𝑥)=− 2𝐼 ′(𝑥)̃︀𝑣(+)(𝜙2(𝑥), 𝑥)+̃︀𝑣(−)(𝜙2(𝑥), 𝑥)
+
2𝐼(𝑥)(̃︀𝑣(+)

𝑥 (𝜙2(𝑥), 𝑥)+̃︀𝑣(−)
𝑥 (𝜙2(𝑥), 𝑥))

(̃︀𝑣(+)(𝜙2(𝑥), 𝑥)+̃︀𝑣(−)(𝜙2(𝑥), 𝑥))2
. (32)

Достаточными условиями существования контрастной структуры в задаче (21) являются
следующие требования.

Условие 6. Существует значение 𝑥=𝑥0 такое, что 𝐼(𝑥0)= 0, 𝑥0 ∈ (0, 1).
Условие 7. Справедливо неравенство 𝐼 ′(𝑥0)< 0.
При выполнении условия 6 на фазовой плоскости системы (28) при 𝑥= 𝑥0 реализуется

ячейка [14]: сёдла (𝜙1(𝑥0), 0) и (𝜙3(𝑥0), 0) соединены двумя сепаратрисами, одна из которых
расположена в полуплоскости ̃︀𝑣 < 0. Cуществование двух соединительных сепаратрис при
некотором значении параметра 𝑥 обеспечивает сосуществование двух контрастных структур
в задаче (21). Заметим, что условие 𝐼 ′(𝑥0)<0 в силу равенства (32) эквивалентно требованию
𝐻 ′(𝑥0)>0 и возникает в задачах с симметричным расположением соединительных сепаратрис
на фазовой плоскости (см., например, [5, 15]), которое соответствует ячейке.

5.2. ФУНКЦИИ ВНУТРЕННЕГО СЛОЯ

В нулевом приближении имеем задачи

𝑑2̃︀𝑢(∓)

𝑑𝜉2
=𝐴1(̃︀𝑢(∓), 𝑥̂)

(︂
𝑑̃︀𝑢(∓)

𝑑𝜉

)︂2
+𝐵(̃︀𝑢(∓), 𝑥̂), ̃︀𝑢(∓)(0)=𝜙2(𝑥̂), ̃︀𝑢(∓)(∓∞)=𝑢

(∓)
0 (𝑥̂), (33)

где ̃︀𝑢(∓)(𝜉, 𝑥̂)=𝑢
(∓)
0 (𝑥̂)+𝑄

(∓)
0 (𝜉, 𝑥̂).

Уравнениям из задач (33) с условиями на бесконечности соответствует присоединённая
система (28) при 𝑥= 𝑥̂ с условиями на бесконечности ̃︀𝑢(∓)(∓∞)=𝑢

(∓)
0 (𝑥̂), ̃︀𝑣(∓)(∓∞)=0. В силу

неравенств (31) задачи (33) разрешимы и их решения даются квадратурными формулами,
которые получаются с использованием уравнений (29), (30):

̃︀𝑢(∓)(𝜉,𝑥̂)ˆ

𝜙2(𝑥̂)

[︂
2

𝜁ˆ

𝑢
(∓)
0 (𝑥̂)

𝐵(𝜆, 𝑥̂) exp

{︂
2

𝜁ˆ

𝜆

𝐴1(𝜒, 𝑥̂) 𝑑𝜒

}︂
𝑑𝜆

]︂−1/2

𝑑𝜁 = 𝜉. (34)
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При 𝑛⩾ 1 имеем линейные задачи

𝑑2𝑄
(∓)
𝑛

𝑑𝜉2
−2𝐴1(̃︀𝑢(∓)(𝜉, 𝑥̂), 𝑥̂)̃︀𝑢(∓)

𝜉 (𝜉, 𝑥̂)
𝑑𝑄

(∓)
𝑛

𝑑𝜉
−

−
[︂
𝜕𝐴1(̃︀𝑢(∓)(𝜉, 𝑥̂), 𝑥̂)

𝜕𝑢

(︀̃︀𝑢(∓)
𝜉 (𝜉, 𝑥̂)

)︀2
+𝐵𝑢(̃︀𝑢(∓)(𝜉, 𝑥̂), 𝑥̂)

]︂
𝑄(∓)
𝑛 (𝜉)=𝐻(∓)

𝑛 (𝜉, 𝑥̂),

𝑄(∓)
𝑛 (0)=−𝑢(∓)

𝑛 (𝑥̂), 𝑄(∓)
𝑛 (∓∞)= 0,

где 𝐻(∓)
𝑛 (𝜉, 𝑥̂) — известные функции, ̃︀𝑢(∓)

𝜉 (𝜉, 𝑥̂) :=𝜕̃︀𝑢(∓)(𝜉, 𝑥̂)/𝜕𝜉. Функции 𝑄
(∓)
𝑛 (𝜉, 𝑥̂) предста-

вимы в явном виде по аналогии с функциями (12).

5.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ РАЗЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ТОЧКИ СШИВАНИЯ

Положение точки сшивания 𝑥̂ определяется путём 𝐶1-сшивания асимптотик (22) при
𝑥= 𝑥̂:

𝜀

(︂
𝑑𝑈 (+)

𝑑𝑥
− 𝑑𝑈 (−)

𝑑𝑥

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥̂

=
𝑑𝑄

(+)
0 (0, 𝑥̂)

𝑑𝜉
− 𝑑𝑄

(−)
0 (0, 𝑥̂)

𝑑𝜉
+𝜀

(︂
𝑑𝑢

(+)
0 (𝑥̂)

𝑑𝑥
− 𝑑𝑢

(−)
0 (𝑥̂)

𝑑𝑥

)︂
+

+𝜀

(︂
𝑑𝑄

(+)
1 (0, 𝑥̂)

𝑑𝜉
− 𝑑𝑄

(−)
1 (0, 𝑥̂)

𝑑𝜉

)︂
+ . . .=𝐻(𝑥̂(𝜀))+𝜀𝐺(𝑥̂(𝜀))+ . . .=0, (35)

где

𝐺 (𝑥̂(𝜀)) :=
𝑑𝑄

(+)
1 (0, 𝑥̂)

𝑑𝜉
− 𝑑𝑄

(−)
1 (0, 𝑥̂)

𝑑𝜉
+𝜙′

3(𝑥̂)−𝜙′
1(𝑥̂)=

=
1̃︀𝑢(+)

𝜉 (0, 𝑥̂)

0ˆ

+∞

𝑝(+)(𝑠, 𝑥̂)̃︀𝑢(+)
𝜉 (𝑠, 𝑥̂)𝐻

(+)
1 (𝑠, 𝑥̂) 𝑑𝑠−

− 1̃︀𝑢(−)
𝜉 (0, 𝑥̂)

0ˆ

−∞

𝑝(−)(𝑠, 𝑥̂)̃︀𝑢(−)
𝜉 (𝑠, 𝑥̂)𝐻

(−)
1 (𝑠, 𝑥̂) 𝑑𝑠+𝜙′

3(𝑥̂)−𝜙′
1(𝑥̂)

с учётом того, что 𝑢
(∓)
1 (𝜉)= 0, функция 𝑝(∓)(𝜉, 𝑥̂) := exp

{︀
−
´ 𝜉
0 2𝐴1(̃︀𝑢(∓)(𝜒, 𝑥̂), 𝑥̂)̃︀𝑢(∓)

𝜉 (𝜒, 𝑥̂)𝑑𝜒
}︀
.

Полагая 𝑥̂= 𝑥0+ 𝜀𝑥1+ 𝜀
2𝑥2+ . . ., где 𝑥0 определено условием 6, и представляя в виде

разложения по степеням 𝜀 каждое слагаемое в уравнении (35), приходим к равенству

𝐻 (𝑥0)+𝜀
(︀
𝐻 ′ (𝑥0)𝑥1+𝐺 (𝑥0)

)︀
+ . . .=0, (36)

выполнение которого в нулевом приближении обеспечивается условием 6. Следовательно,
существует решение ̃︀𝑢(𝜉, 𝑥0)∈C2(R) задач (33), представимое квадратурной формулой (34)
при 𝑥̂=𝑥0 и описывающее внутренний слой контрастной стуктуры в нулевом приближении.

Приравнивая к нулю коэффициенты при 𝜀𝑛 в уравнении (36), получаем однозначно
разрешимые уравнения относительно 𝑥𝑛, 𝑛> 0:

𝜀1 : 𝐼 ′ (𝑥0)𝑥1−̃︀𝑢𝜉(𝜙2(𝑥0), 𝑥0)𝐺 (𝑥0)= 0,

𝜀𝑛 : 𝐼 ′ (𝑥0)𝑥𝑛+ ̃︀𝑓𝑛 (𝑥0)= 0, 𝑛> 1,
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где ̃︀𝑢𝜉(𝜙2(𝑥0), 𝑥0) := ̃︀𝑢(+)
𝜉 (𝜙2(𝑥0), 𝑥0)= ̃︀𝑢(−)

𝜉 (𝜙2(𝑥0), 𝑥0), ̃︀𝑓𝑛 (𝑥0) — известные значения. В каче-
стве примера получим выражение для 𝐺(𝑥0). С этой целью рассмотрим выражение

𝐻
(∓)
1 (𝜉)=

[︂
𝜕𝐴1(̃︀𝑢, 𝑥0)

𝜕𝑢
𝑢
(∓)
0 (𝑥0)+

𝜕𝐴1(̃︀𝑢, 𝑥0)
𝜕𝑥

]︂(︂
𝑑̃︀𝑢
𝑑𝜉

)︂2

𝜉+

+
[︁
2𝐴1(̃︀𝑢, 𝑥0)𝑢(∓)

0 (𝑥0)+A2(̃︀𝑢, 𝑥0)]︁ 𝑑̃︀𝑢
𝑑𝜉

+B𝑢(̃︀𝑢, 𝑥0)𝑢(∓)
0 (𝑥0)𝜉+𝐵𝑥(̃︀𝑢, 𝑥0)𝜉,

где учтено, что B𝑢(𝑢
(∓)
0 (𝑥0), 𝑥0)𝑢

′(∓)
0 (𝑥0)+𝐵𝑥(𝑢

(∓)
0 (𝑥0), 𝑥0)=0. Выполняя преобразование вы-

ражения для 𝐺(𝑥0) аналогично тому как это было сделано в работе [14], находим

𝐺(𝑥0)=− 1̃︀𝑢𝜉(𝜙2(𝑥0), 𝑥0)

+∞ˆ

−∞

𝑝(𝑠, 𝑥0)̃︀𝑢𝜉(𝑠, 𝑥0) ̃︀𝐻1(𝑠, 𝑥0) 𝑑𝑠,

где ̃︀𝐻1(𝜉, 𝑥0)=𝐴1𝑥(̃︀𝑢, 𝑥0)̃︀𝑣2𝜉+A2(̃︀𝑢, 𝑥0)̃︀𝑣+𝐵𝑥(̃︀𝑢, 𝑥0)𝜉.
Итак, построено асимптотическое приближение (22) решения типа контрастной структуры

задачи (21). Обозначим через 𝑈∓
𝑛 (𝑥, 𝜀) частичную сумму 𝑛-го порядка асимптотического ряда

(22). Из алгоритма построения формальной асимптотики следует

𝐿𝜀[𝑈
(∓)
𝑛 ]:=𝜀2

(︂
𝑑2𝑈

(∓)
𝑛

𝑑𝑥2
−𝐴1(𝑈

(∓)
𝑛 , 𝑥)

(︂
𝑑𝑈

(∓)
𝑛

𝑑𝑥

)︂2
−𝐴2(𝑈

(∓)
𝑛 , 𝑥)

𝑑𝑈
(∓)
𝑛

𝑑𝑥

)︂
−𝐵(𝑈 (∓)

𝑛 , 𝑥)=𝑂(𝜀𝑛+1), (37)

𝑁1[𝑈
(−)
𝑛 ]

⃒⃒
𝑥=0

:=
𝑑𝑈

(−)
𝑛 (0, 𝜀)

𝑑𝑥
+𝑔1(𝑈

(−)
𝑛 (0, 𝜀))=𝑂(𝜀𝑛), 𝑁2[𝑈

(+)
𝑛 ]

⃒⃒
𝑥=1

=𝑂(𝜀𝑛). (38)

6. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕШЕНИЯ ТИПА КОНТРАСТНОЙ СТРУКТУРЫ

Функции 𝛼(𝑥, 𝜀), 𝛽(𝑥, 𝜀)∈C2((0, 𝑥̂𝛼,𝛽)∪(𝑥̂𝛼,𝛽, 1))∩C1([0, 𝑥̂𝛼,𝛽)∪(𝑥̂𝛼,𝛽, 1])∩C[0, 1] называются
соответственно упорядоченными нижним и верхним решениями задачи (21), если при 𝜀∈ 𝐼𝜀
выполняются следующие неравенства:

𝛼(𝑥, 𝜀)⩽𝛽(𝑥, 𝜀), 𝑥∈ [0, 1], 𝐿𝜀[𝛽(𝑥, 𝜀)]⩽ 0⩽𝐿𝜀[𝛼(𝑥, 𝜀)], 𝑥∈ (0, 1),

𝑁𝑖[𝛽(𝑥, 𝜀)]
⃒⃒
𝑥=𝑖−1

⩽ 0⩽𝑁𝑖[𝛼(𝑥, 𝜀)]
⃒⃒
𝑥=𝑖−1

, 𝑖=1, 2,

𝛼′
𝑥(𝑥̂𝛼−0, 𝜀)−𝛼′

𝑥(𝑥̂𝛼+0, 𝜀)⩽ 0, 𝛽′𝑥(𝑥̂𝛽−0, 𝜀)−𝛽′𝑥(𝑥̂𝛽+0, 𝜀)⩾ 0.

При фиксированном 𝑛, 𝑛⩾ 2, числах 𝜇(∓)> 0, 𝛾 > 0, параметре 𝜀∈ 𝐼𝜀 определим верхнее
решение 𝛽𝑛(𝑥, 𝜀) следующим образом:

𝛽(−)
𝑛 (𝑥, 𝜀)=𝜙1(𝑥)+𝑄

(−)
0 (𝜉𝛽)+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜀𝑖
(︁
𝑢
(−)
𝑖 (𝑥)+Π

(−)
𝑖 (𝜏(−))+𝑄

(−)
𝑖 (𝜉𝛽)

)︁
+

+𝜀𝑛
(︁
𝛾+𝑄

(−)
𝛽 (𝜉𝛽)+𝑒

−𝜇(−)𝜏(−)
)︁
, 0⩽𝑥⩽ 𝑥̂𝛽;

𝛽(+)
𝑛 (𝑥, 𝜀)=𝜙3(𝑥)+𝑄

(+)
0 (𝜉𝛽)+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜀𝑖
(︁
𝑢
(+)
𝑖 (𝑥)+Π

(+)
𝑖 (𝜏(+))+𝑄

(+)
𝑖 (𝜉𝛽)

)︁
+

+𝜀𝑛
(︁
𝛾+𝑄

(+)
𝛽 (𝜉𝛽)+𝑒

𝜇
(+)𝜏(+)

)︁
, 𝑥̂𝛽 ⩽𝑥⩽ 1,
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где 𝑥̂𝛽 =
∑︀𝑛−1

𝑖=0 𝜀
𝑖𝑥𝑖+𝜀

𝑛(𝑥𝑛− 𝛿), 𝛿 > 0, 𝜉𝛽 = (𝑥− 𝑥̂𝛽)/𝜀. Функции 𝑄
(∓)
𝑖 (𝜉𝛽) определяются как

решения задач относительно функций 𝑄
(∓)
𝑖 (𝜉) при замене 𝜉 на 𝜉𝛽 и 𝑥̂ на 𝑥̂𝛽 . Уравнения для

определения функций 𝑄
(∓)
𝛽 (𝜉𝛽) получаются при замене в уравнениях относительно функций

𝑄
(∓)
𝑛 (𝜉) переменных 𝜉 на 𝜉𝛽 и 𝑥̂ на 𝑥̂𝛽 , а также замене неоднородности уравнения на

следующую функцию:

𝛾
(︁
𝐵𝑢(̃︀𝑢(∓)

𝛽 (𝜉𝛽), 𝑥̂𝛽)−𝐵𝑢(𝑢
(∓)
0 (𝑥̂𝛽), 𝑥̂𝛽)

)︁
+𝛾𝐴1𝑢(̃︀𝑢(∓)

𝛽 (𝜉𝛽), 𝑥̂𝛽)
(︁̃︀𝑢(∓)

𝛽𝜉 (𝜉𝛽)
)︁2
,

причём 𝑄
(∓)
𝛽 (0) = −𝛾, 𝑄(∓)

𝛽 (∓∞) = 0, ̃︀𝑢(∓)
𝛽 = ̃︀𝑢(∓)(𝜉𝛽, 𝑥̂𝛽). Аналогично определяется нижнее

решение.
Доказательство того, что полученная пара функций является упорядоченной, проводится

как и в работе [15]. Аналогично тому как это сделано в п. 3 с учётом оценок (37), (38)
проверяется выполнение дифференциальных неравенств при 𝑥∈ (0, 1) и на границе области.
В частности,

𝐿𝜀[𝛽
(−)
𝑛 ] =−𝜀𝑛𝛾𝐵𝑢(𝜙1(𝑥), 𝑥)+𝑂(𝜀𝑛)< 0, 0⩽𝑥⩽ 𝑥̂𝛽,

𝐿𝜀[𝛽
(+)
𝑛 ] =−𝜀𝑛𝛾𝐵𝑢(𝜙3(𝑥), 𝑥)+𝑂(𝜀𝑛)< 0, 𝑥̂𝛽 ⩽𝑥⩽ 1.

Производные по 𝑥 функций 𝛼(𝑥, 𝜀) и 𝛽(𝑥, 𝜀) испытывают скачок конечной величины
и нужного знака в точках 𝑥̂𝛼 и 𝑥̂𝛽 соответственно. Например,

(𝛽𝑛)
′
𝑥(𝑥̂𝛽−0, 𝜀)−(𝛽𝑛)

′
𝑥(𝑥̂𝛽+0, 𝜀)=

= 𝜀𝑛−1

(︂
−𝛿 𝐼 ′(𝑥0)̃︀𝑢𝜉(0, 𝑥0) + 𝛾̃︀𝑢𝜉(0, 𝑥0)

+∞ˆ

−∞

𝑝(𝑠, 𝑥0)̃︀𝑢𝜉(𝑠, 𝑥0)[︁𝐵𝑢(̃︀𝑢(∓)(𝑠), 𝑥0)−𝐵𝑢(𝑢(∓)
0 (𝑥0), 𝑥0)+

+𝐴1𝑢(̃︀𝑢(𝑠), 𝑥0)(̃︀𝑢(∓)
𝜉 (𝑠, 𝑥0))

2
]︁
𝑠 𝑑𝑠

)︂
+𝑂(𝜀𝑛)> 0

при 𝑛⩾ 2 и достаточно большом 𝛿 в силу условия 7.
Итак, приходим к оценке в равномерной норме:

‖𝑢(𝑥, 𝜀)−𝑈 (∓)
𝑛−2(𝑥, 𝜀)‖⩽ ‖𝑢(𝑥, 𝜀)−𝛽(∓)

𝑛 (𝑥, 𝜀)‖+‖𝛽(∓)
𝑛 (𝑥, 𝜀)−𝑈 (∓)

𝑛−2(𝑥, 𝜀)‖=𝑂(𝜀𝑛−1), 𝑛⩾ 2.

Теорема 3. Пусть выполнены условия 4–7. Тогда для любого 𝜀∈ 𝐼𝜀 существует клас-
сическое решение 𝑢(𝑥, 𝜀) задачи (21) такое, что для любого фиксированного 𝑛⩾ 0 имеет
место оценка в равномерной норме

‖𝑢(𝑥, 𝜀)−𝑈 (∓)
𝑛 (𝑥, 𝜀)‖=𝑂(𝜀𝑛+1),

где 𝑈 (∓)
𝑛 (𝑥, 𝜀) — частичная сумма 𝑛-го порядка асимптотического ряда (22):

𝑈 (∓)
𝑛 (𝑥, 𝜀)=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜙1(𝑥)+𝑄

(−)
0 (𝜉)+

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜀𝑖
(︁
𝑢
(−)
𝑖 (𝑥)+Π

(−)
𝑖 (𝜏(−))+𝑄

(−)
𝑖 (𝜉)

)︁
, 0⩽𝑥⩽ 𝑥̂*,

𝜙3(𝑥)+𝑄
(+)
0 (𝜉)+

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜀𝑖
(︁
𝑢
(+)
𝑖 (𝑥)+Π

(+)
𝑖 (𝜏(+))+𝑄

(+)
𝑖 (𝜉)

)︁
, 𝑥̂*⩽𝑥⩽ 1,

переменная 𝜉=(𝑥− 𝑥̂*)/𝜀, значение 𝑥̂*=
∑︀𝑛+1

𝑖=1 𝜀
𝑖𝑥𝑖.

Поскольку решения погранслойного типа задач (26) и (27) существуют, то теорему 3
можно доказать на основе метода сшивания по аналогии с тем, как это сделано в работе [14]
и получить оценку для производной такого решения, подобную оценке (17). С учётом этого
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имеем следующую лемму, которую легко доказать, используя формулу (18), применительно
к данному случаю.

Лемма 3. Пусть 𝛼𝑛(𝑥, 𝜀) и 𝛽𝑛(𝑥, 𝜀) — нижнее и верхнее решения задачи (21), а 𝑢𝜀(𝑥) :=
:=𝑢(𝑥, 𝜀) — решение задачи (21) из теоремы 3. Тогда для любого 𝜀∈ 𝐼𝜀 имеют место оценки⃦⃦⃦⃦

𝑑(𝛽
(∓)
𝑛 (𝑥, 𝜀)−𝑢𝜀(𝑥))

𝑑𝑥

⃦⃦⃦⃦
=𝑂(𝜀𝑛−2),

⃦⃦⃦⃦
𝑑(𝛼

(∓)
𝑛 (𝑥, 𝜀)−𝑢𝜀(𝑥))

𝑑𝑥

⃦⃦⃦⃦
=𝑂(𝜀𝑛−2), 𝑛⩾ 2, 𝑥∈ [0, 1].

7. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ И ЛОКАЛЬНАЯ ЕДИНСТВЕННОСТЬ
СТАЦИОНАРНОГО РЕШЕНИЯ С ВНУТРЕННИМ СЛОЕМ

Соответствующая задаче (21) параболическая задача с граничными условиями 𝑁1[𝑣]
⃒⃒
𝑥=0

=

=0, 𝑁2[𝑣]
⃒⃒
𝑥=1

=0 и начальным условием 𝑣𝑖𝑛𝑖𝑡(𝑥, 𝜀)= 𝑢𝜀(𝑥), где 𝑢𝜀(𝑥) — решение с внутрен-
ним слоем задачи (21) из теоремы 3, имеет стационарное решение 𝑣(𝑥, 𝑡, 𝜀)=𝑢𝜀(𝑥). В данной
работе для исследования вопроса об асимптотической устойчивости по Ляпунову такого ста-
ционарного решения используются сжимающиеся негладкие барьеры (см., например, [24]):
в качестве упорядоченных нижнего и верхнего решений данной начально-краевой зада-
чи берутся функции (20), где 𝑢𝜀(𝑥) — решение с внутренним слоем задачи (21), 𝛼𝑛(𝑥, 𝜀)
и 𝛽𝑛(𝑥, 𝜀) — нижнее и верхнее решения из п. 6 (при фиксированном 𝑛⩾ 2, 𝜀 ∈ 𝐼𝜀). Такие
функции 𝛼̂𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜀) и 𝛽𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜀) не являются гладкими в точках 𝑥̂𝛼 и 𝑥̂𝛽 соответственно
в силу свойств функций 𝛼𝑛(𝑥, 𝜀) и 𝛽𝑛(𝑥, 𝜀) в этих точках, причём знак скачка производ-
ных 𝛼̂𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜀) и 𝛽𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜀) по 𝑥 определяется знаком скачка производных 𝛼𝑛(𝑥, 𝜀) и 𝛽𝑛(𝑥, 𝜀)
и соответствует предъявляемым к функциям 𝛼̂𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜀) и 𝛽𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜀) требованиям [24].

С использованием свойств функций 𝛼𝑛(𝑥, 𝜀) и 𝛽𝑛(𝑥, 𝜀) из п. 6 доказываются соответству-
ющие дифференциальные неравенства для функций 𝛼̂(𝑥, 𝑡, 𝜀) и 𝛽(𝑥, 𝑡, 𝜀) по аналогии с тем,
как это сделано в п. 4. В частности, учитывая лемму 3, имеем

𝑀𝜀[𝛽
(−)] = 𝑒−𝜆𝑡

[︀
−𝜀𝑛𝛾𝐵𝑢(𝜙1(𝑥), 𝑥)+𝑂(𝜀𝑛)+𝑂(𝜀2𝑛−2)+𝑂(𝜀𝑛+1)

]︀
< 0, 0⩽𝑥⩽ 𝑥̂𝛽,

𝑀𝜀[𝛽
(+)] = 𝑒−𝜆𝑡

[︀
−𝜀𝑛𝛾𝐵𝑢(𝜙3(𝑥), 𝑥)+𝑂(𝜀𝑛)+𝑂(𝜀2𝑛−2)+𝑂(𝜀𝑛+1)

]︀
< 0, 𝑥̂𝛽 ⩽𝑥⩽ 1,

при 𝑛⩾ 2, достаточно большом 𝛾 > 0 и 𝜀∈ 𝐼𝜀. Аналогично 𝑀𝜀[𝛼̂
(±)]> 0. При 𝑥= 0 и 𝑥= 1

имеем 𝑁𝑖[𝛽
∓
𝑛 ]
⃒⃒
𝑥=𝑖−1

< 0, 𝑁𝑖[𝛼̂
∓
𝑛 ]
⃒⃒
𝑥=𝑖−1

> 0, 𝑖=1, 2.
Теорема 4. Пусть выполнены условия 4–7. Тогда для любого 𝜀 ∈ 𝐼𝜀 решение с внут-

ренним слоем 𝑢𝜀(𝑥, 𝜀) задачи (21) из теоремы 3 асимптотически устойчиво по Ляпунову
как стационарное решение соответствующей параболической задачи с локальной областью
притяжения 𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡(𝑥)∈ [𝛼2(𝑥, 𝜀), 𝛽2(𝑥, 𝜀)] и, следовательно, единственно в этой области.

8. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ АСИМПТОТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА
ПРИ РЕШЕНИИ ПРЯМЫХ И ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ ЭКСПЛУАТАЦИИ

ПРЯМОЛИНЕЙНЫХ НАГРЕВАТЕЛЬНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

8.1. ТЕПЛОВОЕ ПОЛЕ В ПРЯМОЛИНЕЙНОМ НАГРЕВАТЕЛЕ

Одной из основных проблем эксплуатации прямолинейных нагревательных элементов
в плавильных печах является выбор оптимального режима разогрева с целью повышения
эффективности и срока службы нагревательных элементов. Для нормального протекания
процесса преобразования электрической энергии в тепловую и длительной устойчивой работы
нагревательные элементы должны обладать больши́м удельным электрическим сопротивле-
нием, слабо зависящим от температуры, жаропрочностью и устойчивостью к окислительным
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процессам, иметь постоянные линейные размеры. Поэтому чаще всего применяются уголь-
ные, графитовые или карбидокремниевые стержни [25].

Рис. 1. Схема плавильной печи с косвен-
ным нагревом: 1 — камера, 2 — нагревате-
ли, 3 — обрабатываемый материал.

Наибольшее значение и распространение в печной технике имеет косвенный нагрев, ха-
рактеризующийся тем, что тепло выделяется в нагревательных элементах (сопротивлениях) и
передаётся от них к обрабатываемому материалу теп-
лоотдачей (рис. 1). При низкотемпературном нагре-
ве (100–700 ∘C) большое значение имеет теплообмен
между нагревателем и материалом конвекцией, кото-
рая интенсифицируется принудительной циркуляци-
ей с большими скоростями газа или воздуха внутри
печей. При средне- и высокотемпературном нагреве,
особенно при отсутствии принудительной циркуляции
газов, основное количество тепла передаётся от нагре-
вателей к обрабатываемым материалам излучением.
Способ закрепления нагревательных элементов в пе-
чи зависит от её конструкции. В связи с этим возможны различные краевые режимы. Далее
будет рассмотрена модель типа (1) со смешанными граничными условиями.

Тепловое поле в прямолинейном нагревательном элементе с длиной 𝑙 описывается нели-
нейной моделью типа (1), учитывающей боковой теплообмен по закону Ньютона с окру-
жающей средой с температурой 𝑈 и конвективный теплообмен на одном из двух торцов
нагревателя:

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑘(𝑢, 𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥

)︂
= 𝛾(𝑢−𝑈)−𝑓(𝑥), 𝑥∈ (0, 𝑙),

[︂
𝑘(𝑢, 𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

−𝛼0(𝑢(0)−𝑈)= 0, 𝑢|𝑥=𝑙= 𝑔, (39)

где 𝛼0>0, 𝛾>0 — коэффициенты теплообмена, 𝑓(𝑥)>0 — мощность тепловых источников. До-
пустим достаточную гладкость коэффициентов задачи (39) и выполнение условия (см. ниже).

Условие 8. Справедливы неравенства 0 < 𝑘1 < 𝑘(𝑢, 𝑥) < 𝑘2, |𝑘𝑢(𝑢, 𝑥)| ⩽𝑀 , 𝑀 > 0 при
𝑥∈ [0, 𝑙], 𝑢∈ 𝐼.

Лемма 4. Задача (39) не может иметь более одного классического решения.
Для доказательства этого утверждения достаточно показать, что разность 𝑤(𝑥) :=𝑢2(𝑥)−

−𝑢1(𝑥), где 𝑢𝑖(𝑥), 𝑖= 1, 2, — классические решения данной задачи, удовлетворяет задаче,
которая имеет только тривиальное решение:

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑘(𝑢2, 𝑥)

𝑑𝑤

𝑑𝑥
+
𝑑𝑢1
𝑑𝑥

𝑤(𝑥)

1ˆ

0

𝑘𝑢(𝑢𝑡, 𝑥) 𝑑𝑡

)︂
= 𝛾𝑤(𝑥),

[︂
𝑑𝑢1
𝑑𝑥

𝑤(𝑥)

1ˆ

0

𝑘𝑢(𝑢𝑡, 𝑥) 𝑑𝑡+𝑘(𝑢2, 𝑥)
𝑑𝑤

𝑑𝑥

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

=𝛼0𝑤(0), 𝑤(𝑙)= 0, (40)

где 𝑢𝑡 := 𝑡𝑢2(𝑥)+(1− 𝑡)𝑢1(𝑥). Перепишем задачу (40) как

𝑘(𝑢2, 𝑥)
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
+

[︂
𝑑𝑢1
𝑑𝑥

1ˆ

0

𝑘𝑢(𝑢𝑡, 𝑥)𝑑𝑡+
𝑑𝑘(𝑢2, 𝑥)

𝑑𝑥

]︂
𝑑𝑤

𝑑𝑥
+

{︂
𝑑

𝑑𝑥

[︂
𝑑𝑢1
𝑑𝑥

1ˆ

0

𝑘𝑢(𝑢𝑡, 𝑥) 𝑑𝑡

]︂
−𝛾
}︂
𝑤(𝑥)= 0,

[︂
𝑑𝑢1
𝑑𝑥

𝑤(𝑥)

1ˆ

0

𝑘𝑢(𝑢𝑡, 𝑥) 𝑑𝑡+𝑘(𝑢2, 𝑥)
𝑑𝑤

𝑑𝑥

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

=𝛼0𝑤(0), 𝑤(𝑙)= 0.
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Пусть 𝑤(0)> 0. Тогда в силу принципа максимума [3] 𝑤(𝑥)> 0, 𝑥∈ (0, 𝑙), так как нуль —
это минимальное значение и оно достигается на границе 𝑥= 𝑙. Значит, при любом 𝑥∈ [0, 𝑙)
имеет место неравенство 𝑤(𝑥)𝛾>0. Следовательно, с учётом уравнения и граничного условия
при 𝑥=0 из задачи (40) приходим к выводу, что с увеличением 𝑥 функция

𝑘(𝑢2, 𝑥)
𝑑𝑤

𝑑𝑥
+
𝑑𝑢1
𝑑𝑥

𝑤(𝑥)

1ˆ

0

𝑘𝑢(𝑢𝑡, 𝑥) 𝑑𝑡

возрастает при 𝑥∈ [0, 𝑙). С другой стороны,[︂
𝑘(𝑢2, 𝑥)

𝑑𝑤

𝑑𝑥
+
𝑑𝑢1
𝑑𝑥

𝑤(𝑥)

1ˆ

0

𝑘𝑢(𝑢𝑡, 𝑥) 𝑑𝑡

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙

= 𝑘(𝑢2(𝑙), 𝑙)
𝑑𝑤

𝑑𝑥
(𝑙)⩽ 0,

что является противоречивым результатом. Аналогично, полагая 𝑤(0)< 0, также получа-
ем противоречивый результат. Следовательно, 𝑤(0) = 𝑤(𝑙) = 0. Отсюда, в силу принципа
максимума, имеем 𝑤(𝑥)≡ 0, 𝑥∈ [0, 𝑙].

Вся тепловая энергия (без учёта потерь), полученная в нагревательном элементе в ре-
зультате преобразования электроэнергии, должна быть передана теплоотдачей к перераба-
тываемым материалам, иначе температура может превышать допустимые для них пределы,
что разрушит нагреватель. Следовательно, в уравнении (39), приведённом к безразмерному
виду, слагаемые в правой части уравнения, описывающие процессы тепловыделения и теп-
лоотдачи через боковую поверхность нагревателя, должны быть одинаково большими:

𝛾𝑙2

𝑘(𝑢, 𝑥)
=𝑂(𝜀−2),

𝑓(𝑥)𝑙2

𝑈𝑘(𝑢, 𝑥)
=𝑂(𝜀−2), (41)

где 0<𝜀≪ 1. Если
𝛼0𝑙

𝑘(𝑢, 𝑥)
∼ 1, (42)

то задача (39) в безразмерных переменных при условиях (41), (42) является задачей типа (2):

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
−𝐴1(𝑢, 𝑥)

(︂
𝑑𝑢

𝑑𝑥

)︂2
−𝐴2(𝑢, 𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
=
𝜃(𝑢, 𝑥)

𝜀2
(𝛾(𝑢−1)−𝑓(𝑥)), 𝑥∈ (0, 1),

𝑑𝑢

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

−𝛽(𝑢(0))(𝑢(0)−1)=0, 𝑢|𝑥=1= 𝑔, (43)

где 𝜃(𝑢, 𝑥)> 0, 𝑓(𝑥)> 0, 𝛽(𝑢)> 0 при 𝑥∈ [0, 1], 0<𝑔 := 𝑔𝑈−1< 1.
В случае задачи (43) вырожденное уравнение имеет решение 𝑢 = 1+ 𝑓(𝑥)𝛾−1 := 𝜙(𝑥),

причём производная по 𝑢 от функции в правой части уравнения при 𝑢=1+𝑓(𝑥)𝛾−1 поло-
жительна: 𝜃(𝑢, 𝑥)𝛾>0 при 𝑥∈ [0, 1]. Поскольку решение вырожденного уравнения и граничное
условие при 𝑥=1 удовлетворяют неравенствам 0<𝑔 < 1<𝜙(1), то уравнение сепаратрисы,
входящей в точку покоя (𝜙(1), 0) при 𝜌→−∞, имеет вид

̃︀𝑣=−
[︂
2

̃︀𝑢ˆ
1+𝑓(1)𝛾−1

𝜃(𝜉, 1)
(︀
𝛾(𝜉−1)−𝑓(1)

)︀
exp

{︂
2

̃︀𝑢ˆ
𝜉

𝐴1(𝜒, 1) 𝑑𝜒

}︂
𝑑𝜉

]︂1/2
. (44)

Так как 𝜉=𝜙(1) — нуль подынтегральной функции в формуле (44), то подкоренное выра-
жение больше нуля при ̃︀𝑢= 𝑠, 𝑠∈ (𝜙(1), 𝑔]. Следовательно, условие 3 выполнено.
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Теорема 5. Пусть выполнено условие 8. Тогда задача (39) при условиях (41), (42) имеет
единственное классическое решение 𝑢(𝑥, 𝜀), причём

𝑢(𝑥, 𝜀)=
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑙)

𝛾
+𝑈

(︂̃︀𝑢(︂𝑥𝑙−1−1

𝜀

)︂
+𝑂(𝜀)

)︂
, 𝑥∈ [0, 𝑙]. (45)

Функция ̃︀𝑢(𝜌) описывает решение задачи (43) в окрестности границы 𝑥= 1 в нулевом
приближении и определяется квадратурной формулой

−
̃︀𝑢(𝜌)ˆ
𝑔

[︂
2

𝜁ˆ

1+𝑓(1)𝛾−1

𝜃(𝜉, 1)(𝛾(𝜉−1)−𝑓(1)) exp
{︂
2

𝜁ˆ

𝜉

𝐴1(𝜒, 1) 𝑑𝜒

}︂
𝑑𝜉

]︂−1/2

𝑑𝜁 = 𝜌.

8.2. РАСЧЁТ ТЕПЛОВОГО ПОЛЯ В КАРБИДОКРЕМНИЕВОМ НАГРЕВАТЕЛЕ

В качестве параметров модели (39) выберем параметры реальных карбидокремниевых
нагревателей [26], используемых для поддержания алюминия в расплавленном состоянии
в течении длительного времени: длина нагревателя 𝑙 ≈ 3.5 м, диаметр 54 мм (≪ 3.5 м),
характерный диапазон рабочей температуры 350–1230 ∘C.

Будем считать, что левый конец нагревателя теплоизолирован, а на правом поддержи-
вается постоянный температурный режим. Температуру в рабочей камере примем равной
𝑈 =700 ∘C. В результате интерполяции (рис. 2) с использованием данных, полученных опыт-
ным путем [27], в указанном интервале температур имеем следующую функциональную зави-
симость коэффициента теплопроводности от температуры: 𝑘(𝑢)=1674𝑢−0.67 Вт/(м·К). Сред-
нее значение коэффициента теплопроводности в области характерных рабочих температур
нагревателя ⟨𝑘⟩≈17.6 Вт/(м·K). Мощность выделения тепла на единицу длины нагревателя
может достигать 𝑓макс=63 кВт/м. Безразмерная мощность тепловыделения 𝑓𝑙2/𝑈⟨𝑘⟩=𝑓/𝜀2,
где 𝜀 =

√︀
𝑈⟨𝑘⟩/(𝑓max𝑙2) ∼ 0.1, а функция 𝑓(𝑥) ∼ 1. Пусть, например, 𝑓(𝑥) ≡ 1. С учётом

этого оценим порядок безразмерного коэффициента теплообмена как 𝛾/𝜀2 = 𝛾𝑙2/⟨𝑘⟩ ∼ 𝑓/𝜀2,
откуда имеем 𝛾 ∼ 1. Пусть 𝛾 =2. Опуская подробности процедуры обезразмеривания, при-
ходим к задаче (43), где 𝐴2(𝑢, 𝑥) = 0, 𝛽(𝑢(0)) = 0, 𝑔 = 0.6, 𝛾 = 2, 𝜀= 0.1, 𝜃(𝑢, 𝑥) = 0.86𝑢0.67,
𝐴1(𝑢, 𝑥) = 0.67𝑢−1. Асимптотическое приближение решения нулевого порядка такой задачи
имеет вид

𝑈0(𝑥, 𝜀)= ̃︀𝑢(𝜌), 𝜌=
𝑥−1

𝜀
, (46)

где

−
̃︀𝑢(𝜌)ˆ
0.6

[︂
2 ·0.86

𝜁ˆ

1+𝑓(1)/𝛾

(︀
𝛾(𝜉−1)−𝑓(1)

)︀(︂𝜁2
𝜉

)︂𝜎
𝑑𝜉

]︂−1/2

𝑑𝜁 = 𝜌, 𝜎=0.67.

С учётом распределения (46) по аналогии с формулой (45) получаем распределение тем-
пературы в нагревателе. Заметим, что согласно теореме 1 использование асимптотического
приближения нулевого порядка в качестве приближения решения прямой задачи может
привести к существенной погрешности в определении этого решения, особенно если 𝜀∼ 0.1.
В таком случае обоснованный численный алгоритм по расчёту теплового поля в нагревателе
получается с использованием теоремы 2 путём выбора асимптотического приближения (46)
в качестве начального условия при численном решении параболической задачи:

𝜀2
(︂
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
− 𝜕𝑣

𝜕𝑡
− 0.67

𝑣

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂2)︂
=0.86𝑣0.67(2(𝑣−1)−𝑓(𝑥)), 0<𝑥< 1,
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𝜕𝑣

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

=0, 𝑣(1, 𝑡)= 0.6, 𝑣(𝑥, 0, 𝜀)=𝑈0(𝑥, 𝜀) (47)

методом счёта на установление, так как 𝑣(𝑥, 𝑡, 𝜀)→𝑢𝜀(𝑥) при 𝑡→+∞, где

𝑢𝜀(𝑥)=𝑈0(𝑥, 𝜀)+𝑂(𝜀)= ̃︀𝑢(𝜌)+𝑂(𝜀). (48)

Задача (47) решена методом прямых [28], где при интегрировании по времени применял-
ся метод “BDF” из библиотеки [29]. При выбранных значениях параметров прямой задачи
оценка остаточного члена имеет вид max𝑥∈[0,1] |𝑢(𝑥, 𝜀)−𝑈0(𝑥, 𝜀)|⩽3.77 ·10−6, здесь в качестве
точного решения 𝑢(𝑥, 𝜀) прямой задачи используется численное решение задачи (47), полу-
ченное методом счета на установление. Оценка остаточного члена подтверждает высокую
эффективность метода.

Рис. 2. Зависимость коэффициента тепловой диф-
фузии карбида кремния от температуры: точки —
истиннный профиль 𝑘(𝑇 ), сплошная линия — вос-
становленный профиль 𝑘(𝑇 ), штриховая — интер-
поляция экспериментальных данных.

Рис. 3. Восстановленный профиль безразмерной
температуры: штриховая линия — численное реше-
ние с истинными параметрами, сплошная — асимпто-
тическое приближение с оптимальными параметрами
𝛾 =2.008, 𝜎=0.702, точки — симуляция эксперимен-
тальных данных.

8.3. ВОССТАНОВЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ ТЕПЛООБМЕНА И ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Для восстановления коэффициентов 𝑘(𝑢) и 𝛾>0 используется степенная параметризация
𝑘(𝑢) = 𝑘0(𝑢0/𝑢)

𝜎, 𝜎 > 0, при условии, что значение 𝑘(𝑢) в одной точке известно: 𝑘(𝑢0) = 𝑘0,
например, 𝑘(700 К)≈ 20.5 Вт/(м ·К) (см. рис. 2).

Алгоритму нахождения распределения температуры можно сопоставить оператор 𝐺:
𝑅+2→C[0, 1]∩C1[0, 1)∩C2(0, 1), который набору параметров 𝑋≡ (𝜎 𝛾)𝑇 ставит в соответствие
распределение температуры 𝑢(𝑥, 𝜀):

𝐺[𝑋] =𝑢. (49)

Обратная задача состоит в определении положительного набора параметров (𝜎 𝛾)𝑇 по
известной информации о распределении тепла вдоль нагревателя 𝑢𝑠(𝑥, 𝜀), наблюдаемого
экспериментально с ошибкой 𝑠 (‖𝑢−𝑢𝑠‖𝐿2 ⩽ 𝑠, где 𝑢 — точные данные):

𝐺𝜀[𝑋𝜀,𝑠] =𝑢𝑠, 𝑋𝜀,𝑠 ∈Π2⊂R+2
. (50)
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Решение обратной задачи (50) может быть найдено как элемент 𝑋𝜀,𝑠 компактного множества
Π2 := [𝜎1, 𝜎2]× [𝛾1, 𝛾2] из R+2, реализующий минимум функционала

𝐹 [𝑋] = ‖𝐺𝜀[𝑋]−𝑢𝑠‖2𝐿2
(51)

на данном множестве априорных ограничений. Следовательно, обратная задача (50) является
корректно поставленной [20].

Использование асимптотического приближения решения прямой задачи, которое даётся
формулой (46), эквивалентно тому, что вместо точного оператора 𝐺 в задаче (50) задаётся
оператор 𝐺𝜀 с ошибкой 𝐶𝜀: ‖𝐺−𝐺𝜀‖Π2→C[0,1]∩C1[0,1)∩C2(0,1)⩽𝐶𝜀, где 𝐶 — некоторая константа
(см. (48)). Таким образом, достаточно трудоёмкая процедура вычисления образа оператора
(49) заменена более простыми операциями.

Поиск минимума функционала (51) реализован с использованием симплексного алгоритма
Нелдера–Мида из библиотеки [30]. При минимизации была задана абсолютная погрешность
на уровне 10−8. В качестве симуляции экспериментальных данных 𝑢𝑠 использовалось чис-
ленное решение прямой задачи при 𝜎 = 0.673, 𝛾 = 2, 𝑔 = 0.6, 𝑓(1) = 1 с наложением шума,
который задавался как случайная величина с нормальным распределением, где среднее —
“0” и стандартное отклонение “0.025” (рис. 3). Восстановлены следующие значения парамет-
ров: 𝜎=0.702, 𝛾 =2.008, ошибка восстановления составила: Δ𝜎=0.029, Δ𝛾 =0.008, причём
‖𝐺−𝐺𝜀‖Π2→C[0,1]∩C1[0,1)∩C2(0,1)⩽3.77·10−6. Восстановленные профили коэффициента тепловой
диффузии 𝑘(𝑇 ) и безразмерной температуры 𝑢(𝑥) приведены на рис. 2, 3.

Отметим, что коэффициент тепловой диффузии может быть восстановлен с использова-
нием априорной информации о положении внутреннего слоя тепловой структуры, получен-
ной (информации) на основе асимптотического анализа, и степенной параметризации для
функции 𝑘(𝑢) (подробнее см. [5]).
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ASYMPTOTICALLY STABLE SOLUTIONS WITH BOUNDARY AND INTERNAL LAYERS
IN DIRECT AND INVERSE PROBLEMS FOR THE SINGULARLY PERTURBED

HEAT EQUATION WITH A NONLINEAR THERMAL DIFFUSION

M. A. Davydova1, G. D. Rublev2
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2A.M. Obukhov Institute of Atmospheric Physics of RAS, Moscow, Russia
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This paper proposes a new approach to the study of direct and inverse problems for a singularly
perturbed heat equation with nonlinear temperature-dependent diffusion, based on the further de-
velopment and use of asymptotic analysis methods in the nonlinear singularly perturbed reaction-
diffusion-advection problems. The essence of the approach is presented using the example of a class
of one-dimensional stationary problems with nonlinear boundary conditions, for which the case of
applicability of asymptotic analysis is highlighted. Sufficient conditions for the existence of classical
solutions of the boundary layer type and the type of contrast structures are formulated, asymptotic
approximations of an arbitrary order of accuracy of such solutions are constructed, algorithms for con-
structing formal asymptotics are substantiated, and the Lyapunov asymptotic stability of stationary
solutions with boundary and internal layers as solutions to the corresponding parabolic problems is
investigated. A class of nonlinear problems that take into account lateral heat exchange with the en-
vironment according to Newton’s law is considered. A theorem on the existence and uniqueness of a
classical solution with boundary layers in problems of this type is proven. As applications of the study,
methods for solving specific direct and inverse problems of nonlinear heat transfer related to increasing
the operating efficiency of rectilinear heating elements in the smelting furnaces — heat exchangers are
presented: the calculation of thermal fields in the heating elements and the method for restoring the
coefficients of thermal diffusion and heat transfer from modeling data.

Keywords: heat equation with a nonlinear thermal diffusion, nonlinear heat conduction problem, nonlin-
ear heat transfer problem, singularly perturbed problem, solution with boundary and internal transition
layers, thermal structure, asymptotic method, coefficient inverse heat transfer problem.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В статье [1] для каждого из дифференциальных уравнений

(𝐴1𝑥
2+𝐵1𝑥+𝐶1)𝑦

′′+(𝐴2𝑥+𝐵2)𝑦
′−𝑛(𝐴2+(𝑛−1)𝐴1)𝑦=0, (1)

(𝐵1𝑥+𝐶1)𝑦
′′+(𝐴2𝑥+𝐵2)𝑦

′−𝑛𝐴2𝑦=0, 𝐴2 ̸=0, (2)

(𝐴1𝑥
2+𝐶1)𝑦

′′+(𝐴2𝑥+𝐵2)𝑦
′−𝑛(𝐴2+(𝑛−1)𝐴1)𝑦=0, 𝐴2 ̸=0, (3)

где 𝑛=0, 1, . . ., построена система 𝑦0(𝑥)≡1, 𝑦1(𝑥), . . . , 𝑦𝑛(𝑥), . . . полиномиальных собственных
функций (ПСФ). При этом имеют место следующие рекуррентные соотношения для любых
трёх последовательных ПСФ:

— с единичным старшим коэффициентом уравнения (1):

𝑦𝑛(𝑥)= (𝛼(𝑛)+𝑥)𝑦𝑛−1(𝑥)+𝛽
(𝑛)𝑦𝑛−2(𝑥), 𝑛=1, 2, . . . , 𝑦−1(𝑥)≡ 0, (4)

𝛼(𝑛)=
𝑛(𝐵2+(𝑛−1)𝐵1)

𝐴2+(2𝑛−2)𝐴1
− (𝑛−1)(𝐵2+(𝑛−2)𝐵1)

𝐴2+(2𝑛−4)𝐴1
,

𝛽(𝑛)=

[︂
(𝑛−1)(𝐵2+(𝑛−2)𝐵1)

𝐴2+(2𝑛−4)𝐴1

]︂2
− (𝑛−1)(𝐵2+(𝑛−2)𝐵1)

2(𝐴2+(2𝑛−4)𝐴1)

[︂
𝑛(𝐵2+(𝑛−1)𝐵1)

𝐴2+(2𝑛−3)𝐴1
+

+
(𝑛−2)(𝐵2+(𝑛−3)𝐵1)

𝐴2+(2𝑛−5)𝐴1

]︂
+

(𝑛−1)(𝐴2+(𝑛−3)𝐴1)

(𝐴2+(2𝑛−5)𝐴1)(𝐴2+(2𝑛−3)𝐴1)
𝐶1; (5)
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— со старшим коэффициентом, отличным от единицы, уравнения (2):

𝑦𝑛(𝑥)=(𝐴2𝑥+𝐵2+2(𝑛−1)𝐵1)𝑦𝑛−1(𝑥)−(𝑛−1)[𝐵1𝐵2−𝐶1𝐴2+(𝑛−2)𝐵2
1 ]𝑦𝑛−2(𝑥), 𝑛=1, 2, . . . ; (6)

— со старшим коэффициентом, отличным от единицы, уравнения (3):

𝑦𝑛(𝑥)=
(︀
𝛼
(𝑛)
1 𝑥+𝛼

(𝑛)
2

)︀
𝑦𝑛−1(𝑥)+𝛽

(𝑛)
1 𝑦𝑛−2(𝑥), 𝑛=1, 2, . . . , (7)

где

𝛼
(𝑛)
1 =

(𝐴2+(2𝑛−3)𝐴1)(𝐴2+(2𝑛−2)𝐴1)

𝐴2+(𝑛−2)𝐴1
, 𝛼

(𝑛)
2 =

𝐵2(𝐴2+(2𝑛−3)𝐴1)(𝐴2−2𝐴1)

(𝐴2+(𝑛−2)𝐴1)(𝐴2+(2𝑛−4)𝐴1)
,

𝛽
(𝑛)
1 =

(𝑛−1)(𝐴2+(2𝑛−2)𝐴1)

(𝐴2+(𝑛−2)𝐴1)(𝐴2+(2𝑛−4)𝐴1)

[︀
𝐴1𝐵

2
2+𝐶1(𝐴2+(2𝑛−4)𝐴1)

2
]︀
.

Также в [1] показано, что построение функций (4), (6), (7) равносильно выполнению
соответствующих равенств при 𝑛=1, 2, . . .:

(𝐴1𝑥
2+𝐵1𝑥+𝐶1)𝑦

′
𝑛−1+(𝑛−1)

[︂
−𝐴1𝑥+

𝐵2𝐴1−𝐵1𝐴2−(𝑛−2)𝐴1𝐵1

𝐴2+(2𝑛−4)𝐴1

]︂
𝑦𝑛−1−

−𝛽(𝑛)(𝐴2+(2𝑛−3)𝐴1)𝑦𝑛−2=0; (8)

(𝐵1𝑥+𝐶1)𝑦
′
𝑛−1−(𝑛−1)𝐵1𝑦𝑛−1+(𝑛−1)(𝐵1𝐵2−𝐶1𝐴2+(𝑛−2)𝐵2

1)𝑦𝑛−2=0; (9)

(𝐴1𝑥
2+𝐶1)𝑦

′
𝑛−1−(𝑛−1)

(︂
𝐴1𝑥−

𝐵2𝐴1

𝐴2+(2𝑛−4)𝐴1

)︂
𝑦𝑛−1−

−(𝑛−1)

(︂
𝐴1𝐵

2
2

𝐴2+(2𝑛−4)𝐴1
+(𝐴2+(2𝑛−4))𝐶1

)︂
𝑦𝑛−2=0. (10)

Формулы (8)–(10) названы в [1] формулами дифференцирования ПСФ.

2. ПРОВЕРКА ФОРМУЛ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ПСФ

Каждое из равенств (8)–(10) требует проверки, так как только удостоверившись в вы-
полнении каждого из них для любого натурального значения 𝑛 можно утверждать о спра-
ведливости соответствующих формул (4), (6), (7).

Теорема 1. Равенства (8)–(10) справедливы для любого натурального значения 𝑛.
Доказательство. Используя метод математической индукции, подробно проведём про-

верку равенства (8); равенства (9) и (10) проверяются аналогично.
Пусть 𝑛=2 (для 𝑛=1 при 𝑦0(𝑥)≡ 1, 𝑦−1(𝑥)≡ 0 равенство (8) тривиально) левая часть

равенства (8) имеет следующий вид:

(𝐴1𝑥
2+𝐵1𝑥+𝐶1)𝑦

′
1+

(︂
−𝐴1𝑥+

𝐵2𝐴1−𝐵1𝐴2

𝐴2

)︂
𝑦1−𝛽(2)(𝐴2+𝐴1)𝑦0. (11)

Учитывая, что

𝑦1(𝑥)=𝑥+
𝐵2

𝐴2
, 𝑦0(𝑥)≡ 1, 𝛽(2)=

(︂
𝐵2

𝐴2

)︂2
−𝐵2(𝐵2+𝐵1)

𝐴2(𝐴2+𝐴1)
+

𝐶1

𝐴2+𝐴1
,

получаем, что выражение (11) равно нулю. Следовательно, функция 𝑦2(𝑥)= (𝛼(2)+𝑥)𝑦1(𝑥)+
+𝛽(2)𝑦0(𝑥) — ПСФ уравнения (1) при 𝑛=2.
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Пусть равенство (8) справедливо для 𝑛= 𝑘, где 𝑘 > 2, 𝑘∈N. Докажем его для 𝑛= 𝑘+1,
т.е. покажем, что будет иметь место равенство

𝐼𝑘+1=(𝐴1𝑥
2+𝐵1𝑥+𝐶1)𝑦

′
𝑘+𝑘

[︂
−𝐴1𝑥+

𝐵2𝐴1−𝐵1𝐴2−(𝑘−1)𝐴1𝐵1

𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1

]︂
𝑦𝑘−

−𝛽(𝑘+1)(𝐴2+(2𝑘−1)𝐴1)𝑦𝑘−1=0. (12)

Так как ПСФ (4) при 𝑛=𝑘 является решением уравнения (1), то используем функцию 𝑦𝑘(𝑥)
для доказательства равенства (12). Подставим её в выражение для 𝐼𝑘+1, затем в полученном
выражении, использовав равенство (8) при 𝑛= 𝑘 и 𝑛= 𝑘−1, удалим 𝑦′𝑘−1 и 𝑦′𝑘−2, а вместо
𝑦𝑘−3(𝑥) подставим выражение

𝛽(𝑘−1)𝑦𝑘−3(𝑥)= 𝑦𝑘−1−(𝛼(𝑘−1)+𝑥)𝑦𝑘−2(𝑥).

Окончательно в выражении для 𝐼𝑘+1 сохранятся только ПСФ 𝑦𝑘−1(𝑥) и 𝑦𝑘−2(𝑥), т.е.

𝐼𝑘+1=𝑄1𝑦𝑘−1(𝑥)+𝑄2𝑦𝑘−2(𝑥),

где

𝑄1=𝐴1𝑥
2+𝐵1𝑥+𝐶1+(𝛼

(𝑘)
1 +𝑥)

[︂
𝑘

(︂
−𝐴1𝑥+

𝐵2𝐴1−𝐵1𝐴2−(𝑘−1)𝐴1𝐵1

𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1

)︂
−

−(𝑘−1)

(︂
−𝐴1𝑥+

𝐵2𝐴1−𝐵1𝐴2−(𝑘−2)𝐴1𝐵1

𝐴2+(2𝑘−4)𝐴1

)︂]︂
−𝛽(𝑘+1)(𝐴2+(2𝑘−1)𝐴1)+𝛽

(𝑘)(𝐴2+(2𝑘−5)𝐴1);

𝑄2=𝛽(𝑘)
[︂
(𝛼(𝑘)+𝑥)(𝐴2+(2𝑘−3)𝐴1)+𝑘

(︂
−𝐴1𝑥+

𝐵2𝐴1−𝐵1𝐴2−(𝑘−1)𝐴1𝐵1

𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1

)︂
−

−(𝑘−2)

(︂
−𝐴1𝑥+

𝐵2𝐴1−𝐵1𝐴2−(𝑘−3)𝐴1𝐵1

𝐴2+(2𝑘−6)𝐴1

)︂
−(𝛼(𝑘−1)+𝑥)(𝐴2+(2𝑘−5)𝐴1)

]︂
.

Покажем, что 𝑄1≡𝑄2≡ 0.
В 𝑄1 в выражении (𝛼(𝑘)+𝑥)[. . .] соберём слагаемые, содержащие 𝑥2 и 𝑥. В результате

будет выделен двучлен −𝐴1𝑥
2−𝐵1𝑥; параметр 𝐶1 содержится только в 𝛽(𝑘+1) и 𝛽(𝑘), т.е.

при 𝐶1 имеем

(𝑘−1)(𝐴2+(𝑘−3)𝐴1)(𝐴2+(2𝑘−5)𝐴1)

(𝐴2+(2𝑘−5)𝐴1)(𝐴2+(2𝑘−3)𝐴1)
− 𝑘(𝐴2+(𝑘−2)𝐴1)(𝐴2+(2𝑘−1)𝐴1)

(𝐴2+(2𝑘−1)𝐴1)(𝐴2+(2𝑘−3)𝐴1)
=−1,

следовательно, трёхчлен 𝐴1𝑥
2+𝐵1𝑥+𝐶1 в 𝑄1 удалён.

Далее, учитывая структуру 𝛼(𝑘), выделим сначала в 𝑄1 следующие группы 𝑆1 и 𝑆2
слагаемых:

𝑆1=𝛽(𝑘)(𝐴2+(2𝑘−5)𝐴1)+
(𝑘−1)2(𝐵2+(𝑘−2)𝐵1)(𝐵2𝐴1−𝐵1𝐴2−(𝑘−2)𝐴1𝐵1)

(𝐴2+(2𝑘−4)𝐴1)2
=

=
𝑘(𝑘−1)(𝐵2+(𝑘−2)𝐵1)(𝐵2𝐴1−𝐵1𝐴2−(𝑘−2)𝐴1𝐵1)

(𝐴2+(2𝑘−4)𝐴1)(𝐴2+(2𝑘−3)𝐴1)
,

𝑆2=−𝛽(𝑘+1)(𝐴2+(2𝑘−1)𝐴1)+
𝑘2(𝐵2+(𝑘−1)𝐵1)(𝐵2𝐴1−𝐵1𝐴2−(𝑘−1)𝐴1𝐵1)

(𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1)2
=

=
𝑘(𝑘−1)(𝐵2+(𝑘−1)𝐵1)(𝐵2𝐴1−𝐵1𝐴2−(𝑘−1)𝐴1𝐵1)

(𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1)(𝐴2+(2𝑘−3)𝐴1)
,
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а затем, присоединяя к 𝑆1 и 𝑆2 оставшиеся от 𝛼(𝑘) слагаемые, получаем

𝑄1=𝑆1−
𝑘(𝑘−1)(𝐵2+(𝑘−2)𝐵1)(𝐵2𝐴1−𝐵1𝐴2−(𝑘−1)𝐴1𝐵1)

(𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1)(𝐴2+(2𝑘−4)𝐴1)
+

+𝑆2−
𝑘(𝑘−1)(𝐵2+(𝑘−1)𝐵1)(𝐵2𝐴1−𝐵1𝐴2−(𝑘−2)𝐴1𝐵1)

(𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1)(𝐴2+(2𝑘−4)𝐴1)
.

После приведения к общему знаменателю получим дробь, числитель которой равен нулю,
т.е. 𝑄1≡ 0.

В выражении для 𝑄2 коэффициент при 𝑥, как легко заметить, равен нулю. Далее

𝛼(𝑘)(𝐴2+(2𝑘−3)𝐴1)−𝛼(𝑘−1)(𝐴2+(2𝑘−5)𝐴1)=

=2𝐵1−
𝑘𝐴1(𝐵2+(𝑘−1)𝐵1)

𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1
+
(𝑘−2)𝐴1(𝐵2+(𝑘−3)𝐵1)

𝐴2+(2𝑘−6)𝐴1
,

и так как

(𝑘−2)𝐴1(𝐵2+(𝑘−3)𝐵1)

𝐴2+(2𝑘−6)𝐴1
− (𝑘−2)(𝐵2𝐴1−𝐵1𝐴2−(𝑘−3)𝐴1𝐵1)

𝐴2+(2𝑘−6)𝐴1
=(𝑘−2)𝐵1,

𝑘(𝐵2𝐴1−𝐵1𝐴2−(𝑘−1)𝐴1𝐵1)

𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1
− 𝑘𝐴1(𝐵2+(𝑘−1)𝐵1)

𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1
=−𝑘𝐵1,

то сумма всех дробей, записанных в квадратных скобках выражения для 𝑄2, равна нулю.
Итак, доказано, что 𝐼𝑘+1=0 для любого натурального 𝑘.
Равенства (9) и (10) для 𝑛= 2 очевидны (в обоих случаях 𝑦0(𝑥)≡ 1, 𝑦1(𝑥) =𝐴2𝑥+𝐵2).

Далее, пусть каждое из равенств (9) и (10) справедливо для 𝑛=𝑘, 𝑘> 2, 𝑘∈N. Необходимо
доказать для равенств (9) и (10), соответственно, что

𝐼
(1)
𝑘+1=(𝐵1𝑥+𝐶1)𝑦

′
𝑘−𝑘𝐵1𝑦𝑘+𝑘(𝐵1𝐵2−𝐶1𝐴2+(𝑘−1)𝐵2

1)𝑦𝑘−1=0,

𝐼
(2)
𝑘+1=(𝐴1𝑥

2+𝐶1)𝑦
′
𝑘−𝑘

(︂
𝐴1𝑥−

𝐵2𝐴1

𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1

)︂
𝑦𝑘−

−𝑘
(︂

𝐴1𝐵
2
2

𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1
+(𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1)𝐶1

)︂
𝑦𝑘−1=0.

Используя те же рассуждения, что и при преобразовании выражения для 𝐼𝑘+1, получаем

𝐼
(1)
𝑘+1=𝑄

(1)
1 𝑦𝑘−1+𝑄

(1)
2 𝑦𝑘−2, 𝐼

(2)
𝑘+1=𝑄

(2)
1 𝑦𝑘−1+𝑄

(2)
2 𝑦𝑘−2,

где

𝑄
(1)
1 =𝐴2(𝐵1𝑥+𝐶1)−𝐵1𝑘(𝐴2𝑥+𝐵2+2(𝑘−1)𝐵1)+𝑘(𝐵1𝐵2−𝐶1𝐴2+(𝑘−1)𝐵2

1)+

+𝐵1(𝑘−1)(𝐴2𝑥+𝐵2+2(𝑘−1)𝐵1)−(𝑘−1)(𝐵1𝐵2−𝐶1𝐴2+(𝑘−2)𝐵2
1),

𝑄
(1)
2 = 𝑘(𝑘−1)𝐵1(𝐵1𝐵2−𝐶1𝐴2+(𝑘−2)𝐵2

1)−(𝑘−1)(𝐴2𝑥+𝐵2+2(𝑘−1)𝐵1)×

×(𝐵1𝐵2−𝐶1𝐴2+(𝑘−2)𝐵2
1)−(𝑘−1)(𝑘−2)𝐵1(𝐵1𝐵2−𝐶1𝐴2+(𝑘−2)𝐵2

1)+

+(𝑘−1)(𝐴2𝑥+𝐵2+2(𝑘−2)𝐵1)(𝐵1𝐵2−𝐶1𝐴2+(𝑘−2)𝐵2
1).

Элементарные преобразования приводят к тождествам 𝑄
(1)
1 ≡𝑄

(1)
2 ≡ 0. Итак, 𝐼(1)𝑘+1=0.
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Далее,

𝑄
(2)
1 =𝛼

(𝑘)
1 (𝐴1𝑥

2+𝐶1)+(𝛼
(𝑘)
1 𝑥+𝛼

(𝑘)
2 )

[︂
𝐴1𝐵2(𝐴2−2𝐴1)

(𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1)(𝐴2+(2𝑘−4)𝐴1)
−𝐴1𝑥

]︂
−

−𝑘
[︂

𝐴1𝐵
2
2

𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1
+(𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1)𝐶1

]︂
+𝛽

(𝑘)
1

𝐴2+(𝑘−3)𝐴1

𝐴2+(2𝑘−4)𝐴1
.

Если учесть, что

(𝑘−1)

[︂
𝐴1𝐵

2
2

𝐴2+(2𝑘−4)𝐴1
+(𝐴2+(2𝑘−4)𝐴1)𝐶1

]︂
=𝛽

(𝑘)
1

𝐴2+(𝑘−2)𝐴1

𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1
,

то

𝑄
(2)
2 =𝛽

(𝑘)
1

[︂
2𝐴1𝐵2(𝐴2−2𝐴1)

(𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1)(𝐴2+(2𝑘−4)𝐴1)
−2𝐴1𝑥+(𝛼

(𝑘)
1 𝑥+𝛼

(𝑘)
2 )

𝐴2+(𝑘−2)𝐴1

𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1
−

−(𝛼
(𝑘−1)
1 𝑥+𝛼

(𝑘−1)
2 )

𝐴2+(𝑘−3)𝐴1

𝐴2+(2𝑘−4)𝐴1

]︂
.

Легко проверить, что в 𝑄
(2)
1 коэффициенты при 𝑥2, 𝑥 и 𝐶1 равны нулю, а сумма остав-

шихся слагаемых равна

𝐴1𝐵
2
2

(𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1)(𝐴2+(2𝑘−4)𝐴1)(𝐴2+(𝑘−2)𝐴1)

[︀
(𝐴2−2𝐴1)

2(𝐴2+(2𝑘−3)𝐴1)+

+(𝑘−1)(𝐴2+(𝑘−3)𝐴1)(𝐴2+(2𝑘−2)𝐴1)
2−𝑘(𝐴2+(𝑘−3)𝐴1)(𝐴2+(2𝑘−4)𝐴1)

2
]︀
.

После преобразований получаем, что выражение в квадратных скобках равно нулю. Итак,
𝑄

(2)
1 ≡ 0.

Учитывая выражения для 𝛼
(𝑘)
𝑖 и 𝛼

(𝑘−1)
𝑖 , 𝑖= 1, 2, легко получить, что 𝑄

(2)
2 ≡ 0. Таким

образом, 𝐼(2)𝑘+1≡ 0. Теорема доказана.

3. ФОРМУЛА КРИСТОФФЕЛЯ–ДАРБУ ДЛЯ ПСФ

Известны формулы Кристоффеля–Дарбу для ортогональных полиномов [2, § 6.4] и для
ортонормированных полиномов [3, теорема 1.5].

Объединим рекуррентные формулы для ПСФ дифференциальных уравнений (1)–(3) сле-
дующим образом:

𝑦𝑛+1(𝑥)= (𝛼
(𝑛+1)
1 𝑥+𝛼

(𝑛+1)
2 )𝑦𝑛(𝑥)+𝛽

(𝑛+1)𝑦𝑛−1(𝑥), 𝑛=0, 1, . . . (13)

Теорема 2. Для системы ПСФ (13) 𝑦0(𝑥)=1, 𝑦1(𝑥), . . . , 𝑦𝑛+1(𝑥) имеет место формула
Кристоффеля–Дарбу

𝑦𝑛+1(𝑥)𝑦𝑛(𝑡)−𝑦𝑛+1(𝑡)𝑦𝑛(𝑥)

𝑥− 𝑡
=

=𝛼
(𝑛+1)
1 𝑦𝑛(𝑥)𝑦𝑛(𝑡)+

𝑛−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑛−𝑘𝛽(𝑛+1) . . . 𝛽(𝑘+2)𝛼
(𝑘+1)
1 𝑦𝑘(𝑥)𝑦𝑘(𝑡). (14)
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Доказательство. В равенстве (13) заменим переменную 𝑥 на переменную 𝑡: 𝑦𝑛+1(𝑡) =

= (𝛼
(𝑛+1)
1 𝑡+𝛼

(𝑛+1)
2 )𝑦𝑛(𝑡)+𝛽

(𝑛+1)𝑦𝑛−1(𝑡), затем умножим полученное равенство на 𝑦𝑛(𝑥), а
равенство (13) — на 𝑦𝑛(𝑡) и вычтем их:

𝑦𝑛+1(𝑥)𝑦𝑛(𝑡)−𝑦𝑛+1(𝑡)𝑦𝑛(𝑥)=𝛼
(𝑛+1)
1 (𝑥− 𝑡)𝑦𝑛(𝑥)𝑦𝑛(𝑡)+𝛽(𝑛+1)(𝑦𝑛−1(𝑥)𝑦𝑛(𝑡)−𝑦𝑛−1(𝑡)𝑦𝑛(𝑥)). (15)

Обозначив
𝑅𝑛+1(𝑥, 𝑡)= 𝑦𝑛+1(𝑥)𝑦𝑛(𝑡)−𝑦𝑛+1(𝑡)𝑦𝑛(𝑥),

соотношение (15) можно записать в рекуррентном виде

𝑅𝑛+1(𝑥, 𝑡)=𝛼
(𝑛+1)
1 (𝑥− 𝑡)𝑦𝑛(𝑥)𝑦𝑛(𝑡)−𝛽(𝑛+1)𝑅𝑛(𝑥, 𝑡), 𝑛=0, 1, . . .

Используя это равенство, имеем

𝑅𝑛(𝑥, 𝑡)=𝛼
(𝑛)
1 (𝑥− 𝑡)𝑦𝑛−1(𝑥)𝑦𝑛−1(𝑡)−𝛽(𝑛)𝑅𝑛−1(𝑥, 𝑡),

значит,

𝑅𝑛+1(𝑥, 𝑡)=𝛼
(𝑛+1)
1 (𝑥− 𝑡)𝑦𝑛(𝑥)𝑦𝑛(𝑡)−𝛽(𝑛+1)𝛼

(𝑛)
1 (𝑥− 𝑡)𝑦𝑛−1(𝑥)𝑦𝑛−1(𝑡)+𝛽

(𝑛+1)𝛽(𝑛)𝑅𝑛−1(𝑥, 𝑡).

Продолжая этот процесс для 𝑛 :=𝑛−1, 𝑛 :=𝑛−2, . . . , 𝑛=0 и учитывая, что

𝑅1(𝑥, 𝑡)=𝛼
(1)
1 (𝑥− 𝑡)𝑦0(𝑥)𝑦0(𝑡), 𝛽(1)=0,

получаем

𝑅𝑛+1(𝑥, 𝑡)= (𝑥− 𝑡)
[︂
𝛼
(𝑛+1)
1 𝑦𝑛(𝑥)𝑦𝑛(𝑡)+

𝑛−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑛−𝑘𝛽(𝑛+1) . . . 𝛽(𝑘+2)𝛼
(𝑘+1)
1 𝑦𝑘(𝑥)𝑦𝑘(𝑡)

]︂
.

Теорема доказана.
Запишем теперь формулу Кристоффеля–Дарбу для ПСФ каждого из дифференциальных

уравнений (1)–(3).
1. Для дифференциального уравнения (1) с ПСФ, имеющими единичный старший ко-

эффициент 𝛼
(𝑛)
1 ≡ 1. По формуле (5)

𝛽(𝑛)=
(𝑛−1)(𝐴2+(𝑛−3)𝐴1)(𝐵2+(𝑛−2)𝐵1)

(𝐴2+(2𝑛−5)𝐴1)(𝐴2+(2𝑛−4)𝐴1)2(𝐴2+(2𝑛−3)𝐴1)
×

×
[︀
(𝐵2𝐴1−𝐵1𝐴2−(𝑛−2)𝐴1𝐵1)+𝐶1(𝐴2+(2𝑛−4)𝐴1)

2
]︀
.

Обозначим

𝑇𝑛=
(𝑛−1)(𝐴2+(𝑛−3)𝐴1)

(𝐴2+(2𝑛−5)𝐴1)(𝐴2+(2𝑛−4)𝐴1)2(𝐴2+(2𝑛−3)𝐴1)
,

𝐷(1)
𝑛 =(𝐵2+(𝑛−2)𝐵1)(𝐵2𝐴1−𝐵1𝐴2−(𝑛−2)𝐴1𝐵1+𝐶1(𝐴2+(2𝑛−4)𝐴1)

2).

Тогда легко вычислить

𝑇2𝑇3 . . . 𝑇𝑘=
(𝑘−1)!

𝐿0𝐿1 . . . 𝐿𝑘−3𝐿
2
𝑘−2 . . . 𝐿

2
2𝑘−4𝐿2𝑘−3

, 𝑘=2, 𝑛+1, 𝐿𝑚=𝐴2+𝑚𝐴1.
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Правую часть формулы (14) можно записать следующим образом:

𝑛!𝑇2𝑇3 . . . 𝑇𝑛+1

[︂
𝑦𝑛(𝑥)𝑦𝑛(𝑡)

𝑛!𝑇2 . . . 𝑇𝑛+1
−
𝐷

(1)
𝑛+1𝑦𝑛−1(𝑥)𝑦𝑛−1(𝑡)

(𝑛−1)!𝑇2 . . . 𝑇𝑛
+ . . .

. . .+(−1)𝑛−𝑘
𝐷

(1)
𝑛+1 . . . 𝐷

(1)
𝑘+2

𝑘!𝑇2 . . . 𝑇𝑘+1
𝑦𝑘(𝑥)𝑦𝑘(𝑡)+ . . .+(−1)𝑛𝐷

(1)
𝑛+1 . . . 𝐷

(1)
2 𝑦0(𝑥)𝑦0(𝑡)

]︂
,

и формула Кристоффеля–Дарбу для ПСФ с единичным старшим коэффициентом примет вид

𝑦𝑛+1(𝑥)𝑦𝑛(𝑡)−𝑦𝑛+1(𝑡)𝑦𝑛(𝑥)

𝑛!𝑇2 . . . 𝑇𝑛+1(𝑥− 𝑡)
=

𝑦𝑛(𝑥)𝑦𝑛(𝑡)

𝑛!𝑇2 . . . 𝑇𝑛+1
−
𝐷

(1)
𝑛+1𝑦𝑛−1(𝑥)𝑦𝑛−1(𝑡)

(𝑛−1)!𝑇2 . . . 𝑇𝑛
+ . . .

. . .+(−1)𝑛−𝑘
𝐷

(1)
𝑛+1 . . . 𝐷

(1)
𝑘+2

𝑘!𝑇2 . . . 𝑇𝑘+1
𝑦𝑘(𝑥)𝑦𝑘(𝑡)+ . . .+(−1)𝑛𝐷

(1)
𝑛+1 . . . 𝐷

(1)
2 𝑦0(𝑥)𝑦0(𝑡).

2. Для дифференциального уравнения (2)

𝛼
(𝑛)
1 =𝐴2, 𝛽(𝑛)=−(𝑛−1)(𝐵1𝐵2−𝐶1𝐴2+(𝑛−2)𝐵2

1), 𝐷(2)
𝑛 =(𝐵1𝐵2−𝐶1𝐴2+(𝑛−2)𝐵2

1),

𝛽(𝑛+1) . . . 𝛽(𝑘+2)𝛼
(𝑘+1)
1 =(−1)𝑛−𝑘𝑛(𝑛−1) . . . (𝑘+1)𝐴2𝐷

(2)
𝑛+1 . . . 𝐷

(2)
𝑘+2,

а формула Кристоффеля–Дарбу записывается как

𝑦𝑛+1(𝑥)𝑦𝑛(𝑡)−𝑦𝑛+1(𝑡)𝑦𝑛(𝑥)

𝐴2𝑛!(𝑥− 𝑡)
=
𝑦𝑛(𝑥)𝑦𝑛(𝑡)

𝑛!
+
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐷
(2)
𝑛+1 . . . 𝐷

(2)
𝑘+2

𝑘!
𝑦𝑘(𝑥)𝑦𝑘(𝑡).

3. Для дифференциального уравнения (3)

𝛼
(𝑛)
1 =

(𝐴2+(2𝑛−3)𝐴1)(𝐴2+(2𝑛−2)𝐴1)

(𝐴2+(𝑛−2)𝐴1)
,

𝛽
(𝑛)
1 =

(𝑛−1)(𝐴2+(2𝑛−2)𝐴1)

(𝐴2+(𝑛−2)𝐴1)(𝐴2+(2𝑛−4)𝐴1)
[𝐴1𝐵

2
2+𝐶1(𝐴2+(2𝑛−4)𝐴1)

2] =𝑆𝑛𝐷
(3)
𝑛 ,

где через 𝐷
(3)
𝑛 обозначено выражение в квадратных скобках.

Тогда

𝛽
(𝑛+1)
1 . . . 𝛽

(𝑘+2)
1 𝛼

(𝑘+1)
1 =𝑆𝑛+1 . . . 𝑆𝑘+2𝛼

(𝑘+1)
1 𝐷

(3)
𝑛+1 . . . 𝐷

(3)
𝑘+2=

=
𝑛(𝑛−1) . . . (𝑘+1)(𝐴2+2𝑛𝐴1)

(𝐴2+(𝑛−1)𝐴1) . . . (𝐴2+(𝑘−1)𝐴1)
𝐷

(3)
𝑛+1 . . . 𝐷

(3)
𝑘+2.

Если учесть, что

𝛼
(𝑛+1)
1 =

(𝐴2+(2𝑛−1)𝐴1)(𝐴2+2𝑛𝐴1)

(𝐴2+(𝑛−1)𝐴1)
,

то формула Кристоффеля–Дарбу для ПСФ дифференциального уравнения (3) будет следу-
ющей:

(𝑦𝑛+1(𝑥)𝑦𝑛(𝑡)−𝑦𝑛+1(𝑡)𝑦𝑛(𝑥))(𝐴2+(𝑛−1)𝐴1)

𝑛!(𝐴2+2𝑛𝐴1)(𝑥− 𝑡)
=

=
(𝐴2+(2𝑛−1)𝐴1)

𝑛!
𝑦𝑛(𝑥)𝑦𝑛(𝑡)+

𝑛−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑛−𝑘
(𝐴2+(2𝑘−1)𝐴1)𝐷

(3)
𝑛+1 . . . 𝐷

(3)
𝑘+2𝑦𝑘(𝑥)𝑦𝑘(𝑡)

𝑘!(𝐴2+(𝑛−1)𝐴1) . . . (𝐴2+(𝑘−1)𝐴1)
.
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4. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ПСФ

1. Очевидно следующее свойство ПСФ: любой полином 𝑄𝑛(𝑥) степени 𝑛 однозначно
представи́м в виде

𝑄𝑛(𝑥)=𝛼0𝑦0(𝑥)+𝛼1𝑦1(𝑥)+ . . .+𝛼𝑛𝑦𝑛(𝑥),

где 𝑦0(𝑥)≡ 1, 𝑦1(𝑥), . . . , 𝑦𝑛(𝑥) — некоторая система ПСФ.
2. Функция 𝜌(𝑥), приводящая уравнение (2) к самосопряжённому виду, удовлетворяет

уравнению

(𝐵1𝑥+𝐶1)𝜌
′(𝑥)= (𝐴2𝑥+𝐵2−𝐵1)𝜌(𝑥), 𝜌(𝑥)= 𝑒𝐴2𝑥/𝐵1(𝐵1𝑥+𝐶1)

(𝐵2𝐵1−𝐴2𝐶1)/𝐵2
1−1.

Эта функция становится весовой на интервале (−𝐶1/𝐵1,+∞), если 𝐵2𝐵1−𝐴2𝐶1>0 и 𝐴2/𝐵1<
< 0, так как все условия, налагаемые на весовую функцию [2, с. 37], а именно: на данном
интервале 𝜌(𝑥)> 0,

(𝐵1𝑥+𝐶1)𝜌(𝑥)
⃒⃒
𝑥=−𝐶1/𝐵1

=0, lim
𝑥→+∞

(𝐵1𝑥+𝐶1)𝜌(𝑥)𝑥
𝑘=0, 𝑘=0, 1, . . . , (16)

выполнены, и полиномы 𝑦𝑛(𝑥) образуют ортогональную систему функций относительно этой
весовой функции [1].

Если (𝐵2𝐵1−𝐴2𝐶1)/𝐵
2
1 ⩽ 0, то 𝜌(𝑥) — не весовая функция, так как нарушается первое

условие из (16).
Более того, если (𝐵2𝐵1−𝐴2𝐶1)/𝐵

2
1 < −1, то из отрицательности дискриминанта 𝐵2

1 +
+𝐵1𝐵2−𝐴2𝐶1 квадратного трёхчлена 𝑦2(𝑥)=𝐴2

2𝑥
2+2(𝐵2+𝐵1)𝐴2𝑥+𝐵2(𝐵2+𝐵1)+𝐶1𝐴2 сле-

дует, что ПСФ 𝑦2(𝑥) не имеет вещественных корней на интервале (−𝐶1/𝐵1,+∞) [1], но это
недопустимо для ПСФ 𝑦2(𝑥) в случае, если 𝜌(𝑥) — весовая функция.

Пусть 𝐵1=0, 𝐶1 ̸=0. Функция 𝜌(𝑥), приводящая уравнение (2) к самосопряжённому виду,
удовлетворяет уравнению

𝐶1𝜌
′(𝑥)= (𝐴2𝑥+𝐵2)𝜌(𝑥), 𝜌(𝑥)= exp{(𝐴2𝑥+𝐵2)

2/(2𝐶1𝐴2)},

и 𝜌(𝑥)> 0 для 𝑥 ∈ (−∞,+∞). Если 𝐴2𝐶1 < 0, то lim𝑥→±∞ 𝜌(𝑥)𝑥𝑘 = 0, т.е. 𝜌(𝑥) — весовая
функция для ПСФ 𝑦𝑛(𝑥) при 𝐵1=0.

В частности, 𝑦2(𝑥)= (𝐴2𝑥+𝐵2)
2+𝐴2𝐶1. При условии 𝐴2𝐶1⩾ 0 ПСФ 𝑦2(𝑥) либо не имеет

вещественных корней, либо имеет два равных, что невозможно для любой ПСФ из ортого-
нальной системы, поэтому при 𝐴2𝐶1⩾ 0 функция 𝜌(𝑥) не весовая.

Таким образом, если функция 𝜌(𝑥), приводящая дифференциальное уравнение к само-
сопряжённому виду, не является весовой, то по крайней мере у одной из множества ПСФ
уравнения не может быть простых вещественных нулей на интервале существования 𝜌(𝑥).
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ВВЕДЕНИЕ

В работе изучается двухпараметрическая задача нового типа. Особенность таких задач
заключается в том, что искомыми в них являются два параметра, но лишь один из них
спектральный, а второй ищется с учётом нетривиальности решения задачи. Двухпараметри-
ческие задачи этого типа описывают распространение электромагнитных волн в нелинейных
волноводах. Указанный второй параметр возникает из постановки дополнительного условия,
которое в данной задаче является локальным краевым условием и задаётся на одной из
границ волновода. Впервые такие задачи были предложены в работе [1], где исследуются
неполяризованные азимутально-симметричные гибридные электромагнитные волны в круг-
лом цилиндрическом волноводе. Далее появился интерес к исследованию распространения
подобных волн в плоских волноводных структурах. Результаты, полученные для неполяризо-
ванных симметричных гибридных электромагнитных волн, распространяющихся в нелиней-
ном слое, представлены в статьях [2, 3]. Стоит отметить, что упомянутые неполяризованные
азимутально-симметричные и симметричные гибридные электромагнитные волны могут быть
представлены в виде суммы двух поляризованных ТЕ и ТМ волн [4–6], но не являются
связанными ТЕ-ТМ волнами, как, например, в [7]. В работах [1–3] в качестве метода изуче-
ния использовался классический метод возмущения, позволяющий доказать существование
решений нелинейной задачи в окрестности решения соответствующей линейной задачи.

Следующим шагом стало изучение волн другого типа, электромагнитных монохромати-
ческих ТЕ-ТЕ волн, которые можно рассматривать как частный случай связанных ТЕ-ТЕ
волн [8]. Задача о распространении монохроматических связанных ТЕ-ТЕ волн также от-
носится к двухпараметрическим задачам указанного выше типа. Заметим, что неполяризо-
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ванные азимутально-симметричные и симметричные гибридные, а также электромагнитные
монохроматические ТЕ-ТЕ волны могут существовать лишь в нелинейной среде, а в линей-
ной распадаются на две волны (в случае неполяризованных гибридных волн на ТЕ и ТМ
волны, а в случае монохроматических связанных ТЕ-ТЕ волн на две ТЕ-волны).

Для исследования электромагнитных монохроматических связанных ТЕ-ТЕ волн в ра-
ботах [9, 10] был использован метод возмущения с модификацией, где в качестве невозму-
щённых использовались не линейные задачи, а более простые, но нелинейные задачи. Такой
подход был предложен и развит в статье [11]. Его преимуществом является то, что он позво-
ляет доказать существование нелинейных решений, которые не имеют аналогов в линейном
случае.

В настоящей работе исследуется задача, которая является невозмущённой для задачи
о неполяризованных симметричных гибридных электромагнитных волнах, распространяю-
щихся в плоском нелинейном волноводе. Физическое обоснование такой задачи будет дано
в п. 4. Доказательство существования решений рассматриваемой задачи позволит в дальней-
шем установить разрешимость задачи о неполяризованных симметричных гибридных элек-
тромагнитных волнах. При этом разрешимость исследуемой в работе задачи будет доказана,
подобно тому как это сделано в [12], с использованием метода интегрального характеристи-
ческого уравнения, который предложен и развит в работах [13–15].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Будем использовать следующие обозначения: I= (0, ℎ), Ī = [0, ℎ], ℎ> 0, R+=(0,+∞).
Рассмотрим систему

𝑢′′1−𝛾2𝑢1=−𝑎𝑢1−𝛼𝑢31, 𝛾2𝑢2−𝛾𝑢′3=𝑎𝑢2+𝛼(𝑢22+𝑢23)𝑢2, −𝛾𝑢′2+𝑢′′3 =−𝑎𝑢3−𝛼(𝑢22+𝑢23)𝑢3 (1)

с граничными условиями

𝑢1|𝑥=0=0, 𝑢′1|𝑥=0=𝐴1, (2)

𝑢3|𝑥=0=0, 𝑢2|𝑥=0=𝐴2, (3)

𝑢1|𝑥=ℎ=0, 𝑢3|𝑥=ℎ=0, (4)

где 𝑥 ∈ Ī, 𝑎, 𝛾, 𝛼 ∈ R+, 𝐴1 и 𝐴2 — положительные постоянные, которые определяются из
дополнительного условия, введённого ниже.

Используя результаты, полученные в работе [16], первый интеграл первого уравнения
системы (1) запишем в виде

𝑢′1
2
+
(︀
𝑎−𝛾2

)︀
𝑢21+0.5𝛼𝑢41=𝐶2

1 , (5)

где 𝐶2
1 — постоянная интегрирования. Удобно выбрать именно 𝐶2

1 , а не 𝐶1, поскольку при
учёте условий (2) и (3) получим, что 𝐶2

1 =𝑢′21 (0).
На основе результатов статьи [17] первый интеграл для второго и третьего уравнений

системы (1) запишем как(︀
𝑎+𝛼(𝑢22+𝑢

2
3)
)︀2
𝑢22+𝛾

2𝑎
(︀
𝑢22+𝑢

2
3

)︀
−2𝛾2

(︀
𝑎+𝛼(𝑢22+𝑢

2
3)
)︀
𝑢22+0.5𝛾2𝛼

(︀
𝑢22+𝑢

2
3

)︀2
=𝐶2

2 , (6)

где 𝐶2
2 — постоянная интегрирования.

Считаем, что постоянные 𝐶1> 0, 𝐶2> 0 связаны между собой соотношением

𝐶2
1 +𝐶

2
2 =𝐶2, (7)

где 𝐶 > 0 — известная постоянная.
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Вычислив (5) в точке 𝑥=0, получим

𝐴2
1=𝐶2

1 ,

где 𝐴1=𝑢′1(0). Учитывая положительность данных постоянных, имеем 𝐴1=𝐶1.
Вычисление (6) в точке 𝑥=0 даёт

(𝑎−𝛾2+𝛼𝐴2
2)

2𝐴2
2+𝛾

2(𝑎−𝛾2)𝐴2
2+0.5𝛼𝛾2𝐴4

2=𝐶2
2 , (8)

где 𝐴2 = 𝑢2(0). В работе [17] доказано, что величина 𝐴2
2 > 0 однозначно определяется из

уравнения (8) при любом фиксированном значении 𝐶2
2 > 0.

Таким образом, значения функций 𝑢′1 и 𝑢2 в нуле, а именно положительные постоянные
𝐴1=𝐴1(𝐶1) и 𝐴2=𝐴2(𝐶2), однозначно определяются постоянными интегрирования 𝐶1 и 𝐶2.

Теперь можем сформулировать задачу 𝒫.
Определение. Задача 𝒫 состоит в определении таких троек (𝛾,𝐶1, 𝐶2)=(𝛾,𝐶1, 𝐶2), для

которых существуют нетривиальные функции 𝑢1≡𝑢1(𝑥; 𝛾,𝐶1), 𝑢2≡𝑢2(𝑥; 𝛾,𝐶2), 𝑢3≡𝑢3(𝑥; 𝛾,𝐶2),
удовлетворяющие системе (1) и условиям (2)–(4), где 𝐴1 = 𝐶1, 𝐴2 — единственное поло-
жительное решение уравнения (8) при некотором 𝐶2 = 𝐶2, а постоянные 𝐶1, 𝐶2 связаны
соотношением (7), кроме того, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 дважды непрерывно дифференцируемы по 𝑥∈ Ī.

Замечание 1. Для полного решения задачи 𝒫 необходимо найти три параметра: 𝛾, 𝐶1,
𝐶2. Однако, учитывая связь между постоянными (7), можно говорить о том, что задача 𝒫
является двухпараметрической. Первый искомый параметр — постоянная 𝛾 — спектраль-
ный, второй искомый параметр — одна из постоянных 𝐶1, 𝐶2. Для определённости вторым
параметром будем считать постоянную 𝐶1, параметр 𝐶2 тогда определяется по формуле

𝐶2(𝐶1)=
√︁
𝐶2−𝐶2

1 > 0. (9)

Замечание 2. Несмотря на то что функции 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 связаны условием (7), первое
уравнение в (1) можно изучать отдельно от второго и третьего уравнений (1), и поэтому
задача 𝒫 разбивается на две: задача 𝒫1 для функции 𝑢1 и параметров 𝛾, 𝐶1; задача 𝒫2

для функций 𝑢2, 𝑢3 и параметров 𝛾, 𝐶2=𝐶2(𝐶1). Подчеркнём, что параметр 𝛾 входит как
в задачу 𝒫1, так и в задачу 𝒫2, а параметр 𝐶2 в задаче 𝒫2 определяется по формуле (9)
через параметр 𝐶1, относящийся к задаче 𝒫1.

Для исследования задачи 𝒫 будет модифицирован метод интегрального характеристи-
ческого уравнения [16]. Для того чтобы записать систему интегральных характеристических
уравнений для задачи 𝒫 в п. 2 получим интегральное характеристическое уравнение (ИХУ)
для задачи 𝒫1 и докажем ряд свойств данной задачи, в п. 3 найдём ИХУ для задачи 𝒫2

и докажем часть похожих свойств данной задачи, в п. 4, используя полученные результаты,
исследуем основную задачу 𝒫. В п. 5 будет представлено обоснование рассматриваемой
задачи с физической точки зрения.

2. ЗАДАЧА 𝒫1

Чтобы воспользоваться методом интегрального характеристического уравнения [16], вве-
дём следующие обозначения:

𝜏1=𝑢21, 𝜂1=
𝑢′1
𝑢1
, (10)

где 𝜏1≡ 𝜏1(𝑥; 𝛾,𝐶1), 𝜂1≡ 𝜂1(𝑥; 𝛾,𝐶1).
Теперь первое уравнение системы (1) можно представить в виде

𝜏 ′1=2𝜏1𝜂1, 𝜂′1=−(𝜂21+𝑎−𝛾2+𝛼𝜏1), (11)
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а первый интеграл (5) будет следующим:

0.5𝛼𝜏21 +
(︀
𝜂21+𝑎−𝛾2

)︀
𝜏1=𝐶2

1 . (12)

По определению 𝜏1⩾ 0, тогда из (12) можно выразить 𝜏1 как

𝜏1=
−(𝜂21+𝑎−𝛾2)+

√︀
(𝜂21+𝑎−𝛾2)2+2𝛼𝐶2

1

𝛼
.

Используя последнее выражение, из второго уравнения системы (11) получаем

𝜂′1=−
√︁
(𝜂21+𝑎−𝛾2)2+2𝛼𝐶2

1 . (13)

Следовательно, 𝜂′1< 0 для всех 𝛾 ∈R+ и 𝐶1 ∈R+. Тогда можно говорить о том, что функ-
ция 𝜂1(𝑥) монотонно убывает при 𝑥∈ I. Из определения 𝜂1 (вторая формула в (10)) видно,
что для непрерывности 𝜂1(𝑥) необходимо, чтобы функция 𝑢1 не обращалась в нуль. Если 𝑢1
имеет 𝑛1⩾ 0 нулей 𝑥1,𝑖 ∈ I, 𝑖=1, 𝑛1, то 𝜂1(𝑥) имеет 𝑛1 точек разрыва 𝑥1,𝑖, 𝑖=1, 𝑛1. В случае
когда функция 𝑢1 не имеет нулей при 𝑥∈ I, значение 𝑛1=0.

Из классических результатов о (локальном) существовании и единственности решения
задачи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения следует, что если решение
𝑢1 задачи Коши для первого уравнения системы (1) с начальными условиями (2) в какой-то
точке обращается в нуль вместе со своей производной 𝑢′1 [18, с. 73], то 𝑢1(𝑥)≡ 0. Отсюда
можно заключить, что 𝑢′1(𝑥1,𝑖) ̸=0 для всех 𝑖=1, 𝑛1, при этом все точки разрыва являются
точками разрыва второго рода.

Из условий (2), (3) следует, что

lim
𝑥→+0

𝜏1(𝑥)= 0, lim
𝑥→+0

𝜂1(𝑥)=+∞. (14)

Учитывая монотонное убывание функции 𝜂1(𝑥), получаем в точках разрыва условия

lim
𝑥→𝑥1,𝑖±0

𝜏1(𝑥)= 0, lim
𝑥→𝑥1,𝑖±0

𝜂1(𝑥)=±∞, 𝑖=1, 𝑛1. (15)

Применив граничное условие (4), имеем

lim
𝑥→ℎ−0

𝜏1(𝑥)= 0, lim
𝑥→ℎ−0

𝜂1(𝑥)=−∞. (16)

Подчеркнём, что равенства (16) выполняются только на решениях задачи 𝒫1.
Пусть I1,𝑖 = (𝑥1,𝑖, 𝑥1,𝑖+1), где 𝑖=0, 𝑛1, 𝑥1,0 =0, 𝑥1,𝑛1+1 = ℎ; если 𝑛1 =0, то I1,0 = I. Таким

образом, на каждом интервале I1,𝑖 функции 𝜏1(𝑥), 𝜂1(𝑥) можно определить как решения
уравнения (12) с подходящими условиями, выбранными из (14)–(16).

Для дальнейшего описания интегральной характеристической функции удобно исполь-
зовать обозначение

𝑇1(𝛾,𝐶1)=

+∞ˆ

−∞

𝑑𝑠

𝑤1(𝑠; 𝛾,𝐶1)
, (17)

где 𝑤1≡𝑤1(𝜂1; 𝛾,𝐶1) — правая часть уравнения (13), взятая с противоположным знаком, т.е.

𝑤1(𝜂1; 𝛾,𝐶1)≡
√︁
(𝜂21+𝑎−𝛾2)2+2𝛼𝐶2

1 .
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Имеет место следующее
Утверждение 1. Задача Коши для уравнения

𝑢′′1−𝛾2𝑢1=−𝑎𝑢1−𝛼𝑢31 (18)

с начальными условиями (2) глобально однозначно разрешима для 𝑥∈ Ī, её (классическое)
решение 𝑢1≡𝑢1(𝑥; 𝛾,𝐶1) непрерывно зависит от точки (𝑥, 𝛾, 𝐶1)∈ Ī×R+×R+ и справедливо
соотношение

𝑛1𝑇1(𝛾,𝐶1)+

+∞ˆ

𝜂1(ℎ)

𝑑𝑠

𝑤1(𝑠; 𝛾,𝐶1)
=ℎ, (19)

где 𝑛1⩾ 0 — число нулей функции 𝑢1≡𝑢1(𝑥; 𝛾,𝐶1), лежащих в I.
Доказательство. Учтём, что 𝑤1(𝜂1; 𝛾,𝐶1) > 0. Тогда, интегрируя уравнение (13) при

условиях (14), (15) на каждом интервале I1,𝑖, 𝑖=1, 𝑛1, получаем систему (выводится анало-
гично как в работе [16])

0<𝑥1,1=

+∞ˆ

−∞

𝑑𝑠

𝑤1,1(𝑠; 𝛾,𝐶1)
, 0<𝑥1,𝑖−𝑥1,𝑖−1=

+∞ˆ

−∞

𝑑𝑠

𝑤1,𝑖(𝑠; 𝛾,𝐶1)
, 𝑖=2, 𝑛1;

0<ℎ−𝑥𝑛1 =

𝜂1(ℎ)ˆ

−∞

𝑑𝑠

𝑤1,𝑛1+1(𝑠; 𝛾,𝐶1)
. (20)

Левые части в (20) конечны, поэтому и правые части в (20) конечны, а это означает
сходимость всех несобственных интегралов в (20). Последнее влечет существование 𝜂1≡𝜂1(𝑥)
на каждом интервале I1,𝑖, 𝑖=1, 𝑛1.

Из соотношений (12) следует, что при фиксированных 𝛾, 𝐶1 переменные 𝑢1, 𝑢′1 ограни-
чены.

Учитывая существование функции 𝜂1≡𝜂1(𝑥) и ограниченность функций 𝑢1, 𝑢′1, приходим
к выводу, что функции 𝑢1, 𝑢′1 определены для всех 𝑥∈ Ī. Другими словами, доказано, что
решение 𝑢1≡𝑢1(𝑥; 𝛾,𝐶1) задачи Коши (18), (2) существует и определено глобально при 𝑥∈ Ī.
Единственность этого решения и его непрерывность (и дифференцируемость) по 𝑥∈ Ī, 𝛾∈R+

и 𝐶1∈R+ являются результатом гладкости уравнения (18) относительно 𝑢1, 𝛾, 𝐶1 [19, с. 22;
20, с. 19].

Просуммировав уравнения в (20), получим

𝑥1,1+𝑥1,2−𝑥1,1+𝑥1,3−𝑥1,2+. . .+𝑥1,𝑛1−𝑥1,𝑛1−1+ℎ−𝑥1,𝑛1 =𝑛1

+∞ˆ

−∞

𝑑𝑠

𝑤1(𝑠; 𝛾,𝐶1)
+

+∞ˆ

𝜂1(ℎ)

𝑑𝑠

𝑤1(𝑠; 𝛾,𝐶1)
.

Формула (19) легко выводится из найденных соотношений. Утверждение доказано.
Важно заметить, что в утверждении 1 значение 𝜂1(ℎ) не обязательно равно −∞.
Используя второе условие (16) для соотношения (19), получаем ИХУ, для которого

справедлива
Теорема 1. Пара (𝛾,𝐶1) является решением задачи 𝒫1 тогда и только тогда, когда

существуют целые числа 𝑛̄1⩾ 0 такие, что 𝛾= 𝛾, 𝐶1=𝐶1 удовлетворяют уравнению

Φ1(𝛾,𝐶1;𝑛1)≡ (𝑛1+1)𝑇1(𝛾,𝐶1)=ℎ (21)

при 𝑛1 = 𝑛̄1. В этом случае собственная функция 𝑢1 ≡ 𝑢1(𝑥; 𝛾,𝐶1), соответствующая ре-
шению (𝛾,𝐶1), имеет 𝑛̄1 простых нулей 𝑥1,𝑖= 𝑖𝑇1(𝛾,𝐶1)∈ I, 𝑖=1, 𝑛̄1.
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Доказательство. Выше было показано (см. второе уравнение (16)), что

lim
𝑥→ℎ−0

𝜂1(𝑥)=−∞.

Учитывая найденный предел, ИХУ (21) получается из формулы (19).
Из вычислений, проведённых при доказательстве утверждения 1, следует, что любое

решение задачи 𝒫1 удовлетворяет (21) при некотором 𝑛1= 𝑛̄1. Тот факт, что любое решение
𝛾=𝛾, 𝐶1=𝐶1 уравнения (21) является решением (𝛾,𝐶1) задачи 𝒫1, доказывается аналогично
тому, как это сделано в [15].

Формула для нулей 𝑥1,𝑖 собственной функции 𝑢1 получается из формулы (20). Теорема
доказана.

Для установления разрешимости основной задачи 𝒫 необходимы результаты о свойствах
функции 𝑇1, которые изложены ниже. Отметим, что чёрточки над символами ниже могут
быть опущены.

Утверждение 2. Для любого фиксированного 𝐶1 ∈R+ справедливы свойства

max
𝛾∈R+

𝑇1(𝛾,𝐶1)= 𝛿1, (22)

lim
𝛾→+∞

𝑇1(𝛾,𝐶1)= 0, (23)

где 𝛿1= 𝛿1(𝐶1) является положительной величиной.
Доказательство. Начнём с обоснования формулы (22). Рассуждения выше показыва-

ют положительность 𝑤1. Тогда по определению 𝑇1, которое представлено формулой (17),
подынтегральные выражения в 𝑇1 также положительны. Следовательно, 𝑇1 > 0 и можно
найти его максимальное значение, которое обозначим через 𝛿1. При этом заметим, что 𝛿1
непрерывно зависит от 𝐶1 ∈ (0, 𝐶).

Докажем формулу (23). Для этого сначала выясним поведение 𝑇1 при 𝛾→+∞; считаем,
что 𝛾2>𝑎+

√
2𝛼𝐶1.

Далее нам необходимо неравенство

1

|𝑎1|+𝑎2
⩽

1√︀
𝑎21+𝑎

2
2

⩽

√
2

|𝑎1|+𝑎2
, 𝑎1 ∈R, 𝑎2 ∈R+. (24)

Используя (24) и формулу (17), получаем следующую оценку для 𝑇1:

2𝑇1(𝛾,𝐶1)⩽𝑇1(𝛾,𝐶1)⩽ 2
√
2𝑇1(𝛾,𝐶1), (25)

где

𝑇1(𝛾,𝐶1)=

+∞ˆ

0

𝑑𝑠

|𝑠2+𝑎−𝛾2|+
√
2𝛼𝐶1

. (26)

Введём обозначение для точки 𝑠* =
√︀
𝛾2−𝑎. Тогда интеграл 𝑇1(𝛾,𝐶1), определяемый

формулой (26), можно записать в виде

𝑇1(𝛾,𝐶1)=

𝑠*ˆ

0

𝑑𝑠

𝛾2−𝑎+
√
2𝛼𝐶1−𝑠2

+

+∞ˆ

𝑠*

𝑑𝑠

𝑠2−(𝛾2−𝑎−
√
2𝛼𝐶1)

= 𝐼1+𝐼2

и справедливо соотношение

2(𝐼1+𝐼2)⩽𝑇1(𝛾,𝐶1)⩽ 2
√
2(𝐼1+𝐼2) (27)

при условии 𝛾2>𝑎+
√
2𝛼𝐶2.
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Далее вычислим интегралы 𝐼1 и 𝐼2:

𝐼1=

𝑠*ˆ

0

𝑑𝑠

𝛾2−𝑎+
√
2𝛼𝐶1−𝑠2

=
2 ln

(︁√︀
𝛾2−𝑎+

√
2𝛼𝐶1+

√︀
𝛾2−𝑎

)︁
− ln(

√
2𝛼𝐶1)

2
√︀
𝛾2−𝑎+

√
2𝛼𝐶1

, (28)

𝐼2=

+∞ˆ

𝑠*

𝑑𝑠

𝑠2−(𝛾2−𝑎−
√
2𝛼𝐶1)

=
2 ln

(︁√︀
𝛾2−𝑎−

√
2𝛼𝐶1+

√︀
𝛾2−𝑎

)︁
− ln(

√
2𝛼𝐶1)

2
√︀
𝛾2−𝑎−

√
2𝛼𝐶1

. (29)

Учитывая (28) и (29), приходим к оценкам

𝐼1=𝑂

(︂
ln 𝛾

𝛾

)︂
и 𝐼2=𝑂

(︂
ln 𝛾

𝛾

)︂
(30)

для достаточно больши́х положительных 𝛾. Ясно, что lim𝛾→+∞ 𝐼1=0 и lim𝛾→+∞ 𝐼2=0.
Оценки для интегралов 𝐼1 и 𝐼2 (30) и неравенства (27) доказывают справедливость

формулы (23) при 𝛾→+∞. Утверждение доказано.
Используя утверждение 2, можно получить
Утверждение 3. Для любого 𝐶1∈R+ существует целое число 𝑛01⩾0 такое, что уравне-

ние (21) имеет хотя бы одно положительное решение 𝛾=𝛾𝑛1 для каждого 𝑛1=𝑛01, 𝑛
0
1+1, . . .,

где 𝛾𝑛1 зависит от 𝐶1 и 𝑛1. Кроме того,

lim
𝑛1→+∞

𝛾𝑛1 =+∞.

Доказательство. Для доказательства данного утверждения достаточно использовать
свойства, описанные в утверждении 2. Действительно, всегда найдётся такое целое число 𝑛01,
что для заданного положительного значения ℎ справедливо неравенство (𝑛1+1)𝛿1>ℎ при
𝑛1 =𝑛01, 𝑛

0
1+1, . . . (см. формулу (22)). В свою очередь, формула (23) приводит к тому, что

(𝑛1+1)𝑇1(𝛾,𝐶1)→+0 при 𝛾→+∞ для любых 𝑛1=𝑛01, 𝑛
0
1+1, . . . Утверждение доказано.

На рис. 1 при 𝑗=1 представлена геометрическая интерпретация рассуждений, описанных
при доказательстве утверждения 3.

Рис. 1. Графики зависимости Φ𝑗 от 𝛾 для различных значений 𝐶𝑗 : 1 — 𝐶𝑗 =𝐶𝑗,0, 2 —
𝐶𝑗 =𝐶𝑗,1, 3 — 𝐶𝑗 =𝐶𝑗,2, 0<𝐶𝑗,0 <𝐶𝑗,1 <𝐶𝑗,2 <𝐶. Значение 𝑛𝑗 , 𝑗=1, 2, фиксировано.

Установим ещё некоторые свойства интеграла 𝑇1(𝛾,𝐶1).
Утверждение 4. Пусть 𝛿1(𝐶1)=max𝛾∈R+ 𝑇1(𝛾,𝐶1), где 𝐶1∈R+. Справедливо следующее

свойство:
lim

𝐶1→+0
𝛿1(𝐶1)=+∞. (31)
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Доказательство. Начнём доказательство с того, что зафиксируем значение 𝛾=
√
𝑎. При

этом справедливо условие 𝑇1(
√
𝑎,𝐶1)⩽𝛿1(𝐶1). Учитывая (25) и вычисляя 𝑇1 и 𝑇1 при 𝛾=

√
𝑎,

получаем
2𝑇1(

√
𝑎,𝐶1)⩽𝑇1(

√
𝑎,𝐶1)⩽ 𝛿1(𝐶1), (32)

где

𝑇1(
√
𝑎,𝐶1)=

+∞ˆ

0

𝑑𝑠

𝑠2+
√
2𝛼𝐶1

=
𝜋

2 4
√
2
√
𝐶1

. (33)

Из (33) следует, что lim𝐶1→+0 𝑇1(
√
𝑎,𝐶1)=+∞. Из формул (32) и (33) вытекает требуемое

свойство (31). Утверждение доказано.
Продолжим изучение задачи 𝒫1. Рассмотрим функцию 𝛾≡ 𝛾(𝐶1;𝑛1). Важно установить

поведение решения 𝛾≡ 𝛾(𝐶1;𝑛1) уравнения Φ̄1(𝛾,𝐶1;𝑛1)=ℎ при 𝐶1→+0.
Утверждение 5. Пусть 𝛾≡𝛾(𝐶1;𝑛1) — решение уравнения Φ̄1(𝛾,𝐶1;𝑛1)=ℎ. Существу-

ет целое число 𝑛′1⩾ 0 такое, что справедлива формула

lim
𝐶1→+0

𝛾(𝐶1;𝑛1)=+∞ (34)

для каждого 𝑛1=𝑛′1, 𝑛
′
1+1, . . .

Доказательство. Воспользуемся результатами, полученными при доказательстве утвер-
ждения 2, в частности, оценками (25) и (27) интеграла 𝑇1(𝛾,𝐶1), где интегралы 𝐼1 и 𝐼2,
содержащиеся в оценке (27), были вычислены явно в виде (28) и (29). Результаты расчётов
показывают, что значения 𝐼1 и 𝐼2 увеличиваются при уменьшении 𝐶1 > 0, следовательно,
снижение значения 𝐶1 влечёт рост значения 𝛾. Важно отметить, что 𝐶1 и 𝛾 при этом оста-
ются положительными. Проведённые рассуждения доказывают свойство (34). Утверждение
доказано.

3. ЗАДАЧА 𝒫2

Введём новые переменные

𝜏2=𝑢22+𝑢
2
3, 𝜂2=(𝑎+𝛼𝜏2)

𝑢2
𝑢3
, (35)

где 𝜏2≡ 𝜏2(𝑥; 𝛾,𝐶2), 𝜂2≡ 𝜂2(𝑥; 𝛾,𝐶2).
Используя переменные (35), перепишем второе и третье уравнения системы (1) в виде

𝜏 ′2=2
(𝑎+𝛼𝜏2)

2(2𝛾2−𝑎−𝛼𝜏2)𝜏2𝜂2
𝛾(𝑎+𝛼𝜏2)

(︀
(𝑎+𝛼𝜏2)2+𝜂22

)︀
+2𝛼𝜏2𝜂22

, 𝜂′2=
𝛾(𝑎+𝛼𝜏2)

2+𝛾−1(𝑎−𝛾2+𝛼𝜏2)𝜂22
𝑎+𝛼𝜏2

, (36)

а первый интеграл (6) как

𝜂22 =
(𝑎+𝛼𝜏2)

2(0.5𝛼𝛾2𝜏22 +𝑎𝛾
2𝜏2−𝐶2

2 )

(𝑎+𝛼𝜏2)
(︀
2𝛾2−(𝑎+𝛼𝜏2)

)︀
𝜏2−(0.5𝛼𝛾2𝜏22 +𝑎𝛾

2𝜏2−𝐶2
2 )
. (37)

Строгая положительность функции 𝜂′2 при 0<𝛾2 ⩽ 𝑎 очевидна. Чтобы доказать её при
всех 𝛾 ∈ R+ и 𝐶2 ∈ R+, необходимо показать, что 𝜂′2 не обращается в нуль в какой-либо
точке. Предположим противное, тогда из второго уравнения в (36) получим

𝜂22 =−𝛾2 (𝑎+𝛼𝜏2)
2

𝑎−𝛾2+𝛼𝜏2
.
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Подставив это выражение в (37) и преобразовав, найдём 𝐶2
2 =−0.5𝛼𝛾2𝜏22 . Учитывая, что

𝛼> 0, получаем противоречие, следовательно, 𝜂′2> 0 при любых 𝛾 ∈R+ и 𝐶2 ∈R+.
Строгая положительность функции 𝜂′2 влечёт монотонное возрастание 𝜂2(𝑥) при 𝑥 ∈ I,

при этом точки разрыва функции 𝜂2(𝑥) совпадают с нулями функции 𝑢3(𝑥) по определению
𝜂2, данному во второй формуле (35), и с учётом непрерывности решений 𝑢2 и 𝑢3 при 𝑥∈ I.
В то же время все точки разрыва являются точками разрыва второго рода. Если 𝑢3 имеет
𝑛2⩾ 0 нулей 𝑥2,𝑖 ∈ I, 𝑖=1, 𝑛2, то 𝜂2(𝑥) имеет 𝑛2 точек разрыва 𝑥2,𝑖, 𝑖=1, 𝑛2. В случае когда
функция 𝑢3 не имеет нулей при 𝑥∈ I, значение 𝑛2=0.

Из условий (2), (3) следует, что

lim
𝑥→+0

𝜏2(𝑥)=𝐴2
2, lim

𝑥→+0
𝜂2(𝑥)=−∞. (38)

Учитывая монотонное возрастание функции 𝜂2(𝑥), получаем следующие условия в точках
разрыва:

lim
𝑥→𝑥2,𝑖±0

𝜂2(𝑥)=∓∞, 𝑖=1, 𝑛1. (39)

Применив граничное условие (4), имеем

lim
𝑥→ℎ−0

𝜂2(𝑥)=+∞. (40)

Отметим, как и в случае задачи 𝒫1, что равенство (40) выполняется только на решениях
задачи 𝒫2.

Пусть I2,𝑖=(𝑥2,𝑖, 𝑥2,𝑖+1), где 𝑖=0, 𝑛2, 𝑥2,0=0, 𝑥2,𝑛2+1=ℎ; если 𝑛2=0, то I2,0=I.
Таким образом, на каждом интервале I2,𝑖 функции 𝜏2(𝑥), 𝜂2(𝑥) можно определить как

решения уравнения (37) с подходящими условиями, выбранными из (38)–(40).
Аналогично тому как это сделано для задачи 𝒫1, будем использовать обозначение

𝑇2(𝛾,𝐶2)=

+∞ˆ

−∞

𝑑𝑠

𝑤2(𝑠; 𝛾,𝐶2)
,

где 𝑤2≡𝑤2(𝜏2, 𝜂2; 𝛾,𝐶2) — правая часть второго уравнения в (36), т.е.

𝑤2(𝜏2, 𝜂2; 𝛾,𝐶2)=
𝛾(𝑎+𝛼𝜏2)

2+𝛾−1(𝑎−𝛾2+𝛼𝜏2)𝜂22
𝑎+𝛼𝜏2

, (41)

где 𝜂2 и 𝜏2 связаны выражением (37).
Имеет место следующее
Утверждение 6. Задача Коши для системы

𝛾2𝑢2−𝛾𝑢′3= 𝑎𝑢2+𝛼(𝑢
2
2+𝑢

2
3)𝑢2, −𝛾𝑢′2+𝑢′′3 =−𝑎𝑢3−𝛼(𝑢22+𝑢23)𝑢3 (42)

с начальными условиями (3) глобально однозначно разрешима для 𝑥∈ Ī, её (классическое) ре-
шение 𝑢2≡𝑢2(𝑥; 𝛾,𝐶2), 𝑢3≡𝑢3(𝑥; 𝛾,𝐶2) непрерывно зависит от точки (𝑥, 𝛾, 𝐶2)∈ Ī×R+×R+

и справедливо соотношение

𝑛2𝑇2(𝛾,𝐶2)+

𝜂2(ℎ)ˆ

−∞

𝑑𝑠

𝑤2(𝑠; 𝛾,𝐶2)
=ℎ, (43)

где 𝑛2⩾ 0 — число нулей функции 𝑢3≡𝑢3(𝑥; 𝛾,𝐶2), лежащих в I.
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Доказательство. Примем во внимание, что 𝑤2(𝜂2; 𝛾,𝐶2)> 0. Тогда, интегрируя второе
уравнение в (36) при условиях (38), (39) на каждом интервале I2,𝑖, 𝑖=1, 𝑛2, получаем систему
(выводится аналогично как в работе [17])

0<𝑥2,1=

+∞ˆ

−∞

𝑑𝑠

𝑤2,1(𝑠; 𝛾,𝐶2)
, 0<𝑥2,𝑖−𝑥2,𝑖−1=

+∞ˆ

−∞

𝑑𝑠

𝑤2,𝑖(𝑠; 𝛾,𝐶2)
, 𝑖=2, 𝑛2;

0<ℎ−𝑥𝑛2 =

+∞ˆ

𝜂2(ℎ)

𝑑𝑠

𝑤2,𝑛2+1(𝑠; 𝛾,𝐶2)
. (44)

Дальнейшие рассуждения подобны приведённым при доказательстве утверждения 1. Ле-
вые части в (44) конечны, поэтому и правые части в (44) конечны, что означает сходимость
всех несобственных интегралов в (44). Последнее влечёт за собой существование 𝜂2≡ 𝜂2(𝑥)
на каждом интервале I2,𝑖, 𝑖=1, 𝑛2.

Из соотношения (37) следует, что при фиксированных 𝛾, 𝐶2 переменные 𝑢2, 𝑢3 ограни-
чены.

Учитывая существование функции 𝜂2≡𝜂2(𝑥) и ограниченность функций 𝑢2, 𝑢3, приходим
к выводу, что функции 𝑢2, 𝑢3 определены для всех 𝑥∈ Ī. Другими словами, доказано, что
решение 𝑢2 ≡ 𝑢2(𝑥; 𝛾,𝐶2), 𝑢3 ≡ 𝑢3(𝑥; 𝛾,𝐶2) задачи Коши (42), (3) существует и определено
глобально при 𝑥 ∈ Ī. Единственность этого решения и его непрерывность (и дифференци-
руемость) по 𝑥 ∈ Ī, 𝛾 ∈ R+ и 𝐶2 ∈ R+ являются результатом гладкости уравнений в (1)
относительно 𝑢2, 𝑢3, 𝛾, 𝐶2 [19, с. 22; 20, с. 19].

Просуммировав уравнения в (44), имеем

𝑥2,1+𝑥2,2−𝑥2,1+𝑥2,3−𝑥2,2+. . .+𝑥2,𝑛2−𝑥2,𝑛2−1+ℎ−𝑥2,𝑛2 =𝑛2

+∞ˆ

−∞

𝑑𝑠

𝑤2(𝑠; 𝛾,𝐶2)
+

𝜂2(ℎ)ˆ

−∞

𝑑𝑠

𝑤2(𝑠; 𝛾,𝐶2)
.

Формула (43) легко получается из последнего соотношения. Утверждение доказано.
Важно отметить, что в утверждении 6 значение 𝜂2(ℎ) не обязательно равно +∞.
Используя условие (40) для соотношения (43), получаем ИХУ, для которого справедлива
Теорема 2. Пара (𝛾,𝐶2) является решением задачи 𝒫2 тогда и только тогда, когда

существуют целые числа 𝑛̄2⩾ 0 такие, что 𝛾= 𝛾, 𝐶2=𝐶2 удовлетворяют уравнению

Φ2(𝛾,𝐶2;𝑛2)≡ (𝑛2+1)𝑇2(𝛾,𝐶2)=ℎ (45)

при 𝑛2 = 𝑛̄2. В этом случае собственная функция 𝑢3 ≡ 𝑢3(𝑥; 𝛾,𝐶2), соответствующая ре-
шению (𝛾,𝐶2), имеет 𝑛̄2 простых нулей 𝑥2,𝑖= 𝑖𝑇2(𝛾,𝐶2)∈ I, 𝑖=1, 𝑛̄2.

Доказательство. Рассуждения ниже подобны приведённым при доказательстве теоре-
мы 1. Выше было показано (см. (40)), что

lim
𝑥→ℎ−0

𝜂2(𝑥)=+∞.

Учитывая найденный предел, ИХУ (45) получается из формулы (43).
Из вычислений, проведённых при доказательстве утверждения 6, следует, что любое

решение задачи 𝒫2 удовлетворяет (45) при некотором 𝑛2= 𝑛̄2.
Тот факт, что любое решение 𝛾 = 𝛾, 𝐶2 =𝐶2 уравнений (21) является решением (𝛾,𝐶2)

задачи 𝒫2, доказывается аналогично тому, как это сделано в работе [17].
Формулы для нулей 𝑥2,𝑖 собственной функции 𝑢3 получаются из формулы (44). Теорема

доказана.
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Для установления разрешимости основной задачи 𝒫 необходимы результаты о свойствах
функции 𝑇2, подобные указанным в утверждениях 2 и 3 для функции 𝑇1.

Утверждение 7. Для любого фиксированного 𝐶2 ∈R+ справедливы свойства

max
𝛾∈R+

𝑇2(𝛾,𝐶2)= 𝛿2, (46)

lim
𝛾→+∞

𝑇2(𝛾,𝐶2)= 0, (47)

где 𝛿2= 𝛿2(𝐶2) является положительной величиной.
Доказательство. Начнём с обоснования формулы (46). Поскольку 𝑤2> 0, то и подын-

тегральное выражение в 𝑇2 также положительно. Следовательно, 𝑇2> 0 и можно найти его
максимальное значение, которое обозначим через 𝛿2. При этом заметим, что 𝛿2 непрерывно
зависит от 𝐶2 ∈ (0, 𝐶).

Докажем формулу (47), применяя подход, отличающийся от использованного при дока-
зательстве формулы (23) в утверждении 2.

Из формулы (37) очевидна чётность функции 𝜏2(𝜂2; 𝛾,𝐶2) относительно 𝜂2, следовательно,
𝑇2(𝛾,𝐶2) = 2

´ +∞
0 𝑑𝑠/𝑤2(𝑠; 𝛾,𝐶2), где 𝑇2(𝛾,𝐶2) определена для всех 𝛾,𝐶2 > 0. Кроме того,

𝑇2(𝛾,𝐶2) непрерывно зависит от 𝛾,𝐶2> 0, поскольку функция 𝑤−1
2 непрерывна по 𝛾,𝐶2> 0,

где 𝑤2≡𝑤2(𝜏2, 𝑠; 𝛾,𝐶2) и 𝜏2≡ 𝜏2(𝑠; 𝛾,𝐶2) определены формулами (41) и (37) соответственно.
Далее в формулах (41), (37) удобно ввести следующую замену: 𝜏2=𝛾−2(𝑎+𝛼𝜏2), 𝑠=𝛾−2𝑠.

Тогда

𝑤2(𝑠; 𝛾,𝐶2)= 𝛾3
𝜏22 +(𝜏2−1)𝑠2

𝜏2
, (48)

где 𝜏2≡ 𝜏2(𝑠), и

𝑠2=
𝜏22
(︀
𝜏22 −(𝐶2+ 𝑎̄

2)
)︀

2𝜏2(2−𝜏2)(𝜏2− 𝑎̄)−
(︀
𝜏22 −(𝐶2+ 𝑎̄2)

)︀ ; (49)

здесь 𝐶2=2𝛼𝐶2𝛾
−6, 𝑎̄= 𝑎𝛾−2.

Подставив 𝑠2 из (49) в (48), получим

𝑤2(𝑠; 𝛾,𝐶2)= 𝛾3𝜏2
(2−𝜏2)

(︀
2𝜏2(𝜏2− 𝑎̄)−𝜏22 +𝐶2+ 𝑎̄

2
)︀

2𝜏2(2−𝜏2)(𝜏2− 𝑎̄)−(𝜏22 −𝐶2− 𝑎̄2)
.

Пусть 𝑄= 𝜏22 −(𝐶2+ 𝑎̄
2), 𝑞= 𝜏2(2−𝜏2)(𝜏2− 𝑎̄), тогда

𝑑𝑠=
1

2𝑠

(︂
𝜏22𝑄

2𝑞−𝑄

)︂′
𝑑𝜏2,

где (·)′= 𝑑/𝑑𝜏2. Учитывая введённые обозначения и то, что(︂
𝜏22𝑄

2𝑞−𝑄

)︂′
=2𝜏2

(𝑄+𝜏22 )(2𝑞−𝑄)−𝜏2𝑄(𝑞′−𝜏2)
(2𝑞−𝑄)2

,

интеграл 𝑇2 можно записать в виде

𝑇2(𝛾,𝐶2)=
2

𝛾

𝜏+ˆ

𝜏−

(𝑄+𝜏22 )(2𝑞−𝑄)−𝜏2𝑄(𝑞′−𝜏2)
𝜏2(2−𝜏2)

(︀
2𝜏2(𝜏2− 𝑎̄)−𝑄

)︀√
𝑄
√
2𝑞−𝑄

𝑑𝜏2,

где 𝜏2 = 𝜏− — (единственное) положительное решение уравнения 𝑄= 0, равное
√︀
𝐶2+ 𝑎̄2,

а 𝜏2=𝜏+ — максимальное положительное решение уравнения 2𝑞−𝑄=0. Выбор максимального

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 4 2024



О СУЩЕСТВОВАНИИ НЕЛИНЕАРИЗУЕМЫХ РЕШЕНИЙ 483

решения во втором случае обусловлен тем, что подкоренные выражения в 𝑇2(𝛾,𝐶2) должны
оставаться положительными.

Далее необходимо найти асимптотики 𝜏− и 𝜏+ при больши́х значениях 𝛾.
Для вычисления 𝜏+ сначала перейдём к пределу при 𝛾→∞ в 2𝑞−𝑄. Получим уравнение

𝜏22 (3−2𝜏2)= 0,

максимальное решение которого 𝜏2 =3/2 можно рассматривать как первое приближение к
𝜏+. Таким образом,

𝜏−= 𝑎𝛾−2+𝑂(𝛾−4) и 𝜏+=3/2+𝑂(𝛾−2).

Перепишем полученный интеграл в следующем виде:

𝑇2(𝛾,𝐶2)=
2

𝛾

𝜏+ˆ

𝜏−

𝑔(𝜏2; 𝛾,𝐶2)√
𝜏22 −𝜏2−

𝑑𝜏2,

где

𝑔(𝜏2; 𝛾,𝐶2)=
(𝑄+𝜏22 )(2𝑞−𝑄)−𝜏2𝑄(𝑞′−𝜏2)

𝜏2(2−𝜏2)(2𝜏2(𝜏2− 𝑎̄)−𝑄)
√
2𝑞−𝑄

.

Заметим, что

𝑔0(𝜏2)= lim
𝛾→+∞

𝑔(𝜏2; 𝛾,𝐶2)=
3−𝜏2

(2−𝜏2)
√
3−2𝜏2

и 𝑔0(𝜏−)=

√
3

2
+𝑂(𝛾−2).

Далее получим

𝑇2(𝛾,𝐶2)=
2

𝛾

𝜏+ˆ

𝜏−

𝑔(𝜏2; 𝛾,𝐶2)−𝑔0(𝜏−)√
𝜏22 −𝜏2−

𝑑𝜏2+
2

𝛾
𝑔0(𝜏−)

𝜏+ˆ

𝜏−

𝑑𝜏2√
𝜏22 −𝜏2−

=
2

𝛾
𝐼3+

2

𝛾
𝑔0(𝜏−)𝐼4. (50)

Сначала оценим интеграл 𝐼3:

𝐼3= lim
𝛾→+∞

𝜏+ˆ

𝜏−

𝑔(𝜏2; 𝛾)−𝑔0(𝜏−)√
𝜏22 −𝜏2−

𝑑𝜏2+𝑂(𝛾−𝑟),

где 𝑟 > 0. Первое слагаемое в последней формуле даёт

lim
𝛾→+∞

𝜏+ˆ

𝜏−

𝑔(𝜏2; 𝛾,𝐶2)−𝑔0(𝜏−)√
𝜏22 −𝜏2−

𝑑𝜏2=

3/2ˆ

0

𝑔0(𝜏2)−𝑔0(0)
𝜏2

𝑑𝜏2=

=

3/2ˆ

0

1

𝜏2

(︂
3−𝜏2

(2−𝜏2)
√
3−2𝜏2

−
√
3

2

)︂
𝑑𝜏2=

√
3 ln 2+

𝜋

3
.

Интеграл 𝐼4 вычисляется точно в виде

𝐼4= ln
(︀
𝜏++

√︀
𝜏2+−𝜏2−

)︀
− ln 𝜏−=2 ln 𝛾+ln 3− ln 𝑎+ O(𝛾−2).

Учитывая полученные результаты для интегралов 𝐼3, 𝐼4 и формулу (50), имеем

𝑇2(𝛾,𝐶2)= 2
√
3
ln 𝛾

𝛾
+𝑂(𝛾−1). (51)

Из формулы (51) следует, что (47) справедливо при 𝛾→+∞. Утверждение доказано.
Используя утверждение 7, аналогично тому как это было сделано для утверждения 3,

можно получить
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Утверждение 8. Для любого 𝐶2∈R+ существует целое число 𝑛02⩾0 такое, что уравне-
ние (45) имеет хотя бы одно положительное решение 𝛾=𝛾𝑛2 для каждого 𝑛2=𝑛02, 𝑛

0
2+1, . . .,

где 𝛾𝑛2 зависит от 𝐶2 и 𝑛2. Кроме того,

lim
𝑛2→+∞

𝛾𝑛2 =+∞.

Доказательство. Для доказательства достаточно использовать свойства, описанные
в утверждении 7. Действительно, всегда найдётся такое целое число 𝑛02, что для заданного
положительного значения ℎ будет справедливо неравенство (𝑛2+1)𝛿2>ℎ при 𝑛2=𝑛02, 𝑛02+1, . . .
(см. формулу (46)). В свою очередь, формула (47) приводит к тому, что (𝑛2+1)𝑇2(𝛾,𝐶2)→+0
при 𝛾→+∞ для любых 𝑛2=𝑛02, 𝑛

0
2+1, . . . Утверждение доказано.

При 𝑗=2 на рис. 1 представлена геометрическая интерпретация описанных при доказа-
тельстве утверждения 8 рассуждений, аналогичная случаю 𝑗=1.

4. РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ 𝒫

В пп. 2, 3 задачи 𝒫1 и 𝒫2 были исследованы независимо друг от друга, но, вообще
говоря, они связаны условием (7). Вернёмся теперь к задаче 𝒫.

Имеет место следующее
Утверждение 9. Задача Коши (1)–(3) глобально однозначно разрешима для 𝑥 ∈ Ī, её

(классическое) решение 𝑢1 ≡ 𝑢1(𝑥; 𝛾,𝐶1), 𝑢2 ≡ 𝑢2(𝑥; 𝛾,𝐶2), 𝑢3 ≡ 𝑢3(𝑥; 𝛾,𝐶2) непрерывно зави-
сит от точки (𝑥, 𝛾, 𝐶𝑗) ∈ Ī×R+×R+, 𝑗 = 1, 2, и справедливы соотношения (19), (43), где
𝑛1⩾0 — число нулей функции 𝑢1≡𝑢1(𝑥; 𝛾,𝐶1), лежащих в I, 𝑛2⩾0 — число нулей функции
𝑢3≡𝑢3(𝑥; 𝛾,𝐶2), лежащих в I.

Для доказательства утверждения 9 достаточно объединить рассуждения, данные при
доказательстве утверждений 1 и 6.

Объединив полученные ранее ИХУ (21) и (45) в систему с учётом условия (7), сформу-
лируем следующий результат.

Теорема 3. Тройка (𝛾,𝐶1, 𝐶2) является решением задачи 𝒫 тогда и только тогда,
когда существуют целые числа 𝑛̄1⩾ 0, 𝑛̄2⩾ 0 такие, что 𝛾= 𝛾, 𝐶1=𝐶1 и 𝐶2=𝐶2(𝐶1) (где
𝐶2 зависит от 𝐶1, см. (9)) удовлетворяют следующей системе уравнений:

Φ1(𝛾,𝐶1;𝑛1)≡ (𝑛1+1)𝑇1(𝛾,𝐶1)=ℎ, Φ2(𝛾,𝐶2;𝑛2)≡ (𝑛2+1)𝑇2(𝛾,𝐶2)=ℎ (52)

при 𝑛1= 𝑛̄1, 𝑛2= 𝑛̄2. В этом случае собственные функции 𝑢1≡𝑢1(𝑥; 𝛾,𝐶1), 𝑢3≡𝑢3(𝑥; 𝛾,𝐶2),
соответствующие решению (𝛾,𝐶1, 𝐶2), имеют 𝑛̄𝑗 простых нулей

𝑥𝑗,𝑖= 𝑖𝑇𝑗(𝛾,𝐶𝑗)∈ I, 𝑖=1, 𝑛̄𝑗 , 𝑗=1, 2.

Справедливость теоремы 3 следует из теорем 1 и 2 с учётом условия (7).
Теперь можно доказать основной результат данной работы о разрешимости задачи 𝒫.
Теорема 4 (о разрешимости задачи 𝒫). Для любого заданного конечного целого числа

𝑛> 0 существует не менее 𝑛 решений (𝛾,𝐶1, 𝐶2) задачи 𝒫, где 𝐶2 =𝐶2(𝐶1) определяется
формулой (9).

Доказательство. Пусть 𝛾 = 𝛾(𝐶1; 𝑛̄1) — решение первого уравнения системы (52) при
𝑛1= 𝑛̄1, а 𝛾min и 𝛾max — минимальное и максимальное значения 𝛾=𝛾(𝐶1; 𝑛̄1) при 𝐶1∈ (0, 𝐶).
В утверждении 5 было представлено свойство функции 𝛾≡𝛾(𝐶1;𝑛1) (34), из которого следует,
что 𝛾max=+∞. Заметим, что функция 𝛾=𝛾(𝐶1; 𝑛̄1) не обязательно непрерывна относительно
𝐶1 для всех 𝐶1 ∈ (0, 𝐶) и, кроме того, может не существовать для некоторых интервалов
(𝐶 ′

1, 𝐶
′′
1 )⊂ (0, 𝐶). Все это можно установить из рис. 1.
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Выше было показано, что 𝛾max =+∞, следовательно, 𝛾′min можно выбрать из следую-
щих соображений. Пусть (0, 𝐶*) — максимальный интервал, на котором функция 𝛾(𝐶1; 𝑛̄1)
непрерывна относительно 𝐶1 ∈ (0, 𝐶*), где 𝐶* ⩽𝐶, тогда считаем, что 𝛾′min — минимальное
значение 𝛾(𝐶1; 𝑛̄1) при 𝐶1∈ (0, 𝐶*). Важно отметить, что существование 𝐶* всегда возможно.
Пусть также (𝐶*, 𝐶) — максимальный интервал, для которого функция 𝛾(𝐶1; 𝑛̄1) непрерывна
относительно 𝐶1 ∈ (𝐶*, 𝐶), где 𝐶* ⩽𝐶*, тогда считаем, что 𝛾′max — максимальное значение
𝛾(𝐶1; 𝑛̄1) при 𝐶1∈ (𝐶*, 𝐶) (рис. 2). Интервал Λ−=(𝛾min, 𝛾

′
max) всегда остаётся ограниченным,

интервал Λ+=(𝛾′min, 𝛾max) можно сделать сколь угодно больши́м.

Рис. 2. Графики зависимости Φ1 от 𝛾 для различных значений 𝐶1: 1 — 𝐶1 =0; 2 —
𝐶1 вблизи +0; 3 — 𝐶1 =𝐶. Значение 𝑛1 фиксировано.

Далее необходимо показать, что существуют 𝛾= 𝛾(𝐶1; 𝑛̄1) и 𝐶2=𝐶2(𝐶1), удовлетворяю-
щие (7), такие, что выполняется второе уравнение в системе (52) при некотором 𝑛2= 𝑛̄2.

Подставив 𝛾=𝛾(𝐶1; 𝑛̄1) и 𝐶2=𝐶2(𝐶1), где 𝐶2 определяется по формуле (9) и 𝐶1∈ (0, 𝐶*),
в 𝑇2=𝑇2

(︀
𝛾(𝐶1; 𝑛̄1), 𝐶2(𝐶1)

)︀
, оценим его минимальное и максимальное значения.

Итак, пусть

𝑇min= min
𝐶2(𝐶1)

𝑇2
(︀
𝛾(𝐶1; 𝑛̄1), 𝐶2(𝐶1)

)︀
и 𝑇max= max

𝐶2(𝐶1)
𝑇2
(︀
𝛾(𝐶1; 𝑛̄1), 𝐶2(𝐶1)

)︀
(53)

при 𝐶1 ∈ (0, 𝐶*); в данном случае 𝛾(𝐶1; 𝑛̄1)∈ (𝛾′min, 𝛾max).
Прежде всего заметим, что всегда 𝑇min<ℎ. Для доказательства данного факта исполь-

зуем свойство (47) из утверждения 7, из которого следует, что при достаточно больши́х
𝛾 = 𝛾(𝐶1, 𝑛1) можно получить достаточно малые значения 𝑇min. В утверждении 5 было
представлено свойство (34) функции 𝛾(𝐶1, 𝑛1), показывающее стремление 𝛾 = 𝛾(𝐶1, 𝑛1) к
+∞ при достаточно малых 𝐶1. Однако в этом случае 𝐶1 не стремится к нулю. Тогда
получаем, что при достаточно больши́х 𝛾 функция 𝑇1 будет меньше ℎ.

Далее необходимо отдельно рассмотреть два возможных случая. Во-первых, возможно,
что 𝑇min < ℎ< 𝑇max. Тогда из непрерывной зависимости 𝛾 и 𝐶2 от 𝐶1 и непрерывной за-
висимости 𝑇2 от 𝛾 и 𝐶2 вытекает, что существует 𝐶1 ∈ (0, 𝐶*) такое, что для 𝛾 = 𝛾(𝐶1; 𝑛̄2)
и 𝐶2 =𝐶2(𝐶1) верно, что 𝑇2(𝛾,𝐶1) = ℎ. Следовательно, существует решение (𝛾,𝐶1, 𝐶2) си-
стемы (21) при 𝑛1= 𝑛̄1 и 𝑛2=0. Во-вторых, возможно, что 𝑇max<ℎ. Тогда найдётся целое
число 𝑛̄2 такое, что

(𝑛̄2+1)𝑇min<ℎ< (𝑛̄2+1)𝑇max.
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Существование значения 𝐶1∈ (0, 𝐶*) такого, что для 𝛾=𝛾(𝐶1; 𝑛̄1) и 𝐶2=𝐶2(𝐶1) справедливо
равенство (𝑛̄2+1)𝑇2(𝛾,𝐶2)=ℎ, следует из аналогичных первому случаю рассуждений. Таким
образом, получаем решение (𝛾,𝐶1, 𝐶2) системы (21) при 𝑛1= 𝑛̄1 и 𝑛2= 𝑛̄2.

На рис. 3 видно, что Φ2 изменяется от ℎmin до ℎmax при изменении 𝐶2 от 𝐶2=𝐶2|𝐶1=𝐶

до 𝐶2 = 𝐶2|𝐶1=0, где ℎmax = (𝑛̄2+1)𝑇max и ℎmin = (𝑛̄2+1)𝑇min (см. формулы (53)). В этом
случае значение 𝛾 относительно 𝐶1 меняется с 𝛾′min на 𝛾max. Теорема доказана.

Рис. 3. Графики зависимости Φ2 от 𝛾 для фиксированного 𝑛2: 1 — минимально воз-
можное значение 𝐶2 =𝐶2|𝐶1=𝐶* ; 2 — максимально возможное значение 𝐶2 =𝐶2|𝐶1=0.

В классической (линейной) теории Штурма–Лиувилля широко используется понятие ха-
рактеристической функции [21, с. 35]. В случае задачи 𝒫 характеристическая функция
может быть введена аналогичным образом.

Имеем следующее
Утверждение 10. Любая тройка (𝛾,𝐶1, 𝐶2) при 𝛾 ∈R+, 𝐶1, 𝐶2 ∈ (0, 𝐶) является реше-

нием задачи 𝒫 тогда и только тогда, когда тройка 𝛾= 𝛾, 𝐶1=𝐶1, 𝐶2=𝐶2 удовлетворяет
системе

𝑢1(ℎ; 𝛾,𝐶1)= 0, 𝑢3(ℎ; 𝛾,𝐶2)= 0, (54)

где 𝑢1(𝑥; 𝛾,𝐶1), 𝑢3(𝑥; 𝛾,𝐶2) являются решениями задачи Коши (1)–(3), а 𝐶2=𝐶2(𝐶1) опре-
деляется по формуле (9).

Доказательство. Пусть 𝑢1 = 𝑢1(𝑥; 𝛾,𝐶1), 𝑢2 = 𝑢2(𝑥; 𝛾,𝐶2), 𝑢3 = 𝑢3(𝑥; 𝛾,𝐶2) — решение
задачи Коши (1)–(3), где 𝐶2=𝐶2 определяется из формулы (9) при 𝐶1=𝐶1. Если тройка
𝛾=𝛾, 𝐶1=𝐶1, 𝐶2=𝐶2(𝐶1) удовлетворяет (54), то тройка

(︀
𝛾,𝐶1, 𝐶2(𝐶1)

)︀
является решением

задачи 𝒫 и 𝑢1(𝑥; 𝛾,𝐶1), 𝑢2(𝑥; 𝛾,𝐶2), 𝑢3(𝑥; 𝛾,𝐶2) — собственные функции.
Пусть тройка 𝛾=𝛾*∈R+, 𝐶1=𝐶

*
1 ∈ (0, 𝐶), 𝐶2=𝐶

*
2 (𝐶

*
1 ) — решение (54). Рассмотрим задачу

Коши (1)–(3), где 𝛾=𝛾*, 𝐶1=𝐶
*
1 ; 𝐶2=𝐶

*
2 определяется из (9) при 𝐶1=𝐶

*
1 . Согласно утвер-

ждению 1 нетривиальное решение 𝑢1=𝑢1(𝑥; 𝛾*, 𝐶*
1 ), 𝑢2=𝑢2(𝑥; 𝛾*, 𝐶*

2 ), 𝑢3=𝑢3(𝑥; 𝛾*, 𝐶*
2 ) задачи

Коши существует, единственно и непрерывно зависит от точки (𝑥, 𝛾, 𝐶1)∈ Ī×R+×(0, 𝐶). Ес-
ли (54) выполняется для 𝛾= 𝛾*, 𝐶1 =𝐶*

1 , 𝐶2 =𝐶*
2 (𝐶

*
1 ), то тройка

(︀
𝛾*, 𝐶*

1 , 𝐶
*
2 (𝐶

*
1 )
)︀

является
решением задачи 𝒫. Предположим, что для этого решения задачи Коши система (54) не
выполняется при 𝛾 = 𝛾*, 𝐶1 =𝐶*

1 , 𝐶2 =𝐶*
2 (𝐶

*
1 ). Следовательно, существует неединственное

решение задачи Коши (1)–(3), где 𝛾 = 𝛾*, 𝐶1 = 𝐶*
1 , 𝐶2 = 𝐶*

2 (𝐶
*
1 ); для одного из них (54)

выполняется, а для другого нет. Этот вывод противоречит утверждению 1, поэтому предпо-
ложение о существовании решения задачи Коши (1)–(3), для которого (54) не выполняется,
неверно. Утверждение доказано.
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Из теоремы 3 и утверждения 10 вытекает
Следствие 1. Любое решение 𝛾 = 𝛾 ∈R+, 𝐶𝑗 =𝐶𝑗 ∈ (0, 𝐶), 𝑗 =1, 2, системы ИХУ (52),

где 𝐶2=𝐶2(𝐶1) определяется из (9), является решением (54) и наоборот.
Объединяя утверждения 2, 4, 5, 7, теорему 4 и следствие 1, получаем
Следствие 2. Для любого целого числа 𝑛 > 0 задача 𝒫 имеет не менее 𝑛 решений

(𝛾,𝐶1, 𝐶2), удовлетворяющих условиям

𝑢1(ℎ; 𝛾−𝛿, 𝐶1)𝑢1(ℎ; 𝛾+𝛿, 𝐶1)< 0, 𝑢3(ℎ; 𝛾−𝛿, 𝐶2)𝑢3(ℎ; 𝛾+𝛿, 𝐶2)< 0,

где 𝑢1(𝑥; 𝛾,𝐶1), 𝑢3(𝑥; 𝛾,𝐶2) являются решениями задачи Коши (1)–(3), 𝐶2=𝐶2(𝐶1) опреде-
ляется из (9) и 𝛿 > 0 — достаточно малая постоянная такая, что интервал (𝛾−𝛿, 𝛾+𝛿)
не содержит какого-либо другого решения 𝛾.

5. ФИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ЗАДАЧИ 𝒫

Задача 𝒫 описывает распространение электромагнитной волны в плоском экранированном
диэлектрическом нелинейном волноводе

Σ :=
{︀
(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 0<𝑥<ℎ, (𝑦, 𝑧)∈R2

}︀
.

Введём электромагнитное поле (E,H)𝑒−𝑖𝜔𝑡, которое представляет собой неполяризован-
ную симметричную гибридную ТЕ-ТМ волну, распространяющуюся в волноводе Σ, где
𝜔> 0 — круговая частота, и

E=
(︀
E𝑥(𝑥) E𝑦(𝑥) E𝑧(𝑥)

)︀т
𝑒𝑖𝛾𝑧, H=

(︀
H𝑥(𝑥) H𝑦(𝑥) H𝑧(𝑥)

)︀т
𝑒𝑖𝛾𝑧,

𝛾 — вещественная постоянная распространения волн, т — знак транспонирования.
Диэлектрическая проницаемость внутри волновода Σ описывается диагональным тензо-

ром (который соответствует тензорной нелинейности Керра [4])

𝜀=

⎛⎜⎜⎝
𝜀+𝛽1|E2

𝑥|+𝛽2|E2
𝑦|+𝛽1|E2

𝑧| 0 0

0 𝜀+𝛽2|E2
𝑥|+𝛽1|E2

𝑦|+𝛽2|E2
𝑧| 0

0 0 𝜀+𝛽1|E2
𝑥|+𝛽2|E2

𝑦|+𝛽1|E2
𝑧|

⎞⎟⎟⎠,
где 𝜀> 1, 𝛽1, 𝛽2> 0 — вещественные постоянные. Стоит отметить, что нелинейность Керра
в скалярном случае широко используется в нелинейной оптике [22, 23] и встречается в дру-
гих областях нелинейной математической физики [24, 25]. Выбор тензорной нелинейности
(и, в частности, расположения коэффициентов нелинейности 𝛽1, 𝛽2) связан с особенностью
рассматриваемой задачи. Неполяризованная симметричная гибридная ТЕ-ТМ волна может
распространяться в рассматриваемой структуре только когда оба коэффициента нелиней-
ности не равны нулю. В линейном случае (𝛽1 = 𝛽2 = 0) симметричная гибридная ТЕ-ТМ
волна распадается на две поляризованные электромагнитные волны ТЕ и ТМ типов. Осо-
бый интерес вызывает случай, относящийся к задаче 𝒫, когда 𝛽1 > 0, 𝛽2 = 0, поскольку
при таких коэффициентах нелинейности электромагнитное поле (E,H)𝑒−𝑖𝜔𝑡 представляет
собой сумму поляризованных ТЕ и ТМ волн E=E1+E2, H=H1+H2, распространяющихся
в волноводе Σ, где

E1=
(︀
0 E𝑦(𝑥) 0

)︀т
𝑒𝑖𝛾𝑧, E2=

(︀
E𝑥(𝑥) 0 E𝑧(𝑥)

)︀т
𝑒𝑖𝛾𝑧,

H1=
(︀
H𝑥(𝑥) 0 H𝑧(𝑥)

)︀т
𝑒𝑖𝛾𝑧, H2=

(︀
0 H𝑦(𝑥) 0

)︀т
𝑒𝑖𝛾𝑧, (55)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 4 2024



488 МАРТЫНОВА

а волноводная структура Σ все ещё заполнена нелинейной средой керровского типа, тензор
нелинейности имеет вид

𝜀=

⎛⎜⎜⎝
𝜀+𝛽1

(︀
|E2
𝑥|+ |E2

𝑧|
)︀

0 0

0 𝜀+𝛽1|E2
𝑦| 0

0 0 𝜀+𝛽1
(︀
|E2
𝑥|+ |E2

𝑧|
)︀
⎞⎟⎟⎠ . (56)

Поля E, H должны удовлетворять уравнениям Максвелла

rotH=−𝑖𝜔𝜀0𝜀E, rotE= 𝑖𝜔𝜇0H,

где 𝜀 описывается формулой (56), 𝜀0>0 — диэлектрическая проницаемость вакуума, 𝜇0>0 —
магнитная проницаемость вакуума. Заметим, что наличие у плоского диэлектрического вол-
новода Σ идеально проводящих экранов на его границах (𝑥= 0, 𝑥= ℎ) приводит к тому,
что касательные компоненты электромагнитного поля E𝑦(𝑥), E𝑧(𝑥) обращаются в нуль при
𝑥=0 и 𝑥=ℎ.

Подставив (55) в уравнения Максвелла (56), получим

𝛾2𝑖E𝑥−𝛾E′
𝑧 = 𝑘20

(︀
𝜀+𝛽1(|E2

𝑥|+ |E2
𝑧|)
)︀
𝑖E𝑥, 𝛾2E𝑦−E′′

𝑦 = 𝑘20
(︀
𝜀+𝛽1|E2

𝑦|
)︀
E𝑦,

𝛾𝑖E′
𝑥−E′′

𝑧 = 𝑘20
(︀
𝜀+𝛽1(|E2

𝑥|+ |E2
𝑧|)
)︀
E𝑧, (57)

где 𝑘20 =𝜔2𝜇0𝜀0,

H𝑥=−𝛾(𝜔𝜇0)−1E𝑦, H𝑦 =(𝑖𝜔𝜇0)
−1(𝑖𝛾E𝑥−E′

𝑧), H𝑧 =(𝑖𝜔𝜇0)
−1E′

𝑦.

Кроме того, имеем следующие граничные условия:

E𝑦|𝑥=0=0, E𝑧|𝑥=0=0, E′
𝑦|𝑥=0=𝐴1, E𝑥|𝑥=0=−𝑖𝐴2, E𝑦|𝑥=ℎ=0, E𝑧|𝑥=ℎ=0,

где постоянные 𝐴1, 𝐴2> 0 выбраны специальным образом.
Обозначив 𝑢1 = E𝑦, 𝑢2 = 𝑖E𝑥, 𝑢3 = E𝑧, 𝑎 = 𝑘20𝜀, 𝛼 = 𝑘20𝛽1, из (57) получим систему (1).

Сформулированная физическая задача о распространении волн эквивалентна задаче 𝒫.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе доказано существование решений задачи 𝒫, отвечающей распространению элек-
тромагнитных поляризованных ТЕ и ТМ волн в плоском закрытом нелинейном волноводе,
связанных дополнительным условием. Для доказательства использовался подход, аналогич-
ный тому, что применялся при доказательстве разрешимости задачи, отвечающей распро-
странению электромагнитных поляризованных ТЕ волн в плоском закрытом нелинейном
волноводе [12]. Стоит отметить, что в данной работе задача 𝒫1, соответствующая рас-
пространению ТЕ волны, и задача 𝒫2, соответствующая распространению ТМ волны, не
взаимозаменяемы при доказательстве разрешимости задачи 𝒫, как это было в [12], где обе
задачи соответствуют распространению ТЕ волн. В дальнейшем интерес может представлять
доказательство свойств задачи 𝒫2, которые аналогичны свойствам задачи 𝒫1, описанным
в утверждениях 4 и 5.
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A nonlinear eigenvalue problem for a system of three equations with boundary conditions of the first
kind, describing the propagation of electromagnetic waves in a plane nonlinear waveguide, is considered.
This problem is two-parameter problem with one spectral parameter and a second parameter arising
from an additional condition. This condition connects the constants of integration that arise when
finding the first integrals of the system. The existence of nonlinearizable solutions to the problem is
proven.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В гильбертовом пространстве 𝐻 = 𝐿2(R) рассматривается самосопряжённый оператор
Шрёдингера

ℒ[𝑞]𝜓 :=−𝜓′′(𝑥)+𝑞(𝑥)𝜓(𝑥),

в котором потенциал 𝑞(𝑥) удовлетворяет условиям

𝑞(𝑥)= 𝑞0(𝑥)+ℎ(𝑥), ℎ∈𝐿2(R), 𝑞0 ∈𝐶 𝑙𝑜𝑐(R), lim
|𝑥|→+∞

𝑞0(𝑥)=+∞. (1)

Пространство потенциалов, удовлетворяющих условиям (1), будем для краткости обозначать
через 𝑊 .

Известно, что спектр 𝜎(ℒ[𝑞]) оператора Шрёдингера при условиях (1) ограничен снизу
и состоит из невырожденных собственных значений, зависимых от потенциала 𝑞(𝑥):

𝜆1(𝑞)<𝜆2(𝑞)< . . .<𝜆𝑘(𝑞)< . . . , lim
𝑘→+∞

𝜆𝑘(𝑞)=+∞.

При этом 𝜆𝑘(𝑞) можно определять из принципа минимакса Куранта–Фишера по формуле

𝜆𝑘(𝑞)= sup
𝜑1,...,𝜑𝑘−1

inf
𝜓 ̸=0

{︂
(𝐿[𝑞]𝜓,𝜓)

(𝜓,𝜓)
: (𝜓, 𝜑𝑗)= 0, 𝑗=1, 𝑘−1

}︂
, (2)

здесь (·, ·) — скалярное произведение в пространстве 𝐿2(R).
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Задача восстановления потенциала 𝑞(𝑥) по спектральным данным 𝑆 := {𝜆𝑘(𝑞)}+∞
𝑘=1 яв-

ляется классической задачей, и, начиная со знаменитых работ В. Амбарцумяна, Г. Борга,
И.М. Гельфанда, Б.М. Левитана, В.А. Марченко и др., ей уделялось большое внимание (см.,
например, обзорную часть в монографии [1]).

Рассматриваемая в статье задача является обратной спектральной задачей для диф-
ференциального оператора с неполными спектральными данными, в которой используются
лишь конечное число собственных значений. Отметим, что такого рода задачи естественным
образом возникают в прикладных исследованиях (см., например, [2]).

Очевидно, что задача восстановления потенциала в операторе ℒ[𝑞] только по заданному
конечному числу собственных значений 𝜆1, . . . , 𝜆𝑚, будет иметь бесконечное множество
решений 𝑞(𝑥). В этом случае для корректной постановки задачи, исходя из её содержатель-
ного смысла, можно наложить дополнительные условия на форму собственных функций,
краевые условия и т.д.

В данной работе предполагаем, что кроме конечного числа собственных значений зара-
нее известна некоторая информация о потенциале 𝑞, а именно, будем искать потенциал 𝑞,
наиболее близкий по “форме” к функции 𝑞0(𝑥).

Обсуждаемую задачу удобно сформулировать в геометрических терминах. В связи с этим
изоспектральным многообразием оператора ℒ[𝑞] для спектральных данных

𝜎= {(𝜆*1, 𝜆*2, . . . , 𝜆*𝑚)∈R𝑚 : 𝜆*1<𝜆
*
2< . . .<𝜆

*
𝑚}

будем называть множество (многообразие) потенциалов 𝑞 ∈𝑊 , на которых первые 𝑚 соб-
ственных значений оператора ℒ[𝑞] принимают заданные значения 𝜆*𝑘, 𝑘=1,𝑚, т.е.

𝐼𝑆𝑀(ℒ[𝑞],𝑊 ;𝜆*1, 𝜆
*
2, . . . , 𝜆

*
𝑚) := {𝑞 ∈𝑊 |𝜆𝑘(𝑞)=𝜆*𝑘, 𝑘=1,𝑚}.

Теперь сформулируем оптимизационную обратную спектральную задачу (ООСЗ) как
поиск минимального расстояния от заданного 𝑞0 ∈𝑊 до изоспектрального многообразия.

Задача 𝒫0. Пусть заданы операторы ℒ[𝑞] , 𝑞0 ∈𝑊 и изоспектральное многообразие
𝐼𝑆𝑀 := 𝐼𝑆𝑀(ℒ[𝑞],𝑊 ;𝜆*1, 𝜆

*
2, . . . , 𝜆

*
𝑚). Требуется найти вещественный потенциал 𝑞 ∈ 𝐼𝑆𝑀 та-

кой, что
inf

𝑞∈𝐼𝑆𝑀
‖𝑞−𝑞0‖= ‖𝑞−𝑞0‖.

Одним из интересных свойств ООСЗ является её связь с нелинейными дифференциаль-
ными операторами (см. [3, 4]). В частности, задача 𝒫0, как будет показано ниже, связана
c системой нелинейных уравнений Шрёдингера

−𝜓′′
1 +

(︂
𝑞0(𝑥)+

𝑚∑︁
𝑘=1

𝜎𝑘𝜓
2
𝑘

)︂
𝜓1=𝜆*1𝜓1, . . . , −𝜓′′

𝑚+

(︂
𝑞0(𝑥)+

𝑚∑︁
𝑘=1

𝜎𝑘𝜓
2
𝑘

)︂
𝜓𝑚=𝜆*𝑚𝜓𝑚, (3)

где 𝜎𝑘 ∈{−1, 0, 1}, 𝑘=1,𝑚.
Задача вида 𝒫0 для оператора Штурма–Лиувилля на отрезке была исследована в статье

[4], в частности, выведена система (3). В работах [5, 6] исследованы экстремальные свойства
собственных значений оператора Штурма–Лиувилля на отрезке и получены уравнения вида
(3), названные там “критическими уравнениями”. При этом вывод последних в этих рабо-
тах существенно опирается на результаты статьи [7] о характере зависимости собственных
значений и собственных функций оператора Штурма–Лиувилля от потенциала 𝑞(𝑥). Здесь
же мы предлагаем несколько иную схему вывода системы уравнений (3), которую можно
применить не только для оператора Шрёдингера на всей вещественной прямой (см. также
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[8, 9]), но и распространить на ООСЗ для широких классов операторов эллиптического
типа.

Основной целью данной работы является доказательство утверждения о существовании
решений ООСЗ 𝒫0, а также описание связи между задачей 𝒫0 и системой нелинейных
уравнений Шрёдингера (3).

2. СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЙ ООСЗ

Сформулируем и докажем основное утверждение о существовании решений ООСЗ.
Теорема 1. Пусть даны потенциал 𝑞0 ∈𝑊 и числа 𝜆*1, . . . , 𝜆

*
𝑚 ∈R такие, что изоспек-

тральное многообразие 𝐼𝑆𝑀(ℒ[𝑞]),𝑊 ;𝜆*1, 𝜆
*
2, . . . , 𝜆

*
𝑚) не пусто. Тогда существует решение

𝑞 ∈𝑊 оптимизационной обратной спектральной задачи 𝒫0.
Доказательство. Рассмотрим минимизационную задачу

𝑃 = min
𝑞∈𝐼𝑆𝑀

{︀
‖𝑞0−𝑞‖2𝐿2 : 𝜆

*
𝑘=𝜆𝑘(𝑞), 𝑘=1,𝑚

}︀
. (4)

Поскольку многообразие 𝐼𝑆𝑀 не пусто, то найдётся хотя бы одна функция 𝑞(𝑥) такая, что
𝑞(𝑥)−𝑞0(𝑥) ∈ 𝐿2 и 𝜆*𝑘 = 𝜆𝑘(𝑞), 𝑘 = 1,𝑚. Обозначим через {𝑞𝑗}+∞

𝑗=1 ⊂ 𝐼𝑆𝑀 минимизирующую
последовательность задачи (4), т.е. ‖𝑞0−𝑞𝑗‖2𝐿2 →𝑃 при 𝑗→+∞ и 𝜆*𝑘=𝜆𝑘(𝑞𝑗) для всех 𝑘=1,𝑚.

Из ограниченности множества {‖𝑞0−𝑞𝑗‖2}+∞
𝑗=1 следует, что последовательность {𝑞𝑗−𝑞0}+∞

𝑗=1

ограничена в пространстве 𝐿2(R). Тогда в силу теоремы Банаха–Алаоглу существует функ-
ция ℎ̂∈𝐿2(R) такая, что ‖𝑞0−𝑞𝑗‖2𝐿2 →𝑃 и 𝑞𝑗−𝑞0⇁ℎ̂ слабо в 𝐿2(R) при 𝑗→+∞.

Обозначим через 𝜑𝑘[𝑞𝑗 ](𝑥) 𝑘-ю собственную функцию оператора ℒ[𝑞𝑗 ] и запишем для неё
интегральное уравнение

𝜑𝑘[𝑞𝑗 ](𝑥)=𝜆*𝑘

+∞ˆ

−∞

𝐺0(𝑥, 𝜉)𝜑𝑘[𝑞𝑗 ](𝜉) 𝑑𝜉−
+∞ˆ

−∞

𝐺0(𝑥, 𝜉)(𝑞𝑗(𝜉)−𝑞0(𝜉))𝜑𝑘[𝑞𝑗 ](𝜉) 𝑑𝜉. (5)

Оператор (ℒ[𝑞0])−1 компактный, а функция Грина 𝐺0(𝑥, 𝜉) этого оператора ограничена:
max𝑥,𝜉∈𝑅 ‖𝐺0(𝑥, 𝜉)‖⩽𝐶 <+∞. Следовательно, справедлива оценка

max
𝑥∈R

|𝜑𝑘[𝑞𝑗 ](𝑥)|⩽𝜆*𝑘‖(ℒ[𝑞0])−1‖ ‖𝜑𝑘[𝑞𝑗 ]‖+max
𝑥,𝜉∈R

|𝐺0(𝑥, 𝜉)| ‖𝑞𝑗(𝜉)−𝑞0(𝜉)‖ ‖𝜑𝑘[𝑞𝑗 ]‖. (6)

Теперь из (6) и тождества
ˆ

R

(︀
|𝜑′𝑘(𝑞𝑗)|2+𝑞𝑗𝜑2𝑘(𝑞𝑗)

)︀
𝑑𝑥=

ˆ

R

(︀
|𝜑′𝑘(𝑞𝑗)|2+𝑞0𝜑2𝑘(𝑞𝑗)+(𝑞𝑗−𝑞0)𝜑2𝑘(𝑞𝑗)

)︀
𝑑𝑥=𝜆𝑘

ˆ

R

𝜑2𝑘(𝑞𝑗) 𝑑𝑥

получим
ˆ

R

(︀
|𝜑′𝑘(𝑞𝑗)|2+𝑞0𝜑2𝑘(𝑞𝑗)

)︀
𝑑𝑥⩽

ˆ

R

(︀
𝜆𝑘𝜑

2
𝑘(𝑞𝑗)+ |𝑞𝑗−𝑞0|𝜑2𝑘(𝑞𝑗)

)︀
𝑑𝑥⩽

⩽𝜆𝑘‖𝜑𝑘(𝑞𝑗)‖2+max
𝑥∈R

|𝜑𝑘(𝑞𝑗)|
ˆ

R

|𝑞𝑗−𝑞0||𝜑𝑘(𝑞𝑗)| 𝑑𝑥⩽max
𝑥∈R

|𝜑𝑘(𝑞𝑗)|‖𝑞𝑗−𝑞0‖𝐿2‖𝜑𝑘(𝑞𝑗)‖𝐿2 .

Таким образом, 𝜑𝑘(𝑞𝑗) для всех 𝑘 = 1,𝑚 и 𝑗 ∈ N равномерно ограничены в 𝑊 1
2 (R) и

существует подпоследовательность, обозначаемая далее 𝜑𝑘(𝑞𝑗), такая, что 𝜑𝑘(𝑞𝑗)→ 𝜑𝑘 при
𝑗→+∞ сильно в 𝐶(R).
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Представим интегральное уравнение (5) для собственных функций 𝜑𝑘(𝑞𝑗) в виде

𝜑𝑘[𝑞𝑗 ](𝑥)=𝜆*𝑘

ˆ

R

𝐺0(𝑥, 𝜉)𝜑𝑘[𝑞𝑗 ](𝜉) 𝑑𝜉−
ˆ

R

𝐺0(𝑥, 𝜉)(𝑞𝑗(𝜉)−𝑞0(𝜉))(𝜑𝑘[𝑞𝑗 ](𝜉)−𝜑𝑘(𝜉)) 𝑑𝜉+

+
ˆ

R

𝐺0(𝑥, 𝜉)(𝑞𝑗(𝜉)−𝑞0(𝜉))𝜑𝑘(𝜉) 𝑑𝜉. (7)

Учитывая, что 𝑞𝑗−𝑞0⇁ ℎ̂ слабо в 𝐿2 и 𝜑𝑘(𝑞𝑗)→ 𝜑𝑘 сильно в 𝐶(R) сходятся при 𝑗→+∞,
перейдём в (7) к пределу при 𝑗→+∞ и получим интегральное уравнение для 𝜑𝑘(𝑥):

𝜑𝑘(𝑥)=𝜆*𝑘

+∞ˆ

−∞

𝐺0(𝑥, 𝜉)𝜑𝑘(𝜉) 𝑑𝜉−
+∞ˆ

−∞

𝐺0(𝑥, 𝜉)ℎ̂(𝜉)𝜑𝑘(𝜉) 𝑑𝜉, (8)

которое, что очевидно, эквивалентно уравнению

ℒ[𝑞]𝜑𝑘[𝑞] =𝜆*𝑘𝜑𝑘[𝑞], 𝜑𝑘[𝑞]∈𝐿2(R).

Из сильной сходимости подпоследовательности 𝜑𝑘[𝑞𝑗 ]→𝜑𝑘[𝑞] в 𝐶(R) и принципа минимакса
(2) для 𝜆𝑘(𝑞𝑗) вытекает, что

𝜆1(𝑞)<𝜆2(𝑞)< . . .<𝜆𝑚(𝑞).

Следовательно, 𝑞 является решением минимизационной задачи 𝑃 . Теорема доказана.
Следствие. Пусть даны 𝑞0∈𝑊 и 𝜆*1∈R такие, что 𝜆*1<𝜆1(𝑞0). Тогда оптимизационная

обратная спектральная задача 𝒫0 имеет единственное решение 𝑞 ∈𝑊 .
Доказательство. Введём множество 𝑀(𝜆) := {𝑞 ∈𝑊 : 𝜆⩽ 𝜆1(𝑞)}. Заметим, что в силу

соотношения
𝜆1(𝑞)= inf

𝜓 ̸=0

{︂
(𝐿[𝑄]𝜓,𝜓)

(𝜓,𝜓)

}︂
множество 𝑀(𝜆) является выпуклым. Рассмотрим следующую задачу о минимизации функ-
ционала расстояния:

𝑃 =min{𝜌(𝑞) := ‖𝑞0−𝑞‖2𝐿2 : 𝑞 ∈𝑀(𝜆*)}.

Из теоремы 1 следует существование решения этой задачи. Выпуклость множества 𝑀(𝜆*1)
и строгая выпуклость функционала расстояния 𝜌(𝑞) обеспечивают единственность 𝑞 и

𝑞 ∈ 𝜕𝑀(𝜆*1)= 𝐼𝑆𝑀(ℒ[𝑞],𝑊 ;𝜆*1).

3. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЙ ООСЗ

Установим связь между ООСЗ 𝒫0 и системой нелинейных уравнений Шрёдингера (3).
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и 𝑞∈𝑊 — решение ООСЗ 𝒫0. Тогда

найдутся константы 𝜎1, . . . , 𝜎𝑚∈{−1, 0, 1} такие, что система уравнений (3) имеет слабое
решение (𝑢̂1, . . . , 𝑢̂𝑚)∈𝑊 1

2 (R) и решение 𝑞 ∈𝑊 ООСЗ 𝒫0 представимо в виде

𝑞(𝑥)= 𝑞0(𝑥)−
𝑚∑︁
𝑘=1

𝜎𝑘𝑢̂
2
𝑘(𝑥). (9)

Сначала докажем вспомогательное утверждение (подробное доказательство см. в [4]).
Лемма. Пусть 𝑞 ∈𝑊 и 𝜑𝑖(𝑥), 𝑖=1,𝑚, 𝑚⩾ 1, — собственные функции оператора ℒ[𝑞].

Тогда система функций {𝜑2𝑖 (𝑥)}𝑚𝑖=1 линейно независима в пространстве 𝐿2(R).
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Доказательство. Не ограничивая общности, будем считать, что собственные функции
𝜑𝑖(𝑥), 𝑖=1,𝑚, дважды непрерывно дифференцируемы на вещественной прямой.

Пусть утверждение верно для 𝑚−1, покажем его справедливость для 𝑚. Предположим,
что

п. в.
𝑚∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖𝜑
2
𝑖 (𝑥)= 0 (10)

для некоторых 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑚 таких, что
∑︀𝑚

𝑖=1 |𝛼𝑖| ̸=0. Последовательно продифференцировав
равенство (10), получим

𝑚∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖𝜑𝑖(𝑥)𝜑
′
𝑖(𝑥)= 0 и

𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜑𝑖𝜑
′′
𝑖 +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝜑
′
𝑖)
2=0. (11)

Теперь из соотношений ℒ[𝑞]𝜑𝑖≡−𝜑′′𝑖 +𝑞𝜑𝑖=𝜆𝑖𝜑𝑖, 𝑖=1,𝑚, и (10) следует, что

п. в.
𝑚∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖((𝜑
′
𝑖(𝑥))

2−𝜆𝑖𝜑2𝑖 (𝑥))= 0. (12)

Очевидно, что
((𝜑′𝑖)

2)′=2(𝑞−𝜆𝑖)𝜑𝑖𝜑′𝑖, 𝑖=1,𝑚,

тогда из (12) имеем равенство

𝑚∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖(2(𝑞−𝜆𝑖)𝜑𝑖𝜑′𝑖−2𝜆𝑖𝜑𝑖𝜑
′
𝑖)= 0,

из которого, учитывая (11), получаем
∑︀𝑚

𝑖=1 𝛼𝑖𝜆𝑖𝜑𝑖(𝑥)𝜑
′
𝑖(𝑥)= 0. Вследствие lim𝑥→∞ 𝜑𝑖(𝑥)= 0,

𝑖= 1,𝑚, находим
∑︀𝑚

𝑖=1 𝛼𝑖𝜆𝑖𝜑
2
𝑖 (𝑥) = 0. Но тогда из (10) вытекает, что

∑︀𝑚−1
𝑖=1 𝛾𝑖𝜑

2
𝑖 (𝑥) = 0 для

некоторого ненулевого набора констант 𝛾1, . . . , 𝛾𝑚−1. Лемма доказана.
Доказательство теоремы 2. Пусть 𝑞 — решение ООСЗ 𝒫0. Введём в рассмотрение

(𝑚+1)-параметрическое семейство функций

𝛿(𝑥, 𝑡, 𝑝)= 𝛿0(𝑥)𝑡+𝑝1𝜑
2
1[𝑞](𝑥)+ . . .+𝑝𝑚𝜑

2
𝑚[𝑞](𝑥), (13)

где 𝛿0(𝑥)∈𝐶∞
0 (R), 𝑝= (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑚), 𝜑2𝑗 [𝑞](𝑥), 𝑗 =1,𝑚, — собственные функции оператора

ℒ[𝑞]. Тогда семейство операторов ℒ(𝑡, 𝑝) :=ℒ[𝑞(𝑥)+𝛿(𝑥, 𝑡, 𝑝)] в окрестности точки 𝑡=0, 𝑝=0
является аналитическим семейством операторов переменных 𝑡, 𝑝. Cледовательно, собственные
функции {𝜑𝑗(𝑥)}𝑚𝑗=1 и собственные значения {𝜆𝑘}𝑚𝑗=1 оператора ℒ(𝑡, 𝑝) будут аналитическими
функциями переменных 𝑡, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚 в некоторой окрестности точки 𝑡= 0, 𝑝= 0. Теперь
потребуем, чтобы

𝑞(𝑥)+𝛿(𝑥, 𝑡, 𝑝)∈ 𝐼𝑆𝑀(𝜆*1, . . . , 𝜆
*
𝑚).

Это условие равносильно системе уравнений для аналитических в некоторой окрестности
точки 𝑡=0, 𝑝=0 функций

𝜆𝑘(𝑡, 𝑝) :=𝜆𝑘[𝑞(𝑥)+𝛿(𝑥, 𝑡, 𝑝)] =𝜆*𝑘, 𝑘=1,𝑚. (14)

Заметим, что
𝜕𝜆𝑘(𝑡, 𝑝)

𝜕𝑝𝑗
=(𝜑2𝑗 , 𝜑

2
𝑘)𝐿2 .
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В силу сформулированной леммы система функций {𝜑2𝑘}𝑚𝑘=1 линейно независима и якобиан

𝐽 =

(︂
𝜕𝜆𝑘(𝑡, 𝑝)

𝜕𝑝𝑗

)︂𝑚
𝑘,𝑗=1

=

(︂
𝜑2𝑗 , 𝜑

2
𝑘

)︂𝑚
𝑘,𝑗=1

системы (14) невырожден. Следовательно, эта система однозначно разрешима относительно
переменных 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚 в некоторой окрестности точки 𝑡=0, 𝑝1 = . . .= 𝑝𝑚=0. Более того,
для любой функции 𝛿0(𝑥) в (14) функции 𝑝𝑘= 𝑝𝑘(𝑡), 𝑘=1,𝑚, будут аналитическими по 𝑡 в
некоторой окрестности точки 𝑡=0, причём

𝜆𝑘(𝑡, 𝑝1(𝑡), . . . , 𝑝𝑚(𝑡))≡𝜆*𝑘, 𝑘=1,𝑚. (15)

Теперь в (14) потребуем, чтобы

(𝛿0, 𝜑
2
𝑘)𝐿2 =0 для всех 𝑘=1,𝑚. (16)

Раскладывая левые части уравнений (15) по степеням 𝑡 в окрестности 𝑡=0, получаем

𝑑𝑝𝑘(𝑡)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

=0 для всех 𝑘=1,𝑚.

Таким образом, для любого 𝛿0(𝑥)∈𝐶∞
0 (R), удовлетворяющего условиям (16), существует

функция 𝛿(𝑥, 𝑡) такая, что

𝑞(𝑥)+𝛿(𝑥, 𝑡)∈ 𝐼𝑆𝑀(𝜆*1, . . . , 𝜆
*
𝑚), 𝛿(𝑥, 𝑡)= 𝛿0(𝑥)𝑡+𝑂(𝑡2). (17)

Поскольку в точке 𝑞(𝑥)∈ 𝐼𝑆𝑀(𝜆*1, . . . , 𝜆
*
𝑚) достигается минимум функционала

𝑃 =min
𝑞∈𝐿2

{︀
‖𝑞0−𝑞‖2 : 𝜆*𝑘=𝜆𝑘(𝑞), 𝑘=1,𝑚

}︀
,

то для любой функции вида 𝛿(𝑥, 𝑡)=𝛿0(𝑥)𝑡+𝑂(𝑡2), 𝛿0(𝑥)∈𝐶∞
0 (R), удовлетворяющей условиям

(16) и (17), справедливо неравенство

‖𝑞+𝛿(𝑥, 𝑡)−𝑞0‖2𝐿2 −‖𝑞−𝑞0‖2𝐿2 =2(𝑞−𝑞0, 𝛿(𝑥, 𝑡))𝐿2 +(𝛿(𝑥, 𝑡), 𝛿(𝑥, 𝑡))𝐿2 ⩾ 0.

Поскольку 𝛿(𝑥, 𝑡)= 𝛿0(𝑥)𝑡+𝑂(𝑡2), то, очевидно, (𝑞−𝑞0, 𝛿(𝑥, 𝑡))𝐿2 =0 для любых 𝛿0(𝑥)∈𝐶∞
0 (R),

удовлетворяющих условиям (16). Отсюда вытекает, что 𝑞−𝑞0 принадлежит линейной обо-
лочке 𝐿(𝜑21, . . . , 𝜑

2
𝑚), т.е.

𝑞(𝑥)= 𝑞0(𝑥)−
𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝜑
2
𝑘(𝑥).

Положив 𝑢̂𝑘(𝑥) = 𝜑𝑘(𝑥)/
√︀

|𝛼𝑘|, завершим доказательство существования решений системы
(3) и требуемого представления оптимального потенциала 𝑞(𝑥).

4. ПРИМЕР

Пусть заданы потенциал 𝑞0(𝑥)=𝑎𝑥2 (𝑎>0) и спектральные данные 𝜆*1<𝜆*2<. . .<𝜆*𝑚. Тогда
изоспектральное многообразие 𝐼𝑆𝑀(ℒ[𝑞]),𝑊 ;𝜆*1, 𝜆

*
2, . . . , 𝜆

*
𝑚) не пусто и все условия теорем 1

и 2 выполнены. Следовательно, существует оптимальный потенциал 𝑞∈ 𝐼𝑆𝑀 , определяемый
формулой вида (9), а собственные функции 𝜓𝑘[𝑞](𝑥), 𝑘=1,𝑚, являются решениями системы
связанных нелинейных квантовых гармонических осцилляторов

−𝜓′′
1 +

(︂
𝑎𝑥2+

𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝜓
2
𝑘

)︂
𝜓1=𝜆*1𝜓1, . . . , −𝜓′′

𝑚+

(︂
𝑎𝑥2+

𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝜓
2
𝑘

)︂
𝜓𝑚=𝜆*𝑚𝜓𝑚.
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Для любого конечного множества неотрицательных чисел, содержащего нуль, построена
двумерная линейная однородная дифференциальная система (периодическая, если все
элементы заданного множества попарно соизмеримы), у которой спектры показателей
колеблемости знаков, нулей, корней и гиперкорней совпадают с этим множеством,
причём все значения указанных показателей существенны.

Ключевые слова: линейная система дифференциальных уравнений, колеблемость, число
нулей, показатели колеблемости, частота Сергеева.
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ВВЕДЕНИЕ

Для заданного числа 𝑛∈N обозначим через ℳ𝑛 множество линейных систем

𝑥̇=𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥∈R𝑛, 𝑡∈R+≡ [0, +∞),

с непрерывными ограниченными оператор-функциями 𝐴: R+ → EndR𝑛 (каждую из кото-
рых будем отождествлять с задаваемой ею системой). Множество всех ненулевых решений
системы 𝐴∈ℳ𝑛 обозначим через 𝒮*(𝐴) и положим

𝒮𝑛=
⋃︁

𝐴∈ℳ𝑛

𝒮*(𝐴).

Все асимптотические характеристики колеблемости, введённые И.Н. Сергеевым в работах
[1–4], для решений линейных однородных дифференциальных уравнений первого порядка
равны нулю, а на множестве решений двумерных систем, отвечающих линейным уравнениям
второго порядка, все верхние (как и все нижние) характеристики колеблемости равны между
собой и их спектры (т.е. множества значений на ненулевых решениях) состоят из одного
числа (см. [2]).

В статьях [2, 5, 6] полностью описаны спектры всех показателей колеблемости автономных
систем; в [7, 8] было установлено, что спектры показателей колеблемости нулей любой
автономной системы содержат одно типичное значение.

В работе [9] доказано существование двумерной линейной системы с периодическими
коэффициентами, спектры всех показателей колеблемости которой содержат любое напе-
рёд заданное конечное число существенных значений. Кроме того, доказано существование
линейной двумерной дифференциальной системы со счётным множеством существенных
значений всех показателей колеблемости.
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Е.М. Шишлянниковым установлено [10], что для любого конечного множества неотрица-
тельных чисел, содержащего нуль, существует двумерная линейная однородная дифферен-
циальная система, у которой спектры показателей блуждаемости являются существенными
и совпадают с этим множеством. Если все эти числа попарно соизмеримы, то систему можно
выбрать периодической. В настоящей работе эти свойства перенесены и на все показатели
колеблемости.

1. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА

Сначала дадим основные определения.
Определение 1 [1]. Скажем, что в точке 𝑡 > 0 происходит строгая (нестрогая) смена

знака функции 𝑦 : R+ →R, если в любой проколотой окрестности этой точки функция 𝑦
принимает как положительные (неотрицательные), так и отрицательные (неположительные)
значения.

Определение 2 [1–4]. Для вектора 𝑚∈R𝑛* ≡R𝑛∖{0} и вектор-функции 𝑥∈𝒮𝑛 обозначим:
𝜈−(𝑥,𝑚, 𝑡) — число точек строгой смены знака скалярного произведения ⟨𝑥,𝑚⟩ на про-

межутке (0, 𝑡];
𝜈∼(𝑥,𝑚, 𝑡) — число точек нестрогой смены знака функции ⟨𝑥,𝑚⟩ на промежутке (0, 𝑡];
𝜈0(𝑥,𝑚, 𝑡) — число нулей функции ⟨𝑥,𝑚⟩ на промежутке (0, 𝑡];
𝜈+(𝑥,𝑚, 𝑡) — число корней (т.е. нулей с учётом их кратности) функции ⟨𝑥,𝑚⟩ на про-

межутке (0, 𝑡];
𝜈*(𝑥,𝑚, 𝑡) — число гиперкорней функции ⟨𝑥,𝑚⟩ на промежутке (0, 𝑡], где в процессе

подсчёта этого количества каждый некратный корень считается ровно один раз, а кратный —
бесконечно много раз, независимо от его фактической кратности.

Определение 3 [2–4]. Верхние (нижние) сильный и слабый показатели колеблемости
знаков, нулей, корней и гиперкорней функции 𝑥∈ 𝒮𝑛, при 𝛼=−,∼, 0,+, * соответственно,
зададим формулами

𝜈𝛼∙ (𝑥)≡ inf
𝑚∈R𝑛

*
lim

𝑡→+∞

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑡)

(︂
𝜈𝛼∙ (𝑥)≡ inf

𝑚∈R𝑛
*

lim
𝑡→+∞

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑡)

)︂
,

𝜈𝛼∘ (𝑥)≡ lim
𝑡→+∞

inf
𝑚∈R𝑛

*

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑡)

(︂
𝜈𝛼∘ (𝑥)≡ lim

𝑡→+∞
inf
𝑚∈R𝑛

*

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑡)

)︂
.

К определению 3 при любом 𝛼∈{−,∼, 0,+, *} добавим ещё обозначения

𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑠, 𝑡)≡ 𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑡)−𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑠), 𝑥∈𝒮𝑛, 𝑚∈R𝑛* , 0⩽ 𝑠< 𝑡.

Определение 4 [4]. Для функции 𝑥∈𝒮𝑛 условимся о следующем:
1) если значение некоторого верхнего (с обозначением ^) показателя колеблемости совпа-

дает со значением одноимённого нижнего (с обозначением ˇ) показателя, то будем называть
это значение точным, записывая его без знаков ^ и ˇ;

2) если значение некоторого слабого (с обозначением ∘) показателя колеблемости совпа-
дает со значением одноимённого сильного (с обозначением ∙) показателя, то будем называть
это значение абсолютным, записывая его без знаков ∘ и ∙.

Определение 5 [7, 8]. Множество всех значений показателя κ : 𝒮*(𝐴)→ R+ назовём
спектром этого показателя системы 𝐴∈ℳ𝑛, причём значение 𝑎∈κ(𝒮*(𝐴)) назовём суще-
ственным, если подмножество

{𝑥(0): 𝑥∈𝒮*(𝐴), κ(𝑥)= 𝑎}⊂R2
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имеет положительную меру и заполняет некоторое открытое множество, возможно, с точ-
ностью до множества первой категории Бэра, т.е. счётного объединения нигде не плотных
подмножеств. Через essκ(𝒮*(𝐴)) обозначим множество всех существенных значений пока-
зателя κ для системы 𝐴 и назовём его существенным спектром системы 𝐴.

Возможность реализации конечных существенных спектров показателей колеблемости
двумерной дифференциальной системы гарантирует следующая

Теорема. Для любого конечного множества 𝑆 неотрицательных чисел, содержащего
нуль, существует такая система 𝐴 ∈ℳ2 (периодическая, если элементы множества 𝑆
попарно соизмеримы), что справедливы равенства

𝜈−(𝑥)= 𝜈∼(𝑥)= 𝜈0(𝑥)= 𝜈+(𝑥)= 𝜈*(𝑥), 𝑥∈𝒮*(𝐴),

κ(𝒮*(𝐴))= essκ(𝒮*(𝐴))=𝑆, κ= 𝜈−, 𝜈∼, 𝜈0, 𝜈+, 𝜈*. (1)

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ФАКТЫ

Приведём свойства специальных вектор-функций, необходимые для доказательства ос-
новного результата.

Для произвольной вектор-функции 𝑧∈𝐶1(𝐸,R2
*) (𝐸 — либо отрезок [0, 𝑇 ], либо полуось

R+) однозначно определим функцию 𝜑𝑧: 𝐸→R соотношениями

𝜑𝑧(0)∈ [0, 2𝜋), |𝑧(𝑡)|(cos𝜑𝑧(𝑡) sin𝜑𝑧(𝑡))
т = 𝑧(𝑡), 𝑡∈𝐸, 𝜑𝑧 ∈𝐶1(𝐸).

Для любых 𝑇 > 0, 𝜙0 ∈ [0, 2𝜋), 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2] обозначим через 𝒜0(𝑇, 𝜙0, 𝛿) и 𝒜1(𝑇, 𝜙0, 𝛿)
множества, состоящие из вектор-функций 𝑢∈𝐶1([0, 𝑇 ],R2

*), удовлетворяющих условиям:
1) 𝜑(0)=𝜙0, где 𝜑=𝜑𝑢;
2) функция 𝜑 нестрого монотонна на отрезках [0, 𝑇/4] и [𝑇/4, 𝑇/2];
3) при каждом 𝑡∈ (0, 𝑇/2] верно равенство 𝜑(𝑇/2+ 𝑡)=𝜑(𝑇/2− 𝑡);
4) для 𝑢∈𝒜0(𝑇, 𝜙0, 𝛿) при каждом 𝑡∈ (0, 𝑇/2] выполнено включение 𝜑(𝑡)−𝜙0 ∈ [0, 𝜋−𝛿];
5) для 𝑢∈𝒜1(𝑇, 𝜙0, 𝛿) функция 𝜑 нестрого возрастает на отрезке [0, 𝑇/2] и 𝜋⩽𝜑(𝑇/2)−

−𝜙0⩽ 3𝜋/2.
Для любой функции 𝑧 ∈ 𝒮2 и для любых чисел 𝑖 ∈ N и 𝑇 > 0 определим функцию

𝑢𝑖≡𝑢𝑇,𝑖𝑧 ∈𝐶1([0, 𝑇 ],R2
*) с помощью равенства

𝑢𝑇,𝑖𝑧 (𝑡)≡ 𝑧((𝑖−1)𝑇 + 𝑡), 𝑡∈ [0, 𝑇 ].

Вычисление значений показателей колеблемости для некоторых функций из множества 𝒮2

упрощает следующая
Лемма 1. Если для чисел 𝑎∈ [0, 1], 𝑇 > 0, 𝜙0 ∈ [0, 2𝜋), 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2], последовательности

𝑙𝑖 ∈{0, 1}, 𝑖∈N, и решения 𝑧 ∈𝒮2 имеют место соотношения

lim
𝑝→+∞

1

𝑝

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖= 𝑎,

𝑢𝑖 ∈𝒜𝑙𝑖(𝑇, 𝜙0, 𝛿), 𝑖∈N, (2)

то справедливы равенства

𝜈𝛼∙ (𝑧)= 𝜈𝛼∙ (𝑧)= 𝜈𝛼∘ (𝑧)= 𝜈𝛼∘ (𝑧)= 2𝑎𝜋/𝑇, 𝛼∈{−,∼, 0,+, *}. (3)
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Доказательство. Из определений множеств 𝒜0(𝑇, 𝜙0, 𝛿), 𝒜1(𝑇, 𝜙0, 𝛿) и условия (2) сле-
дует существование для наперёд выбранного решения 𝑧 ∈ 𝒮2 вектора 𝑚𝑧 ∈R2

* такого, что
при любых 𝛼∈{−,∼, 0,+, *}, 𝑖∈N выполняется

inf
𝑚∈R2

*
𝜈𝛼(𝑧,𝑚, (𝑖−1)𝑇, 𝑖𝑇 )= 𝜈𝛼(𝑧,𝑚𝑧, (𝑖−1)𝑇, 𝑖𝑇 )=

{︃
2, 𝑙𝑖=1,

0, 𝑙𝑖=0,

откуда для нижних слабых показателей колеблемости будем иметь

𝜈𝛼∘ (𝑧)= lim
𝑡→+∞

inf
𝑚∈R2

*

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑧,𝑚, 𝑡)= lim

𝑝→+∞
inf
𝑚∈R2

*

𝜋

𝑝𝑇
𝜈𝛼(𝑧,𝑚, 𝑝𝑇 )=

= lim
𝑝→+∞

inf
𝑚∈R2

*

𝜋

𝑝𝑇

𝑝∑︁
𝑖=1

𝜈𝛼(𝑧,𝑚, (𝑖−1)𝑇, 𝑖𝑇 )= lim
𝑝→+∞

𝜋

𝑝𝑇

𝑝∑︁
𝑖=1

𝜈𝛼(𝑧,𝑚𝑧, (𝑖−1)𝑇, 𝑖𝑇 )=

= lim
𝑝→+∞

𝜋

𝑝𝑇

𝑝∑︁
𝑖=1

2𝑙𝑖=
2𝜋

𝑇
lim

𝑝→+∞

1

𝑝

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖=
2𝜋

𝑇
𝑎.

С учётом установленных равенств и определений показателей колеблемости получим
соотношения

2𝜋

𝑇
𝑎= 𝜈𝛼∘ (𝑧)⩽ 𝜈𝛼∙ (𝑧)⩽ 𝜈𝛼∙ (𝑧)= inf

𝑚∈R2
*

lim
𝑡→+∞

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑧,𝑚, 𝑡)⩽ lim

𝑡→+∞

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑧,𝑚𝑧, 𝑡)=

= lim
𝑝→+∞

𝜋

𝑝𝑇
𝜈𝛼(𝑧,𝑚𝑧, 𝑝𝑇 )= lim

𝑝→+∞

𝜋

𝑝𝑇

𝑝∑︁
𝑖=1

𝜈𝛼(𝑧,𝑚𝑧, (𝑖−1)𝑇, 𝑖𝑇 )=
2𝜋

𝑇
𝑎,

все нестрогие неравенства в них превращаются в равенства, а значит, справедливость ра-
венств (3) установлена. Лемма доказана.

Для вектор-функций из определённых выше классов справедлива
Лемма 2 [10]. Для любых чисел 𝑇 > 0 и 1<𝑐−<𝑐+ существуют вектор-функции 𝑢, 𝑣∈

∈𝐶1([0, 𝑇 ],R2
*), число 𝜖>0 и функция 𝑑 : R∖ [𝑐−, 𝑐+]→ (0, 𝜋/2], для которых верны следующие

утверждения:
(i) выполняются равенства

𝑢(0)=𝑢(𝑇 )= (1 0)т, 𝑣(0)= 𝑣(𝑇 )= (0 1)т, 𝑢̇(0)= 𝑢̇(𝑇 )= 𝑣̇(0)= 𝑣̇(𝑇 )= (0 0)т;

(ii) при всех 𝑡∈ [0, 𝑇 ] справедлива оценка det(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡))⩾ 𝜖;
(iii) имеет место включение 𝑢∈𝒜0(𝑇, 0, 𝜋/2) и для любого 𝑐∈R верно одно из включений

𝑐𝑢+𝑣 ∈

⎧⎨⎩𝒜0(𝑇, 𝜙𝑐, 𝑑(𝑐)), 𝑐∈R∖ [𝑐−, 𝑐+],

𝒜1(𝑇, 𝜙𝑐, 𝑑(𝑐)), 𝑐∈ [𝑐−, 𝑐+],
𝜙𝑐≡𝜋/2−arctg 𝑐.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

1. Пусть при некотором 𝑙 ∈ N задано множество 𝑆 = {0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑙} и 𝑎𝑙 = max𝑆. Для
каждого 𝑘∈{1, . . . , 𝑙} определим последовательность из целых чисел (𝜆𝑘(𝑗))

+∞
𝑗=1 с помощью

равенств
𝑎′𝑘≡

𝑎𝑘
𝑎𝑙
, 𝜆𝑘(𝑗)≡ [𝑗𝑎′𝑘]− [(𝑗−1)𝑎′𝑘],

где [·] — целая часть числа.
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Из представления 𝜆𝑘(𝑗) = 𝑎′𝑘−{𝑗𝑎′𝑘}+{(𝑗−1)𝑎′𝑘} (здесь {·} – дробная часть числа) и
неравенства 𝑎′𝑘⩽ 1 следует, что 𝜆𝑘(𝑗)< 2, поэтому верны включения

𝜆𝑘(𝑗)∈{0, 1}, 𝑘∈{1, . . . , 𝑙}, 𝑗 ∈N. (4)

2. Разобьём множество натуральных чисел на блоки: числа 𝑘-го блока — числа
(𝑘−1)𝑙+1, . . . , 𝑘𝑙; считаем, что число (𝑘−1)𝑙+ 𝑖, 1⩽ 𝑖⩽ 𝑙, 𝑘-го блока имеет в нём номер 𝑖.
Другими словами, если 𝑟 ∈ N, то 𝑗𝑟 = [𝑟/𝑙]+1 — номер блока, которому принадлежит 𝑟,
а 𝑟−(𝑗𝑟−1)𝑙 — номер числа 𝑟 в этом блоке.

Для каждого 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑙} по последовательности (𝜆𝑘(𝑗))
+∞
𝑗=1 построим подмножество

Λ𝑘⊂N, определив его характеристическую функцию как

𝜒Λ𝑘
(𝑖)=

⎧⎨⎩𝜆𝑘(𝑗𝑖), 𝑘𝑖= 𝑘,

0, 𝑘𝑖 ̸= 𝑘.
(5)

Из соотношений (4) следует, что формула (5) корректно задаёт подмножество Λ𝑘. За-
метим, что элементы Λ𝑘 встречаются только на местах, имеющих номер 𝑘 внутри блоков,
поэтому верны соотношения

Λ𝑘∩Λℎ=∅, 𝑘, ℎ∈{1, . . . , 𝑙}, 𝑘 ̸=ℎ.

Определим подмножество Λ0⊂N как Λ0≡N∖
⋃︀𝑙
𝑘=1 Λ𝑘, тогда имеет место разложение

N=

𝑙⨆︁
ℎ=0

Λℎ. (6)

3. Зафиксируем значения 1<𝑐−1 <𝑐
+
1 < · · ·<𝑐−𝑙 <𝑐

+
𝑙 и для каждого 𝑘∈{1, . . . , 𝑙} по набору

из чисел 𝑇 ≡ 2𝜋/(𝑙𝑎𝑙), 𝑐−𝑘 и 𝑐+𝑘 построим функции 𝑢𝑘, 𝑣𝑘, 𝑑𝑘 и значение 𝜖𝑘 в соответствии с
леммой 2.

Для любого 𝑖 ∈ N выберем число ℎ ∈ {0, . . . , 𝑙} такое, что 𝑖 ∈ Λℎ, и положим 𝜅(𝑖)≡ ℎ,
определив тем самым функцию 𝜅 :N→{0, . . . , 𝑙}. Из соотношения (6) вытекает, что функция
𝜅 корректно определена.

Теперь построим решения 𝑧1 и 𝑧2, положив для каждого 𝑖

𝑢𝑇,𝑖𝑧1 ≡𝑢𝜅(𝑖), 𝑢𝑇,𝑖𝑧2 ≡ 𝑣𝜅(𝑖), (7)

где 𝑢0(𝑡)≡ (1 0)т, 𝑣0(𝑡)≡ (0 1)т при 𝑡∈ [0, 𝑇 ].
Из утверждения (i) леммы 2 следует, что функции 𝑧1 и 𝑧2 непрерывно дифференци-

руемы, а поскольку они построены из конечного числа непрерывных элементов, то при
некотором 𝑏 > 0 и для всех 𝑡 ∈ R+ выполнено условие |𝑧1(𝑡)|, |𝑧2(𝑡)|, |𝑧̇1(𝑡)|, |𝑧̇2(𝑡)| ⩽ 𝑏. Из
утверждения (ii) леммы 2 и равенства det(𝑢0, 𝑣0)= 1 следует при всех 𝑡∈R+ оценка снизу
det(𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡))⩾ 𝜖, где 𝜖≡min{1, 𝜖1, . . . , 𝜖𝑙}. Следовательно, матрица 𝑍 = (𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡)) = (𝑧𝑖𝑗)
является фундаментальной для ограниченной системы 𝐴= 𝑍̇𝑍−1=(𝑧̇𝑖𝑗)(𝑍𝑗𝑘)/det𝑍 ∈ℳ2, где
𝑍𝑗𝑘 — алгебраическое дополнение элемента 𝑧𝑗𝑘.

4. Если элементы множества 𝑆 попарно соизмеримы, то для каждого 𝑘∈{1, . . . , 𝑙} число
𝑎′𝑘 рационально, а значит, при некоторых 𝑝𝑘, 𝑞𝑘 ∈N верно равенство 𝑎′𝑘=𝑝𝑘/𝑞𝑘. Поэтому для
любого 𝑗 ∈N соотношения

𝜆𝑘(𝑗+𝑞𝑘)≡ [(𝑗+𝑞𝑘)𝑎
′
𝑘]− [(𝑗+𝑞𝑘−1)𝑎′𝑘] = [𝑝𝑘+𝑗𝑎

′
𝑘]− [𝑝𝑘+(𝑗−1)𝑎′𝑘] =𝜆𝑘(𝑗)
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начинают выполняться только с 𝑗 = 𝑞𝑘, до этого значения 𝑗 имеем 𝜆𝑘(𝑗) = 0. Такое свой-
ство функции будем называть периодичностью в положительном направлении, начиная
с некоторого числа, т.е. последовательность (𝜆𝑘(𝑗))

+∞
𝑗=1 имеет период 𝑞𝑘 в положительном

направлении, начиная с 𝑗= 𝑞𝑘.
Из определения (5) получаем, что функция 𝜅 имеет период 𝑄≡ 𝑙

∏︀𝑙
𝑘=1 𝑞𝑘 в положитель-

ном направлении, а значит, в силу определения (7) функции 𝑧1 и 𝑧2 имеют период 𝑄𝑇 в
положительном направлении.

5. Для любой функции 𝑧 ∈ 𝒵 ≡ {𝑐𝑧1+ 𝑧2: 𝑐 ∈ R}∪ {𝑧1}, опираясь на формулы (7) и
утверждение (iii) леммы 2, для любого 𝑖∈N определим тип функции 𝑢𝑖≡𝑢𝑇,𝑖𝑧 в каждом из
следующих трех случаев.

I. Пусть 𝑐∈𝐶𝑘≡ [𝑐−𝑘 , 𝑐
+
𝑘 ] при некотором 𝑘∈{1, . . . , 𝑙}. Если 𝑧= 𝑐𝑧1+𝑧2, то при 𝜙0=𝜙𝑐 и

𝛿=min𝑗∈{1,...,𝑙}∖{𝑘} 𝑑𝑗(𝑐) получим 𝑢𝑖∈𝒜𝑙𝑖(𝑇, 𝜙𝑐, 𝛿), 𝑙𝑖≡𝜒Λ𝑘
(𝑖). Обозначив для любого 𝑝⩾𝑛𝑙+1

𝑛𝑝≡ 𝑗𝑝−1, Δ𝑝≡
𝑝∑︁

𝑖=𝑛𝑙+1

𝑙𝑖⩽ 1,

будем иметь равенства
𝑝∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖=

𝑛𝑝∑︁
𝑗=1

𝑗𝑙∑︁
𝑖=(𝑗−1)𝑙+1

𝑙𝑖+Δ𝑝=

𝑛𝑝∑︁
𝑗=1

𝜆𝑘(𝑗)+Δ𝑝=

𝑛𝑝∑︁
𝑗=1

([𝑗𝑎′𝑘]− [(𝑗−1)𝑎′𝑘])+Δ𝑝= [𝑛𝑝𝑎
′
𝑘]+Δ𝑝,

с учётом которых найдём значение

𝑎= lim
𝑝→+∞

1

𝑝

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖=
1

𝑙
lim

𝑝→+∞

𝑛𝑝𝑙

𝑝
lim

𝑝→+∞

[𝑛𝑝𝑎
′
𝑘]

𝑛𝑝
=
𝑎′𝑘
𝑙
.

Отсюда на основании леммы 1 получим

𝜈𝛼∙ (𝑧)= 𝜈𝛼∙ (𝑧)= 𝜈𝛼∘ (𝑧)= 𝜈𝛼∘ (𝑧)=
2𝜋

𝑙𝑇𝑎𝑙
𝑎𝑘= 𝑎𝑘, 𝛼∈{−,∼, 0,+, *}.

II. Пусть теперь 𝑐∈𝐶0 ≡R∖
⋃︀𝑙
𝑘=1𝐶𝑘. Тогда если 𝑧= 𝑐𝑧1+𝑧2, то имеет место равенство

𝑢𝑖= 𝑐𝑢𝜅(𝑖)+𝑣𝜅(𝑖) и определены значения 𝑑1(𝑐), . . . , 𝑑𝑙(𝑐), поэтому при 𝛿=min{𝑑1(𝑐), . . . , 𝑑𝑙(𝑐)}
верны соотношения

𝑢𝑖 ∈𝒜0(𝑇, 𝜙𝑐, 𝑑𝜅(𝑖)(𝑐))⊂𝒜0(𝑇, 𝜙𝑐, 𝛿), 𝑖∈N.
III. Если 𝑧= 𝑧1, то из равенства 𝑢𝑖=𝑢𝜅(𝑖) получим включение 𝑢𝑖 ∈𝒜0(𝑇, 0, 𝜋/2).
В случаях II и III функция 𝑧 удовлетворяет условиям леммы 1 при 𝑙𝑖=0, 𝑖∈N, и 𝑎=0,

поэтому
𝜈𝛼∙ (𝑧)= 𝜈𝛼∙ (𝑧)= 𝜈𝛼∘ (𝑧)= 𝜈𝛼∘ (𝑧)= 0, 𝛼∈{−,∼, 0,+, *}.

Для остальных решений построенной системы 𝐴∈ℳ2 полученные выше значения показа-
телей колеблемости из множества 𝑆 повторяются, поскольку для любого решения 𝑧∈𝒮*(𝐴)∖𝒵
существует такая функция 𝑧 ∈𝒵, что при некотором 𝑟 ̸=0 выполнено равенство 𝑧= 𝑟𝑧.

6. При любом фиксированном 𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑙} для значения 𝑎𝑘 ∈ 𝑆 (𝑎0 ≡ 0) и при всех
κ= 𝜈𝛼∙ , 𝜈

𝛼
∙ , 𝜈

𝛼
∘ , 𝜈

𝛼
∘ , 𝛼∈{−,∼, 0,+, *} имеет место включение

{𝑧(0): 𝑧 ∈𝒮*(𝐴), κ(𝑧)= 𝑎𝑘}⊃{𝑞(𝑐𝑧1(0)+𝑧2(0)): 𝑐∈𝐶𝑘, 𝑞 > 0}≡Ω(𝑎𝑘).

Векторы 𝑧1(0) и 𝑧2(0) линейно независимы, поэтому множество {𝑐𝑧1(0)+𝑧2(0): 𝑐∈𝐶𝑘} пред-
ставляет собой отрезок, не проходящий через нуль, а значит, множество Ω(𝑎𝑘) является
внутренней областью некоторого ненулевого угла, следовательно, имеет положительную ме-
ру и содержит некоторое открытое подмножество. Таким образом, равенство (1) выполнено.

Теорема доказана.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе продемонстрирована возможность реализации конечных существенных
спектров всех показателей колеблемости двумерной линейной однородной ограниченной диф-
ференциальной системы. Остаётся открытым вопрос о возможности реализации счётных су-
щественных спектров какого-либо показателя колеблемости двумерной линейной однородной
системы.
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ON THE REALIZATION OF FINITE ESSENTIAL SPECTRA OF OSCILLATION EXPONENTS
OF TWO-DIMENSIONAL DIFFERENTIAL SYSTEMS

A. Kh. Stash1, N. A. Loboda2

Adyghe State University, Maykop, Russia
e-mail: 1aidamir.stash@gmail.com, 2n-loboda@yandex.ru

For any finite set of non-negative numbers containing zero, a two-dimensional linear homogeneous
differential system is constructed (periodic if all elements of a given set are pairwise commensurate), in
which the spectra of the oscillation exponents of signs, zeros, roots and hyper roots coincide with this
set, and all the values of these indicators are essential.

Keywords: linear system of differential equation, oscillation, number of zeros, exponents of oscillation,
Sergeev’s frequencie.
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Для гиперболического уравнения второго порядка, содержащего два нелинейных члена,
изучается обратная задача, заключающаяся в определении коэффициентов при нелиней-
ностях. Рассматривается задача Коши с источником, сосредоточенным в точке y. Эта
точка является параметром задачи и пробегает последовательно некоторую сферическую
поверхность 𝑆. Предполагается, что искомые коэффициенты отличны от нуля только в
области, лежащей внутри 𝑆. Задаётся след решения задачи Коши на 𝑆 для всевозмож-
ных значений y и для моментов времени, близких к приходу волны от источника в
точки поверхности 𝑆, что позволяет свести рассматриваемую обратную задачу к двум
последовательно решаемым задачам интегральной геометрии, для которых находятся
оценки устойчивости решений.

Ключевые слова: обратная задача, нелинейное уравнение, интегральная геометрия, един-
ственность, устойчивость.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ

Пусть x=(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), где 𝑥𝑖 ∈R, 𝑖=1, 2, 3. Рассмотрим уравнение

𝑢𝑡𝑡−Δ𝑢+𝜎(x)(𝑢𝑡)
𝑚+𝑞(x)𝑢2= 𝛿(𝑥−𝑦)𝐻(𝑡)𝑟(𝑡), (x, 𝑡)∈R4, 𝑢|𝑡<0=0, (1)

в котором 𝜎(x) и 𝑞(x) — гладкие финитные функции; число 𝑚>1; 𝐻(𝑡) — фукция Хевисайда:
𝐻(𝑡)=0 для 𝑡<0 и 𝐻(𝑡)=1 для 𝑡⩾0; 𝑟(𝑡) — функция такая, что 𝑟(𝑡)=𝑎𝑡 (𝑎>0) для 𝑡∈ [0, 𝜖),
где 𝜖 — некоторое положительное число; 𝛿 — дельта-функция Дирака; Δ — оператор Лапласа.
При 𝑡 > 𝜖 функция 𝑟(𝑡) может быть задана произвольно. Под термином гладкая функция
здесь и в дальнейшем понимается функция класса 𝐶∞(R3).

Пусть 𝐵(𝑅0)= {x∈R3 : |x|<𝑅0} — шар с границей 𝑆(𝑅0)= {x∈R3 : |x|=𝑅0}. Предпола-
гаем, что носитель коэффициентов 𝜎(x) и 𝑞(x) содержится в 𝐵(𝑅0).

Далее считаем, что y∈𝑆(𝑅), 𝑆(𝑅)={x∈R3 : |x|=𝑅}, 𝑅>𝑅0, и y — переменный параметр
задачи. В связи с этим решение задачи (1) обозначим 𝑢(x, 𝑡,y).

Прямая задача. При заданных функциях 𝜎(x), 𝑞(x) найти функцию 𝑢(x, 𝑡,y), являю-
щуюся решением задачи (1).

Ниже мы будем рассматривать задачу, обратную к сформулированной выше. Она за-
ключается в определении функций 𝜎(x) и 𝑞(x) в области 𝐵(𝑅0). Для этого используется
некоторая информация о решениях прямой задачи.

Определим 𝑆(𝑅,y) = {x ∈ 𝑆(𝑅) : x · (x−y)> 2(𝑅2−𝑅2
0)} — часть сферы 𝑆(𝑅), лежащая

внутри конуса с вершиной в точке y∈𝑆(𝑅), образующие которого касаются сферы 𝑆(𝑅0).
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Обратная задача. Требуется найти функции 𝜎(x) и 𝑞(x) в области 𝐵(𝑅0) по следующей
информации о решениях прямой задачи:

𝑢(x, 𝑡,y)=𝐹 (x, 𝑡,y) для любых y∈𝑆(𝑅) и x∈𝑆(𝑅,y), 𝑡∈ (|x−y|−𝜂, |x−y|+𝜂),

где 𝜂 > 0 — произвольное малое число.
Обратные задачи для квазилинейных волновых уравнений интенсивно изучаются в по-

следнее время. В работах [1–12] исследованы задачи, в которых волновой оператор рассмат-
ривается на лоренцевом многообразии, а само уравнение является квазилинейным. При этом
изучены задачи об определении либо лоренцевой метрики, либо коэффициентов при нели-
нейностях. В статьях [13, 14] изучены обратные задачи об определении коэффициента при
младшем нелинейном члене волнового уравнения. В [15] рассмотрена задача об определении
некоторой функции 𝑓(x, 𝑢), x∈R3, входящей в волновое уравнение. Основой исследования
этих задач являлось разложение решения прямой задачи в окрестности фронта волны.

В настоящей работе изучается поставленная выше обратная задача об определении ко-
эффициентов 𝜎(x) и 𝑞(x). Насколько известно автору, ранее она никем не рассматривалась.
Как и в статьях [13–15], выписывается разложение решения прямой задачи в окрестности
волнового фронта бегущей волны и на его основе исследуется обратная задача. Решение за-
дачи об определении обеих функций 𝜎(x) и 𝑞(x) сводится к задачам интегральной геометрии
на семействе прямых линий. Эти задачи состоят в определении функции через интегралы от
неё с заданной весовой функцией вдоль всевозможных прямых линий, пересекающих область
𝐵(𝑅0). Весовые функции в задачах определения 𝜎(x) и 𝑞(x) различны. Ниже найдены оценки
устойчивости решений возникающих задач. Все результаты, полученные в статье, являются
новыми и могут быть использованы для диагностики сред с нелинейным поглощением.

2. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ РЕШЕНИЯ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ

Рассмотрим асимптотическое разложение решения прямой задачи в окрестности характе-
ристического конуса 𝑡= |x−y| по степеням 𝑡−|x−y|. Так как точечный источник в уравнении
отделён от носителя функций 𝜎(x) и 𝑞(x) на расстояние 𝑅−𝑅0, то решение задачи (1) в
окрестности источника и для моментов времени 𝑡⩽ 𝜀, 𝜀=min(𝑅−𝑅0, 𝜖), имеет вид

𝑢(x, 𝑡,y)=
𝑎

4𝜋|x−y|
𝐻(𝑡−|x−y|), |x−y|⩽𝑅−𝑅0, 𝑡⩽ 𝜀. (2)

Для неоднородной среды имеет место следующее утверждение о структуре решения
задачи (1) в окрестности характеристического конуса.

Теорема 1. Пусть 𝜎(x), 𝑞(x) — гладкие функции и выполнено условие

𝜎(x)⩾ 0, x∈R3. (3)

Тогда в окрестности характеристического конуса 𝑡= |x−y| решение задачи (1) представимо
в виде

𝑢(x, 𝑡,y)=𝐻(𝑡−|x−y|)
[︂
𝛼1(x,y)

|x−y|
(𝑡−|x−y|)+𝛼2(x,y)

(𝑡−|x−y|)2

2!
+

+𝛼3(x,y)
(𝑡−|x−y|)3

3!
+ . . .+𝛼𝑘(x,y)

(𝑡−|x−y|)𝑘

𝑘!
+ . . .

]︂
, (4)

где 𝛼𝑗(x,y), 𝑗 ∈N, — гладкие функции, причём, согласно формуле (2), для |x−y|⩽𝑅−𝑅0

𝛼1(x,y)=
𝑎

4𝜋
, 𝛼𝑘(x,y)= 0, 𝑘=2, 3, . . . , (5)
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а для |x−y|>𝑅−𝑅0 они вычисляются по формулам

𝛼1(x,y)=
𝑎

4𝜋

(︂
1+

𝑚−1

2

(︁ 𝑎
4𝜋

)︁(𝑚−1) ˆ

𝐿(x,y)

𝑠1−𝑚𝜎(𝜉) 𝑑𝑠

)︂−1/(𝑚−1)

, (6)

𝛼2(x,y)=
1

2Φ(x,y)

ˆ

𝐿(x,y)

Φ(𝜉,y)Δ𝜉

(︂
𝛼1(𝜉,y)

|𝜉−y|

)︂
𝑑𝑠, (7)

𝛼3(x,y)=− 1

2Φ(x,y)

ˆ

𝐿(x,y)

Φ(𝜉,y)
{︁
𝑚(𝑚−1)𝜎(𝜉)

[︀
𝑠1−𝑚𝛼𝑚−1

1 (𝜉,y)+

+𝑠2−𝑚𝛼𝑚−2
1 (𝜉,y)𝛼2

2(𝜉,y)
]︀
+2𝑞(𝜉)𝑠−2𝛼2

1(𝜉,y)−Δ𝜉𝛼2(𝜉,y)
}︁
𝑑𝑠, (8)

𝛼𝑘(x,y)=
1

4Φ(x,y)

ˆ

𝐿(x,y)

Φ(𝜉,y)
[︁
Δ𝜉𝛼𝑘−1(𝜉,y)−2𝜎(𝜉)𝑃𝑘(𝛼1(𝜉,y), . . . , 𝛼𝑘−1(𝜉,y), 𝑠)−

−2𝑞(𝜉)𝑄𝑘(𝛼1(𝜉,y), . . . , 𝛼𝑘−1(𝜉,y), 𝑠)
]︁
𝑑𝑠. (9)

В этих формулах функция Φ(x,y)= 1 для |x−y|⩽𝑅−𝑅0, а для |x−y|>𝑅−𝑅0

Φ(x,y)= exp

{︂ |x−y|ˆ

𝑅−𝑅0

[︁
𝑠−2+

𝑚

2
𝑠1−𝑚𝜎(𝜉)𝛼𝑚−1

1 (𝜉,y)
]︁
𝑑𝑠

}︂
. (10)

Здесь 𝐿(x,y) — отрезок прямой линии, соединяющий точки x и y, 𝜉 = y+ 𝑠𝜈(x,y), 𝑠 ∈
∈ [𝑅−𝑅0, |x−y|], 𝜈(x,y)= (x−y)/|x−y|.

Доказательство. Вычислив главную часть дифференциального оператора на функции
𝑢(x, 𝑡,y), определённой равенством (4), найдём, что при x ̸=y имеет место равенство

𝑢𝑡𝑡−Δ𝑢=𝐻(𝑡−|x−y|)
{︂
2∇
(︂
𝛼1(x,y)

|x−y|

)︂
·
(︂

x−y

|x−y|

)︂
+
𝛼1(x,y)

|x−y|
Δx|x−y|+

+

[︂
2∇ (𝛼2(x,y)) ·

(︂
x−y

|x−y|

)︂
+𝛼2(x,y)Δx|x−y|−Δx

(︂
𝛼1(x,y)

|x−y|

)︂]︂
(𝑡−|x−y|)

1!
+

+

[︂
2∇ (𝛼3(x,y)) ·

(︂
x−y

|x−y|

)︂
+𝛼3(x,y)Δx|x−y|−Δx𝛼2(x,y)

]︂
(𝑡−|x−y|)2

2!
+ . . .

. . .+

[︂
2∇ (𝛼𝑘(x,y)) ·

(︂
x−y

|x−y|

)︂
+𝛼𝑘(x,y)Δx|x−y|−Δx (𝛼𝑘−1(x,y))

]︂
(𝑡−|x−y|)𝑘−1

(𝑘−1)!
+ . . .

}︂
. (11)

Кроме того,

(𝑢𝑡(x, 𝑡,y))
𝑚=𝐻(𝑡−|x−y|)

{︂(︂
𝛼1

|x−y|

)︂𝑚
+𝑚

(︂
𝛼1

|x−y|

)︂𝑚−1

𝛼2(x,y)
(𝑡−|x−y|)

1!
+

+

[︂
𝑚

(︂
𝛼1

|x−y|

)︂𝑚−1

𝛼3(x,y)+𝑚(𝑚−1)

(︂
𝛼1

|x−y|

)︂𝑚−2

𝛼2
2(x,y)

]︂
(𝑡−|x−y|)2

2!
+ . . .

. . .+

[︂
𝑚

(︂
𝛼1

|x−y|

)︂𝑚−1

𝛼𝑘(x,y)+𝑃𝑘(𝛼1, . . . , 𝛼𝑘−1, |x−y|)(𝑡−|x−y|)𝑘−1

(𝑘−1)!

]︂
+ . . .

}︂
, (12)

где 𝑃𝑘(𝛼1, . . . , 𝛼𝑘−1, |x−y|) — некоторые полиномы по 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘−1 и 1/|x−y|.
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Для функции 𝑢2(x, 𝑡,y) справедливо представление

𝑢2(x, 𝑡,y)=𝐻(𝑡−|x−y|)
{︂
2

(︂
𝛼1

|x−y|

)︂2 (𝑡−|x−y|)2

2!
+ . . .

. . .+𝑄𝑘(𝛼1, . . . , 𝛼𝑘−1, |x−y|)(𝑡−|x−y|)𝑘

𝑘!
+ . . .

}︂
, (13)

в котором 𝑄𝑘(𝛼1, . . . , 𝛼𝑘−1, |x−y|) также являются полиномами по тем же переменным.
Учитывая равенства (11)–(13) и уравнение (1), находим соотношения для вычисления

коэффициентов 𝛼𝑘, 𝑘∈N, разложения (4) в виде

2∇
(︂
𝛼1(x,y)

|x−y|

)︂
·
(︂

x−y

|x−y|

)︂
+
𝛼1(x,y)

|x−y|
Δx|x−y|+𝜎(x)

(︂
𝛼1(x,y)

|x−y|

)︂𝑚
=0, (14)

2∇(𝛼2(x,y)) ·
(︂

x−y

|x−y|

)︂
+𝛼2(x,y)Δx|x−y|+

+𝑚𝜎(x)

(︂
𝛼1(x,y)

|x−y|

)︂𝑚−1

𝛼2(x,y)−Δx

(︂
𝛼1(x,y)

|x−y|

)︂
=0, (15)

2∇
(︀
𝛼3(x,y)

)︀
·
(︂

x−y

|x−y|

)︂
+𝛼3(x,y)Δx|x−y|+𝑚𝜎(x)

(︂
𝛼1(x,y)

|x−y|

)︂𝑚−1

𝛼3(x,y)+

+𝑚(𝑚−1)𝜎(x)

[︂(︂
𝛼1(x,y)

|x−y|

)︂𝑚−1

𝛼3(x,y)+

(︂
𝛼1(x,y)

|x−y|

)︂𝑚−2

𝛼2
2(x,y)

]︂
+

+2𝑞(x)

(︂
𝛼1(x,y)

|x−y|

)︂2
−Δx𝛼2(x,y)= 0, (16)

2
(︀
𝛼𝑘(x,y)

)︀
·
(︂

x−y

|x−y|

)︂
+𝛼𝑘(x,y)Δx|x−y|+𝑚𝜎(x)

(︂
𝛼1(x,y)

|x−y|

)︂𝑚−1

𝛼𝑘(x,y)+

+𝜎(x)𝑃𝑘(𝛼1, . . . , 𝛼𝑘−1, |x−y|)+𝑞(x)𝑄𝑘(𝛼1, . . . , 𝛼𝑘−1, |x−y|)−Δx𝛼𝑘−1(x,y)= 0. (17)

Проинтегрируем систему (14)–(17). Умножим равенство (14) на |x−y| и учтём, что

Δx|x−y|= 2

|x−y|2
, x ̸=y. (18)

Тогда уравнение для 𝛼1(x,y) будет следующим:

2∇𝛼1(x,y) ·
(︂

x−y

|x−y|

)︂
+𝜎(x)|x−y|

(︂
𝛼1(x,y)

|x−y|

)︂𝑚
=0. (19)

Вдоль отрезка 𝐿(x,y)= {𝜉 ∈R3 : 𝜉=y+𝑠𝜈} уравнение (19) является обыкновенным диффе-
ренциальным уравнением первого порядка. Действительно, оно имеет вид

2
𝑑

𝑑𝑠
𝛼1(y+𝑠𝜈)+𝜎(y+𝑠𝜈)𝑠

1−𝑚𝛼𝑚1 (y+𝑠𝜈)= 0, 𝑠∈ (0, |x−y|]. (20)

Заметим, что появление сингулярности 𝑠1−𝑚 при 𝑠=0 в этом уравнении не играет никакой
роли, так как функция 𝜎(𝜉) равна нулю для 𝑠∈ [0, 𝑅−𝑅0]. Согласно формуле (2)

𝛼1(y+𝑠𝜈,y)=
𝑎

4𝜋
=:𝛼0

1, 𝑠∈ [0, 𝑅−𝑅0].
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Интегрируя уравнение (20) с учётом этого условия, приходим к соотношению

𝛼1−𝑚
1 (x,y)−(𝛼0

1)
1−𝑚=

𝑚−1

2

ˆ

𝐿(x,y)

𝑠1−𝑚𝜎(𝜉) 𝑑𝑠, (21)

в котором 𝜉 — переменная точка интегрирования, определяемая равенством 𝜉=y+𝑠𝜈(x,y).
Из (21) получаем формулу (6) для вычисления функции 𝛼1(x,y), которая является гладкой
ввиду условия (3) и финитности 𝜎(x) в 𝐵(𝑅0).

Рассмотрим уравнение (15). В силу формулы (2) функция 𝛼2(x,y)=0 для |x−y|⩽𝑅−𝑅0.
Учитывая равенство (18), запишем уравнение для 𝛼2(x,y) вдоль 𝐿(x,y) в виде

2
𝑑𝛼2

𝑑𝑠
+𝛼2

[︂
2

𝑠2
+𝑚𝑠1−𝑚𝜎(𝜉)𝛼𝑚−1

1 (𝜉,y)

]︂
−Δ𝜉

(︂
𝛼1(𝜉,y)

|𝜉−y|

)︂
=0, 𝑠>𝑅−𝑅0, (22)

в котором 𝜉=y+𝑠𝜈(x,y). С помощью фунции Φ(x,y), определённой формулой (10), урав-
нение (22) можно записать как

2
𝑑

𝑑𝑠
(𝛼2(𝜉,y)Φ(𝜉,y))=Φ(𝜉,y)Δ𝜉

(︂
𝛼1(𝜉,y)

|𝜉−y|

)︂
. (23)

Интегрируя это равенство по промежутку [𝑅−𝑅0, |x−y|], получаем

𝛼2(x,y)=
1

2Φ(x,y)

ˆ

𝐿(x,y)

Φ(𝜉,y)Δ𝜉

(︂
𝛼1(𝜉,y)

|𝜉−y|

)︂
𝑑𝑠, (24)

где в силу первого равенства в (5) учтено, что

Δx

(︂
𝛼1(x,y)

|x−y|

)︂
=0, 0< |x−y|⩽𝑅−𝑅0.

Формула (24) совпадает с формулой (7). Очевидно, что здесь функция 𝛼2(x,y) является
гладкой.

Проинтегрируем уравнение (16). С учётом формулы (18) запишем его в виде

2
𝑑𝛼3

𝑑𝑠
+𝛼3

[︂
2

𝑠2
+𝑚𝑠1−𝑚𝜎(𝜉)𝛼𝑚−1

1 (𝜉,y)

]︂
+

+𝑚(𝑚−1)𝜎(𝜉)
[︀
𝑠1−𝑚𝛼𝑚−1

1 (𝜉,y)+𝑠2−𝑚𝛼𝑚−2
1 (𝜉,y)𝛼2

2(𝜉,y)
]︀
+

+2𝑞(𝜉)𝑠−2𝛼2
1(𝜉,y)−Δ𝜉𝛼2(𝜉,y)= 0. (25)

Умножив равенство (25) на Φ(𝜉,y), представим его в виде, аналогичном (23):

2
𝑑

𝑑𝑠

(︀
𝛼3(𝜉,y)Φ(𝜉,y)

)︀
+Φ(𝜉,y)

{︁
𝑚(𝑚−1)𝜎(𝜉)

[︀
𝑠1−𝑚𝛼𝑚−1

1 (𝜉,y)+

+𝑠2−𝑚𝛼𝑚−2
1 (𝜉,y)𝛼2

2(𝜉,y)
]︀
+2𝑞(𝜉)𝑠−2𝛼2

1(𝜉,y)−Δ𝜉𝛼2(𝜉,y)
}︁
=0. (26)

Интегрируя уравнение (26) и учитывая, что 𝛼3(𝜉,y) = 0 для |𝜉−y| ⩽ 𝑅−𝑅0, получаем
формулу (8).

Интегрирование уравнения (17) выполняется по аналогичной схеме: уравнение умножа-
ется на Φ(𝜉,y) и затем интегрируется по переменной 𝑠 на отрезке [0, |x−y|], в результате
чего получается формула (9).
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3. СВЕДЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ
К ДВУМ ЗАДАЧАМ ИНТЕГРАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ

Из теоремы 1 следует, что
𝛼1(x,y)

|x−y|
=𝑢𝑡|𝑡→|x−y|+0,

поэтому функция 𝛼1(x,y) может быть вычислена по данным обратной задачи на том же
множестве, на котором заданы эти данные, а именно,

𝛼1(x,y)= |x−y|𝐹𝑡(x, 𝑡,y)
⃒⃒
𝑡=|x−y|+0

, y∈𝑆(𝑅), x∈𝑆(𝑅,y).

Воспользуемся формулой (6), чтобы получить уравнение для функции 𝜎(x) в виде
ˆ

𝐿(x,y)

𝜌1(𝜉,y)𝜎(𝜉)𝑑𝑠= 𝑣1(x,y), y∈𝑆(𝑅), x∈𝑆(𝑅,y), (27)

где весовая функция и правая часть определяются как

𝜌1(𝜉,y)= |𝜉−y|1−𝑚, 𝜉 ∈𝐵(𝑅0), y∈𝑆(𝑅), (28)

𝑣1(x,y)=
2(4𝜋)𝑚−1

(𝑚−1)𝑎𝑚−1

[︂(︂
𝑎

4𝜋𝛼1(x,y)

)︂𝑚−1

−1

]︂
.

Заметим, что
𝜌1(𝜉,y)⩾ (𝑅−𝑅0)

1−𝑚, 𝜉 ∈𝐵(𝑅0), y∈𝑆(𝑅),
так как интегрирование в формуле (28) фактически проводится только по той части отрезка
𝐿(x,y), которая лежит в области 𝐵(𝑅0), где 𝜎(x) отлична от нуля. Таким образом, задача
о нахождении коэффициента 𝜎(x) сводится к решению интегрального уравнения (28). Воз-
никающая задача носит название задачи интегральной геометрии. Ниже будет показано,
что для неё имеет место теорема единственности, а при некотором дополнительном условии
на геометрию области наблюдения и оценка устойчивости решения этой задачи.

Предположим теперь, что решение уравнения (28) найдено. Тогда функции 𝛼1(x,y) и
𝛼2(x,y) могут быть вычислены по формулам (6), (7) для любых значений x и y. Это
позволяет построить уравнение для отыскания коэффициента 𝑞(x). Действительно, из пред-
ставления (4) следует, что

𝛼3(x,y)=
𝜕3𝑢(x, 𝑡,y)

𝜕𝑡3

⃒⃒⃒⃒
𝑡→|x−y|+0

,

поэтому функция 𝛼3(x,y) может быть вычислена по данным обратной задачи для всех
y∈𝑆(𝑅), x∈𝑆(𝑅,y). Тогда из формулы (8) находим уравнение

ˆ

𝐿(x,y)

𝜌2(𝜉,y)𝑞(𝜉)𝑑𝑠= 𝑣2(x,y), y∈𝑆(𝑅), x∈𝑆(𝑅,y), (29)

в котором весовая функция 𝜌2(𝜉,y) определена равенством

𝜌2(𝜉,y)= |𝜉−y|−2Φ(𝜉,y)𝛼2
1(𝜉,y), 𝜉 ∈𝐵(𝑅0), y∈𝑆(𝑅), (30)

а правая часть вычисляется по формуле

𝑣2(x,y)=−𝛼3(x,y)Φ(x,y)−

− 1

2

ˆ

𝐿(x,y)

Φ(𝜉,y)
{︁
𝑚(𝑚−1)𝜎(𝜉)

[︀
𝑠1−𝑚𝛼𝑚−1

1 (𝜉,y)+𝑠2−𝑚𝛼𝑚−2
1 (𝜉,y)𝛼2

2(𝜉,y)
]︀
−Δ𝜉𝛼2(𝜉,y)

}︁
𝑑𝑠.
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Следовательно, для определения коэффициента 𝑞(x) опять возникает задача интегральной
геометрии, но с другой весовой функцией. В обоих случаях для искомой функции известны
интегралы от неё по всевозможным прямым, пересекающим область 𝐵(𝑅0). В техническом
отношении удобно рассматривать интегралы по всевозможным прямым, исходящим из точ-
ки y. Используя предположение о финитности искомых функций, продолжим правые части
уравнений (27) и (29), определив их нулём для всех x∈𝑆(𝑅)∖𝑆(𝑅,y), т.е. положим

̂︀𝑣𝑘(x,y)=
{︃
𝑣𝑘(x,y), x∈𝑆(𝑅,y),
0, x∈𝑆(𝑅)∖𝑆(𝑅,y),

𝑘=1, 2,

и будем в дальнейшем рассматривать уравнения (27) и (29) для всех x∈𝑆(𝑅)×𝑆(𝑅). Более
того, каждая из рассматриваемых задач сводится к серии соответствующих двумерных за-
дач в плоскостях Σ(𝑧)= {x∈R3 : 𝑥3= 𝑧}, 𝑧 ∈ (−𝑅0, 𝑅0). Для этого достаточно в уравнениях
(27) и (29) положить y ∈ Σ(𝑧)∩𝑆(𝑅), x ∈ Σ(𝑧)∩𝑆(𝑅). Возникающие проблемы являются
несколько более общими, чем хорошо известная проблема томографии. Исследования раз-
личных вариантов подобных проблем были выполнены в 70-х годах прошлого века. Ниже
мы воспользуемся некоторыми результатами этих исследований для вывода утверждений,
связанных с задачами для уравнений (27) и (29).

4. АНАЛИЗ ЗАДАЧ ИНТЕГРАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ

Рассмотрим двумерную задачу об отыскании функции 𝜎(x) в плоскости Σ(𝑧) для урав-
нения (27). Заметим, что семейство отрезков 𝐿(x,y) прямых линий, лежащих в двумерной
области Σ(𝑧)∩𝐵(𝑅0), и весовая функция 𝜌1(𝜉,y) инвариантны относительно вращений в
плоскости Σ(𝑧) относительно точки (0, 0, 𝑧). Такая задача для семейства кривых, инва-
риантного относительно вращений вокруг центра круга, была исследована в работе [16,
с. 35–40]. Свойство инвариантности уравнения относительно вращений позволяет свести за-
дачу к серии одномерных интегральных уравнений типа Абеля для коэффициентов Фурье
функции 𝜎(x) по угловой переменной. Отсюда следуют метод построения этой функции и
теорема единственности.

Теорема 2. Задача о нахождении функции 𝜎(x) из уравнения (27) может иметь не
более одного решения.

В принципе, используя тот же метод, можно получить и оценку устойчивости решения
для уравнения (27), но она качественно проигрывает оценке, которая следует из результатов
статей [17, 18]. Ниже мы воспользуемся теоремой об оценке устойчивости для трёхмерного
пространства из работы [18], так как в ней даны точные значения константы в этой оценке.
Сформулируем в качестве леммы утверждение, которое вытекает из упомянутой теоремы
и адаптировано к описанным выше задачам.

Пусть 𝑓(x), 𝜌(x,y) — гладкие функции и носитель 𝑓(x) содержится в шаре 𝐵(𝑅0).
Требуется найти 𝑓(x) в 𝐵(𝑅0) по заданным интегралам

ˆ

𝐿(x,y)

𝜌(𝜉,y)𝑓(𝜉) 𝑑𝑠= 𝑣(x,y), (x,y)∈𝑆(𝑅)×𝑆(𝑅).

Обозначим
𝜈= 𝜈(𝜃, 𝜙)= (sin 𝜃 cos𝜙, sin 𝜃 sin𝜙, cos 𝜃)=

x−y

|x−y|
,

𝑠*(x, 𝜈)= |x−y|=(x ·𝜈)+
√︀
(x ·𝜈)2+𝑅2−|x|2.
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Очевидно, что
y=x−𝑠*(x, 𝜈(𝜃, 𝜙))𝜈(𝜃, 𝜙).

Для функции 𝑔(𝜈(𝜃, 𝜙)) обозначим

∇𝜃,𝜙𝑔=

(︂
𝜕𝑔

𝜕𝜃
,

1

sin 𝜃

𝜕𝑔

𝜕𝜙

)︂
, |∇𝜃,𝜙𝑔|2=

(︂
𝜕𝑔

𝜕𝜃

)︂2
+

(︂
1

sin 𝜃

𝜕𝑔

𝜕𝜙

)︂2
.

Лемма. Пусть весовая функция 𝜌(𝜉,y) удовлетворяет условиям

𝜌(𝜉,y)⩾ 𝜌0> 0, (𝜉,y)∈𝐵(𝑅0)×𝑆(𝑅), (31)
|∇𝜃,𝜙 ln 𝜌[𝜉,x−𝑠*(x, 𝜈(𝜃, 𝜙))𝜈(𝜃, 𝜙)]| /2⩽𝜅< 1, (𝜉,y)∈𝐵(𝑅0)×𝑆(𝑅), (32)

с некоторыми положительными числами 𝜌0 и 𝜅. Тогда справедлива оценка
ˆ

𝐵(𝑅0)

𝑓2(x) 𝑑x⩽
1

4𝜋𝜌20(1−𝜅)

ˆ

S2

ˆ

𝑆(𝑅)

|∇𝜃,𝜙𝑣(x,x−𝑠*(x, 𝜈(𝜃, 𝜙))𝜈(𝜃, 𝜙))|2 𝑑𝑆 sin 𝜃 𝑑𝜃 𝑑𝜙, (33)

в которой S2 — единичная сфера, 𝑑𝑆 — элемент площади поверхности 𝑆(𝑅).
Воспользуемся этой леммой для получения оценок устойчивости решений уравнений (27)

и (29).
Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 и неравенство

𝑚−1

2(𝑅−𝑅0)
=𝜅1< 1. (34)

Тогда для решения задачи (27) имеет место оценка

ˆ

𝐵(𝑅0)

𝜎2(x) 𝑑x⩽
(𝑅−𝑅0)

2(𝑚−1)

4𝜋(1−𝜅1)

ˆ

S2

ˆ

𝑆(𝑅)

|∇𝜃,𝜙̂︀𝑣1(x,x−𝑠*(x, 𝜈(𝜃, 𝜙))𝜈(𝜃, 𝜙))|2 𝑑𝑆 sin 𝜃 𝑑𝜃 𝑑𝜙. (35)

Доказательство. Согласно формуле (28) весовая функция в этом случае равна 𝜌1(𝜉,y)=
= |𝜉−y|1−𝑚. Так как 𝜉 ∈𝐵(𝑅0), а y∈𝑆(𝑅), то

𝜌1(𝜉,y)⩾
1

(𝑅−𝑅0)𝑚−1
=: 𝜌10. (36)

Кроме того,

1

2

⃒⃒
∇𝜃,𝜙 ln

{︀
𝜌1(𝜉,y)

⃒⃒
y=x−𝑠*(x,𝜈(𝜃,𝜙))𝜈(𝜃,𝜙)

}︀⃒⃒
=
𝑚−1

2

⃒⃒
∇𝜃,𝜙 ln

{︀
|𝜉−y|

⃒⃒
y=x−𝑠*(x,𝜈(𝜃,𝜙))𝜈(𝜃,𝜙)

}︀⃒⃒
=

=
𝑚−1

2

⃒⃒
∇𝜃,𝜙 ln

{︀
(|x−y|−|𝜉−x|)

⃒⃒
y=x−𝑠*(x,𝜈(𝜃,𝜙))𝜈(𝜃,𝜙)

}︀⃒⃒
=

=
𝑚−1

2
|∇𝜃,𝜙 ln {𝑠*(x, 𝜈(𝜃, 𝜙))−|𝜉−x|}|= 𝑚−1

2(𝑠*(x, 𝜈(𝜃, 𝜙))−|𝜉−x|)
|∇𝜃,𝜙𝑠

*(x, 𝜈(𝜃, 𝜙))| .

Вычисляя |∇𝜃,𝜙𝑠
*(x, 𝜈(𝜃, 𝜙))|, находим

|∇𝜃,𝜙𝑠
*(x, 𝜈(𝜃, 𝜙))|= [(x ·𝜈𝜃)2+(x ·𝜈𝜙)2/ sin2 𝜃]1/2

[(x ·𝜈)2+𝑅2−|x|2]1/2
⩽ 1.
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В итоге
1

2

⃒⃒
∇𝜃,𝜙 ln

{︀
𝜌1(𝜉,y)

⃒⃒
y=x−𝑠*(x,𝜈(𝜃,𝜙))𝜈(𝜃,𝜙)

}︀⃒⃒
⩽

𝑚−1

2(𝑅−𝑅0)
=:𝜅1. (37)

Из формул (36), (37) и условия (34) следует, что неравенства (31) и (32) леммы выполнены
при 𝜌0= 𝜌10 и 𝜅=𝜅1, поэтому из неравенства (33) вытекает оценка (35).

Замечание 1. При фиксированных 𝑚>1 и 𝑅0 неравенство (34) представляет собой усло-
вие на выбор числа 𝑅, т.е. сферы, в точках которой прикладываются источники возмущений
и проводятся измерения решений задачи (1).

Для задачи, связанной с решением уравнения (29), имеет место следующая
Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 1 и соотношения

0⩽𝜎(x)⩽𝜎0, |∇𝜎(x)|⩽𝜎1, x∈𝐵(𝑅0),

𝜌20=
𝑎2

(4𝜋)2

(︂
1+(𝑚−1)

(︂
𝑎

4𝜋

)︂𝑚−1 𝑅0𝜎0
(𝑅−𝑅0)𝑚−1

)︂−2/(𝑚−1)

,

𝜅2=𝜅21+𝜅22+𝜅23< 1, (38)

где числа 𝜅2𝑗, 𝑗=1, 2, 3, определены ниже формулами (40)–(42). Тогда для решения уравнения
(29) справедлива оценка устойчивости, аналогичная оценке (35):

ˆ

𝐵(𝑅0)

𝑞2(x)𝑑x⩽
1

4𝜋𝜌220(1−𝜅2)

ˆ

S2

ˆ

𝑆(𝑅)

|∇𝜃,𝜙̂︀𝑣2(x,x−𝑠*(x, 𝜈(𝜃, 𝜙))𝜈(𝜃, 𝜙))|2 𝑑𝑆 sin 𝜃 𝑑𝜃 𝑑𝜙. (39)

Доказательство. Используем формулы (6), (10) и (30) для оценки весовой функции
𝜌2(𝜉,y). Из формул (6), (10) и неотрицательности 𝜎(x) следует, что

𝑎

4𝜋

(︂
1+(𝑚−1)

(︂
𝑎

4𝜋

)︂𝑚−1 𝑅0𝜎0
(𝑅−𝑅0)𝑚−1

)︂−1/(𝑚−1)

⩽𝛼1(x,y)⩽
𝑎

4𝜋
, Φ(𝜉,y)⩾ 1.

Тогда

𝜌2(𝜉,y)⩾
𝑎2

(4𝜋)2

(︂
1+(𝑚−1)

(︂
𝑎

4𝜋

)︂𝑚−1 𝑅0𝜎0
(𝑅−𝑅0)𝑚−1

)︂−2/(𝑚−1)

= 𝜌20.

Далее,

1

2

⃒⃒⃒
∇𝜃,𝜙 ln 𝜌2(𝜉,y)

⃒⃒
y=x−𝑠*(x,𝜈(𝜃,𝜙))𝜈(𝜃,𝜙)

⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒
∇𝜃,𝜙 ln

{︁
|𝜉−y|

⃒⃒
y=x−𝑠*(x,𝜈(𝜃,𝜙))𝜈(𝜃,𝜙)

}︁⃒⃒⃒
+

+
⃒⃒⃒
∇𝜃,𝜙 ln

{︁
𝛼1(𝜉,y)

⃒⃒
y=x−𝑠*(x,𝜈(𝜃,𝜙))𝜈(𝜃,𝜙)

}︁⃒⃒⃒
+
1

2

⃒⃒⃒⃒
∇𝜃,𝜙

𝑠*(x,𝜈(𝜃,𝜙))−|𝜉−x|ˆ

𝑅−𝑅0

[︂
𝑠−2+

𝑚

2
𝑠1−𝑚𝜎(y+𝑠𝜈(𝜃, 𝜙))×

×(𝛼1)
𝑚−1(y+𝑠𝜈(𝜃, 𝜙),y)

]︂
y=x−𝑠*(x,𝜈(𝜃,𝜙))𝜈(𝜃,𝜙)

𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
= 𝐼1+𝐼2+𝐼3.

Оценим каждое слагаемое по отдельности. Заметим, что подобное первому из них уже было
оценено выше при доказательстве теоремы 3. Имеем

𝐼1=
⃒⃒⃒
∇𝜃,𝜙 ln

{︁
|𝜉−y|

⃒⃒
y=x−𝑠*(x,𝜈(𝜃,𝜙))𝜈(𝜃,𝜙)

}︁⃒⃒⃒
⩽

1

𝑅−𝑅0
=:𝜅21. (40)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 4 2024



ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 517

Для оценки второго слагаемого используем формулу (6):

𝐼2=
⃒⃒⃒
∇𝜃,𝜙 ln

{︁
𝛼1(𝜉,y)

⃒⃒
y=x−𝑠*(x,𝜈(𝜃,𝜙))𝜈(𝜃,𝜙)

}︁⃒⃒⃒
=

=
1

2

(︁ 𝑎
4𝜋

)︁(𝑚−1)
(︂
1+

𝑚−1

2

(︁ 𝑎
4𝜋

)︁(𝑚−1) ˆ

𝐿(𝜉,y)

𝑠1−𝑚𝜎(𝜉) 𝑑𝑠

)︂−(𝑚+1)/(𝑚−1)

×

×
⃒⃒⃒⃒
∇𝜃,𝜙

{︂ |𝜉−y|ˆ

𝑅−𝑅0

𝑠1−𝑚𝜎(y+𝑠𝜈(𝜃, 𝜙)) 𝑑𝑠

}︂⃒⃒⃒⃒
y=x−𝑠*(x,𝜈(𝜃,𝜙))𝜈(𝜃,𝜙)

⃒⃒⃒⃒
.

Заметим, что 𝜎(x) ⩾ 0, и заменим функцию 𝜎(x) нулём в первом сомножителе. Тогда,
вычислив ∇𝜃,𝜙, получим неравенство

𝐼2⩽
1

2

(︁ 𝑎
4𝜋

)︁(𝑚−1)
[︂
|𝜉−y|1−𝑚𝜎(𝜉)

⃒⃒⃒
∇𝜃,𝜙

{︁
|𝜉−y|

⃒⃒
y=x−𝑠*(x,𝜈(𝜃,𝜙))𝜈(𝜃,𝜙)

}︁⃒⃒⃒
+

+
ˆ

𝐿(x,y)

𝑠1−𝑚|∇𝜎(𝜉)|
{︀
2(𝑠*(x, 𝜈(𝜃, 𝜙))−𝑠)2+ |∇𝜃,𝜙𝑠

*(x, 𝜈(𝜃, 𝜙))|2
}︀1/2

𝑑𝑠

]︂
⩽

⩽
1

2

(︁ 𝑎
4𝜋

)︁(𝑚−1)
[︂

𝜎0
(𝑅−𝑅0)𝑚

+
2𝑅0𝜎1

(𝑅−𝑅0)𝑚−1

(︀
2(𝑅+𝑅0)

2+1
)︀1/2]︂

⩽

⩽
1

2

(︁ 𝑎
4𝜋

)︁(𝑚−1) 1

(𝑅−𝑅0)𝑚

[︁
𝜎0+2𝑅0𝜎1(𝑅−𝑅0)(2(𝑅+𝑅0)

2+1)1/2
]︁
=:𝜅22. (41)

Оценим 𝐼3:

𝐼3=
1

2

⃒⃒⃒⃒
⃒∇𝜃,𝜙

𝑠*(x,𝜈(𝜃,𝜙))−|𝜉−x|ˆ

𝑅−𝑅0

[︁
𝑠−2+

𝑚

2
𝑠1−𝑚𝜎(y+𝑠𝜈(𝜃,𝜙))𝛼𝑚−1

1 (y+𝑠𝜈(𝜃,𝜙),y)
]︁
y=x−𝑠*(x,𝜈(𝜃,𝜙))𝜈(𝜃,𝜙)

𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⩽

⩽
1

(𝑅−𝑅0)2
+
𝑚

4

[︂
|𝜉−y|1−𝑚𝜎(𝜉)𝛼𝑚−1

1 (𝜉,y)
⃒⃒
∇𝜃,𝜙𝑠

*(x, 𝜈(𝜃, 𝜙))
⃒⃒
+

+
ˆ

𝐿(x,y)

𝑠1−𝑚|∇𝜎(𝜉)|𝛼𝑚−1
1 (𝜉,y)

(︁
2(𝑠*(x, 𝜈(𝜃, 𝜙))−𝑠)2+

⃒⃒
∇𝜃,𝜙𝑠

*(x, 𝜈(𝜃, 𝜙))
⃒⃒2)︁1/2

𝑑𝑠+

+

|𝜉−y|ˆ

𝑅−𝑅0

𝑠1−𝑚𝜎(𝜉)
{︁
|∇𝜉𝛼

𝑚−1
1 (𝜉,y)|

(︀
2(𝑠*(𝜃, 𝜙)−𝑠)2+ |∇𝜃,𝜙𝑠

*(𝜃, 𝜙)|2
)︀1/2

+

+ |∇y𝛼
𝑚−1
1 (𝜉,y)|

}︁⃒⃒⃒
𝜉=x+(𝑠−𝑠*(𝜃,𝜙))𝜈(𝜃,𝜙)

𝑑𝑠

]︃
.

Используя неравенства

|∇𝜃,𝜙𝑠
*(𝜃, 𝜙)|⩽ 1,

(︀
2(𝑠*(𝜃, 𝜙)−𝑠)2+ |∇𝜃,𝜙𝑠

*(𝜃, 𝜙)|2
)︀1/2

⩽
(︀
2(𝑅+𝑅0)

2+1
)︀1/2

,

приходим к промежуточной оценке

𝐼3⩽
1

(𝑅−𝑅0)2
+
𝑚

4

[︂(︁ 𝑎
4𝜋

)︁𝑚−1 𝜎0
(𝑅−𝑅0)𝑚−1

+
(︁ 𝑎
4𝜋

)︁𝑚−1 2𝑅0𝜎1
(𝑅−𝑅0)𝑚−1

(︀
2(𝑅+𝑅0)

2+1
)︀1/2

+

+
𝜎0

(𝑅−𝑅0)𝑚−1

|𝜉−y|ˆ

𝑅−𝑅0

{︁⃒⃒
∇𝜉𝛼

𝑚−1
1 (𝜉,y)

⃒⃒(︀
2(𝑅+𝑅0)

2+1
)︀1/2

+
⃒⃒
∇y𝛼

𝑚−1
1 (𝜉,y)

⃒⃒}︁⃒⃒⃒
𝜉=y+𝑠𝜈(𝜃,𝜙)

𝑑𝑠

]︂
.
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Так как

𝛼𝑚−1
1 (𝜉,y)=

(︁ 𝑎
4𝜋

)︁𝑚−1
(︂
1+

𝑚−1

2

(︁ 𝑎
4𝜋

)︁𝑚−1
|𝜉−y|ˆ

𝑅−𝑅0

𝑠1−𝑚𝜎(y+𝑠𝜈(𝜃, 𝜙)) 𝑑𝑠

)︂−1

,

то

⃒⃒
∇𝜉𝛼

𝑚−1
1 (𝜉,y)

⃒⃒
=
𝑚−1

2

(︁ 𝑎
4𝜋

)︁2(𝑚−1)
(︂
1+

𝑚−1

2

(︁ 𝑎
4𝜋

)︁𝑚−1 ˆ

𝐿(𝜉,y)

𝑠1−𝑚𝜎(𝜉′) 𝑑𝑠

)︂−2

×

×|𝜉−y|1−𝑚𝜎(𝜉)|∇𝜉|𝜉−y||⩽ (𝑚−1)𝜎0
2(𝑅−𝑅0)𝑚−1

(︁ 𝑎
4𝜋

)︁2(𝑚−1)
,

|∇y𝛼
𝑚−1
1 (𝜉,y)|= 𝑚−1

2

(︁ 𝑎
4𝜋

)︁2(𝑚−1)
(︂
1+

𝑚−1

2

(︁ 𝑎
4𝜋

)︁𝑚−1 ˆ

𝐿(𝜉,y)

𝑠1−𝑚𝜎(𝜉′) 𝑑𝑠

)︂−2

×

×
{︂
|𝜉−y|1−𝑚𝜎(𝜉)|∇y|𝜉−y||+

ˆ

𝐿(𝜉,y)

𝑠1−𝑚|∇𝜎(𝜉′)| 𝑑𝑠
}︂
⩽

𝑚−1

2(𝑅−𝑅0)𝑚−1

(︁ 𝑎
4𝜋

)︁2(𝑚−1)
(𝜎0+2𝑅0𝜎1).

С учётом последних оценок имеем

𝐼3⩽
1

(𝑅−𝑅0)2
+
𝑚

4

(︁ 𝑎
4𝜋

)︁𝑚−1 1

(𝑅−𝑅0)𝑚−1

[︁
𝜎0+2𝑅0𝜎1

(︀
2(𝑅+𝑅0)

2+1
)︀1/2

+

+
(𝑚−1)𝜎0

2(𝑅−𝑅0)𝑚−1

(︁ 𝑎
4𝜋

)︁(𝑚−1) {︁
𝜎0
(︀
2(𝑅+𝑅0)

2+1
)︀1/2

+𝜎0+2𝑅0𝜎1

}︁]︁
=:𝜅23. (42)

Из полученных выше оценок и условия (38) следует, что для задачи (29) выполняются
условия леммы с 𝜌0= 𝜌20 и 𝜅=𝜅2. Отсюда вытекает оценка (39).

Замечание 2. Условие (38) теоремы 4 выглядит довольно сложным. Однако оно всегда
может быть выполнено при проведении эксперимента с целью получить данные обратной
задачи. Действительно, формула (40) показывает, что число 𝜅21 можно сделать малым за
счёт выбора достаточно большого 𝑅. Из формул (41), (42) следует, что числа 𝜅22 и 𝜅23
малы, если 𝑅 велико, а число 𝑎 достаточно мало́. Выбор чисел 𝑅 и 𝑎, т.е. условий экспе-
римента, определяется экспериментатором, поэтому условие (38) представляется достаточно
естественным.
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AN INVERSE PROBLEM FOR THE WAVE EQUATION
WITH TWO NONLINEAR TERMS

V. G. Romanov

Sobolev Institute of Mathematics SB RAS, Novosibirsk, Russia
e-mail: romanov@math.nsc.ru

An inverse problem for a hyperbolic equation of the second order containing two nonlinear terms is
studied. It consists in recovering coefficients under nonlinearities. The Cauchy problem with a point
source located at point y is considered. This point is a parameter of the problem and runs an spherical
surface 𝑆 successively. It is supposed that unknown coefficients are differed from zero in domain be
situated inside of 𝑆 only. The trace of a solution of the Cauchy problem is given on 𝑆 for all values of
y and for all times closed to moments of arriving of the wave from y to points of 𝑆. It is proved that
this information allows to reduce the inverse problem to two problems of the integral geometry solving
successively. For latter problems stability estimates are stated.

Keywords: inverse problem, nonlinear equation, integral geometry, uniqueness, stability.
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Получены двусторонние априорные оценки решения однородного вольтерровского ин-
тегро-дифференциального уравнения третьего порядка со степенной нелинейностью и
разностным ядром. Показано, что нижняя априорная оценка, играющая роль весовой
функции при построении метрики в конусе пространства непрерывных функций, неулуч-
шаема. С помощью этих оценок методом весовых метрик (аналог метода А. Белицкого)
доказана глобальная теорема о существовании, единственности и способе нахождения
нетривиального решения в классе неотрицательных непрерывных на положительной
полуоси функций начальной задачи для указанного интегро-дифференциального урав-
нения. Показано, что решение можно найти методом последовательных приближений,
получена оценка скорости их сходимости к точному решению. Приведены примеры,
иллюстрирующие полученные результаты.

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение, нелинейность, свёртка, метод
весовых метрик.

DOI: 10.31857/S0374064124040075, EDN: PAYTDQ

1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Нелинейные интегро-дифференциальные уравнения типа свёртки первого и второго по-
рядков широко применяются в задачах теории инфильтрации и ударных волн [1], в мо-
делях популяционной генетики и др. (см., например, [2, 3]). В работах [4, 5] были изу-
чены такие уравнения в различных конусах пространства непрерывно-дифференцируемых
функций. В данной статье рассматриваются вопросы, касающиеся существования, един-
ственности, свойств и способа нахождения решений начальной задачи, для нелинейного
интегро-дифференциального уравнения типа свёртки третьего порядка

𝑢𝛼(𝑥)=

𝑥ˆ

0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝑢′′′(𝑡) 𝑑𝑡, 𝛼> 1, 𝑥> 0, (1)

𝑢(0)= lim
𝑥→+0

𝑢′(𝑥)= lim
𝑥→+0

𝑢′′(𝑥)= 0. (2)
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Предполагается, что ядро 𝐾(𝑥) удовлетворяет условию

𝐾 ∈𝐶5[0,∞), 𝐾(5)(𝑥) не убывает на [0,∞),

𝐾(0)=𝐾 ′(0)=𝐾 ′′(0)=𝐾 ′′′(0)=𝐾(4)(0)= 0 и 𝐾(5)(0)= 𝑝> 0. (3)

Показано, что начальная задача (1), (2) при некоторых дополнительных условиях экви-
валентна нелинейному интегральному уравнению

𝑢𝛼(𝑥)=

𝑥ˆ

0

𝐾 ′′′(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡, 𝛼> 1, 𝑥> 0. (4)

Поскольку с теоретической и прикладной точек зрения интерес представляют неотри-
цательные непрерывные нетривиальные решения, то решение интегрального уравнения (4)
разыскивается в конусе пространства непрерывных функций 𝐶[0,∞):

𝑄0= {𝑢(𝑥): 𝑢∈𝐶[0,∞), 𝑢(0)= 0 и 𝑢(𝑥)> 0 при 𝑥> 0}.

Исследование основано на методе весовых метрик [1] — аналоге метода А. Белицкого
(см., например, [6, гл. 3, п. 3.1.3]), позволяющем доказать глобальные теоремы о суще-
ствовании, единственности и способе нахождения нетривиальных решений уравнений (1) и
(4). Изучение интегро-дифференциального уравнения третьего порядка (1), по сравнению с
уравнениями первого и второго порядков (ср. [4, 5]), вызвало дополнительные трудности,
связанные, в частности, с получением точной нижней априорной оценки 𝐹 (𝑥) решения 𝑢(𝑥)
(лемма 2), оценки третьей производной ядра 𝐾(𝑥) (лемма 4) и с определением условий
эквивалентности задачи (1), (2) и интегрального уравнения (4). Заметим, что получение
точной оценки 𝐹 (𝑥), играющей роль весовой функции при построении метрики, потребо-
вало не только решения некоторого нелинейного дифференциального неравенства третьего
порядка, не содержащего явно независимой переменной, дающего предварительную оценку
решения 𝑢(𝑥), но и применения рекуррентной процедуры уточнения этой оценки.

Приведены примеры, иллюстрирующие полученные результаты и показывающие, в част-
ности, что найденные условия эквивалентности начальной задачи (1), (2) и интегрального
уравнения (4) необходимы в определённом смысле (см. пример 4).

2. СВОЙСТВА НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ

Выясним сначала, какими свойствами обладают решения уравнения (4), если они суще-
ствуют.

Лемма 1. Пусть 𝛼>1 и ядро 𝐾(𝑥) удовлетворяет условию (3). Если функция 𝑢(𝑥)∈𝑄0

является решением интегрального уравнения (4), то она не убывает на промежутке [0,∞)
и трижды непрерывно дифференцируема на (0,∞).

Доказательство. Докажем сначала, что любое решение 𝑢(𝑥) из конуса 𝑄0 уравнения (4)
не убывает на [0,∞). Так как 𝐾(5)(𝑥)⩾𝐾(5)(0)>0, то 𝐾(4)(𝑥) не убывает на [0,∞). Значит,
𝐾(4)(𝑥)⩾𝐾(4)(0)=0 и, следовательно, 𝐾 ′′′(𝑥) также не убывает на [0,∞). Поэтому для любых
𝑥1, 𝑥2∈ [0,∞) таких, что 𝑥1<𝑥2, из тождества (4) с учётом, что 𝑢(𝑥)⩾ 0 и неотрицательная
функция 𝐾 ′′′(𝑥) не убывает на [0,∞), имеем

𝑢𝛼(𝑥2)−𝑢𝛼(𝑥1)=
𝑥1ˆ

0

[𝐾 ′′′(𝑥2− 𝑡)−𝐾 ′′′(𝑥1− 𝑡)]𝑢(𝑡) 𝑑𝑡+
𝑥2ˆ

𝑥1

𝐾 ′′′(𝑥2− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡⩾ 0,

откуда получаем 𝑢(𝑥1)⩽𝑢(𝑥2), т.е. 𝑢(𝑥) не убывает на луче [0,∞).
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Докажем теперь, что 𝑢∈𝐶3(0,∞). Из тождества (4) с учётом 𝐾 ′′′(0)= 0 имеем

𝛼𝑢𝛼−1(𝑥)𝑢′(𝑥)=

𝑥ˆ

0

𝐾(4)(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡, (5)

откуда находим

𝑢′(𝑥)=
1

𝛼
𝑢1−𝛼(𝑥)

𝑥ˆ

0

𝐾(4)(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡. (6)

Значит, функция 𝑢′′(𝑥) существует и непрерывна на (0,∞) как производная произведения
двух непрерывно дифференцируемых функций, поэтому возможно дифференцирование обеих
частей тождества (5):

𝛼(𝛼−1)𝑢𝛼−2(𝑥)𝑢′
2
(𝑥)+𝛼𝑢𝛼−1(𝑥)𝑢′′(𝑥)=

𝑥ˆ

0

𝐾(5)(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡, (7)

отсюда

𝑢′′(𝑥)=
1

𝛼
𝑢1−𝛼(𝑥)

𝑥ˆ

0

𝐾(5)(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡−(𝛼−1)𝑢−1(𝑥)𝑢′
2
(𝑥). (8)

Следовательно, 𝑢′′′(𝑥) существует и непрерывна на (0,∞), поскольку непрерывно диффе-
ренцируема правая часть тождества (8). Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть 𝛼>1 и ядро 𝐾(𝑥) удовлетворяет условию (3). Если функция 𝑢(𝑥)∈𝑄0

является решением интегрального уравнения (4), то она удовлетворяет неравенствам
𝐹 (𝑥)⩽𝑢(𝑥)⩽𝐺(𝑥) для любого 𝑥∈ [0,∞), где

𝐹 (𝑥)≡𝐶𝑥3/(𝛼−1), 𝐺(𝑥)≡
(︂
𝛼−1

𝛼
𝐾 ′′(𝑥)

)︂1/(𝛼−1)

, (9)

𝐶 =

(︂
𝑝(𝛼−1)3

3𝛼(𝛼+2)(2𝛼+1)

)︂1/(𝛼−1)

.

Доказательство. Дифференцируя трижды тождество (4) и учитывая, что 𝐾(5)(𝑥) не
убывает и, значит, 𝐾(6)(𝑥)⩾ 0 почти всюду на [0,∞), получаем

(𝑢𝛼(𝑥))′′′= 𝑝𝑢(𝑥)+

𝑥ˆ

0

𝐾(6)(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡⩾ 𝑝𝑢(𝑥). (10)

Положим 𝑢𝛼(𝑥)= 𝑣(𝑥). Тогда соотношение (10) примет вид

𝑣′′′⩾ 𝑝𝑣1/𝛼. (11)

Для решения нелинейного дифференциального неравенства (11), не содержащего явно неза-
висимую переменную 𝑥, выполним замену 𝑣′𝑥=𝑅(𝑣). Тогда 𝑣′′=𝑅𝑅′

𝑣, 𝑣′′′=𝑅2𝑅′′+𝑅𝑅′2 и из
(11) будем иметь

𝑅2𝑅′′+𝑅𝑅′2⩾ 𝑝𝑣1/𝛼. (12)

Так как в силу тождества (5) 𝑅=𝑣′𝑥=𝛼𝑢
𝛼−1𝑢′⩾0, то 𝑅𝑅′2⩽2𝑅𝑅′2. Поэтому из (12) следует,

что
(𝑅2𝑅′)′𝑣 ⩾ 𝑝𝑣1/𝛼. (13)

Заметим, что 𝑣(0)=𝑢𝛼(0)= 0. Так как в силу тождеств (5) и (7)

𝑣′(𝑥)=

𝑥ˆ

0

𝐾(4)(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 и 𝑣′′(𝑥)=

𝑥ˆ

0

𝐾(5)(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡,
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то 𝑣′(0)=0 и (𝑅𝑅
′
𝑣)(0)= 𝑣

′′(0)=0. И в результате интегрирования (13) в пределах от 0 до 𝑥
получим

𝑅2𝑅′
𝑣 ⩾

𝑝𝛼

𝛼+1
𝑣1/𝛼+1,

1

3
𝑅3⩾

𝑝𝛼2

(𝛼+1)(2𝛼+1)
𝑣1/𝛼+2.

Из последнего неравенства с помощью обратной замены 𝑅= 𝑣′𝑥 имеем

𝑣′𝑥⩾

[︂
3𝑝𝛼2

(𝛼+1)(2𝛼+1)

]︂1/3
𝑣1/(3𝛼)+2/3.

Разделяя переменные и интегрируя, получаем

3𝛼

𝛼−1
𝑣(𝛼−1)/(3𝛼)(𝑥)⩾

(︂
3𝑝𝛼2

(𝛼+1)(2𝛼+1)

)︂1/3
𝑥.

Так как 𝑣=𝑢𝛼, то из последнего неравенства запишем

𝑢(𝑥)⩾𝐶0𝑥
3/(𝛼−1), 𝐶0=

(︂
𝑝(𝛼−1)3

9𝛼(𝛼+1)(2𝛼+1)

)︂1/(𝛼−1)

. (14)

Используя оценку (14) с учётом, что

𝐾 ′′′(𝑥)=

𝑥ˆ

0

𝐾(5)(𝑡)(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡⩾𝐾(5)(0)
𝑥2

2
=
𝑝

2
𝑥2 (15)

и
𝑥ˆ

0

(𝑥− 𝑡)2𝑡3/(𝛼−1) 𝑑𝑡=
2(𝛼−1)3

3𝛼(𝛼+2)(2𝛼+1)
𝑥3𝛼/(𝛼−1)=

2

𝑝

3(𝛼+1)

𝛼+2
𝐶𝛼−1
0 𝑥3𝛼/(𝛼−1), (16)

из (4) получаем

𝑢𝛼(𝑥)⩾
𝑝

2
𝐶0

𝑥ˆ

0

(𝑥− 𝑡)2𝑡3/(𝛼−1) 𝑑𝑡=
𝑝

2
𝐶0

2

𝑝

3(𝛼+1)

𝛼+2
𝐶𝛼−1
0 𝑥3𝛼/(𝛼−1)=

3(𝛼+1)

𝛼+2
𝐶𝛼0 𝑥

3𝛼/(𝛼−1)

или

𝑢(𝑥)⩾𝐶0

(︂
3(𝛼+1)

𝛼+2

)︂1/𝛼
𝑥3/(𝛼−1). (17)

Аналогично, используя оценку (17) и равенство (16), из (4) находим

𝑢𝛼(𝑥)⩾

(︂
3(𝛼+1)

𝛼+2

)︂1/𝛼 𝑝
2
𝐶0

𝑥ˆ

0

(𝑥− 𝑡)2𝑡3/(𝛼−1) 𝑑𝑡=

(︂
3(𝛼+1)

𝛼+2

)︂1/𝛼
𝐶𝛼0

3(𝛼+1)

𝛼+2
𝑥3𝛼/(𝛼−1)

или

𝑢(𝑥)⩾𝐶0

(︂
3(𝛼+1)

𝛼+2

)︂1/𝛼+1/𝛼2

𝑥3/(𝛼−1).

Продолжив неограниченно этот процесс, окончательно получим

𝑢(𝑥)⩾𝐶0

(︂
3(𝛼+1)

𝛼+2

)︂1/𝛼+1/𝛼2+...+1/𝛼𝑛+...

𝑥3/(𝛼−1)=𝐶0

(︂
3(𝛼+1)

𝛼+2

)︂1/(𝛼−1)

𝑥3/(𝛼−1)≡𝐹 (𝑥).
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Докажем теперь оценку 𝑢(𝑥)⩽𝐺(𝑥). Так как 𝐾 ′′′(𝑥) не убывает (см. доказательство лем-
мы 1) на множестве [0,∞), то в силу интегрального неравенства Чебышёва (см., например,
[4]) из тождества (4) получаем

𝑢𝛼(𝑥)⩽
𝑥ˆ

0

𝐾 ′′′(𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡,

откуда

𝑢(𝑥)⩽

(︂ 𝑥ˆ

0

𝐾 ′′′(𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

)︂1/𝛼
, 𝑥∈ [0,∞), (18)

или, что то же самое,

𝑢(𝑡)⩽

(︂ 𝑡ˆ

0

𝐾 ′′′(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠

)︂1/𝛼
, 𝑡∈ [0,∞),

а с учётом того что 𝐾 ′′′(𝑥)> 0 при всех 𝑥> 0, имеем

𝐾 ′′′(𝑡)𝑢(𝑡)

(︂ 𝑡ˆ

0

𝐾 ′′′(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠

)︂−1/𝛼

⩽𝐾 ′′′(𝑡), 𝑡∈ (0,∞).

Проинтегрировав последнее неравенство в пределах от 0 до 𝑥, получим(︂ 𝑥ˆ

0

𝐾 ′′′(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠

)︂(𝛼−1)/𝛼

⩽
𝛼−1

𝛼

𝑥ˆ

0

𝐾 ′′′(𝑡) 𝑑𝑡=
𝛼−1

𝛼
𝐾 ′′(𝑥)

или (︂ 𝑥ˆ

0

𝐾 ′′′(𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

)︂1/𝛼
⩽

(︂
𝛼−1

𝛼
𝐾 ′′(𝑥)

)︂1/(𝛼−1)

≡𝐺(𝑥).

Тогда в силу неравенства (18) 𝑢(𝑥)⩽𝐺(𝑥). Лемма доказана.
Пример 1. Функция

𝑢*(𝑥)=

(︂
40(𝛼−1)3

𝛼(𝛼+2)(2𝛼+1)

)︂1/(𝛼−1)

𝑥3/(𝛼−1)

является решением уравнения (4) при 𝐾(𝑥)=𝑥5, т.е. интегрального уравнения

𝑢𝛼(𝑥)= 60

𝑥ˆ

0

(𝑥− 𝑡)2𝑢(𝑡) 𝑑𝑡, 𝛼> 1.

При 𝛼=2 функция 𝑢*(𝑥)=𝑥3 является и решением задачи (1), (2) с 𝐾(𝑥)=𝑥5 в уравнении (1).
Заметим, что 𝑢*(𝑥)≡𝐹 (𝑥) при 𝐾(𝑥)=𝑥5, что свидетельствует о точности нижней апри-

орной оценки, полученной в лемме 2. Что касается априорной оценки сверху, то в данном
случае

𝐺(𝑥)=

(︂
20(𝛼−1)

𝛼

)︂1/(𝛼−1)

𝑥3/(𝛼−1).

3. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ

Из леммы 2 вытекает, что решение уравнения (4) естественно искать в классе

𝑃 =
{︀
𝑢(𝑥): 𝑢∈𝐶[0,∞) и 𝐹 (𝑥)⩽𝑢(𝑥)⩽𝐺(𝑥)

}︀
,

где функции 𝐹 (𝑥) и 𝐺(𝑥) определены в (9).
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Лемма 3. Пусть 𝛼> 1 и ядро 𝐾(𝑥) удовлетворяет условию (3). Тогда оператор

(𝑇𝑢)(𝑥)=

(︂ 𝑥ˆ

0

𝐾 ′′′(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡
)︂1/𝛼

переводит класс 𝑃 в себя.
Доказательство. Пусть 𝑢∈𝑃 . Очевидно, что (𝑇𝑢)(𝑥)∈𝐶[0,∞). Докажем, что (𝑇𝑢)(𝑥)⩽

⩽ 𝐺(𝑥). Так как 𝑢(𝑥) ⩽ 𝐺(𝑥) и 𝐾 ′′′(𝑥) не убывает на [0,∞), то, применив интегральное
неравенство Чебышёва, получим

[(𝑇𝑢)(𝑥)]𝛼=

𝑥ˆ

0

𝐾 ′′′(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡⩽
𝑥ˆ

0

𝐾 ′′′(𝑥− 𝑡)𝐺(𝑡) 𝑑𝑡=
(︂
𝛼−1

𝛼

)︂1/(𝛼−1) 𝑥ˆ

0

𝐾 ′′′(𝑥− 𝑡)[𝐾 ′′(𝑡)]1/(𝛼−1)𝑑𝑡⩽

⩽

(︂
𝛼−1

𝛼

)︂1/(𝛼−1) 𝑥ˆ

0

𝐾 ′′′(𝑡)[𝐾 ′′(𝑡)]1/(𝛼−1)𝑑𝑡=

(︂
𝛼−1

𝛼

)︂1/(𝛼−1)

[𝐾 ′′(𝑥)]𝛼/(𝛼−1)𝛼−1

𝛼
≡ [𝐺(𝑥)]𝛼,

т.е. (𝑇𝑢)(𝑥)⩽𝐺(𝑥).
Осталось доказать, что (𝑇𝑢)(𝑥)⩾ 𝐹 (𝑥). Так как 𝑢(𝑥)⩾ 𝐹 (𝑥)≡ 𝐶𝑥3/(𝛼−1), то, применив

трижды формулу интегрирования по частям, с учётом условия (3) будем иметь

[︀
(𝑇𝑢)(𝑥)

]︀𝛼
⩾𝐶

𝑥ˆ

0

𝐾 ′′′(𝑥− 𝑡)𝑡3/(𝛼−1) 𝑑𝑡=𝐶
𝛼−1

𝛼+2

𝑥ˆ

0

𝐾 ′′′(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡(𝛼+2)/(𝛼−1)=

=𝐶
𝛼−1

𝛼+2

𝑥ˆ

0

𝐾(4)(𝑥− 𝑡) 𝑡(𝛼+2)/(𝛼−1)𝑑𝑡=𝐶
𝛼−1

𝛼+2

𝛼−1

2𝛼+1

𝑥ˆ

0

𝐾(4)(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡(2𝛼+1)/(𝛼−1)=

=𝐶
(𝛼−1)2

(𝛼+2)(2𝛼+1)

𝑥ˆ

0

𝐾(5)(𝑥− 𝑡) 𝑡(2𝛼+1)/(𝛼−1) 𝑑𝑡⩾𝐶
𝑝(𝛼−1)2

(𝛼+2)(2𝛼+1)

𝑥ˆ

0

𝑡(2𝛼+1)/(𝛼−1) 𝑑𝑡=

=𝐶
𝑝(𝛼−1)3

3𝛼(𝛼+2)(2𝛼+1)
𝑥3𝛼/(𝛼−1)=𝐶𝛼𝑥3𝛼/(𝛼−1)≡ [𝐹 (𝑥)]𝛼.

Следовательно, (𝑇𝑢)(𝑥)⩾𝐹 (𝑥). Лемма доказана.
Далее к уравнению (4) применим метод весовых метрик. Введём в связи с этим класс

𝑃𝑏=
{︀
𝑢(𝑥): 𝑢(𝑥)∈𝐶[0, 𝑏] и 𝐹 (𝑥)⩽𝑢(𝑥)⩽𝐺(𝑥)

}︀
,

где 𝐹 (𝑥) и 𝐺(𝑥) определены в (9), а 𝑏> 0 — любое фиксированное число.
Определим в этом классе метрику 𝜌, положив

𝜌(𝑢, 𝑣)= sup
0<𝑥⩽𝑏

|𝑢(𝑥)−𝑣(𝑥)|
𝑥3/(𝛼−1)𝑒𝛽𝑥

, (19)

где 𝛽 > 0 — любое (пока) число.
Точно так же как и в лемме 4 [4] доказывается полнота метрического пространства 𝑃𝑏.
Выберем достаточно малое число 𝑐∈ (0, 𝑏) таким, чтобы выполнялось условие

𝐾(5)(𝑐)<𝛼𝑝, 𝑝> 0. (20)

Ясно, что такое число 𝑐 существует, так как функция 𝐾(5)(𝑥) непрерывна на множестве
[0,∞), 𝐾(5)(0)= 𝑝 и 𝛼> 1.
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Положим

𝛽=
1

𝑝
sup
𝑐⩽𝑥⩽𝑏

𝐾(5)(𝑥)−𝑝
𝑥

,

где 𝑐> 0 определено в условии (20).
Лемма 4. Пусть выполнено условие (3). Тогда для любого 𝑥∈ [0, 𝑏] справедливо неравен-

ство
𝐾 ′′′(𝑥) 𝑒−𝛽 𝑥⩽

1

2
𝐾(5)(𝑐)𝑥2. (21)

Доказательство. Докажем сначала, что

𝐾(5)(𝑥)𝑒−𝛽 𝑥⩽𝐾(5)(𝑐). (22)

Если 𝑥∈ [0, 𝑐], то неравенство (22) очевидно. Пусть 𝑥∈ [𝑐, 𝑏]. Тогда

𝐾(5)(𝑥)= 𝑝+𝑝𝑥
1

𝑝

𝐾(5)(𝑥)−𝑝
𝑥

⩽ 𝑝+𝑝𝑥𝛽= 𝑝(1+𝛽𝑥)⩽𝐾(5)(𝑐)𝑒𝛽𝑥,

что равносильно выполнению неравенства (22) и при 𝑥∈ [𝑐, 𝑏].
В силу равенства из (15)

𝐾 ′′′(𝑥)=

𝑥ˆ

0

𝐾(5)(𝑡)(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡⩽𝐾(5)(𝑥)

𝑥ˆ

0

(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡= 1

2
𝐾(5)(𝑥)𝑥2,

а с учётом неравенства (22) окончательно получим

𝐾 ′′′(𝑥)𝑒−𝛽𝑥⩽
1

2
𝐾(5)(𝑥)𝑒−𝛽𝑥𝑥2⩽

1

2
𝐾(5)(𝑐)𝑥2.

Лемма доказана.
Теорема 1. Пусть 𝛼 > 1 и выполнено условие (3). Тогда интегральное уравнение (4)

имеет в конусе 𝑄0 (и в пространстве 𝑃𝑏 при любом 𝑏>0) единственное решение 𝑢*(𝑥). Это
решение можно найти в 𝑃𝑏 при любом 𝑏<∞ методом последовательных приближений по
формуле 𝑢𝑛=𝑇𝑢𝑛−1, 𝑛∈N, причём справедлива оценка скорости их сходимости

𝜌(𝑢𝑛, 𝑢
*)⩽

𝑞𝛼

1−𝑞
𝜌(𝑇𝑢0, 𝑢0), (23)

где 𝑞=𝐾(5)(𝑐)/(𝛼𝑝), 𝑢0 ∈𝑃𝑏 — начальное приближение.
Доказательство. Запишем уравнение (4) в операторном виде 𝑢=𝑇𝑢. Покажем сначала,

что уравнение (4) имеет единственное решение в 𝑃𝑏 при любом 𝑏 > 0 и что это решение
можно найти методом последовательных приближений с оценкой скорости их сходимости
(23). Из леммы 3 следует, что оператор 𝑇 действует из 𝑃𝑏 в 𝑃𝑏, поэтому достаточно доказать,
что он является сжимающим. Пусть 𝑢, 𝑣 ∈𝑃𝑏 — произвольные функции. Очевидно, что

|𝑢(𝑥)−𝑣(𝑥)|=𝑥3/(𝛼−1)𝑒𝛽 𝑥
|𝑢(𝑥)−𝑣(𝑥)|
𝑥3/(𝛼−1)𝑒𝛽 𝑥

⩽𝑥3/(𝛼−1)𝑒𝛽 𝑥 𝜌(𝑢, 𝑣).

Поэтому, используя неравенство (21), имеем⃒⃒⃒⃒ 𝑥ˆ

0

𝐾 ′′′(𝑥− 𝑡)[𝑢(𝑡)−𝑣(𝑡)] 𝑑𝑡
⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝜌(𝑢, 𝑣)

𝑥ˆ

0

𝐾 ′′′(𝑥− 𝑡)𝑒−𝛽(𝑥−𝑡)𝑒𝛽𝑥𝑡3/(𝛼−1) 𝑑𝑡⩽

⩽
1

2
𝐾(5)(𝑐)𝑒𝛽𝑥𝜌(𝑢, 𝑣)

𝑥ˆ

0

(𝑥− 𝑡)2𝑡3/(𝛼−1) 𝑑𝑡=
1

2
𝐾(5)(𝑐)𝑒𝛽𝑥𝜌(𝑢, 𝑣)

2(𝛼−1)3

3𝛼(𝛼+2)(2𝛼+1)
𝑥3𝛼/(𝛼−1).
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Далее, как и при доказательстве теоремы 2 [4], применим теорему Лагранжа и получим

|(𝑇𝑢)(𝑥)−(𝑇𝑣)(𝑥)|⩽ 1

𝛼

⃒⃒⃒⃒ 𝑥ˆ
0

𝐾 ′′′(𝑥− 𝑡)[𝑢(𝑡)−𝑣(𝑡)] 𝑑𝑡
⃒⃒⃒⃒
[𝐹 (𝑥)]1−𝛼⩽

⩽
1

𝛼
𝐾(5)(𝑐)𝑒𝛽𝑥𝜌(𝑢, 𝑣)

(𝛼−1)3

3𝛼(𝛼+2)(2𝛼+1)
𝑥3𝛼/(𝛼−1)

(︂
𝑝(𝛼−1)3

3𝛼(𝛼+2)(2𝛼+1)
𝑥3
)︂−1

=

=
𝐾(5)(𝑐)𝑒𝛽𝑥𝜌(𝑢, 𝑣)

𝛼𝑝
𝑥3/(𝛼−1),

откуда

𝜌(𝑇𝑢, 𝑇𝑣)⩽
𝐾(5)(𝑐)

𝛼𝑝
𝜌(𝑢, 𝑣). (24)

Из неравенства (24) в силу условия (20) вытекает, что оператор 𝑇 является сжимающим
в полном метрическом пространстве 𝑃𝑏. Следовательно, уравнение (4) имеет единственное
решение 𝑢* ∈𝑃𝑏 и справедлива оценка (23).

То, что 𝑢*(𝑥) является единственным решением уравнения (4) и во всём классе 𝑄0,
доказывается так же как и в теореме 3 [4].

Решение задачи (1), (2) будем искать в классе

𝑄3
0=
{︀
𝑢(𝑥): 𝑢∈𝐶[0,∞)∩𝐶3(0,∞), 𝑢(0)= 0 и 𝑢(𝑥)> 0 при 𝑥> 0

}︀
.

Лемма 5. Пусть 𝛼> 1 и ядро 𝐾(𝑥) удовлетворяет условию (3). Если 𝑢∈𝑄3
0 является

решением начальной задачи (1), (2), то 𝑢∈𝑄0 и является решением интегрального уравне-
ния (4). Обратно, если 𝑢∈𝑄0 является решением интегрального уравнения (4) и выполнены
условия

lim
𝑥→+0

𝑥−3(2𝛼−1)/(𝛼−1)

(︂ 𝑥ˆ

0

𝐾(4)(𝑥− 𝑡) [𝐾 ′′(𝑡)]1/(𝛼−1)𝑑𝑡

)︂2
=0, (25)

lim
𝑥→+0

𝑥−3

𝑥ˆ

0

𝐾(5)(𝑥− 𝑡) [𝐾 ′′(𝑡)]1/(𝛼−1)𝑑𝑡=0, (26)

то 𝑢∈𝑄3
0 и является решением начальной задачи (1), (2).

Доказательство. Докажем сначала первую часть леммы. Пусть 𝑢∈𝑄3
0 — решение на-

чальной задачи (1), (2). Тогда очевидно, что 𝑢∈𝑄0, и в силу формулы интегрирования по
частям из тождества (1) с учётом условий (2) и (3) имеем

𝑢𝛼(𝑥)= lim
𝜀→+0

𝑥ˆ

𝜀

𝐾(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑢′′(𝑡)= lim
𝜀→+0

𝑥ˆ

𝜀

𝑢′′(𝑡)𝐾 ′(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡= lim
𝜀→+0

𝑥ˆ

𝜀

𝐾 ′(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑢′(𝑡)=

= lim
𝜀→+0

𝑥ˆ

𝜀

𝑢′(𝑡)𝐾 ′′(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡= lim
𝜀→+0

𝑥ˆ

𝜀

𝐾 ′′′(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡=
𝑥ˆ

0

𝐾 ′′′(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡,

т.е. 𝑢(𝑥) является решением интегрального уравнения (4).
Докажем теперь вторую часть леммы. Пусть 𝑢∈𝑄0 и является решением интегрального

уравнения (4). Тогда по лемме 1 𝑢∈𝐶3(0,∞) и, значит, 𝑢∈𝑄3
0.

Покажем, что 𝑢(𝑥) удовлетворяет начальным условиям (2). Воспользуемся тождеством (5).
Поскольку правая часть тождества (5) неотрицательна, то его левая часть также неотри-
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цательна, а значит, 𝑢′(𝑥)⩾ 0 при любом 𝑥 > 0. Поэтому из (5) с учётом тождества (4) и
леммы 2 получим

0⩽𝑢′(𝑥)=𝛼−1

𝑥ˆ

0

𝐾(4)(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 𝑢1−𝛼(𝑥)⩽𝛼−1

𝑥ˆ

0

𝐾(4)(𝑥− 𝑡)𝐺(𝑡) 𝑑𝑡 𝐹 1−𝛼(𝑥)=

=𝛼−1𝐶1−𝛼
(︂
𝛼−1

𝛼

)︂1/(𝛼−1)

𝑥−3

𝑥ˆ

0

𝐾(4)(𝑥− 𝑡)[𝐾 ′′(𝑡)]1/(𝛼−1) 𝑑𝑡→ 0 при 𝑥→+0

(в силу условия (26)), так как 𝐾4(𝑥)⩽𝑥𝐾(5)(𝑥). Следовательно,

lim
𝑥→+0

𝑢′(𝑥)= 0. (27)

Далее, из тождества (7) находим

0⩽ (𝛼−1)
𝑢′2(𝑥)

𝑢(𝑥)
+𝑢′′(𝑥)=

1

𝛼

𝑥ˆ

0

𝐾(5)(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 𝑢1−𝛼(𝑥). (28)

В силу леммы 2 справедливы соотношения

0⩽
𝑥ˆ

0

𝐾(5)(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 𝑢1−𝛼(𝑥)⩽
𝑥ˆ

0

𝐾(5)(𝑥− 𝑡)𝐺(𝑡) 𝑑𝑡 𝐹 1−𝛼(𝑥)=

=𝐶1−𝛼
(︂
𝛼−1

𝛼

)︂1/(𝛼−1)

𝑥−3

𝑥ˆ

0

𝐾(5)(𝑥− 𝑡)
[︀
𝐾 ′′(𝑡)

]︀1/(𝛼−1)
𝑑𝑡→ 0 при 𝑥→+0

(с учётом условия (26)). Следовательно,

lim
𝑥→+0

𝑥ˆ

0

𝐾(5)(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 𝑢1−𝛼(𝑥)= 0. (29)

Аналогично из равенства (6), используя тождество (4) и лемму 2, получаем

0⩽
𝑢′2(𝑥)

𝑢(𝑥)
=

1

𝛼2
𝑢2−2𝛼(𝑥)

(︂ 𝑥ˆ

0

𝐾(4)(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡
)︂2
𝑢−1(𝑥)=

=
1

𝛼2

(︂ 𝑥ˆ

0

𝐾(4)(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡
)︂2

[𝑢(𝑥)]1−2𝛼⩽
1

𝛼2

(︂ 𝑥ˆ

0

𝐾(4)(𝑥− 𝑡)𝐺(𝑡) 𝑑𝑡
)︂2

[𝐹 (𝑥)]1−2𝛼=

=
1

𝛼2

(︂
𝛼−1)

𝛼

)︂2/(𝛼−1)

𝐶1−2𝛼𝑥−3(2𝛼−1)/(𝛼−1)

(︂ 𝑥ˆ

0

𝐾(4)(𝑥− 𝑡) [𝐾 ′′(𝑡)]1/(𝛼−1)𝑑𝑡

)︂2
→ 0 при 𝑥→+0

(в силу условия (25)). Тогда

lim
𝑥→+0

𝑢′2(𝑥)

𝑢(𝑥)
= 0. (30)

Переходя к пределу при 𝑥→+0 в неравенстве (28), с учётом (29) и (30) будем иметь

lim
𝑥→+0

𝑢′′(𝑥)= 0. (31)
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Таким образом, в силу равенств (27) и (31) любое решение уравнения (4) в классе
𝑄0 удовлетворяет начальным условиям (2). Осталось доказать, что оно является решением
интегро-дифференциального уравнения (1).

Используя формулу интегрирования по частям, из тождества (4) с учётом условия (3),
равенств (27) и (31) получаем

𝑢𝛼(𝑥)= lim
𝜀→+0

𝑥ˆ

𝜀

𝐾 ′′′(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡=− lim
𝜀→+0

𝑥ˆ

𝜀

𝑢(𝑡) 𝑑𝐾 ′′(𝑥− 𝑡)=

= lim
𝜀→+0

𝑥ˆ

𝜀

𝐾 ′′(𝑥− 𝑡)𝑢′(𝑡) 𝑑𝑡=− lim
𝜀→+0

𝑥ˆ

𝜀

𝑢′(𝑡) 𝑑𝐾 ′(𝑥− 𝑡)= lim
𝜀→+0

𝑥ˆ

𝜀

𝐾 ′(𝑥− 𝑡)𝑢′′(𝑡) 𝑑𝑡=

=− lim
𝜀→+0

𝑥ˆ

𝜀

𝑢′′(𝑡) 𝑑𝐾(𝑥− 𝑡)= lim
𝜀→+0

𝑥ˆ

𝜀

𝐾(𝑥− 𝑡)𝑢′′′(𝑡) 𝑑𝑡=
𝑥ˆ

0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝑢′′′(𝑡) 𝑑𝑡,

т.е. 𝑢(𝑥) является решением интегро-дифференциального уравнения (1). Лемма доказана.
Из леммы 5 и теоремы 1 непосредственно вытекает основной результат данной работы.
Теорема 2. Пусть 𝛼>1 и выполнены условия (3), (25) и (26). Тогда начальная задача (1),

(2) в конусе 𝑄3
0 (и в пространстве 𝑃𝑏 при любом 𝑏>0) имеет единственное решение 𝑢*(𝑥).

Это решение удовлетворяет неравенствам 𝐹 (𝑥)⩽𝑢*(𝑥)⩽𝐺(𝑥) и его можно найти методом
последовательных приближений по формуле 𝑢𝑛=𝑇𝑢𝑛−1, 𝑛∈N, которые сходятся к нему по
метрике (19) при любом 𝑏<∞, причём справедлива оценка скорости их сходимости (23).

Приведём несколько примеров, показывающих, в частности, что чем выше порядок
интегро-дифференциального уравнения вида (1), тем больше ограничений не только на
ядро 𝐾(𝑥), но и на показатель 𝛼.

Пример 2. Начальная задача

𝑢𝛼(𝑥)=

𝑥ˆ

0

(𝑥− 𝑡)𝑢′(𝑡) 𝑑𝑡, 1<𝛼<∞, 𝑢(0)= 0

имеет в классе 𝑄1
0 (см. [4]) единственное решение

𝑢(𝑥)=𝐶1𝑥
1/(𝛼−1), 𝐶1=

(︂
𝛼−1

𝛼

)︂1/(𝛼−1)

.

Пример 3. Начальная задача

𝑢𝛼(𝑥)=

𝑥ˆ

0

(𝑥− 𝑡)3𝑢′′(𝑡) 𝑑𝑡, 1<𝛼< 3, 𝑢(0)=𝑢′(+0)=0

имеет в классе 𝑄2
0 (см. [5]) единственное решение

𝑢(𝑥)=𝐶2𝑥
2/(𝛼−1), 𝐶2=

(︂
3(𝛼−1)2

𝛼(𝛼+1)

)︂1/(𝛼−1)

.

Ограничение 1<𝛼< 3 необходимо для выполнения начального условия 𝑢′(+0) = 0, по-
скольку 𝑢′(𝑥)=2𝐶2(𝛼−1)−1𝑥(3−𝛼)/(𝛼−1), а также для выполнения условия (14) из статьи [5]
при 𝐾(𝑥)=𝑥3.

Пример 4. Начальная задача

𝑢𝛼(𝑥)=

𝑥ˆ

0

(𝑥− 𝑡)5𝑢′′′(𝑡) 𝑑𝑡, 1<𝛼< 2.5, 𝑢(0)=𝑢′(+0)=𝑢′′(+0)=0
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имеет в классе 𝑄3
0 единственное решение

𝑢(𝑥)=𝐶3𝑥
3/(𝛼−1), 𝐶3=

(︂
40(𝛼−1)3

𝛼(𝛼+2)(2𝛼+1)

)︂1/(𝛼−1)

.

Ограничение 1<𝛼< 2.5 необходимо как для выполнения условия 𝑢′′(+0)= 0, поскольку
𝑢′′(𝑥) = 3𝐶3(4−𝛼)(𝛼−1)−2𝑥(5−2𝛼)/(𝛼−1), так и (что важно) для выполнения условий (25) и
(26) при 𝐾(𝑥)=𝑥5.
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INITIAL PROBLEM FOR A THIRD ORDER NONLINEAR
INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS OF CONVOLUTION TYPE
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Moscow Institute of Physics and Technology, Dolgoprudny, Russia
e-mail: askhabov@yandex.ru

The article obtains two-sided a priori estimates for the solution of a homogeneous third-order Volterra
integro-differential equation with power-law nonlinearity and a difference kernel. It is shown that the
lower a priori estimate, which plays the role of a weight function when constructing a metric in the
cone of the space of continuous functions, is unimprovable. Using these estimates, using the method
of weight metrics (analogous to A. Bielecki’s method), a global theorem on the existence, uniqueness
and method of finding a nontrivial solution to the initial problem for the specified integro-differential
equation in the class of non-negative continuous functions on the positive half-axis is proved. It is
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shown that the solution can be found by the method of successive approximations and an estimate of
the rate of their convergence to the exact solution is obtained. Examples are given to illustrate the
results obtained.

Keywords: integro-differential equation, nonlinearity, convolution, weight metrics method.
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ВВЕДЕНИЕ

Большую роль в теории определяющих соотношений линейной вязкоупругости играют
связи напряжений и деформаций в виде интегральных операторов с ядрами, являющимися
материальными функциями, которые можно найти из установочных экспериментов [1–3].
Если материальные функции зависят только от одной временно́й переменной, то вязкоупру-
гие среды называют нестареющими. Использование данных определяющих соотношений в
постулатах механики сплошной среды приводит, в частности, к уравнениям движения, пред-
ставляющим собой вольтерровы интегро-дифференциальные уравнения с неограниченными
операторными коэффициентами в гильбертовых пространствах. Будем называть их далее
абстрактными интегро-дифференциальными уравнениями.

Ниже на примере абстрактного интегро-дифференциального уравнения, возникающего
в линейной теории вязкоупругости, будет представлен общий подход исследования, кото-
рый можно применить ко многим другим линейным моделям, содержащим вольтерровы
интегральные операторы. Указанное абстрактное интегро-дифференциальное уравнение (од-
номерное уравнение движения вязкоупругой среды) может быть реализовано как интегро-
дифференциальное уравнение в частных производных:

𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)= 𝜌−1 [𝜇Δ𝑢(𝑥, 𝑡)+(𝜇+𝜆) ·grad(div 𝑢(𝑥, 𝑡))]−

−
𝑡ˆ

𝑙

𝐾(𝑡−𝜏)𝜌−1𝜇 [Δ𝑢(𝑥, 𝜏)+grad(div 𝑢(𝑥, 𝜏))] 𝑑𝜏−
𝑡ˆ

𝑙

𝑄(𝑡−𝜏)𝜌−1𝜆 grad(div 𝑢(𝑥, 𝜏)) 𝑑𝜏+𝑓(𝑥, 𝑡),
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где 𝑡 > 0; 𝑢 = 𝑢⃗(𝑥, 𝑡) ∈ R3 — вектор малых перемещений вязкоупругой изотропной среды,
заполняющей ограниченную область Ω⊂ R3 с гладкой границей; 𝑙 — заданный параметр
(−∞⩽ 𝑙 ⩽ 0), 𝜌 > 0 — постоянная плотность; 𝜆, 𝜇 — положительные параметры, аналоги
коэффициентов Ламе в теории упругости (см. [1, 2]).

Предполагается, что на границе области Ω выполнены условия Дирихле 𝑢|𝜕Ω = 0. Яд-
ра интегральных операторов 𝐾(𝑡), 𝑄(𝑡) — положительные невозрастающие суммируемые
функции, характеризующие наследственные свойства среды.

К вольтерровым интегро-дифференциальными уравнениями относится также интегро-
дифференциальное уравнение Гуртина–Пипкина (см. [4–7]), которое описывает процесс рас-
пространения тепла в средах с памятью с конечной скоростью. Кроме того, указанные
уравнения возникают в задачах усреднения в многофазных средах (закон Дарси, см. [8]).

Линейные вольтерровы интегро-дифференциальные уравнения с частными производны-
ми представляют достаточно широкий класс интегро-дифференциальных уравнений, поэтому
более естественно рассматривать интегро-дифференциальные уравнения с неограниченны-
ми операторными коэффициентами в гильбертовых пространствах (абстрактные интегро-
дифференциальные уравнения), которые могут быть реализованы как интегро-дифферен-
циальные уравнения с частными производными.

Исследованию вольтерровых интегро-дифференциальных уравнений и связанных с ними
задач, возникающих в многочисленных приложениях, посвящена обширная литература (см.,
например, работы [4–15] и библиографию в них).

Для получения результатов данной статьи использован подход, связанный с изучением
однопараметрических полугрупп для линейных эволюционных уравнений, который является
продолжением и развитием исследований, результаты которых опубликованы в работах [6,
11, 12], посвящённых спектральному анализу оператор-функций — символов вольтерровых
интегро-дифференциальных уравнений.

1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ОБОЗНАЧЕНИЯ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть 𝐻 — сепарабельное гильбертово пространство; 𝐴 — самосопряжённый положи-
тельный оператор: 𝐴*=𝐴⩾𝜅0𝐼 (𝜅0> 0), действующий в пространстве 𝐻 и имеющий огра-
ниченный обратный. Путь 𝐵 — симметрический оператор: (𝐵𝑥, 𝑦)= (𝑥,𝐵𝑦), действующий в
пространстве 𝐻 с областью определения 𝐷(𝐵) (𝐷(𝐴)⊆𝐷(𝐵)), неотрицательный: (𝐵𝑥, 𝑥)⩾ 0
для любых 𝑥, 𝑦∈𝐷(𝐵) и удовлетворяющий неравенству ‖𝐵𝑥‖⩽𝜅‖𝐴𝑥‖, 0<𝜅<1, для любого
𝑥∈𝐷(𝐴); 𝐼 — тождественный оператор в пространстве 𝐻.

Рассмотрим следующую задачу для интегро-дифференциального уравнения второго по-
рядка на положительной полуоси R+=(0,+∞):

𝑑2𝑢(𝑡)

𝑑𝑡2
+(𝐴+𝐵)𝑢(𝑡)−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝑡−𝑠)(𝑎𝑘𝐴+𝑏𝑘𝐵)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠= 𝑓(𝑡), 𝑡∈R+, (1)

𝑢(+0)=𝜙0, 𝑢′(+0)=𝜙1, 𝑢(𝑡)=𝜙(𝑡), 𝑡∈ [𝑙, 0], −∞⩽ 𝑙⩽ 0, (2)

где 𝑎𝑘 > 0, 𝑏𝑘 ⩾ 0, 𝑘 = 1, 𝑁 , 𝜙(0) = 𝜙0, 𝜙′(0) = 𝜙1. Допустим, что функции 𝑅𝑘 : R+ → R+

удовлетворяют следующим условиям:

𝑅𝑘(𝑡) — положительные невозрастающие функции, 𝑅𝑘(𝑡)∈𝐿1(R+), 𝑘=1, 𝑁. (3)

Пусть

𝑀𝑘(𝑡)=

+∞ˆ

𝑡

𝑅𝑘(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑘=1, 𝑁. (4)
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Кроме того, будем предполагать, что
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑀𝑘(0)< 1,
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘𝑀𝑘(0)< 1. (5)

Определение 1. Назовём вектор-функцию 𝑢(𝑡) классическим решением задачи (1), (2),
если 𝑢(𝑡)∈𝐶2(R+, 𝐻), 𝐴𝑢(𝑡), 𝐵𝑢(𝑡)∈𝐶(R+, 𝐻), 𝑢(𝑡) удовлетворяет уравнению (1) для каждого
значения 𝑡∈R+ и начальным условиям (2).

2. ЗАДАЧА КОШИ И ПОЛУГРУППА ОПЕРАТОРОВ
В РАСШИРЕННОМ ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Положим

𝐴0 :=

(︂
1−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑀𝑘(0)

)︂
𝐴+

(︂
1−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘𝑀𝑘(0)

)︂
𝐵,

𝐴𝑘 := 𝑎𝑘𝐴+𝑏𝑘𝐵,

𝑄1 :=𝐴1/2𝐴
−1/2
0 , 𝑄2 :=𝐵1/2𝐴

−1/2
0 . (6)

Замечание 1. Из известного результата (см. [16, с. 361]) вытекает, что операторы 𝐴0,
𝐴𝑘 являются самосопряжёнными и положительными для всех 𝑘=1, 𝑁 .

Из свойств операторов 𝐴 и 𝐵 и неравенства Гайнца (см. [17, c. 177–179]) следует, что
оператор 𝐴0 является обратимым, операторы 𝑄1, 𝑄2 допускают ограниченное замыкание
в 𝐻, 𝐴−1

0 — ограниченный оператор.
Превратим область определения 𝐷(𝐴𝛽0 ) оператора 𝐴𝛽0 , 𝛽 > 0, в гильбертово простран-

ство 𝐻𝛽 , введя на 𝐷(𝐴𝛽0 ) норму, эквивалентную норме графика оператора 𝐴𝛽0 .
Через Ω𝑘 обозначим весовое пространство 𝐿2

𝑟𝑘
(R+, 𝐻) вектор-функций на полуоси R+ со

значениями в 𝐻, снабжённое нормой

‖𝑢‖Ω𝑘
=

(︂ +∞ˆ

0

𝑟𝑘(𝑠)‖𝑢(𝑠)‖2𝐻 𝑑𝑠
)︂1/2

, 𝑟𝑘(𝜏) :=𝑅−1
𝑘 (𝜏) : R+→R+, 𝑘=1, 𝑁.

Рассмотрим сильно непрерывную полугруппу 𝐿𝑘(𝑡) левых сдвигов в пространстве Ω𝑘 (см.
[18, c. 33]): 𝐿𝑘(𝑡)𝜉(𝜏)= 𝜉(𝑡+𝜏), 𝑡 > 0. Известно, что линейный оператор T𝑘𝜉(𝜏)= 𝜕𝜉(𝜏)/𝜕𝜏 в
пространстве Ω𝑘 с областью определения 𝐷(T𝑘) = {𝜉 ∈Ω𝑘 : 𝜕𝜉(𝜏)/𝜕𝜏 ∈Ω𝑘} является генера-
тором полугруппы 𝐿𝑘(𝑡) (см. [18, c. 66]).

Введём операторы B𝑘 : 𝐻→Ω𝑘 (𝑘=1, 2), действующие следующим образом:

B𝑘𝑣=𝑅𝑘(𝜏)𝑄𝑘𝑣, 𝑘=1, 𝑁, 𝜏 > 0.

Тогда сопряжённые операторы B*
𝑘 : Ω𝑘→𝐻 (𝑘=1, 2) имеют вид

B*
𝑘𝜉(𝜏)=𝑄*

𝑘

+∞ˆ

0

𝜉𝑘(𝑡, 𝜏) 𝑑𝜏, 𝑘=1, 𝑁.

Действительно, для любых 𝑣 ∈𝐷(B𝑘), 𝜉(𝜏)∈Ω𝑘 справедлива цепочка равенств

⟨B𝑘𝑣, 𝜉(𝜏)⟩Ω𝑘
= ⟨𝑅𝑘(𝜏)𝑄𝑘𝑣, 𝜉(𝜏)⟩Ω𝑘

=

=

+∞ˆ

0

𝑟𝑘(𝜏)⟨𝑅𝑘(𝜏)𝑄𝑘𝑣, 𝜉(𝜏)⟩𝐻 𝑑𝜏 =
⟨
𝑣,𝑄*

𝑘

+∞ˆ

0

𝜉(𝜏) 𝑑𝜏

⟩
𝐻

= ⟨𝑣,B*
𝑘𝜉(𝜏)⟩𝐻 .
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Введём гильбертово пространство

H=𝐻⊕𝐻⊕
(︀
⊕𝑁
𝑘=1Ω𝑘

)︀
,

снабжённое нормой

‖(𝑣, 𝜉0, 𝜉1(𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝜏))‖2H= ‖𝑣‖2𝐻+‖𝜉0‖2𝐻+
𝑁∑︁
𝑘=1

‖𝜉𝑘‖2Ω𝑘
, 𝜏 > 0,

которое будем называть расширенным гильбертовым пространством.
Введём также линейный оператор A в пространстве H с областью определения

𝐷(A)=
{︂
(𝑣, 𝜉0, 𝜉1(𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝜏))∈H :

𝑣 ∈𝐻1/2, 𝜉0+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄*
𝑘

+∞ˆ

0

𝜉𝑘(𝜏) 𝑑𝜏 ∈𝐻1/2, 𝜉𝑘(𝜏)∈𝐷(T𝑘), 𝑘=1, 𝑁

}︂
=

=

{︃
(𝑣, 𝜉0, 𝜉1(𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝜏))∈H : 𝑣 ∈𝐻1/2, 𝜉0+

𝑁∑︁
𝑘=1

B*
𝑘𝜉𝑘(𝜏)∈𝐻1/2, 𝜉𝑘(𝜏)∈𝐷(T𝑘), 𝑘=1, 𝑁

}︃
,

действующий следующим образом:

A(𝑣, 𝜉0, 𝜉1(𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝜏))=

=

(︂
−𝐴1/2

0

[︂
𝜉0+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄*
𝑘

+∞ˆ

0

𝜉𝑘(𝜏) 𝑑𝜏

]︂
, 𝐴

1/2
0 𝑣, 𝑅𝑘(𝜏)𝑄𝑘𝐴

1/2
0 𝑣+T𝑘𝜉𝑘(𝜏)

)︂
=

=

(︂
−𝐴1/2

0

[︂
𝜉0+

𝑁∑︁
𝑘=1

B*
𝑘𝜉𝑘(𝜏)

]︂
, 𝐴

1/2
0 𝑣, B𝑘𝐴

1/2
0 𝑣−T𝑘𝜉𝑘(𝜏)

)︂𝑇
, 𝑘=1, 𝑁.

Таким образом, оператор A можно записать в виде произведения операторных матриц:

A=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴

1/2
0 0 0 · · · 0
0 𝐼 0 · · · 0
0 0 𝐼 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −𝐼 −B*

1 · · · −B*
𝑁

𝐼 0 0 · · · 0
B1 0 T1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

B𝑁 0 0 · · · T𝑁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴

1/2
0 0 0 · · · 0
0 𝐼 0 · · · 0
0 0 𝐼 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.

Определение 2. Линейный оператор 𝒜 c областью определения, плотной в гильберто-
вом пространстве, называется диссипативным, если Re (𝒜𝑥, 𝑥)⩽ 0 при 𝑥∈𝐷(𝒜), и макси-
мально диссипативным, если он диссипативен и не имеет нетривиальных диссипативных
расширений.

В работе [13] показано, что при выполнении условий (5) оператор A в пространстве H с
плотной областью определения 𝐷(A) максимально диссипативен и, следовательно, является
генератором сжимающей 𝐶0-полугруппы 𝑆(𝑡)= 𝑒𝑡A в пространстве H.

Введём (2+𝑁)-компонентные векторы вида

𝑍(𝑡)= (𝑣(𝑡), 𝜉0(𝑡), 𝜉1(𝑡, 𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝑡, 𝜏))∈H,

𝑍0=(𝑣0, 𝜉00, 𝜉01(𝜏), . . . , 𝜉0𝑁 (𝜏))∈H.
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Рассмотрим следующую задачу Коши в пространстве H:

𝑑

𝑑𝑡
𝑍(𝑡)=A𝑍(𝑡), (7)

𝑍(0)=𝑍0. (8)

Определение 3. Вектор 𝑍(𝑡)=(𝑣(𝑡), 𝜉0(𝑡), 𝜉1(𝑡, 𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝑡, 𝜏))∈𝐷(A) называется класси-
ческим решением задачи (7), (8), если 𝑣(𝑡), 𝜉0(𝑡)∈𝐶1(R+, 𝐻), 𝜉𝑘(𝑡, 𝜏)∈𝐶1(R+, 𝐻) для любого
𝜏 >0, 𝑘=1, 𝑁 , 𝑍(𝑡)∈𝐶([0,+∞), 𝐷(A)), вектор 𝑍(𝑡) удовлетворяет уравнению (7) для любого
𝑡∈R+ и начальному условию (8).

3. ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ

Предположим, что ядра интегральных операторов 𝑅𝑘(𝜏), 𝑘=1, 𝑁 , удовлетворяют усло-
виям

𝑅′
𝑘(𝜏)+𝛾𝑅𝑘(𝜏)⩽ 0 (9)

для некоторого 𝛾 >0 и почти всех 𝜏 >0. Условие (9) хорошо известно и использовалось раз-
ными авторами для доказательства экспоненциальной устойчивости полугрупп, связанных с
различными уравнениями с памятью (см., например, монографию [3], а также цитированную
в ней литературу).

Приведём результат об экспоненциальной устойчивости полугруппы 𝑆(𝑡) = 𝑒𝑡A, 𝑡⩾ 0, в
пространстве H.

Теорема 1 [15, теорема 1.1]. Пусть 𝑆(𝑡)𝑍0 — решение задачи (7), (8) при 𝑡>0 и пусть
функции 𝑅𝑘(𝜏) (𝑘=1, 𝑁) удовлетворяют условиям (3), (5) и условию (9) для некоторого
𝛾 > 0 и почти всех 𝜏 > 0. Тогда существуют такие постоянные 𝜃 > 1 и 𝜔 > 0, что для
любого 𝑍0 ∈𝐷(A) справедливо неравенство

‖𝑆(𝑡)𝑍0‖H⩽ 𝜃 ‖𝑍0‖H 𝑒
−𝜔𝑡. (10)

4. ТЕОРЕМЫ О КОРРЕКТНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ

Рассмотрим следующую задачу Коши в пространстве H:

𝑑

𝑑𝑡
𝑍(𝑡)=A𝑍(𝑡)+𝐹 (𝑡), (11)

𝑍(0)=𝑍0, (12)

здесь 𝑍(𝑡)= (𝑣(𝑡), 𝜉0(𝑡), 𝜉1(𝑡, 𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝑡, 𝜏))∈𝐷(A);

𝑍0 :=
(︁
𝜙1, 𝐴

1/2
0 𝜙0, 𝜉01(𝜏), . . . , 𝜉0𝑁 (𝜏)

)︁
∈𝐷(A), (13)

функции 𝜉0𝑘(𝜏) определены формулами

𝜉0𝑘(𝜏) :=

0ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠, 𝜏 > 0, 𝑘=1, 𝑁 ;

𝐹 (𝑡) := (𝑓1(𝑡), 0, 0, . . . , 0), 𝑓1(𝑡) := 𝑓(𝑡)−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(𝑡− 𝑙)𝐴𝑘𝜙(𝑙),

𝑙 — заданное число (−∞ ⩽ 𝑙 ⩽ 0); 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(R+, 𝐻), 𝜙(𝑡) ∈ 𝐶([𝑙, 0], 𝐻) — заданные вектор-
функции; 𝜙0 ∈ 𝐻, 𝜙1 ∈ 𝐻 — заданные векторы; функции 𝑀𝑘(·) (𝑘 = 1, 𝑁) определяются
формулами (4).
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Теорема 2 (о корректной разрешимости (общий случай)). Пусть 𝑙 — заданное число
(−∞⩽ 𝑙⩽0), выполнены условия (3), (5), 𝜙(𝑡)∈𝐻1, 𝜙′(𝑡)∈𝐻1 при 𝑡∈ [𝑙, 0], 𝜙(𝑡)∈𝐶([𝑙, 0], 𝐻1),
𝜙′(𝑡)∈𝐶([𝑙, 0], 𝐻1), 𝜙(0) =𝜙0, 𝜙′(0) =𝜙1, условие lim𝑡→𝑙𝐴𝑘𝜙(𝑡) = 0 (𝑘=1, 𝑁) выполнено при
−∞⩽ 𝑙 < 0 и, кроме того, выполнен любой из следующих двух наборов условий:

1) 𝑓1(𝑡)∈𝐻1/2, 𝐴
1/2
0 𝑓1(𝑡)∈𝐶(R+, 𝐻), 𝑀𝑘(𝑡)∈𝐶(R+), 𝑘=1, 𝑁 , и условие 𝜙0 ∈𝐻3/2 выпол-

нено, если 𝑙=0;
2) 𝑓1(𝑡)∈𝐶1(R+, 𝐻), 𝑀𝑘(𝑡)∈𝐶1(R+), 𝑘=1, 𝑁 .
Тогда задача (11), (12) имеет единственное классическое решение

𝑍(𝑡)= (𝑣(𝑡), 𝜉0(𝑡), 𝜉1(𝑡, 𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝑡, 𝜏)),

где 𝑣(𝑡)=𝑢′(𝑡), 𝜉0(𝑡)=𝐴
1/2
0 𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡) — классическое решение задачи (1), (2) с соответству-

ющими данными 𝑙, 𝑓(𝑡), 𝜙(𝑡), 𝜙0, 𝜙1, и справедлива следующая оценка:

𝐸(𝑡)=
1

2

(︁
‖𝑢′(𝑡)‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝐻

)︁
⩽

1

2
‖𝑍(𝑡)‖2H⩽

⩽ 𝑑

[︂
‖𝜙1‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝜙0

⃦⃦2
𝐻
+

𝑁∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦ 0ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
Ω𝑘

+

+

(︂ 𝑡ˆ

0

⃦⃦⃦⃦
𝑓(𝑠)−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(𝑠− 𝑙)𝐴𝑘𝜙(𝑙)
⃦⃦⃦⃦
𝐻

𝑑𝑠

)︂2]︂
, (14)

если, кроме того, выполнено условие (9), то справедлива оценка

𝐸(𝑡)=
1

2

(︁
‖𝑢′(𝑡)‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝐻

)︁
⩽

1

2
‖𝑍(𝑡)‖2H⩽

⩽ 𝑑

[︂
𝑒−2𝜔𝑡

(︂
‖𝜙1‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝜙0

⃦⃦2
𝐻
+

𝑁∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦ 0ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
Ω𝑘

)︂
+

+

(︂ 𝑡ˆ

0

𝑒−𝜔(𝑡−𝑠)
⃦⃦⃦⃦
𝑓(𝑠)−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(𝑠− 𝑙)𝐴𝑘𝜙(𝑙)
⃦⃦⃦⃦
𝐻

𝑑𝑠

)︂2]︂
(15)

с постоянной 𝑑, не зависящей от вектор-функций 𝑓, 𝜙 и векторов 𝜙0, 𝜙1.
Сформулируем также важные частные случай теоремы 2.
Теорема 3 (о корректной разрешимости (случай 𝑙=0)). Пусть выполнены условия (3),

(5), данные задачи (11), (12) удовлетворяют условиям

𝐹 (𝑡) := (𝑓1(𝑡), 0, 0, . . . , 0), 𝑓1(𝑡)= 𝑓(𝑡)−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(𝑡)𝐴𝑘𝜙0,

где 𝜙0∈𝐻1, 𝜙1∈𝐻1 — заданные векторы, вектор 𝑍0=(𝜙1, 𝐴
1/2
0 𝜙0, 0, . . . , 0)∈𝐷(A), и выполнен

любой из следующих наборов условий:
1) 𝑓(𝑡)∈𝐻1/2 и 𝐴

1/2
0 𝑓(𝑡)∈𝐶(R+, 𝐻), 𝜙0 ∈𝐻3/2, 𝑀𝑘(𝑡)∈𝐶(R+), 𝑘=1, 𝑁 ;

2) 𝑓1(𝑡)∈𝐶1(R+, 𝐻), 𝑀𝑘(𝑡)∈𝐶1(R+), 𝑘=1, 𝑁 .
Тогда задача (11), (12) имеет единственное классическое решение

𝑍(𝑡)= (𝑣(𝑡), 𝜉0(𝑡), 𝜉1(𝑡, 𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝑡, 𝜏)),
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где 𝑣(𝑡)=𝑢′(𝑡), 𝜉0(𝑡)=𝐴
1/2
0 𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡) — классическое решение задачи (1), (2) с соответству-

ющими данными 𝑙=0, 𝑓(𝑡), 𝜙0, 𝜙1, и справедлива следующая оценка:

𝐸(𝑡)=
1

2

(︁
‖𝑢′(𝑡)‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝐻

)︁
⩽

1

2
‖𝑍(𝑡)‖2H⩽

⩽ 𝑑

[︂
‖𝜙1‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝜙0

⃦⃦2
𝐻
+

(︂ 𝑡ˆ

0

⃦⃦⃦⃦
𝑓(𝑠)−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(𝑠)𝐴𝑘𝜙0

⃦⃦⃦⃦
𝐻

𝑑𝑠

)︂2]︂
;

если, кроме того, выполнено условие (9), то справедлива оценка

𝐸(𝑡)=
1

2

(︁
‖𝑢′(𝑡)‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝐻

)︁
⩽

1

2
‖𝑍(𝑡)‖2H⩽

⩽ 𝑑

[︂
𝑒−2𝜔𝑡

(︁
‖𝜙1‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝜙0

⃦⃦2
𝐻

)︁
+

(︂ 𝑡ˆ

0

𝑒−𝜔(𝑡−𝑠)
⃦⃦⃦⃦
𝑓(𝑠)−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(𝑠)𝐴𝑘𝜙0

⃦⃦⃦⃦
𝐻

𝑑𝑠

)︂2]︂

с постоянной 𝑑, не зависящей от вектор-функции 𝑓 и векторов 𝜙0, 𝜙1.
Теорема 4 (о корректной разрешимости (случай −∞⩽ 𝑙<0)). Пусть 𝑙 — заданное число

(−∞⩽ 𝑙<0), выполнены условия (3), (5), 𝐹 (𝑡) :=(𝑓(𝑡), 0, 0, . . . , 0), где 𝑓(𝑡)∈𝐶(R+, 𝐻) — задан-
ная вектор-функция, 𝜙(𝑡)∈𝐻1, 𝜙′(𝑡)∈𝐻1 при 𝑡∈ [𝑙, 0], 𝜙(𝑡)∈𝐶([𝑙, 0], 𝐻1), 𝜙′(𝑡)∈𝐶([𝑙, 0], 𝐻1),
𝜙(0) = 𝜙0, 𝜙′(0) = 𝜙1, lim𝑡→𝑙𝐴𝑘𝜙(𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑁 , и выполнен любой из следующих наборов
условий:

1) 𝑓(𝑡)∈𝐻1/2, 𝐴
1/2
0 𝑓(𝑡)∈𝐶(R+, 𝐻), 𝑀𝑘(𝑡)∈𝐶(R+), 𝑘=1, 𝑁 ;

2) 𝑓(𝑡)∈𝐶1(R+, 𝐻), 𝑀𝑘(𝑡)∈𝐶1(R+), 𝑘=1, 𝑁 .
Тогда задача (11), (12) имеет единственное классическое решение

𝑍(𝑡)= (𝑣(𝑡), 𝜉0(𝑡), 𝜉1(𝑡, 𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝑡, 𝜏)),

где 𝑣(𝑡)=𝑢′(𝑡), 𝜉0(𝑡)=𝐴
1/2
0 𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡) — классическое решение задачи (1), (2) с соответству-

ющими данными 𝑙, 𝑓(𝑡), 𝜙(𝑡), 𝜙0, 𝜙1, и справедлива следующая оценка:

𝐸(𝑡)=
1

2

(︁
‖𝑢′(𝑡)‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝐻

)︁
⩽

1

2
‖𝑍(𝑡)‖2H⩽

⩽ 𝑑

[︂
‖𝜙1‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝜙0

⃦⃦2
𝐻
+

𝑁∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦ 0ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
Ω𝑘

+

(︂ 𝑡ˆ

0

‖𝑓(𝑠)‖𝐻 𝑑𝑠
)︂2]︂

;

если, кроме того, выполнено условие (9), то справедлива оценка

𝐸(𝑡) :=
1

2

(︁
‖𝑢′(𝑡)‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝐻

)︁
⩽

1

2
‖𝑍(𝑡)‖2H⩽

⩽𝑑

[︂
𝑒−2𝜔𝑡

(︂
‖𝜙1‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝜙0

⃦⃦2
𝐻
+

𝑁∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦ 0ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
Ω𝑘

)︂
+

(︂ 𝑡ˆ

0

𝑒−𝜔(𝑡−𝑠)‖𝑓(𝑠)‖𝐻 𝑑𝑠
)︂2]︂

с постоянной 𝑑, не зависящей от вектор-функций 𝑓 , 𝜙 и векторов 𝜙0, 𝜙1.
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Предложение 1 (достаточные условия выполнения условия (13) при 𝑙=−∞). Пусть
выполнены следующие условия:

+∞ˆ

0

√︀
𝑅𝑘(𝜏)𝑑𝜏 <∞,

+∞ˆ

0

1

𝑅𝑘(𝜏)

(︃ +∞ˆ

𝜏

(︀
𝑅′
𝑘(𝜉)

)︀2
𝑑𝜉

)︃
𝑑𝜏 <∞, 𝑘=1, 𝑁, (16)

0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝑑𝑠<∞, 𝑘=1, 𝑁. (17)

Тогда выполнено условие (13).

5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ О КОРРЕКТНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ

Сформулируем теоремы из монографии [17], необходимые для доказательства теоремы 2.
Пусть 𝒜 — замкнутый линейный оператор в гильбертовом пространстве 𝐻 с плотной об-
ластью определения 𝐷(𝒜).

Определение 4 [17, с. 38–39, 58]. Задача Коши
𝑑

𝑑𝑡
𝑍(𝑡)=𝒜𝑍(𝑡), 𝑍(0)=𝑍0 (18)

называется (равномерно) корректной, если
1) для любого 𝑍0 ∈𝐷(𝒜) существует единственное решение этой задачи;
2) это решение непрерывно зависит от начальных данных в следующем смысле: из того,

что 𝑍𝑛(0)→0 (𝑍𝑛(0)∈𝐷(𝒜)), вытекает, что 𝑍𝑛(𝑡)→0 при каждом 𝑡∈ [0, 𝑇 ] (равномерно по 𝑡)
на любом конечном интервале [0, 𝑇 ].

Замечание 2. Если задача Коши (18) порождает сжимающую полугруппу в простран-
стве H, то эта задача равномерно корректна.

Теорема 5 [17, теорема 1.1]. Если задача Коши (18) корректна, то её решение даётся
формулой 𝑍(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑍0 (𝑍0 ∈𝐷(𝒜)), где 𝑆(𝑡) — сильно непрерывная при 𝑡 > 0 полугруппа
операторов.

Теорема 6 [17, теорема 6.5]. Если задача Коши (18) равномерно корректна, то формула

𝑍(𝑡)=𝑆(𝑡)𝑍0+

𝑡ˆ

0

𝑆(𝑡−𝑝)𝐹 (𝑝)𝑑𝑝 (19)

даёт решение задачи Коши для неоднородного уравнения
𝑑

𝑑𝑡
𝑍(𝑡)=𝒜𝑍(𝑡)+𝐹 (𝑡), 𝑍(0)=𝑍0, (20)

где 𝑍0 ∈𝐷(𝒜) и вектор-функция 𝐹 (𝑡) удовлетворяет одному из следующих условий:
1) значения функции 𝐹 (𝑡)∈𝐷(𝒜) и функция 𝒜𝐹 (𝑡)∈𝐶(R+,H);
2) функция 𝐹 (𝑡)∈𝐶1(R+,H).

5.1. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

Из условий теоремы 2 следует выполнение условий теоремы 6 для задачи (7), (8). Таким
образом, задача (7), (8), согласно теореме 6, является равномерно корректной и для её
классического решения с учётом формулы (19) справедлива оценка

‖𝑍(𝑡)‖H⩽ 𝑑

(︂
‖𝑍0‖H+

𝑡ˆ

0

‖𝐹 (𝑠)‖H 𝑑𝑠
)︂

(21)

с постоянной 𝑑, не зависящей от вектор-функции 𝐹 и векторов 𝜙0, 𝜙1.
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Если ядра интегральных операторов 𝑅𝑘(𝜏), 𝑘=1, 𝑁 , удовлетворяют дополнительно ещё
и условиям (9), то для классического решения задачи (7), (8) с учётом формулы (19) и
оценки (10) справедлива оценка

‖𝑍(𝑡)‖H⩽ 𝑑

(︂
𝑒−𝜔𝑡‖𝑍0‖H+

𝑡ˆ

0

𝑒−𝜔(𝑡−𝑠)‖𝐹 (𝑠)‖H 𝑑𝑠
)︂

(22)

с постоянной 𝑑, не зависящей от вектор-функции 𝐹 и векторов 𝜙0, 𝜙1.
Оценки (21) и (22) следуют из формулы (19), применённой к задаче (11), (12), в обозна-

чениях теоремы 6, так как 𝑍(𝑡)=𝑆(𝑡)𝑍0, где полугруппа 𝑆(𝑡)= 𝑒𝑡A является сжимающей.
Покажем, что если выполнены условия теоремы 2, то 𝑣(𝑡) = 𝑢′(𝑡), 𝜉0(𝑡) =𝐴

1/2
0 𝑢(𝑡), где

𝑢(𝑡) — классическое решение задачи (1), (2).
При выполнении условий теоремы 2 задача Коши (11), (12), записанная покоординатно,

имеет вид следующей системы дифференциальных уравнений первого порядка:

𝑑𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
+𝐴

1/2
0

[︂
𝜉0(𝑡)+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄*
𝑘

+∞ˆ

0

𝜉𝑘(𝑡, 𝜏) 𝑑𝜏

]︂
= 𝑓1(𝑡),

𝑑𝜉0(𝑡)

𝑑𝑡
=𝐴

1/2
0 𝑣(𝑡),

𝑑𝜉𝑘(𝑡, 𝜏)

𝑑𝑡
=𝑅𝑘(𝜏)𝑄𝑘𝐴

1/2
0 𝑣(𝑡)+

𝜕𝜉𝑘(𝑡, 𝜏)

𝜕𝜏
, 𝑘=1, 𝑁, (23)

где 𝑡, 𝜏 > 0, 𝑓1(𝑡) = 𝑓(𝑡)− (𝑀1(𝑡− 𝑙)𝐴+𝑀2(𝑡− 𝑙)𝐵)𝜙(𝑙), −∞⩽ 𝑙⩽ 0, функции 𝑀𝑘(𝑡) (𝑘=1, 𝑁)
определяются формулами (4),

𝑣(0)=𝜙1, 𝜉0(0)=𝐴
1/2
0 𝜙0,

𝜉𝑘(𝑡, 𝜏)|𝑡=0=

0ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠, 𝜏 > 0, 𝑘=1, 𝑁. (24)

Рассмотрим последние 𝑁 уравнений системы (23). Применим к этим уравнениям ме-
тод вариации произвольных постоянных. По определению оператора T𝑘𝜉(𝜏)= 𝜕𝜉(𝜏)/𝜕𝜏 , где
𝐷(T𝑘)= {𝜉 ∈Ω𝑘 : 𝜕𝜉/𝜕𝜏 ∈Ω𝑘}, 𝑘=1, 𝑁 , соответствующие однородные уравнения имеют вид

𝑑𝜉𝑘(𝑡, 𝜏)

𝑑𝑡
=T𝑘𝜉𝑘(𝑡, 𝜏), 𝑘=1, 𝑁.

Следовательно, общие решения однородных уравнений могут быть записаны в виде 𝜉𝑂𝑘 (𝑡, 𝜏)=
= 𝑒𝑡T𝑘𝐶𝑘(𝜏), 𝑘=1, 𝑁 , где 𝐶𝑘(𝜏)∈𝐷(T𝑘) — произвольные векторы.

Применяя формулу (19) для решения последних 𝑁 неоднородных уравнений системы (23)
при заданных начальных условиях 𝜉𝑘(0, 𝜏), 𝑘=1, 𝑁 , определяемых формулами (24), и полагая
𝑣(𝑡)=𝜙′(𝑡), 𝜙(0)=𝜙0 при 𝑡∈ (𝑙, 0], имеем

𝜉𝑘(𝑡, 𝜏)= 𝑒𝑡T𝑘𝜉𝑘(0, 𝜏)+

𝑡ˆ

0

𝑒(𝑡−𝑠)T𝑘𝑅𝑘(𝜏)𝑄𝑘𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠=

= 𝜉𝑘(0, 𝜏+ 𝑡)+

𝑡ˆ

0

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠=

=

0ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

0

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑘=1, 𝑁.
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Таким образом, получаем следующие представления решений последних 𝑁+1 уравнений
системы (23) c начальными условиями 𝜉𝑘(0, 𝜏), 𝑘=1, 𝑁 , 𝜉0(0), определяемыми формулами
(24), положив 𝑣(𝑡)=𝜙′(𝑡), 𝜙(0)=𝜙0 при 𝑡∈ (𝑙, 0]:

𝜉𝑘(𝑡, 𝜏)=

𝑡ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑘=1, 𝑁, 𝜉0(𝑡)=

𝑡ˆ

𝑙

𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠+𝐴

1/2
0 𝜙(𝑙).

Из первого уравнения системы (23) находим

𝜉0(𝑡)+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄*
𝑘

+∞ˆ

0

𝜉𝑘(𝑡, 𝜏) 𝑑𝜏 ∈𝐷(𝐴
1/2
0 ).

Подставив найденные выражения для 𝜉0(𝑡) и 𝜉𝑘(𝑡, 𝜏) в первое уравнение системы (23), будем
иметь

𝑡ˆ

𝑙

𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠+𝐴

1/2
0 𝜙(𝑙)+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄*
𝑘

+∞ˆ

0

𝑡ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠 𝑑𝜏 =

=

𝑡ˆ

𝑙

[︂
𝐴

1/2
0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

(︂+∞ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠) 𝑑𝜏
)︂
𝑄*
𝑘𝑄𝑘𝐴

1/2
0

]︂
𝑣(𝑠) 𝑑𝑠+𝐴

1/2
0 𝜙(𝑙)∈𝐷(𝐴

1/2
0 ).

По условиям теоремы 2 вектор-функция 𝐴0𝜙(𝑡) ограничена при 𝑡→ 𝑙 при фиксированном
значении параметра 𝑙 (−∞⩽ 𝑙⩽ 0), следовательно, 𝜙(𝑙)∈𝐻1, откуда получаем

𝑡ˆ

𝑙

[︂
𝐴

1/2
0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

(︂+∞ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠) 𝑑𝜏
)︂
𝑄*
𝑘𝑄𝑘𝐴

1/2
0

]︂
𝑣(𝑠) 𝑑𝑠∈𝐷(𝐴

1/2
0 ).

Рассмотрим вектор-функцию

−𝐴1/2
0

𝑡ˆ

𝑙

[︂
𝐴

1/2
0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

(︂+∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠) 𝑑𝜏
)︂
𝑄*
𝑘𝑄𝑘𝐴

1/2
0

]︂
𝑣(𝑠) 𝑑𝑠=

=−𝐴0

𝑡ˆ

𝑙

𝐴
−1/2
0

[︂
𝐼+

𝑁∑︁
𝑘=1

(︂+∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠) 𝑑𝜏
)︂
𝑄*
𝑘𝑄𝑘

]︂
𝐴

1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡> 0. (25)

Из (25) следует, что

𝑡ˆ

𝑙

𝐴
−1/2
0

[︂
𝐼+

𝑁∑︁
𝑘=1

(︂+∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠) 𝑑𝜏
)︂
𝑄*
𝑘𝑄𝑘

]︂
𝐴

1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠∈𝐷(𝐴0). (26)

Введём обозначение

𝑅(𝑡) :=𝐴
−1/2
0

[︂ 𝑁∑︁
𝑘=1

(︂+∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡) 𝑑𝜏

)︂
𝑄*
𝑘𝑄𝑘

]︂
𝐴

1/2
0 , 𝑡 > 0.

Тогда вектор-функцию (26) можно переписать в виде

𝑡ˆ

0

𝑣(𝑠) 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

0

𝑅(𝑡−𝑠)𝑣(𝑠) 𝑑𝑠=: 𝑦(𝑡)∈𝐷(𝐴0). (27)
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После интегрирования по частям в (27) получаем следующее интегральное уравнение:

(𝐼+𝑅(0))

𝑡ˆ

𝑙

𝑣(𝑠) 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

𝑙

𝑅′(𝑡−𝑠)
(︂ 𝑠ˆ

𝑙

𝑣(𝑠) 𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠= 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)∈𝐶(R+, 𝐻1), (28)

где

𝑅′(𝑡)=−𝐴−1/2
0

[︂ 𝑁∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘(𝑡)𝑄
*
𝑘𝑄𝑘

]︂
𝐴

1/2
0 =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘(𝑡)𝐴
−1
0 𝐴𝑘,

𝑅(0)=𝐴
−1/2
0

[︂ 𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(0)𝑄
*
𝑘𝑄𝑘

]︂
𝐴

1/2
0 =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(0)𝐴
−1
0 𝐴𝑘,

которое можно записать как

(𝐼+𝑅(0))

𝑡ˆ

0

𝑣(𝑠) 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

0

𝑅′(𝑡−𝑠)
(︂ 𝑠ˆ

0

𝑣(𝑝) 𝑑𝑝

)︂
𝑑𝑠= 𝑦(𝑡)−Φ(𝑡), (29)

где

Φ(𝑡) := (𝐼+𝑅(0))(𝜙(0)−𝜙(𝑙))+
0ˆ

𝑙

𝑅′(𝑡−𝑠)(𝜙(𝑠)−𝜙(𝑙)) 𝑑𝑠+
𝑡ˆ

0

𝑅′(𝑡−𝑠)(𝜙(0)−𝜙(𝑙)) 𝑑𝑠,

Φ(𝑡)∈𝐷(𝐴0), так как заданная вектор-функция 𝐴0𝜙(𝑡)∈𝐶([𝑙, 0], 𝐻) по условию теоремы 2.
Введём вектор-функцию 𝑤(𝑡) :=

´ 𝑡
0 𝑣(𝑠)𝑑𝑠, тогда уравнение (29) можно переписать в виде

интегрального уравнения Вольтерры второго рода

(𝐼+𝑅(0))𝑤(𝑡)+

𝑡ˆ

0

𝑅′(𝑡−𝑠)𝑤(𝑠) 𝑑𝑠= 𝑦(𝑡)−Φ(𝑡). (30)

Покажем, что 𝑅′(𝑡)∈𝐶(R+,ℬ(𝐻1)). Действительно, для любого 𝑧 ∈𝐻1

‖𝑅′(𝑡)𝑧‖𝐻1 =

⃦⃦⃦⃦[︂ 𝑁∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘(𝑡)𝐴𝑘

]︂
𝐴−1

0 (𝐴0𝑧)

⃦⃦⃦⃦
𝐻

⩽

⩽

⃦⃦⃦⃦ 𝑁∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘(𝑡)𝐴𝑘𝐴
−1
0

⃦⃦⃦⃦
𝐻

‖𝑧‖𝐻1 ⩽

[︂(︂ 𝑁∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘(𝑡)
⃦⃦
𝐴𝑘𝐴

−1
0

⃦⃦
𝐻

)︂]︂
‖𝑧‖𝐻1 .

Таким образом, 𝑅′(𝑡)∈ℬ(𝐻1) и 𝑅′(𝑡)∈𝐶(R+,ℬ(𝐻1)). Далее, из (30) получаем

𝑤(𝑡)= (𝐼+𝑅(0))−1

(︂
𝑦(𝑡)−Φ(𝑡)−

𝑡ˆ

0

𝑅′(𝑡−𝑠)𝑤(𝑠) 𝑑𝑠
)︂
=:𝐿𝑤(𝑡),

где оператор 𝐿 : 𝐶(R+, 𝐻1)→𝐶(R+, 𝐻1). Покажем, что ‖𝐿‖𝐶(R+;ℬ(𝐻1))<+∞.
Предложение 2. Для любых 𝑤1(𝑡), 𝑤2(𝑡)∈𝐻1 и для любого 𝑇 > 0 при 𝑡∈ [0, 𝑇 ] имеет

место оценка
sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝐿𝑤1(𝑡)−𝐿𝑤2(𝑡)‖𝐻1 ⩽𝜅 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑤1(𝑡)−𝑤2(𝑡)‖𝐻1 ,

где 𝜅=
∑︀𝑁

𝑘=1(𝑀𝑘(0)𝐴𝑘)(𝐴+𝐵)−1 <+∞, функции 𝑀𝑘(𝑡) (𝑘 = 1, 𝑁) определяются формула-
ми (4).

Доказательство. Действительно, для любых 𝑤1(𝑡), 𝑤2(𝑡)∈𝐻1 при 𝑡> 0 имеем

‖𝐿𝑤1(𝑡)−𝐿𝑤2(𝑡)‖𝐻1 =

⃦⃦⃦⃦
(𝐼+𝑅(0))−1

𝑡ˆ

0

𝑅′(𝑡−𝑠)(𝑤1(𝑠)−𝑤2(𝑠)) 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝐻1

. (31)
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Далее для любого 𝑧 ∈𝐻1 получаем⃦⃦
(𝐼+𝑅(0))−1𝑧

⃦⃦
𝐻1

=
⃦⃦
𝐴0(𝐼+𝑅(0))

−1𝐴−1
0 (𝐴0𝑧)

⃦⃦
𝐻
=
⃦⃦
(𝐴0(𝐼+𝑅(0))𝐴

−1
0 )−1(𝐴0𝑧)

⃦⃦
𝐻
.

Нетрудно проверить, используя определение оператора 𝐴0, что 𝐴0(𝐼+𝑅(0))𝐴
−1
0 =(𝐴+𝐵)𝐴−1

0 .
Тогда ⃦⃦

(𝐴0(𝐼+𝑅(0))𝐴
−1
0 )−1(𝐴0𝑧)

⃦⃦
𝐻
=
⃦⃦
𝐴0(𝐴+𝐵)−1(𝐴0𝑧)

⃦⃦
𝐻
. (32)

Подставляя в формулу (32) 𝑧=
´ 𝑡
0 𝑅

′(𝑡−𝑠)𝑤(𝑠) 𝑑𝑠, учитывая представление (31), для любого
𝑇 > 0 будем иметь соотношения

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦
𝐿𝑤1(𝑡)−𝐿𝑤2(𝑡)

⃦⃦
𝐻1

= sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦⃦⃦
𝐴0(𝐴+𝐵)−1𝐴0

𝑡ˆ

0

𝑅′(𝑡−𝑠)(𝑤1(𝑠)−𝑤2(𝑠)) 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝐻

⩽

⩽ sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦
𝑤1(𝑡)−𝑤2(𝑡)

⃦⃦
𝐻1

⃦⃦⃦⃦
𝐴0(𝐴+𝐵)−1𝐴0

𝑡ˆ

0

𝑅′(𝑡−𝑠)𝐴−1
0 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝐻

. (33)

Далее можно установить следующую оценку:

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦⃦⃦
𝐴0(𝐴+𝐵)−1𝐴0

𝑡ˆ

0

𝑅′(𝑡−𝑠)𝐴−1
0 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝐻

=

= sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦
𝐴0(𝐴+𝐵)−1𝐴0(𝑅(𝑡)−𝑅(0))𝐴−1

0

⃦⃦
𝐻
⩽
⃦⃦
𝐴0(𝐴+𝐵)−1𝐴0𝑅(0)𝐴

−1
0

⃦⃦
𝐻
. (34)

Нетрудно проверить, используя определение оператора 𝐴0, что

⃦⃦
𝐴0(𝐴+𝐵)−1𝐴0𝑅(0)𝐴

−1
0

⃦⃦
𝐻
=

⃦⃦⃦⃦ 𝑁∑︁
𝑘=1

(𝑀𝑘(0)𝐴𝑘)(𝐴+𝐵)−1

⃦⃦⃦⃦
𝐻

<+∞, (35)

где операторы 𝐴𝑘 определяются формулами (6). Действительно, справедлива цепочка ра-
венств

𝐴0(𝐴+𝐵)−1𝐴0𝑅(0)𝐴
−1
0 =𝐴0(𝐴+𝐵)−1𝐴0

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(0)𝐴
−1
0 𝐴𝑘𝐴

−1
0 =

=𝐴0(𝐴+𝐵)−1
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(0)𝐴𝑘𝐴
−1
0 =𝐴0(𝐴+𝐵)−1(𝐴+𝐵−𝐴0)𝐴

−1
0 =

=𝐴0(𝐴+𝐵)−1((𝐴+𝐵)𝐴−1
0 −𝐼)= 𝐼−𝐴0(𝐴+𝐵)−1=

= 𝐼−
(︂
𝐴+𝐵−

𝑁∑︁
𝑘=1

(𝑀𝑘(0)𝐴𝑘)

)︂
(𝐴+𝐵)−1=

𝑁∑︁
𝑘=1

(𝑀𝑘(0)𝐴𝑘)(𝐴+𝐵)−1.

Из установленных оценок (33)–(35) получаем

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦
𝐿𝑤1(𝑡)−𝐿𝑤2(𝑡)

⃦⃦
𝐻1

⩽
⃦⃦
(𝑀1(0)𝐴+𝑀2(0)𝐵)(𝐴+𝐵)−1

⃦⃦
𝐻

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦
𝑤1(𝑡)−𝑤2(𝑡)

⃦⃦
𝐻1

=

=𝜅 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦
𝑤1(𝑡)−𝑤2(𝑡)

⃦⃦
𝐻1
,

где 𝜅=
⃦⃦∑︀𝑁

𝑘=1(𝑀𝑘(0)𝐴𝑘)(𝐴+𝐵)−1
⃦⃦
𝐻
<+∞, что завершает доказательство предложения 2.
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Отсюда следует, что для любого 𝑛∈N

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦
𝐿𝑛𝑤1(𝑡)−𝐿𝑛𝑤2(𝑡)

⃦⃦
𝐻1

⩽
𝜅𝑛𝑇𝑛

𝑛!
sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦
𝑤1(𝑡)−𝑤2(𝑡)

⃦⃦
𝐻1
. (36)

В неравенстве (36) значение 𝑛 можно выбрать настолько большим, что 𝜅𝑛𝑇𝑛/𝑛!< 1. Сле-
довательно, ‖𝐿𝑛‖𝐶([0,𝑇 ];ℬ(𝐻1)) < 1, т.е. отображение 𝐿𝑛 : 𝐶([0, 𝑇 ], 𝐻1)→𝐶([0, 𝑇 ], 𝐻1) является
сжимающим и уравнение (30) имеет единственное решение 𝑤(𝑡)∈𝐶([0, 𝑇 ], 𝐻1). В силу произ-
вольности выбора 𝑇 >0 отсюда получаем, что решение 𝑤(𝑡)∈𝐶([0,+∞), 𝐻1). Таким образом,

𝑡ˆ

𝑙

𝑣(𝑠) 𝑑𝑠=

0ˆ

𝑙

𝑣(𝑠) 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

0

𝑣(𝑠) 𝑑𝑠=

0ˆ

𝑙

𝜙′(𝑠) 𝑑𝑠+𝑤(𝑡)=𝜙(0)−𝜙(𝑙)+𝑤(𝑡)∈𝐶([0,+∞), 𝐻1).

Рассмотрим первое уравнение системы (23) с учётом
´ 𝑡
𝑙 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠∈𝐶([0,+∞), 𝐻1). Справед-

ливы следующие равенства:

−𝐴1/2
0

[︂
𝜉0(𝑡)+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄*
𝑘

+∞ˆ

0

𝜉𝑘(𝑡, 𝜏) 𝑑𝜏

]︂
+𝑓(𝑡)−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(𝑡− 𝑙)𝐴𝑘𝜙(𝑙)=

=−𝐴1/2
0

[︂ 𝑡ˆ

𝑙

𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠+𝐴

1/2
0 𝜙0+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄*
𝑘

+∞ˆ

0

𝑡ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠 𝑑𝜏

]︂
+

+𝑓(𝑡)−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(𝑡− 𝑙)𝐴𝑘𝜙(𝑙)=

=−
[︂ 𝑡ˆ

𝑙

𝐴0
𝑑

𝑑𝑠
𝑢(𝑠) 𝑑𝑠+𝐴0𝜙0+

𝑁∑︁
𝑘=1

+∞ˆ

0

𝑡ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠)𝐴𝑘
𝑑

𝑑𝑠
𝑢(𝑠) 𝑑𝑠 𝑑𝜏

]︂
+𝑓(𝑡)−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(𝑡− 𝑙)𝐴𝑘𝜙(𝑙)=

=−
[︂
𝐴0𝑢(𝑡)+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡ˆ

𝑙

(︂ +∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠) 𝑑𝜏
)︂
𝐴𝑘

𝑑

𝑑𝑠
𝑢(𝑠) 𝑑𝑠

]︂
+𝑓(𝑡)−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝜙(𝑙)

+∞ˆ

𝑡−𝑙

𝑅𝑘(𝑠) 𝑑𝑠=

=−𝐴0𝑢(𝑡)−
𝑁∑︁
𝑘=1

[︂(︂
𝐴𝑘𝑢(𝑠)

+∞ˆ

𝑡−𝑠

𝑅𝑘(𝑝) 𝑑𝑝

)︂⃒⃒⃒⃒𝑡
𝑙

−
𝑡ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝑡−𝑠)𝐴𝑘𝑢(𝑠) 𝑑𝑠
]︂
+𝑓(𝑡)−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝜙(𝑙)

+∞ˆ

𝑡−𝑙

𝑅𝑘(𝑠) 𝑑𝑠=

=−𝐴0𝑢(𝑡)+

𝑁∑︁
𝑘=1

[︂
−𝐴𝑘𝑢(𝑡)

+∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝑝) 𝑑𝑝+𝐴𝑘𝑢(𝑙)

+∞ˆ

𝑡−𝑙

𝑅𝑘(𝑝) 𝑑𝑝+

𝑡ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝑡−𝑠)𝐴𝑘𝑢(𝑠) 𝑑𝑠
]︂
+

+𝑓(𝑡)−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝜙(𝑙)

+∞ˆ

𝑡−𝑙

𝑅𝑘(𝑠) 𝑑𝑠=

=

(︂
−1+

𝑁∑︁
𝑘=1

(︂
𝑎𝑘

+∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝑠) 𝑑𝑠

)︂)︂
𝐴𝑢(𝑡)+

(︂
−1+

𝑁∑︁
𝑘=1

(︂
𝑏𝑘

+∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝑠) 𝑑𝑠

)︂)︂
𝐵𝑢(𝑡)+

+
𝑁∑︁
𝑘=1

[︂
−(𝑎𝑘𝐴+𝑏𝑘𝐵)𝑢(𝑡)

+∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝑝) 𝑑𝑝+

𝑡ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝑡−𝑠)(𝑎𝑘𝐴+𝑏𝑘𝐵)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠

]︂
+𝑓(𝑡)=

=−(𝐴+𝐵)𝑢(𝑡)+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝑡−𝑠)(𝑎𝑘𝐴+𝑏𝑘𝐵)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠+𝑓(𝑡).

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 4 2024



546 ГЕОРГИЕВСКИЙ, РАУТИАН

Таким образом, полученное уравнение совпадает с уравнением (1) при выполнении усло-
вий 𝑢(+0) =𝜙0, 𝑢′(+0) =𝜙1, 𝑢(𝑡) =𝜙(𝑡), 𝑡∈ [𝑙, 0], −∞⩽ 𝑙⩽ 0, где 𝜙(0) =𝜙0, 𝜙′(0) =𝜙1. Сле-
довательно, 𝑢(𝑡) — классическое решение задачи (1), (2). Более того, выполнение условий
теоремы 2 обеспечивает выполнение условий теоремы 6 и тогда оценки (14), (15) следуют
из оценок (21), (22), соответственно.

Замечание 3. Условие 𝐴
1/2
0 𝐴𝑘𝜙0 ∈𝐻 эквивалентно условию 𝜙0 ∈𝐻3/2.

Теорема 2 доказана.
Доказательства теорем 3, 4 проводятся аналогично доказательству теоремы 2.

5.2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ПРЕДЛОЖЕНИЯ 1

Условие (13) равносильно выполнению следующих условий:

𝐴
1/2
0 𝜙0+

𝑁∑︁
𝑘=1

∞̂

0

𝑄*
𝑘

(︂ 0ˆ

−∞

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

)︂
𝑑𝜏 ∈𝐷(𝐴

1/2
0 ),

0ˆ

−∞

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠∈Ω𝑘,

0ˆ

−∞

𝑅′
𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴

1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠∈Ω𝑘, 𝑘=1, 2.

По условию теоремы 4 𝜙0 ∈ 𝐻1 и 𝜙′(𝑡) ∈ 𝐶((−∞, 0], 𝐻1). Отсюда, используя неравенство
Гёльдера, получаем оценки⃦⃦⃦⃦

𝐴
1/2
0

𝑁∑︁
𝑘=1

+∞ˆ

0

𝑄*
𝑘

(︂ 0ˆ

−∞

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

)︂
𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
𝐻

⩽

⩽
𝑁∑︁
𝑘=1

+∞ˆ

0

(︂ 0ˆ

−∞

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)
⃦⃦⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝑄*

1𝑄1𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝐻

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝜏 ⩽

⩽
𝑁∑︁
𝑘=1

+∞ˆ

0

(︂ 0ˆ

−∞

(𝑅𝑘(𝜏−𝑠))2 𝑑𝑠
)︂1/2(︂ 0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠

)︂1/2
𝑑𝜏 ⩽

⩽
𝑁∑︁
𝑘=1

[︂ +∞ˆ

0

(︂ +∞ˆ

𝜏

(𝑅𝑘(𝜉))
2𝑑𝜉

)︂1/2
𝑑𝜏

(︂ 0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠

)︂1/2]︂
⩽

⩽
𝑁∑︁
𝑘=1

[︂(︂ +∞ˆ

0

√︀
𝑅𝑘(𝜏) 𝑑𝜏

)︂(︂ +∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝜉) 𝑑𝜉

)︂1/2(︂ 0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠

)︂1/2]︂
⩽

⩽
𝑁∑︁
𝑘=1

[︂(︂ +∞ˆ

0

√︀
𝑅𝑘(𝜏) 𝑑𝜏

)︂√︀
𝑀𝑘(0)

(︂ 0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠

)︂1/2]︂
,

поскольку 𝐴1/2
0 𝑄*

𝑘𝑄𝑘𝐴
1/2
0 =𝐴𝑘 и 𝑀𝑘(0) определяется формулой (4). Справедливы следующие

оценки: ⃦⃦⃦⃦ 0ˆ

−∞

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
Ω𝑘

=

+∞ˆ

0

1

𝑅𝑘(𝜏)

⃦⃦⃦⃦ 0ˆ

−∞

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝐴
1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝜏 ⩽

⩽
+∞ˆ

0

1

𝑅𝑘(𝜏)

(︂ 0ˆ

−∞

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)
⃦⃦⃦⃦
𝐴

1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝑑𝑠

)︂2
𝐻

𝑑𝜏 ⩽
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⩽
+∞ˆ

0

1

𝑅𝑘(𝜏)

(︂ 0ˆ

−∞

(𝑅𝑘(𝜏−𝑠))2 𝑑𝑠
)︂
𝑑𝜏

0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴

1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠=

=

+∞ˆ

0

1

𝑅𝑘(𝜏)

(︂ +∞ˆ

𝜏

(𝑅𝑘(𝜉))
2 𝑑𝜉

)︂
𝑑𝜏

0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴

1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠⩽

⩽
+∞ˆ

0

√︀
𝑅𝑘(𝜏)

(︂ +∞ˆ

𝜏

√︀
𝑅𝑘(𝜉) 𝑑𝜉

)︂
𝑑𝜏

0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴

1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠⩽

(︂ +∞ˆ

0

√︀
𝑅𝑘(𝜏) 𝑑𝜏

)︂2 0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴

1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠,

так как 𝑄𝑘𝐴
1/2
0 =𝐴

1/2
𝑘 ;⃦⃦⃦⃦ 0ˆ

−∞

𝑅′
𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴

1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
Ω𝑘

=

+∞ˆ

0

1

𝑅𝑘(𝜏)

⃦⃦⃦⃦ 0ˆ

−∞

𝑅′
𝑘(𝜏−𝑠)𝐴

1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝜏 ⩽

⩽
+∞ˆ

0

1

𝑅𝑘(𝜏)

(︂ 0ˆ

−∞

𝑅′
𝑘(𝜏−𝑠)

⃦⃦⃦⃦
𝐴

1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝑑𝑠

)︂2

𝐻

𝑑𝜏 ⩽

⩽
+∞ˆ

0

1

𝑅𝑘(𝜏)

(︂ 0ˆ

−∞

(𝑅′
𝑘(𝜏−𝑠))2 𝑑𝑠

)︂
𝑑𝜏

0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴

1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠=

=

+∞ˆ

0

1

𝑅𝑘(𝜏)

(︂ +∞ˆ

𝜏

(𝑅′
𝑘(𝜉))

2 𝑑𝜉

)︂
𝑑𝜏

0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴

1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠.

Таким образом, условия (16), (17) являются достаточными для выполнения условия (13).
Предложение 1 доказано.
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Построен цифровой регулятор, стабилизирующий непрерывную переключаемую линей-
ную систему с соизмеримыми запаздываниями в управлении при медленных пере-
ключениях. Стабилизация последовательно включает в себя построение переключаемой
непрерывно-дискретной замкнутой системы с цифровым регулятором; переход к её
дискретной модели, представимой в виде переключаемой системы с режимами различ-
ных порядков; одновременную стабилизацию подсистем полученной дискретной модели
и расчёт времени задержки, обеспечивающего устойчивость исходной переключаемой
системы, замкнутой найденным регулятором.
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ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа посвящена проблеме стабилизации переключаемых линейных систем
с запаздываниями в управлении в случае, когда переключающие сигналы, определяющие
активный режим системы в каждый момент времени, являются, во-первых, не наблюдае-
мыми, т.е. не доступными для измерения, и, во-вторых, имеют ограничение снизу на время
между соседними переключениями. Фактически данная статья является непосредственным
продолжением работ [1, 2], также посвящённых этой тематике.

В статье [1] исследовалась проблема цифровой стабилизации переключаемой линейной
системы с запаздыванием в управлении. При этом предполагалось, что запаздывание одина-
ковое для всех режимов рассматриваемой переключаемой системы. Для указанной системы
была сформулирована задача построения цифрового стабилизирующего регулятора в фор-
ме динамической обратной связи по выходу. В результате для её решения был предложен
алгоритм, включающий два основных шага: переход от исходной непрерывной системы к
её точной дискретной модели (вообще говоря, более высокого динамического порядка) и
поиск дискретного динамического регулятора для полученной переключаемой дискретной
системы. Одним из важных предположений, при котором решалась указанная задача, явля-
лось условие синхронности моментов переключений стабилизируемой системы с моментами
времени работы дискретного регулятора.

В работе [2] приведённая задача стабилизации обобщена на случай, когда режимы пере-
ключаемой системы имеют различные запаздывания в управлении. Тогда методика, изложен-
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ная в [1], приводит к задаче стабилизации переключаемой дискретной системы с режимами
различных динамических порядков, для решения которой в [2] было предложено исполь-
зовать метод расширения динамического порядка, позволяющий перейти к переключаемой
системе с режимами единого порядка и далее, на основе метода функций Ляпунова, свести
задачу поиска стабилизирующего регулятора к задаче разрешимости системы линейных мат-
ричных неравенств. Дискретный регулятор, полученный в результате применения указанной
методики, обеспечивает стабилизацию исходной системы при произвольных переключениях
рассматриваемого типа.

Ниже рассматривается та же задача стабилизации переключаемой линейной системы
с соизмеримыми запаздываниями в управлении, что и в работе [2], с той лишь разницей,
что переключающие сигналы теперь имеют ограничения на величину промежутков (времени
задержки) между двумя соседними переключениями, т.е. фактически рассматривается пере-
ключаемая система с медленными переключениями. Как и в работе [2], с помощью метода
точной дискретизации данная система приводится к переключаемой дискретной системе с ре-
жимами различных динамических порядков, но затем для поиска стабилизирующего регуля-
тора используется иной подход, основанный на методе одновременной стабилизации конеч-
ного семейства динамических порядков с последующей оценкой времени задержки для пере-
ключающих сигналов, обеспечивающего устойчивость соответствующей замкнутой системы.

Итак, рассматривается непрерывная скалярная переключаемая линейная система с со-
измеримыми запаздываниями в управлении

𝑥̇(𝑡)=𝐴𝜎𝑥(𝑡)+𝑏𝜎𝑢(𝑡−𝜃𝜎), 𝑦(𝑡)= 𝑐𝜎𝑥(𝑡), 𝜎 ∈𝑆𝜇,𝛾 , 𝑡⩾ 0, (1)

где 𝜎 : R+ → 𝐼 = {1, . . . ,𝑚} — непрерывная справа кусочно-постоянная функция (переклю-
чающий сигнал); 𝑆𝜇,𝛾 — множество переключающих сигналов 𝜎, точки разрыва которых
принадлежат множеству {𝑙𝛾}, 𝛾 — некоторое положительное число, а 𝑙 = 0, 1, 2, . . ., при
этом время между любыми двумя соседними переключениями не меньше 𝜏 = 𝜇𝛾 (𝜇 ∈N);
𝑥 ∈ R𝑛 — вектор состояния, 𝑦 ∈ R — измеряемый скалярный выход, 𝑢 ∈ R — управляю-
щий вход; 𝐴𝜎 =𝐴∘𝜎 — композиция отображения 𝐴 : 𝐼 →{𝐴1, . . . , 𝐴𝑚} и переключающего
сигнала 𝜎; 𝑏𝜎 = 𝑏∘𝜎, 𝑐𝜎 = 𝑐∘𝜎 и 𝜃𝜎 = 𝜃 ∘𝜎 — аналогичные композиции для отображений
𝑏 : 𝐼→{𝑏1, . . . , 𝑏𝑚}, 𝑐 : 𝐼→{𝑐1, . . . , 𝑐𝑚} и 𝜃 : 𝐼→{𝜃1, . . . , 𝜃𝑚}. Здесь 𝜃𝑖>0 — величины постоян-
ных запаздываний, причём 𝜃𝑖/𝛾 и 𝜃𝑖/𝜃𝑗 — рациональные числа для любых 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼 и 𝜃𝑖<𝜇𝛾
для всех 𝑖∈ 𝐼. Далее считаем, что переключающий сигнал 𝜎(𝑡) не доступен для измерения
в процессе функционирования системы (1).

Значение функции 𝜎 в каждый момент времени определяет активный режим (𝑐𝑖, 𝐴𝑖, 𝑏𝑖)
переключаемой системы (1), описываемый линейной стационарной системой с запаздыванием
в управлении

𝑥̇(𝑡)=𝐴𝑖𝑥(𝑡)+𝑏𝑖𝑢(𝑡−𝜃𝑖), 𝑦(𝑡)= 𝑐𝑖𝑥(𝑡), 𝑖∈ 𝐼.
Решением уравнения состояния системы (1) при заданном управлении 𝑢(𝑡) (считаем, что

𝑢(𝑡)≡ 0 при 𝑡⩽ 0), начальном условии 𝑥(0)=𝑥0 и переключающем сигнале 𝜎∈𝑆𝜇,𝛾 является
решение линейной нестационарной системы с запаздыванием

𝑥̇(𝑡)=𝐴𝜎(𝑡)𝑥(𝑡)+𝑏𝜎(𝑡)𝑢(𝑡−𝜃𝜎(𝑡)), 𝑥(0)=𝑥0.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ СТАБИЛИЗАЦИИ

Построение цифрового алгоритма управления для переключаемой линейной системы (1)
предполагает построение соответствующей непрерывно-дискретной системы, включающей
цифровой регулятор. Такая система описывается с помощью дифференциально-разностных
уравнений. Приведём эти уравнения в явном виде.
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Цифровой регулятор для непрерывной системы представляется в виде последовательно-
го соединения трёх звеньев: идеального квантователя (модель аналого-цифрового преобра-
зователя), преобразующего аналоговый сигнал 𝑦(𝑡) в дискретную (решётчатую) функцию
𝑦[𝑙𝑇 ] = 𝑦(𝑙𝑇 ) (𝑇 > 0, 𝑙=0, 1, . . .); дискретного регулятора (алгоритм работы для цифрового
вычислительного устройства){︃

𝑣[(𝑙+1)𝑇 ] =𝑄𝑣[𝑙𝑇 ]+𝑞𝑦[𝑙𝑇 ], 𝑣 ∈R𝑟,

𝑢[𝑙𝑇 ] =𝐻𝑣[𝑙𝑇 ]+ℎ𝑦[𝑙𝑇 ], 𝑣[0] = 𝑣0,
(2)

и формирующего элемента (модель цифро-аналогового преобразователя)

𝑢(𝑡)=

[𝑡/𝑇 ]∑︁
𝑗=0

𝑢[𝑗𝑇 ]𝑆(𝑡−𝑗𝑇 ), 𝑆(𝑡)=

{︃
1, 𝑡∈ [0, 𝑇 ],

0, 𝑡 /∈ [0, 𝑇 ].
(3)

Здесь 𝑇 — период квантования по времени 𝑡 (считаем, что 𝑇 < 𝛾); [·] — целая часть дей-
ствительного числа; 𝑄∈R𝑟×𝑟, 𝑞 ∈R𝑟×1, 𝐻 ∈R1×𝑟, ℎ∈R (𝑟 — порядок регулятора); 𝑢[·], 𝑦[·],
𝑣[·] — дискретные функции, определённые на последовательности {𝑙𝑇}+∞

𝑙=0 ; формирующий
элемент представлен фиксатором нулевого порядка [3, с. 25].

Замыкая систему (1) регулятором (2), (3), получаем замкнутую непрерывно-дискретную
(дифференциально-разностную) систему

𝑥̇(𝑡)=𝐴𝜎𝑥(𝑡)+𝑏𝜎𝑢(𝑡−𝜃𝜎), 𝑥(0)=𝑥0,

𝑣[(𝑙+1)𝑇 ] =𝑄𝑣[𝑙𝑇 ]+𝑞𝑐𝜎𝑥(𝑙𝑇 ), 𝑣[0] = 𝑣0,
𝜎(𝑡)∈𝑆𝜇,𝛾 , (4)

где управляющая функция 𝑢 описывается следующим образом:

𝑢(𝑡−𝜃𝜎)=

⎧⎪⎨⎪⎩
[(𝑡−𝜃𝜎)/𝑇 ]∑︀
𝑚=0

(𝐻𝑣[𝑙𝑇 ]+ℎ𝑐𝜎𝑥(𝑙𝑇 ))𝑆(𝑡−𝜃𝜎−𝑚𝑇 ), если 𝑡⩾ 𝜃𝜎,

0, если 0⩽ 𝑡< 𝜃𝜎.

Система (4) записана при условии, что моменты времени 𝑡 и 𝑙𝑇 согласованы (𝑙=[𝑡/𝑇 ]), т.е.

𝑙𝑇 ⩽ 𝑡< (𝑙+1)𝑇, 𝑙=1, 2, . . .

По аналогии с уравнением состояния системы (1) решением уравнения состояния системы
(4) при заданном управлении 𝑢(𝑡) (считаем, что 𝑢(𝑡)≡ 0 при 𝑡⩽ 0), начальных условиях
𝑥(0) = 𝑥0, 𝑣[0] = 𝑣0 и переключающем сигнале 𝜎 ∈ 𝑆𝜇,𝛾 будем считать решение линейной
нестационарной дифференциально-разностной системы с запаздыванием

𝑥̇(𝑡)=𝐴𝜎(𝑡)𝑥(𝑡)+𝑏𝜎(𝑡)𝑢(𝑡−𝜃𝜎(𝑡)), 𝑣[(𝑙+1)𝑇 ]=𝑄𝑣[𝑙𝑇 ]+𝑞𝑐𝜎(𝑡)𝑥(𝑙𝑇 ), 𝑙𝑇 ⩽ 𝑡<(𝑙+1)𝑇, 𝑙=1, 2, . . .

Замкнутую непрерывно-дискретную систему (4) будем называть равномерно устойчи-
вой, а регулятор (2), (3) стабилизирующим, если для любых 𝑥(0), 𝑣[0] и 𝜎 ∈ 𝑆𝜇,𝛾 для
соответствующего решения выполнено условие⃦⃦⃦⃦

⃦ 𝑥(𝑡)𝜐[𝑙𝑇 ]

⃦⃦⃦⃦
⃦→ 0 при 𝑡→+∞, 𝑙= [𝑡/𝑇 ].

Здесь под нормой вектора понимается евклидова норма.
Теперь приведём точную постановку задачи стабилизации.
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Задача стабилизации. Для переключаемой линейной системы (1) с заданными 𝛾 > 0
и 𝜇∈N построить цифровой регулятор вида (2), (3), обеспечивающий равномерную устой-
чивость замкнутой непрерывно-дискретной системы (4).

Задачу построения цифрового стабилизатора для непрерывно-дискретной системы (4)
сведём к задаче построения дискретного стабилизатора для соответствующей дискретной
модели. При этом необходимо обеспечить выполнение условий согласованности, гарантирую-
щих эквивалентность свойства устойчивости замкнутой непрерывно-дискретной системы (4)
и её дискретной модели, замкнутой тем же регулятором.

2. ПЕРЕХОД К ДИСКРЕТНОЙ МОДЕЛИ

Для решения сформулированной задачи стабилизации перейдём от непрерывно-дискрет-
ной системы (4) к её дискретной модели. Для этого воспользуемся методом точной дискре-
тизации [3, с. 81; 4, c. 40], в соответствии с которым вначале строится дискретная модель
для исходной системы (1), а затем она замыкается дискретным регулятором (2).

Выберем константы 𝑙0∈𝑁 и 𝑇 >0 так, чтобы, во-первых, выполнялось равенство 𝛾= 𝑙0𝑇 ,
во-вторых, нашлись бы константы 𝑙𝑖 ∈ N (𝑖 ∈ 𝐼), для которых 𝜃𝑖 = 𝑙𝑖𝑇 (это всегда можно
сделать в силу соизмеримости запаздываний).

Отметим, что если 𝜎(𝑡)∈𝑆𝜇,𝛾 , то на решения системы (4) влияют значения переключа-
ющего сигнала только в моменты 𝑡= 𝑙𝑇 (𝑙=0, 1, . . .). Поэтому в качестве переключающих
сигналов для дискретной модели переключаемой системы (4) будем в дальнейшем рассмат-
ривать соответствующие решётчатые функции 𝜎[𝑙𝑇 ] (𝑇 > 0, 𝑙=0, 1, . . .), а множество таких
функций обозначать как [𝑆]𝜇,𝛾 . Обозначим через 𝑥[𝑙𝑇 ] решётчатую вектор-функцию для
вектора состояния 𝑥(𝑡) системы (1).

Итак, пусть в момент времени 𝑡= 𝑙𝑇 вектор состояния системы (1) равен 𝑥[𝑙𝑇 ] и 𝜎[𝑙𝑇 ]= 𝑖.
Тогда, используя формулу Коши для решений линейной стационарной неоднородной системы,
имеем

𝑥[(𝑙+1)𝑇 ] = 𝑒𝐴𝑖𝑇𝑥[𝑙𝑇 ]+

(𝑙+1)𝑇ˆ

𝑙𝑇

𝑒𝐴𝑖((𝑙+1)𝑇−𝜉)𝑏𝑖𝑢(𝜉−𝜃𝑖) 𝑑𝜉.

Поскольку на входе непрерывной системы (1) действует фиксатор нулевого порядка, то
𝑢(𝑡−𝜃𝑖)≡𝑢[(𝑙− 𝑙𝑖)𝑇 ] для всех 𝑡∈ [𝑙𝑇, (𝑙+1)𝑇 ]. Следовательно,

𝑥[(𝑙+1)𝑇 ] = 𝑒𝐴𝑖𝑇𝑥[𝑙𝑇 ]+𝑏𝑖𝑢[(𝑙− 𝑙𝑖)𝑇 ]
(𝑙+1)𝑇ˆ

𝑙𝑇

𝑒𝐴𝑖((𝑙+1)𝑇−𝜉) 𝑑𝜉.

Выполнив под интегралом замену переменной 𝜇= 𝜉− 𝑙𝑇 , получим

𝑥[(𝑙+1)𝑇 ] = 𝑒𝐴𝑖𝑇𝑥[𝑙𝑇 ]+𝑏𝑖𝑢[(𝑙− 𝑙𝑖)𝑇 ]
𝑇̂

0

𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜇) 𝑑𝜇.

Введём обозначения

𝐴𝑖= 𝑒𝐴𝑖𝑇 , 𝑏̂𝑖= 𝑏𝑖

𝑇̂

0

𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜇) 𝑑𝜇,

𝑥𝑛+1[𝑙𝑇 ] =𝑢[(𝑙−1)𝑇 ], 𝑥𝑛+2[𝑙𝑇 ] =𝑢[(𝑙−2)𝑇 ], . . . , 𝑥𝑛+𝑙𝑖 [𝑙𝑇 ] =𝑢[(𝑙− 𝑙𝑖)𝑇 ]. (5)

Тогда
𝑥𝑛+1[(𝑙+1)𝑇 ] =𝑢[𝑙𝑇 ], 𝑥𝑛+2[(𝑙+1)𝑇 ] =𝑥𝑛+1[𝑙𝑇 ],

𝑥𝑛+3[(𝑙+1)𝑇 ] =𝑥𝑛+2[𝑙𝑇 ], . . . , 𝑥𝑛+𝑙𝑖 [(𝑙+1)𝑇 ] =𝑥𝑛+𝑙𝑖−1[𝑙𝑇 ]. (6)
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Используя введённые обозначения и учитывая, что 𝜎∈𝑆𝜇,𝛾 , получаем дискретную модель
𝑖-го режима системы (1) в следующем виде:

𝑥(𝑖)[(𝑙+1)𝑇 ] =𝐴𝑖𝑥
(𝑖)[𝑙𝑇 ]+ 𝑏̄𝑖𝑢[𝑙𝑇 ], 𝑦[𝑙𝑇 ] = 𝑐𝑖𝑥

(𝑖)[𝑙𝑇 ], 𝜎 ∈ [𝑆]𝜇,𝛾 , (7)

где
𝑥(𝑖)[𝑙𝑇 ] =

(︀
𝑥1[𝑙𝑇 ] . . . 𝑥𝑛[𝑙𝑇 ] 𝑥𝑛+1[𝑙𝑇 ] . . . 𝑥𝑛+𝑙𝑖 [𝑙𝑇 ]

)︀т
— расширенный вектор состояния дискретной модели 𝑖-го режима системы (1),

𝐴𝑖=

⎛⎜⎝ 𝐴𝑖 𝑂𝑛×(𝑙𝑖−1) 𝑏̂𝑖

𝑂1×𝑛 𝑂1×(𝑙𝑖−1) 0

𝑂(𝑙𝑖−1)×𝑛 𝐸(𝑙𝑖−1)×(𝑙𝑖−1) 𝑂(𝑙𝑖−1)×1

⎞⎟⎠, 𝑏̄𝑖=

⎛⎜⎝ 𝑂𝑛×1

1

𝑂(𝑙𝑖−1)×1

⎞⎟⎠, 𝑐𝑖=
(︀
𝑐𝑖 𝑂1×𝑙𝑖

)︀
∈R1×(𝑛+𝑙𝑖)

— блочные матрица и векторы, 𝑂 и 𝐸 — нулевая и единичная матрицы соответствующих
размерностей.

Таким образом, получаем дискретную модель системы (1) в виде переключаемой дис-
кретной системы вида

𝑥(𝜎)[(𝑙+1)𝑇 ] =𝐴𝜎𝑥
(𝜎)[𝑙𝑇 ]+ 𝑏̄𝜎𝑢[𝑙𝑇 ], 𝑦[𝑙𝑇 ] = 𝑐𝜎𝑥

(𝜎)[𝑙𝑇 ], 𝜎 ∈ [𝑆]𝜇,𝛾 , 𝑙=0, 1, 2, . . . (8)

Теперь заметим, что режимы (7) построенной переключаемой дискретной системы (8)
уже не содержат запаздываний, однако имеют различные динамические порядки, поскольку
𝑥(𝑖)∈R𝑛+𝑙𝑖 для каждого 𝑖∈ 𝐼. В связи с этим, для того чтобы определить решение уравнения
состояния полученной переключаемой системы, необходимо решить вопрос о согласовании
начальных условий для уравнений состояния различных режимов при переключениях между
ними.

Итак, пусть в момент времени 𝑙̃𝑇 режим 𝑗 переключаемой системы (8) сменяется режимом
𝑖, причём 𝜃𝑗 ̸= 𝜃𝑖. Тогда, учитывая (5) и (6), зададим начальное значение для вектора
состояния 𝑥(𝑖) 𝑖-го режима в момент 𝑙̃𝑇 следующим образом:

𝑥(𝑖)[𝑙̃𝑇 ] =
(︀
𝑥1[𝑙̃𝑇 ] . . . 𝑥𝑛[𝑙̃𝑇 ] 𝑢[(𝑙̃−1)𝑇 ] . . . 𝑢[(𝑙̃− 𝑙𝑖)𝑇 ]

)︀т
, (9)

где 𝑥1[𝑙̃𝑇 ], . . . , 𝑥𝑛[𝑙̃𝑇 ] — значения первых 𝑛 компонент вектора состояния 𝑥(𝑗) 𝑗-го режима
в момент времени 𝑙̃𝑇 .

Решением уравнения состояния переключаемой системы (8) при заданном управлении 𝑢,
переключающем сигнале 𝜎∈ [𝑆]𝜇,𝛾 и начальном условии 𝑥(𝜎[0])[0]∈R𝑛+𝑙𝜎 будем называть дис-
кретную вектор-функцию 𝑥̃[𝑙𝑇 ]∈R𝑛+𝑝 (𝑝=max𝑖{𝑙𝑖}), совпадающую на каждом промежутке
активности 𝑖-го режима (𝑖∈ 𝐼) с вектор-функцией 𝑥̃(𝑖)[𝑙𝑇 ]∈R𝑛+𝑝. При этом вектор-функция

𝑥̃(𝑖)[𝑙𝑇 ] =
(︀
𝑥1[𝑙𝑇 ] . . . 𝑥𝑛[𝑙𝑇 ] 𝑥𝑛+1[𝑙𝑇 ] 𝑥𝑛+𝑙𝑖 [𝑙𝑇 ] 0 . . . 0⏟  ⏞  

𝑝−𝑙𝑖

)︀т ∈R𝑛+𝑝

порождается решением уравнения состояния 𝑖-го режима (7) на соответствующем проме-
жутке активности [𝑙̃𝑇, 𝑙̂𝑇 ] этого режима с начальными условиями (9). Учитывая указанные
выше определения, в дальнейшем, если в момент времени 𝑙̃𝑇 режим 𝑗 переключаемой си-
стемы (8) сменяется режимом 𝑖, под 𝑥̃[𝑙̃𝑇−] будем понимать значение 𝑥̃(𝑗)[𝑙𝑇 ], а под 𝑥̃[𝑙̃𝑇 ] —
значение 𝑥̃(𝑖)[𝑙𝑇 ].

При введённом выше согласовании начальных условий в моменты переключений систе-
мы (8) выполняется свойство точной дискретизации [3, c. 81]

𝑥(𝑡)|𝑡=𝑙𝑇 = 𝑥̄[𝑙𝑇 ] =
(︀
𝑥1[𝑙𝑇 ] . . . 𝑥𝑛[𝑙𝑇 ]

)︀т
, 𝑙=0, 1, . . . ,
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где 𝑥(𝑡) — решение уравнения состояния непрерывной системы (1) при фиксированном
управлении 𝑢 и заданных 𝜎 ∈ 𝑆𝜇,𝛾 , 𝑥(0) ∈R𝑛, а 𝑥̄[𝑙𝑇 ] — вектор, образованный первыми 𝑛
компонентами вектора 𝑥̃[𝑙𝑇 ] решения соответствующей дискретной системы (8) при согла-
сованных начальных условиях

𝑥𝜎[0][0] =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥
(𝜎[0])
1 [0]
. . .

𝑥
(𝜎[0])
𝑛 [0]

𝑥
(𝜎[0])
𝑛+1 [0]
. . .

𝑥
(𝜎[0])
𝑛+𝑙𝜎(0)

[0]

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1(0)
. . .

𝑥𝑛(0)

0
. . .

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (10)

Замыкая систему (8) регулятором (2), получаем дискретную модель замкнутой непре-
рывно-дискретной системы (4):

𝑥(𝜎)[(𝑙+1)𝑇 ] = (𝐴𝜎+ 𝑏̄𝜎ℎ𝑐𝜎)𝑥
(𝜎)[𝑙𝑇 ]+ 𝑏̄𝜎𝐻𝑣[𝑙𝑇 ],

𝑣[(𝑙+1)𝑇 ] = 𝑞𝑐𝜎𝑥
(𝜎)[𝑙𝑇 ]+𝑄𝑣[𝑙𝑇 ],

𝜎 ∈ [𝑆]𝜇,𝛾 . (11)

Решением системы (11) считаем вектор 𝑥̂[𝑙𝑇 ] = (𝑥̃[𝑙𝑇 ] 𝑣[𝑙𝑇 ])т. Замкнутую дискретную
переключаемую систему (11) будем называть равномерно устойчивой, если при любых на-
чальных условиях 𝑥𝜎[0][0] вида (10), 𝑣[0] и 𝜎∈ [𝑆]𝜇,𝛾 для соответствующего решения выполнено

‖𝑥̂[𝑙𝑇 ]‖→ 0 при 𝑙→+∞.

На основании результатов работы [1] сформулируем теорему о согласованности свойства
устойчивости систем (4) и (11).

Теорема 1. Пусть переключаемая дискретная система (11) равномерно устойчива,
тогда непрерывно-дискретная система (4) также равномерно устойчива.

Таким образом, поставленная в п. 1 задача стабилизации, в соответствии с теоремой 1,
может быть сведена к задаче стабилизации по выходу дискретной системы (8) дискретным
регулятором (2).

3. ОДНОВРЕМЕННАЯ СТАБИЛИЗАЦИЯ И РАСЧЁТ ВРЕМЕНИ ЗАДЕРЖКИ

Как известно, регулятор, стабилизирующий переключаемую систему, должен стабили-
зировать каждый режим этой системы в отдельности. Поскольку рассматриваемая задача
стабилизации переключаемой системы (1) предполагает неизмеряемость переключающего
сигнала 𝜎(𝑡), то, учитывая рассуждения п. 2, синтез соответствующего цифрового регулято-
ра фактически можно свести к задаче об одновременной стабилизации конечного семейства
дискретных объектов

𝑥(𝑖)[(𝑙+1)𝑇 ] =𝐴𝑖𝑥
(𝑖)[𝑙𝑇 ]+ 𝑏̄𝑖𝑢[𝑙𝑇 ], 𝑦[𝑙𝑇 ] = 𝑐𝑖𝑥

(𝑖)[𝑙𝑇 ], 𝑖=1,𝑚, (12)

единым регулятором вида (2).
Для решения задачи об одновременной стабилизации конечного семейства дискретных

объектов (12) перейдём к их описанию через передаточные функции

𝑊̄𝑖(𝑧)= 𝑐𝑖(𝑧𝐼−𝐴𝑖)−1𝑏̄𝑖=
𝛽𝑖(𝑧)

𝛼̄𝑖(𝑧)
=

𝑏𝑛𝑖+𝑙𝑖−1,𝑖𝑧
𝑛𝑖+𝑙𝑖−1+ . . .+𝑏1,𝑖𝑧+𝑏0,𝑖

𝑧𝑛𝑖+𝑙𝑖 +𝑎𝑛𝑖+𝑙𝑖−1,𝑖𝑧𝑛𝑖+𝑙𝑖−1+ . . .+𝑎1,𝑖𝑧+𝑎0,𝑖
. (13)
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Теперь для построения единого регулятора, стабилизирующего объекты семейства (13),
можно воспользоваться методами одновременной стабилизации, изложенными в монографии
[5, с. 115]. Эти методы позволяют построить единый дискретный регулятор (в случае его
существования) в виде передаточной функции

𝑅*(𝑧)=
𝑝*(𝑧)

𝑔*(𝑧)
=
𝑝𝑟𝑧

𝑟+𝑝𝑟−1𝑧
𝑟−1+ . . .+𝑝1𝑧+𝑝0

𝑧𝑟+𝑔𝑟−1𝑧𝑟−1+ . . .+𝑔1𝑧+𝑔0
. (14)

Далее, в соответствии с методами теории реализации [6, с. 127], переходим от описания
регулятора в виде передаточной функции (14) к описанию в пространстве состояний вида (2).

Построенный дискретный регулятор стабилизирует каждый режим переключаемой си-
стемы (7), т.е. обеспечивает для всех 𝑖 = 1,𝑚 асимптотическую устойчивость замкнутых
систем

𝑥(𝑖)[(𝑙+1)𝑇 ] = (𝐴𝑖+ 𝑏̄𝑖ℎ𝑐𝑖)𝑥
(𝑖)[𝑙𝑇 ]+ 𝑏̄𝑖𝐻𝑣[𝑙𝑇 ],

𝑣[(𝑙+1)𝑇 ] = 𝑞𝑐𝑖𝑥
(𝑖)[𝑙𝑇 ]+𝑄𝑣[𝑙𝑇 ]. (15)

Теперь необходимо определить значение времени задержки 𝜏 =𝜇𝛾, при котором найден-
ный регулятор обеспечивает [𝑆]𝜇,𝛾-устойчивость переключаемой дискретной системы (11).
Для удобства дальнейших рассуждений перепишем системы (15) в виде

𝑥̄(𝑖)[(𝑙+1)𝑇 ] =𝐴𝑖𝑥̄
(𝑖)[𝑙𝑇 ], 𝑖=1,𝑚, 𝑥̄(𝑖)=(𝑥(𝑖) 𝑣)т. (16)

Используем процедуру, аналогичную предложенной в работе [7] для непрерывного случая.
Для каждой дискретной устойчивой системы (16) (𝑖=1,𝑚) рассмотрим дискретное матричное
уравнение Ляпунова

𝐴𝑖𝑃𝑖𝐴
т
𝑖 −𝑃𝑖=−𝑅𝑖 (17)

с некоторой положительно определённой матрицей 𝑅𝑖. Известно [8, с. 59], что если мат-
рицы 𝐴𝑖 шуровские (все собственные значения лежат внутри единичного круга), то урав-
нения (17) для каждого 𝑖=1,𝑚 имеют положительно определённые решения 𝑃𝑖, при этом
функции 𝑉𝑖= 𝑥̃

т𝑃𝑖𝑥̃ являются дискретными функциями Ляпунова для систем (16). Тогда, в
соответствии с [8, с. 60], для решений этих систем верны следующие оценки:

‖𝑥̄(𝑖)[𝑙𝑇 ]‖⩽𝐶𝑖‖𝑥̄(𝑖)[𝑚𝑇 ]‖𝜌𝑙−𝑚𝑖 , (18)

где
𝐶𝑖=

√︀
𝑀𝑖/𝑚𝑖, 𝜌𝑖=

√︀
1−𝑟𝑖/𝑀𝑖,

𝑚𝑖 и 𝑀𝑖 — соответственно минимальное и максимальное собственные значения матрицы 𝑃𝑖,
а 𝑟𝑖 — минимальное собственное значение матрицы 𝑅𝑖 (из [8, с. 62] следует, что 𝑟𝑖 <𝑀𝑖);
через 𝑥̄(𝑖) обозначены векторы состояния соответствующих систем (16).

Обозначим 𝐶*=max{𝐶1, . . . , 𝐶𝑚} (𝐶*⩾1), 𝜌0=max{𝜌1, . . . , 𝜌𝑚} (0<𝜌0<1). Теперь можем
сформулировать следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть регулятор (2) является единым стабилизатором для семейства
дискретных объектов (12), 𝑅𝑖 (𝑖=1,𝑚) — некоторые положительно определённые матри-
цы порядка 𝑛, а 𝑃𝑖 (𝑖= 1,𝑚) — соответствующие положительно определённые решения
матричных уравнений Ляпунова (17). Пусть для матриц 𝑅𝑖 и 𝑃𝑖 вычислены значения 𝐶*
и 𝜌0.
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Тогда регулятор (2) является стабилизирующим для дискретной переключаемой линей-
ной системы (8), для которой

𝜇>
𝑝− log𝜌0 𝐶

2
0

𝑙0
, (19)

где 𝐶0=𝐶2
* (1+(𝑝−𝑘)max𝑐𝑖{‖𝐻‖+‖ℎ𝑐𝑖‖}), 𝑝=max𝑖{𝑙𝑖}, 𝑘=min𝑖{𝑙𝑖}.

Доказательство. Пусть для замкнутой системы (11) выполнено условие (19). Зафикси-
руем произвольный переключающий сигнал 𝜎*[𝑙𝑇 ]∈ [𝑆]𝜇,𝛾 и соответствующее произвольное
начальное условие 𝑥𝜎*[0](0). Пусть {𝑚𝑗𝑇}, 𝑗 ∈N, — последовательность моментов переклю-
чений, задаваемых сигналом 𝜎*[𝑙𝑇 ] (считаем, что 𝑚0=0).

Рассмотрим два произвольных последовательных момента переключений 𝑚𝑗𝑇 и 𝑚𝑗+1𝑇 .
Оценим теперь норму ‖𝑥̂[𝑚𝑗+1𝑇 ]‖ через норму ‖𝑥̂[𝑚𝑗𝑇 ]‖ в предположении, что значения
𝜎*[𝑚𝑗𝑇 ] и 𝜎*[𝑚𝑗+1𝑇 ] неизвестны.

Учитывая определение решения системы (11), имеем⃦⃦
𝑥̂[𝑚𝑗+1𝑇 ]

⃦⃦
⩽
⃦⃦
𝑥̂[𝑚𝑗+1𝑇−]

⃦⃦
+
⃒⃒
𝑢[(𝑚𝑗+1−(𝑘+1))𝑇 ]

⃒⃒
+ . . .+

⃒⃒
𝑢[(𝑚𝑗+1−𝑝)𝑇 ]

⃒⃒
. (20)

Поскольку 𝑢[𝑙𝑇 ] =𝐻𝑣[𝑙𝑇 ]+ℎ𝑐𝜎𝑥
(𝜎)[𝑙𝑇 ], то⃒⃒

𝑢[(𝑚𝑗+1−(𝑘+1))𝑇 ]
⃒⃒
⩽max

𝑐𝑖
{‖𝐻‖+‖ℎ𝑐𝑖‖}

⃦⃦
𝑥̂[(𝑚𝑗+1−(𝑘+1))𝑇 ]

⃦⃦
, . . .

. . . ,
⃒⃒
𝑢[(𝑚𝑗+1−𝑝)𝑇 ]

⃒⃒
⩽max

𝑐𝑖
{‖𝐻‖+‖ℎ𝑐𝑖‖}

⃦⃦
𝑥̂[(𝑚𝑗+1−𝑝)𝑇 ]

⃦⃦
. (21)

В силу (18) справедливы неравенства⃦⃦
𝑥̂[𝑚𝑗+1𝑇−]

⃦⃦
⩽𝐶*𝜌

𝑝
0

⃦⃦
𝑥̂[(𝑚𝑗+1−𝑝)𝑇 ]

⃦⃦
⩽𝐶*

⃦⃦
𝑥̂[(𝑚𝑗+1−𝑝)𝑇 ]

⃦⃦
(22)

и ⃦⃦
𝑥̂[(𝑚𝑗+1−𝑠)𝑇 ]

⃦⃦
⩽𝐶*𝜌

𝑝−𝑠
0

⃦⃦
𝑥̂[(𝑚𝑗+1−𝑝)𝑇 ]

⃦⃦
(23)

при 𝑠∈ [𝑘+1, 𝑝−1]. Из (20)–(23) получаем⃦⃦
𝑥̂[𝑚𝑗+1𝑇 ]

⃦⃦
⩽
⃦⃦
𝑥̂[𝑚𝑗+1𝑇−]

⃦⃦
+(𝑝−𝑘)𝐶*max

𝑐𝑖
{‖𝐻‖+‖ℎ𝑐𝑖‖}

⃦⃦
𝑥̂[(𝑚𝑗+1−𝑝)𝑇 ]

⃦⃦
⩽

⩽𝐶*
(︀
1+(𝑝−𝑘)max

𝑐𝑖
{‖𝐻‖+‖ℎ𝑐𝑖‖}

)︀⃦⃦
𝑥̂[(𝑚𝑗+1−𝑝)𝑇 ]

⃦⃦
.

Далее, поскольку
𝑚𝑗+1−𝑚𝑗 ⩾𝜇𝑙0>𝑝, (24)

то ⃦⃦
𝑥̂[𝑚𝑗+1𝑇 ]

⃦⃦
⩽𝐶*

(︀
1+(𝑝−𝑘)max

𝑐𝑖
{‖𝐻‖+‖ℎ𝑐𝑖‖}

)︀
𝐶*
⃦⃦
𝑥̂[𝑚𝑗𝑇 ]

⃦⃦
𝜌
𝑚𝑗+1−𝑚𝑗−𝑝
0 .

Обозначив
𝑚*
𝑗+1=𝑚𝑗+1−𝑚𝑗−𝑝,

получим неравенство
‖𝑥̂[𝑚𝑗+1𝑇 ]‖⩽𝐶0‖𝑥̂[𝑚𝑗𝑇 ]

⃦⃦
𝜌
𝑚*

𝑗+1

0 ,

откуда следует, что для любого 𝑗 ∈N верна цепочка неравенств⃦⃦
𝑥̂[𝑚𝑗𝑇 ]

⃦⃦
⩽𝐶0

⃦⃦
𝑥̂[𝑚𝑗−1𝑇 ]

⃦⃦
𝜌
𝑚*

𝑗

0 ⩽𝐶2
0

⃦⃦
𝑥̂[𝑚𝑗−2𝑇 ]

⃦⃦
𝜌
𝑚*

𝑗−1+𝑚
*
𝑗

0 ⩽𝐶𝑗0
⃦⃦
𝑥̂[𝑚0𝑇 ]

⃦⃦
𝜌
𝑚*

1+𝑚
*
2+...+𝑚

*
𝑗

0 . (25)
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Так как 𝑚*
1+𝑚

*
2+ . . .+𝑚

*
𝑗 =𝑚𝑗−𝑗𝑝 и 𝑚0=0, то из (25) имеем

⃦⃦
𝑥̂[𝑚𝑗𝑇 ]

⃦⃦
⩽𝐶𝑗0

⃦⃦
𝑥̂[0]

⃦⃦
𝜌
𝑚𝑗−𝑗𝑝
0 =

(︂
𝐶0

𝜌𝑝0

)︂𝑗 ⃦⃦
𝑥̂[0]

⃦⃦
𝜌
𝑚𝑗

0 =

(︂
𝐶0

𝜌𝑝0

)︂𝑗
𝜌𝑗𝜇𝑙00

⃦⃦
𝑥̂[0]

⃦⃦
𝜌
𝑚𝑗−𝑗𝜇𝑙0
0 =

=(𝐶0𝜌
𝜇𝑙0−𝑝
0 )𝑗

⃦⃦
𝑥̂[0]

⃦⃦
𝜌
𝑚𝑗−𝑗𝜇𝑙0
0 . (26)

Далее, в силу (24) справедливы неравенства

𝑚𝑗 >𝑚𝑗−1+𝜇𝑙0>𝑚𝑗−2+2𝜇𝑙0> . . .>𝑚0+𝑗𝜇𝑙0= 𝑗𝜇𝑙0,

поэтому
𝜌
𝑚𝑗−𝑗𝜇𝑙0
0 < 1. (27)

Поскольку из условия теоремы следует, что

𝜇>
𝑝− log𝜌0 𝐶

2
0

𝑙0
>
𝑝− log𝜌0 𝐶0

𝑙0
,

то
𝜇𝑙0−𝑝+log𝜌0 𝐶0> 0,

а значит,
log𝜌0(𝐶0𝜌

𝜇𝑙0−𝑝
0 )> 0

и
𝐶0𝜌

𝜇𝑙0−𝑝
0 < 1. (28)

Тогда из (26)–(28) получаем
lim

𝑗→+∞

⃦⃦
𝑥̂[𝑚𝑗𝑇 ]

⃦⃦
=0. (29)

Теперь для каждого промежутка [𝑚𝑗+1𝑇,𝑚𝑗+2𝑇 ), 𝑗 ∈N, рассмотрим величину

ℎ𝑗+1= max
𝑙𝑇∈[𝑚𝑗+1𝑇,𝑚𝑗+2𝑇 )

{︀⃦⃦
𝑥̂[𝑙𝑇 ]

⃦⃦}︀
.

Из (18) следует, что
ℎ𝑗+1⩽𝐶*

⃦⃦
𝑥̂[𝑚𝑗+1𝑇 ]

⃦⃦
𝜌𝜂

для некоторого 𝜂⩾ 0. Отсюда и из (24) имеем

ℎ𝑗+1⩽𝐶*
⃦⃦
𝑥̂[𝑚𝑗+1𝑇 ]

⃦⃦
⩽𝐶0

⃦⃦
𝑥̂[𝑚𝑗+1𝑇 ]

⃦⃦
⩽𝐶2

0

⃦⃦
𝑥̂[𝑚𝑗𝑇 ]

⃦⃦
𝜌
𝑚*

𝑗+1

0 ⩽𝐶2
0

⃦⃦
𝑥̂[𝑚𝑗𝑇 ]

⃦⃦
𝜌𝜇𝑙0−𝑝0 . (30)

Так как из условия теоремы вытекает, что

𝜇𝑙0−𝑝+log𝜌0 𝐶
2
0 > 0,

то
𝐶2
0𝜌

𝜇𝑙0−𝑝
0 < 1.

Тогда из (30) получаем
ℎ𝑗+1⩽

⃦⃦
𝑥̂[𝑚𝑗𝑇 ]

⃦⃦
,

откуда, учитывая (29), находим
lim

𝑗→+∞
ℎ𝑗+1=0.

Таким образом, для рассматриваемого решения 𝑥̂[𝑙𝑇 ] справедливо равенство

lim
𝑙→+∞

⃦⃦
𝑥̂[𝑙𝑇 ]

⃦⃦
=0.

Следовательно, замкнутая система (11) равномерно устойчива. Теорема доказана.
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4. ЧИСЛЕННЫЙ АЛГОРИТМ ПОИСКА СТАБИЛИЗИРУЮЩЕГО РЕГУЛЯТОРА

На основании теоремы 2 можно предложить следующую процедуру построения стаби-
лизирующего регулятора для системы (8).

1. Используя известные методы [5, c. 115] поиска одновременно стабилизирующего регу-
лятора для конечного семейства дискретных систем (13) на основе интервального анализа
[9, c. 81], построим в пространстве R2𝑟+1 коэффициентов регулятора (14) множество 𝒫, пред-
ставляющее собой объединение конечного набора параллелотопов, каждая точка которого
соответствует одновременно стабилизирующему регулятору.

2. На множестве 𝒫 в пространстве R2𝑟+1 построим равномерную сетку и для каждого
𝑗-го узла сетки, соответствующего некоторому одновременно стабилизирующему регулятору,
выпишем этот регулятор в пространстве состояний и соответствующую замкнутую систему
вида (11).

3. Для каждого 𝑗-го узла сетки проверим выполнение неравенства (19) для соответ-
ствующей замкнутой системы (11). Если хотя бы для одного узла сетки проверка даёт
положительный результат, то на этом работа алгоритма закончена, поскольку найденный
регулятор в силу теоремы 2 будет обеспечивать устойчивость системы (11), а следовательно,
в силу теоремы 1, и замкнутой системы (4).
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An approach is proposed to constructing a digital controller that stabilizes a continuously switched
linear system with commensurate delays in control during slow switchings. The approach to stabiliza-
tion consistently includes the construction of a switchable continuous-discrete closed-loop system with
a digital controller, the transition to its discrete model, represented in the form of a switched system
with modes of different orders, simultaneous stabilization of the subsystems of the resulting discrete
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В статье исследуется линейно-квадратичная задача оптимального слежения для систем с
сингулярными возмущениями. Изучению задач управления с сингулярными возмущениями
посвящено значительное число публикаций (см., в частности, обзоры [1–3]), при этом в
большинстве работ применяется метод пограничных функций А.Б. Васильевой. Наряду с
методом пограничных функций для исследования таких задач успешно применяются метод
декомпозиции и метод интегральных многообразий [4–6].

Напомним, что конечномерная задача слежения для линейных систем общего вида ста-
вится следующим образом (см., например, [7]): рассматривается система

𝑥̇=𝐴(𝑡)𝑥+𝐵(𝑡)𝑢+𝑓(𝑡), 𝑥(0)=𝑥0, (1)

𝑦=𝐶(𝑡)𝑥, (2)

где 𝑥 — вектор состояния системы, вектор 𝑦 определяет выход системы, 𝑢 — вектор управля-
ющих параметров, 𝑓 — вектор внешних возмущений. Эталонное движение задаётся в явном
виде 𝜉= 𝜉(𝑡), а функционал качества имеет вид

𝐽 =

𝑡𝑓ˆ

0

[︀
(𝐶(𝑡)𝑥(𝑡)−𝜉(𝑡))𝑇𝑄(𝑡)(𝐶(𝑡)𝑥(𝑡)−𝜉(𝑡))+𝑢𝑇 (𝑡)𝑅(𝑡)𝑢(𝑡)

]︀
𝑑𝑡 (3)

или

𝐽 =

𝑡𝑓ˆ

0

[︀
(𝑦(𝑡)−𝜉(𝑡))𝑇𝑄(𝑡)(𝑦(𝑡)−𝜉(𝑡))+𝑢𝑇 (𝑡)𝑅(𝑡)𝑢(𝑡)

]︀
𝑑𝑡. (4)

Допускается зависимость от одного или нескольких параметров. Предполагается, что все
матричные функции, входящие в (1)–(3), непрерывны при 𝑡∈ [0, 𝑡𝑓 ].
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Известно [7], что решение рассматриваемой задачи даётся следующим выражением для
оптимального управления:

𝑢𝑜𝑝𝑡=−𝑅−1𝐵𝑇 (𝑃𝑥+𝜒).

Здесь 𝑃 — решение матричного дифференциального уравнения Риккати

𝑃̇ +𝑃𝐴+𝐴𝑇𝑃 −𝑃𝑆𝑃 +𝑀 =0, 𝑃 (𝑡𝑓 )= 0, (5)

а 𝜒 — решение линейной дифференциальной системы

𝜒̇=−(𝐴−𝑆𝑃 )𝑇𝜒+𝐶𝑇𝑄𝜉−𝑃𝑓 =0, 𝜒(𝑡𝑓 )= 0. (6)

Рассмотрим задачу слежения для управляемой системы вида

𝑥̇1=𝐴1(𝑡)𝑥1+𝐴2(𝑡)𝑥2+𝐵1(𝑡)𝑢+𝑓1(𝑡), 𝑥1(0)=𝑥10,

𝜀𝑥2=𝐴3(𝑡)𝑥1+𝐴4(𝑡)𝑥2+𝐵2(𝑡)𝑢+𝑓2(𝑡), 𝑥2(0)=𝑥20, (7)

𝑦=𝐶1(𝑡)𝑥1+𝐶2(𝑡)𝑥2. (8)

Здесь 𝑥1∈R𝑚, 𝑥2∈R𝑛, 𝑚,𝑛∈N, 𝑡∈ [0, 𝑡𝑓 ], 𝜀 — положительный малый параметр, т.е. система
(7) является сингулярно возмущённой. Эталонное движение задаётся в явном виде 𝜉= 𝜉(𝑡).

Функционал качества определяется по формуле

𝐽=

𝑡𝑓ˆ

0

[︀(︀
𝐶1(𝑡)𝑥1(𝑡)+𝐶2(𝑡)𝑥2(𝑡)−𝜉(𝑡)

)︀𝑇
𝑄(𝑡)

(︀
𝐶1(𝑡)𝑥1(𝑡)+𝐶2(𝑡)𝑥2(𝑡)−𝜉(𝑡)

)︀
+𝑢𝑇 (𝑡)𝑅(𝑡)𝑢(𝑡)

]︀
𝑑𝑡 (9)

или (4).
Предполагается, что все матричные функции, входящие в (7)–(9), достаточное число раз

непрерывно дифференцируемы при 𝑡∈ [0, 𝑡𝑓 ], 𝜀∈ [0, 𝜀0].
Введём также в рассмотрение матрицы 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝑆, 𝑀 и вектор 𝑓 :

𝐴=

(︂
𝐴1 𝐴2

𝜀−1𝐴3 𝜀−1𝐴4

)︂
, 𝐵=

(︂
𝐵1

𝜀−1𝐵2

)︂
, 𝐶 =

(︀
𝐶1 𝐶2

)︀
,

𝑆=

(︂
𝑆1 𝜀−1𝑆2

𝜀−1𝑆𝑇2 𝜀−2𝑆3

)︂
, 𝑀 =

(︂
𝑀1 𝑀2

𝑀𝑇
2 𝑀3

)︂
, 𝑓 =

(︂
𝑓1

𝜀−1𝑓2

)︂
,

где

𝑆1=𝐵1𝑅
−1𝐵𝑇

1 , 𝑆2=𝐵1𝑅
−1𝐵𝑇

2 , 𝑆3=𝐵2𝑅
−1𝐵𝑇

2 ,

𝑀1=𝐶𝑇1 𝑄𝐶1, 𝑀2=𝐶𝑇1 𝑄𝐶2, 𝑀3=𝐶𝑇2 𝑄𝐶2.

Представим 𝑃 и 𝜒 в следующем виде:

𝑃 =

(︂
𝑃1 𝜀𝑃2

𝜀𝑃 𝑇2 𝜀𝑃3

)︂
, 𝜒=

(︂
𝜒1

𝜀𝜒2

)︂
.

Тогда для матриц 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 получается нелинейная система матричных уравнений

𝑃̇1=−𝑃1𝐴1−𝐴𝑇1 𝑃1−𝑃2𝐴3−𝐴𝑇3 𝑃 𝑇2 +𝑃1𝑆1𝑃1+𝑃1𝑆2𝑃
𝑇
2 +𝑃2𝑆

𝑇
2 𝑃1+𝑃2𝑆3𝑃

𝑇
2 −𝑀1=𝐹1(𝑃1, 𝑃2, 𝑡, 𝜀),

𝜀𝑃̇2=−𝑃1𝐴2−𝑃2𝐴4−𝜀𝐴𝑇1 𝑃2−𝐴𝑇3 𝑃3+𝑃1𝑆2𝑃3+𝑃2𝑆3𝑃3+𝜀(𝑃1𝑆1𝑃2+𝑃2𝑆
𝑇
2 𝑃2)−𝑀2=

=𝐹2(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑡, 𝜀),

𝜀𝑃̇3=−𝑃3𝐴4−𝐴𝑇4 𝑃3+𝑃3𝑆3𝑃3+𝜀(−𝑃 𝑇2 𝐴2−𝐴𝑇2 𝑃2+𝜀𝑃
𝑇
2 𝑆1𝑃2+𝑃

𝑇
2 𝑆2𝑃3+𝑃3𝑆

𝑇
2 𝑃2)−𝑀3=

=𝐹3(𝑃2, 𝑃3, 𝑡, 𝜀) (10)
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с граничными условиями

𝑃1(𝑡𝑓 )= 0, 𝑃2(𝑡𝑓 )= 0, 𝑃3(𝑡𝑓 )= 0.

Векторы 𝜒1 и 𝜒2 удовлетворяют линейной дифференциальной системе

𝜒̇1=−(𝐴1−𝑆1𝑃1−𝑆2𝑃 𝑇2 )𝑇𝜒1−(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑃1−𝑆3𝑃 𝑇2 )𝑇𝜒2+𝐶
𝑇
1 𝑄𝜉−𝑃1𝑓1−𝑃2𝑓2, (11)

𝜀𝜒̇2=−(𝐴2−𝜀𝑆1𝑃2−𝑆2𝑃3)
𝑇𝜒1−(𝐴4−𝜀𝑆𝑇2 𝑃2−𝑆3𝑃3)

𝑇𝜒2+𝐶
𝑇
2 𝑄𝜉−𝜀𝑃 𝑇2 𝑓1−𝑃3𝑓2 (12)

с граничными условиями
𝜒1(𝑡𝑓 )= 0, 𝜒2(𝑡𝑓 )= 0.

Для анализа сингулярно возмущённой системы матричных дифференциальных уравне-
ний (10) разработаны различные методы построения приближённых решений [1–3]. В данной
работе построение приближённых решений систем (10)–(12) базируется на методе декомпо-
зиции, в основе которого лежит техника интегральных многообразий быстрых и медленных
движений [4, 5]. Метод декомпозиции позволяет редуцировать данную систему к одному
матричному дифференциальному уравнению для блока, соответствующего блоку медлен-
ных переменных 𝑃1 в уравнении Риккати. Аналогичным образом обстоит дело с линейной
сингулярно возмущённой дифференциальной системой, для построения приближённых ре-
шений которой также можно применять метод декомпозиции. Отметим, что в статье [8]
метод декомпозиции, называемый авторами методом Соболева, применялся для исследова-
ния нелинейной сингулярно возмущённой задачи слежения специального вида.

Суть метода декомпозиции состоит в следующем. При некоторых естественных предпо-
ложениях о нормальной гиперболичности сингулярно возмущённая система

𝑋̇ =𝐹 (𝑋,𝑌, 𝑡, 𝜀), 𝜀𝑌̇ =𝐺(𝑋,𝑌, 𝑡, 𝜀)

заменами
𝑌 =𝑍+ℎ(𝑋,𝑇, 𝜀), 𝑋 =𝑉 +𝜀𝐻(𝑉,𝑍, 𝑡, 𝜀) (𝐻(𝑉, 0, 𝑡, 𝜀)≡ 0)

приводится к виду

𝑉̇ =𝐹 (𝑉, ℎ(𝑉, 𝑡, 𝜀)), 𝜀𝑍̇ =𝑊 (𝑉,𝑍, 𝑡, 𝜀) (𝑊 (𝑉, 0, 𝑡, 𝜀)≡ 0),

где первое уравнение не зависит от быстрой переменной, а решениями второго уравнения
являются пограничные функции. При этом ℎ соответствует медленному интегральному мно-
гообразию исходной системы, а 𝜀𝐻 — быстрому многообразию некоторой вспомогательной
системы; переменная 𝑉 соответствует регулярной составляющей решения исходной системы,
а переменная 𝑍 — погранслойной составляющей.

2. ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ ФУНКЦИОНАЛА

Для оценки погрешности при построении приближённого (субоптимального) управления
вместо точного (оптимального) управления функционал (3) можно представить в следующем
виде:

𝐽 =

𝑡𝑓ˆ

0

[︀
(𝐶(𝑡)𝑥(𝑡)−𝜉(𝑡))𝑇𝑄(𝑡)(𝐶(𝑡)𝑥(𝑡)−𝜉(𝑡))+𝑢𝑇 (𝑡)𝑅(𝑡)𝑢(𝑡)

]︀
𝑑𝑡=

=

𝑡𝑓ˆ

0

[︀(︀
𝑢+𝑅−1𝐵𝑇 (𝑡)𝑃 (𝑡)𝑥(𝑡)+𝑅−1𝐵𝑇 (𝑡)𝜒(𝑡)

)︀𝑇
𝑅(𝑡)

(︀
𝑢+𝑅−1𝐵𝑇 (𝑡)𝑃 (𝑡)𝑥(𝑡)+𝑅−1𝐵𝑇 (𝑡)𝜒(𝑡)

)︀]︀
𝑑𝑡+

+𝑥𝑇 (0)𝑃 (0)𝑥(0)+2𝑥𝑇 (0)𝜒(0)+𝜅(0).
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Здесь 𝑢 – любое возможное управление, 𝑃 и 𝜒 являются решениями задач (5) и (6) соот-
ветственно, а 𝜅 является решением уравнения

𝜅̇=𝜒𝑇𝑆𝜒−𝜉𝑇𝑄𝜉−2𝑓𝑇𝜒

с условием на конце рассматриваемого промежутка 𝜅(𝑡𝑓 )= 0, т.е.

𝜅(0)=−
𝑡𝑓ˆ

0

[𝜒𝑇𝑆𝜒−𝜉𝑇𝑄𝜉−2𝑓𝑇𝜒] 𝑑𝑡.

Для доказательства этого факта достаточно использовать непосредственно проверяемое
равенство

(𝐶(𝑡)𝑥(𝑡)−𝜉(𝑡))𝑇𝑄(𝑡)(𝐶(𝑡)𝑥(𝑡)−𝜉(𝑡))+𝑢𝑇 (𝑡)𝑅(𝑡)𝑢(𝑡)=

=
(︀
𝑢+𝑅−1𝐵𝑇 (𝑡)𝑥(𝑡)+𝑅−1𝐵𝑇 (𝑡)𝜒(𝑡)

)︀𝑇
𝑅(𝑡)

(︀
𝑢+𝑅−1𝐵𝑇 (𝑡)𝑥(𝑡)+𝑅−1𝐵𝑇 (𝑡)𝜒(𝑡)

)︀
−

− 𝑑

𝑑𝑡

(︀
𝑥𝑇 (𝑡)𝑃 (𝑡)𝑥(𝑡)+2𝑥𝑇 (𝑡)𝜒(𝑡)+𝜅(𝑡)

)︀
.

Легко видеть, что минимальное значение 𝐽𝑜𝑝𝑡 определяется формулой

𝐽𝑜𝑝𝑡=𝑥𝑇 (0)𝑃 (0)𝑥(0)+2𝑥𝑇 (0)𝜒(0)+𝜅(0)

при выборе
𝑢=𝑢𝑜𝑝𝑡=−𝑅−1𝐵𝑇 (𝑃𝑜𝑝𝑡𝑥𝑜𝑝𝑡+𝜒𝑜𝑝𝑡),

где 𝑥𝑜𝑝𝑡 — решение системы (1), (2) при 𝑢=𝑢𝑜𝑝𝑡.
Пусть каким-либо способом построено субоптимальное управление

𝑢𝑠=−𝑅−1𝐵𝑇 (𝑃𝑠𝑥𝑠+𝜒𝑠)

с соответствующими приближёнными выражениями для вектора состояния 𝑥𝑠, коэффициента
усиления 𝑃𝑠 и векторов 𝜒 (𝜒𝑠) и 𝜅 (𝜅𝑠), где вместо нижнего индекса 𝑠𝑢𝑏𝑜𝑝𝑡 используется
индекс 𝑠. Введём следующие обозначения:

Δ𝑥=𝑥𝑠−𝑥𝑜𝑝𝑡, Δ𝑃 =𝑃𝑠−𝑃𝑜𝑝𝑡, Δ𝜒=𝜒𝑠−𝜒𝑜𝑝𝑡, Δ𝜅=𝜅𝑠−𝜅𝑜𝑝𝑡, Δ𝐽 = 𝐽𝑠−𝐽𝑜𝑝𝑡.

При 𝑥𝑠(0) = 𝑥0 возникающая при использовании субоптимального управления погреш-
ность функционала качества Δ𝐽 представима в виде

Δ𝐽 = 𝐽𝑠−𝐽𝑜𝑝𝑡=
𝑡𝑓ˆ

0

[︀
(𝑅−1𝐵𝑇 (Δ𝑃𝑥𝑠+𝑃𝑜𝑝𝑡Δ𝑥+Δ𝜒))𝑇𝑅(𝑅−1𝐵𝑇 (Δ𝑃𝑥𝑠+𝑃𝑜𝑝𝑡Δ𝑥+Δ𝜒))

]︀
𝑑𝑡+

+𝑥𝑇0 𝑃𝑠(0)𝑥0+2𝑥𝑇0 𝜒𝑠(0)+𝜅𝑠(0)− [𝑥𝑇0 𝑃𝑜𝑝𝑡(0)𝑥0+2𝑥𝑇0 𝜒𝑜𝑝𝑡(0)+𝜅𝑜𝑝𝑡(0)].

Для краткости записи аргументы у функций под знаком интеграла опущены. После преоб-
разования подынтегрального выражения с учётом введённых выше обозначений имеем

Δ𝐽 =

𝑡𝑓ˆ

0

(Δ𝑃𝑥𝑠+𝑃𝑜𝑝𝑡Δ𝑥+Δ𝜒)𝑇𝑆(Δ𝑃𝑥𝑠+𝑃𝑜𝑝𝑡Δ𝑥+Δ𝜒) 𝑑𝑡+

+𝑥𝑇0 Δ𝑃 (0)𝑥0+2𝑥𝑇0 Δ𝜒(0)+Δ𝜅(0). (13)
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Используя выражение для 𝜅, получаем

Δ𝜅(0)=−
𝑡𝑓ˆ

0

[︀
𝜒𝑇𝑜𝑝𝑡𝑆Δ𝜒+Δ𝜒𝑆𝜒𝑠−2𝑓𝑇Δ𝜒

]︀
𝑑𝑡.

Следует отметить, что полученная формула не связана с конкретным выбором прибли-
жений и может применяться для оценки погрешности при применении как асимптотических,
так и численных методов приближённого анализа.

Если, например, рассмотреть случай регулярной зависимости матричных и векторных
функций, входящих в (1)–(3), от малого параметра в предположении, что эти функции
достаточное число раз дифференцируемы по своим аргументам, то можно применить эту
формулу для оценки погрешности функционала при применении простейшего варианта ме-
тода малого параметра. При этом проявляется некоторое отличие от задач оптимального
управления, связанное с зависимостью погрешности от Δ𝜒.

Для задачи (7)–(9) формула (13) с учётом выражений

Δ𝑃𝑥𝑠=

(︂
Δ𝑃1𝑥1𝑠+𝜀Δ𝑃2𝑥2𝑠
𝜀Δ𝑃2𝑥1𝑠+𝜀Δ𝑃3𝑥2𝑠

)︂
, 𝑃𝑜𝑝𝑡Δ𝑥=

(︂
𝑃1𝑜𝑝𝑡Δ𝑥1+𝜀𝑃2𝑜𝑝𝑡Δ𝑥2
𝜀𝑃2𝑜𝑝𝑡Δ𝑥1+𝜀𝑃3𝑜𝑝𝑡Δ𝑥2

)︂
, Δ𝜒=

(︂
Δ𝜒1

𝜀Δ𝜒2

)︂
принимает вид

Δ𝐽 =

𝑡𝑓ˆ

0

[︀
Δ𝑇

1 (𝑆1Δ1+𝑆2Δ2)+Δ𝑇
2 (𝑆

𝑇
2 Δ1+𝑆3Δ2)

]︀
𝑑𝑡+𝑥𝑇10Δ𝑃1(0)𝑥10+

+𝜀
(︀
𝑥𝑇20Δ𝑃2(0)

𝑇𝑥10+𝑥
𝑇
10Δ𝑃2(0)𝑥20+𝑥

𝑇
20Δ𝑃3(0)𝑥20

)︀
+2𝑥𝑇10Δ𝜒1(0)+2𝜀𝑥𝑇20Δ𝜒2(0)+

+2

𝑡𝑓ˆ

0

[︀
𝜒𝑇1 𝑆1Δ𝜒1+𝜒

𝑇
1 𝑆2Δ𝜒2+𝜒

𝑇
2 𝑆

𝑇
2 Δ𝜒1+𝜒

𝑇
2 𝑆3Δ𝜒2−𝑓𝑇1 Δ𝜒1−𝜀𝑓𝑇2 Δ𝜒2

]︀
𝑑𝑡. (14)

Здесь
Δ1=Δ𝑃1𝑥1𝑠+𝜀Δ𝑃2𝑥2𝑠+𝑃1𝑜𝑝𝑡Δ𝑥1+𝜀𝑃2𝑜𝑝𝑡Δ𝑥2+Δ𝜒1,

Δ2=(Δ𝑃2)
𝑇𝑥1𝑠+Δ𝑃3𝑥2𝑠+𝜀𝑃2𝑜𝑝𝑡Δ𝑥1+𝜀𝑃3𝑜𝑝𝑡Δ𝑥2+Δ𝜒2.

3. ДЕКОМПОЗИЦИЯ МАТРИЧНОГО УРАВНЕНИЯ РИККАТИ

Уравнения для блоков матричного дифференциального уравнения Риккати не зависят от
𝜒, поэтому можно начать анализ с этих уравнений, следуя работам [4, 5, 9]. Такая система
уравнений имеет медленное интегральное многообразие

𝑃2=Φ(𝑃1, 𝑡, 𝜀)=Φ0(𝑃1, 𝑡)+𝜀Φ1(𝑃1, 𝑡)+𝜀
2 . . . , 𝑃3=Ψ(𝑃1, 𝑡, 𝜀)=Ψ0(𝑡)+𝜀Ψ1(𝑃1, 𝑡)+𝜀

2 . . .

Движение по медленному интегральному многообразию описывается матричным диффе-
ренциальным уравнением

𝑃̇1=𝐹1(𝑃1, 𝑡, 𝜀)=𝐹1(𝑃1,Φ(𝑃1, 𝑡, 𝜀), 𝑡, 𝜀)=−𝑃1(𝐴1−𝑆2Φ𝑇0 )−(𝐴𝑇1 −Φ0𝑆
𝑇
2 )𝑃1−Φ0𝐴3−𝐴𝑇3 Φ𝑇0 +

+𝑃1𝑆1𝑃1−𝑀1+𝜀(𝑃1𝑆2Φ
𝑇
1 +Φ1𝑆

𝑇
2 𝑃1−Φ1𝐴3−𝐴𝑇3 Φ𝑇1 +Φ1𝑆

𝑇
2 +Φ0𝑆3Φ

𝑇
1 )+𝜀

2 . . . (15)

Заметим, что при 𝜀=0 это уравнение является матричным дифференциальным уравне-
нием Риккати

𝑃̇1=−𝑃1𝐴1−𝐴𝑇1 𝑃1+𝑃1𝑆1𝑃1−(𝑀1−𝑀̃1−𝑀̃𝑇
1 ),

где 𝐴1=𝐴1−𝑆2Φ𝑇0 , 𝑄̃1=𝑀1+Φ0𝐴3+𝐴
𝑇
3 Φ

𝑇
0 .
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Для перехода в окрестность медленного интегрального многообразия 𝑃2 = Φ(𝑃1, 𝑡, 𝜀),
𝑃3=Ψ(𝑃1, 𝑡, 𝜀) следует ввести новые переменные 𝑍2 и 𝑍3 по формулам

𝑃2=𝑍2+Φ(𝑃1, 𝑡, 𝜀), 𝑃3=𝑍3+Ψ(𝑃1, 𝑡, 𝜀).

В этом представлении матричные функции 𝑍2 и 𝑍3 играют роль правых пограничных функ-
ций, а Φ(𝑃1, 𝑡, 𝜀) и Ψ(𝑃1, 𝑡, 𝜀) соответствуют регулярным членам асимптотики представления
решений [1]. Если ограничиться рассмотрением регулярной составляющей решений до по-
рядка 𝑂(𝜀) и правых пограничных функций 𝑍2, 𝑍3 до порядка 𝑂(1) включительно, то 𝑍2

из уравнения для 𝑃1 удалять не нужно. В противном случае можно использовать технику
быстрых интегральных многообразий для удаления переменной 𝑍2 с требуемой степенью
точности [4, 5, 10].

Положив 𝜀 = 0 в (10), получим следующие соотношения для определения матричных
функций Φ0(𝑃1, 𝑡) и Ψ0(𝑃1, 𝑡):

0=−𝑃1𝐴2−Φ0𝐴4−𝐴𝑇3 Ψ0+𝑃1𝑆2Ψ0+Φ𝑆3Ψ0−𝑀2, 0=Ψ𝑇
0 𝑆3Ψ0−Ψ0𝐴4−𝐴𝑇4 Ψ0−𝑀3.

Второе уравнение — это алгебраическое матричное уравнение Риккати, решение Ψ0=Ψ0(𝑡)
которого представляет собой положительно определённую матрицу, если тройка матриц
(𝑀̄3, 𝐴4, 𝐵2) стабилизируема и полностью наблюдаема при всех 𝑡 ∈ [0, 1], где 𝑀̄𝑇

3 𝑀̄3 =𝑀3

(см., например, [1, 6]). Напомним, что в этом случае матрица 𝐷 = 𝐴4−𝑆3Ψ0 является
гурвицевой при всех 𝑡∈ [0, 𝑡𝑓 ]. Теперь можно подставить Ψ0 =Ψ0(𝑡) в первое уравнение и
найти

Φ0=−(𝑃1𝐴2+𝐴
𝑇
3 Ψ0+𝑀2−𝑃1𝑆2Ψ0)𝐷

−1.

Матричные функции Φ1 и Ψ1 определяются из уравнений инвариантности, которые в
рассматриваемом случае c учётом равенства (15) принимают вид

𝜀

[︂
𝜕

𝜕𝑡

(︀
Φ(𝑃1, 𝑡, 𝜀)

)︀
+

𝜕

𝜕𝑃1

(︀
Φ(𝑃1, 𝑡, 𝜀)

)︀
𝐹1

]︂
=𝐹2(𝑃1,Φ(𝑃1, 𝑡, 𝜀),Ψ(𝑃1, 𝑡, 𝜀), 𝑡, 𝜀),

𝜀

[︂
𝜕

𝜕𝑡
(Ψ(𝑃1, 𝑡, 𝜀))+

𝜕

𝜕𝑃1

(︀
Ψ(𝑃1, 𝑡, 𝜀)

)︀
𝐹1

]︂
=𝐹3(Φ(𝑃1, 𝑡, 𝜀),Ψ(𝑃1, 𝑡, 𝜀), 𝑡, 𝜀).

Следует напомнить, что функции 𝐹2, 𝐹3 были введены в формулах (10). Приравнивая
коэффициенты при первой степени малого параметра, получаем линейные относительно
неизвестных матричных функций Φ1 и Ψ1 соотношения

𝐹1(𝑃1,Φ0, 𝑡, 0)(−𝐴2+𝑆2Ψ0)𝐷
−1+

𝜕Φ0

𝜕𝑡
=

=−Φ1𝐴4−𝐴𝑇1 Φ0−𝐴𝑇3 Ψ1+𝑃1𝑆1Φ0+𝑃1𝑆2Ψ1+Φ0𝑆
𝑇
2 Φ0+Φ0𝑆3Ψ1+Φ1𝑆3Ψ0,

Ψ̇0=−Φ𝑇𝐴2−𝐴𝑇2 Φ0−𝐴𝑇4 Ψ1+Φ𝑇0 𝑆2Ψ0+Ψ0𝑆
𝑇
2 Φ0+Ψ1𝑆3Ψ0+Ψ0𝑆3Ψ1.

Из второго равенства находим Ψ1, подставляем найденное выражение в первое уравнение
и получаем Φ1. При необходимости аналогичным образом из соответствующих линейных
уравнений находятся Φ2, Ψ2 и т.д.

4. ДЕКОМПОЗИЦИЯ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

Вернёмся к рассмотрению системы дифференциальных уравнений для 𝜒1 и 𝜒2. После
анализа решений матричного дифференциального уравнения Риккати коэффициенты этой
системы можно считать известными. Более того, как отмечалось выше, в рассматриваемых
предположениях матрица 𝐷 является гурвицевой, и для анализа системы (11), (12) можно
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сначала применить известную методику блочной диагонализации (см., например, [4–6]) соот-
ветствующей однородной системы, принимая во внимание только регулярную составляющую
решения матричного дифференциального уравнения Риккати, а матричные блоки 𝑍1, 𝑍2 и
𝑍3 формально отнести к неоднородности.

Систему (11), (12) представим в следующем виде:

𝜒̇1=−(𝐴1−𝑆1𝑉1−𝑆2𝑉 𝑇
2 )𝑇𝜒1−(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3𝑉 𝑇

2 )𝑇𝜒2+𝜙1, (16)

𝜀𝜒̇2=−(𝐴2−𝜀𝑆1𝑉2−𝑆2𝑉3)𝑇𝜒1−(𝐴4−𝜀𝑆𝑇2 𝑉2−𝑆3𝑉3)𝑇𝜒2+𝜙2. (17)

Здесь 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3 — регулярные компоненты матричных блоков, которые соответствуют ре-
шению, принадлежащему интегральному многообразию медленных движений, т.е. 𝑉1 удо-
влетворяет матричному дифференциальному уравнению (15), 𝑉2=Φ(𝑃1, 𝑡, 𝜀), 𝑉3=Ψ(𝑃1, 𝑡, 𝜀),
а функции 𝜙1, 𝜙2 задаются равенствами

𝜙1=(𝜀𝑍1𝑆1+𝑍2𝑆2)𝜒1+(𝜀𝑍1𝑆2+𝑍2𝑆3)𝜒2+𝐶
𝑇
1 𝑄𝜉1−(𝑉1+𝜀𝑍1)𝑓1−(𝑉2+𝑍2)𝑓2,

𝜙2=(𝜀𝑍𝑇2 𝑆1+𝑍3𝑆
𝑇
2 )𝜒1+(𝜀𝑍𝑇2 𝑆2+𝑍3𝑆3)𝜒2+𝐶

𝑇
2 𝑄𝜉−(𝜀𝑉 𝑇

2 +𝑍𝑇2 )𝑓1−(𝑉3+𝑍3)𝑓2,

в которых учтено, что матричный блок 𝑃1 представим в виде суммы 𝑉1 и функции типа
правого пограничного слоя 𝜀𝑍1. К соответствующей однородной системе

𝜒̇1=−(𝐴1−𝑆1𝑉1−𝑆2𝑉 𝑇
2 )𝑇𝜒1−(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3𝑉 𝑇

2 )𝑇𝜒2,

𝜀𝜒̇2=−(𝐴2−𝜀𝑆1𝑉2−𝑆2𝑉3)𝑇𝜒1−(𝐴4−𝜀𝑆𝑇2 𝑉2−𝑆3𝑉3)𝑇𝜒2

можно применить метод приведения к блочно-диагональной форме. С этой целью сначала
вводится новая быстрая переменная 𝑦2 = 𝜒2−𝐿𝜒1. Используемая в этой формуле матрич-
ная функция 𝐿=𝐿(𝑡, 𝜀) удовлетворяет несимметричному матричному дифференциальному
уравнению Риккати

𝜀𝐿̇+𝜀𝐿[−(𝐴1−𝑆1𝑉1−𝑆2𝑉 𝑇
2 )𝑇 −(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3𝑉 𝑇

2 )𝑇𝐿] =

=−(𝐴2−𝜀𝑆1𝑉2−𝑆2𝑉3)𝑇 −(𝐴4−𝜀𝑆𝑇2 𝑉2−𝑆3𝑉3)𝑇𝐿,

из которого она может быть легко найдена в виде разложения по степеням малого параметра

𝐿=𝐿0(𝑡)+𝜀𝐿1(𝑡)+ . . . ,
где

𝐿0(𝑡)=−[𝐷𝑇 (𝑡)]−1(𝐴2−𝑆2Ψ0)
𝑇 ,

𝐿1(𝑡)=−[𝐷𝑇 (𝑡)]−1[𝐿̇0+𝐿0(−(𝐴1−𝑆1𝑉1−𝑆2𝑉 𝑇
2 )𝑇 −(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3Φ𝑇0 )𝑇𝐿0)−

−Φ𝑇0 𝑆1−Ψ1𝑆
𝑇
2 −(𝑆𝑇2 Φ0+𝑆3Ψ1)

𝑇𝐿0].

Для переменных 𝜒1, 𝑦2 получаем систему

𝜒̇1= [−(𝐴1−𝑆1𝑉1−𝑆2𝑉 𝑇
2 )𝑇 −(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3𝑉 𝑇

2 )𝑇𝐿]𝜒1−(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3𝑉 𝑇
2 )𝑇 𝑦2,

𝜀𝑦̇2=−[(𝐴4−𝜀𝑆𝑇2 𝑉2−𝑆3𝑉3)𝑇 +𝜀𝐿(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3𝑉 𝑇
2 )𝑇 ]𝑦2.

На следующем шаге вводится новая медленная переменная 𝑦1 = 𝜒1− 𝜀𝐻𝑦2. При этом
матричная функция 𝐻 =𝐻(𝑡, 𝜀) удовлетворяет линейному матричному дифференциальному
уравнению

𝜀𝐻̇+𝐻[(𝐴4−𝜀𝑆𝑇2 𝑉2−𝑆3𝑉3)𝑇 +𝜀𝐿(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3𝑉 𝑇
2 )𝑇 ] =−(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3𝑉 𝑇

2 )𝑇 ,
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из которого она может быть легко найдена в виде разложения по степеням малого параметра
𝐻 =𝐻0(𝑡)+𝜀𝐻1(𝑡)+ . . . , где 𝐻0(𝑡)=−(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3𝑉 𝑇

2 )𝑇 [𝐷𝑇 (𝑡)]−1.
В результате получаются две независимые подсистемы:

𝑦̇1= [−(𝐴1−𝑆1𝑉1)𝑇 −(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3𝑉 𝑇
2 )𝑇𝐿]𝑦1,

𝜀𝑦̇2=−[(𝐴4−𝜀𝑆𝑇2 𝑉2−𝑆3𝑉3)𝑇 +𝜀𝐿(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3𝑉 𝑇
2 )𝑇 ]𝑦2.

Если применить преобразование 𝑦2 = 𝜒2−𝐿𝜒1, 𝑦1 = 𝜒1− 𝜀𝐻𝑦2 к неоднородной системе
(16), (17), то получится дифференциальная система вида

𝑦̇1= [−(𝐴1−𝑆1𝑉1−𝑆2𝑉 𝑇
2 )𝑇 −(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3𝑉 𝑇

2 )𝑇𝐿]𝑦1+𝑓1, (18)

𝜀𝑦̇2=−[(𝐴4−𝜀𝑆𝑇2 𝑉2−𝑆3𝑉3)𝑇 +𝜀𝐿(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3𝑉 𝑇
2 )𝑇 ]𝑦2+𝑓2, (19)

где 𝑓1=(𝐼+𝜀𝐻𝐿)𝜙1−𝐻𝜙2, 𝑓2=𝜙2−𝜀𝐿𝜙1, а 𝐼 — единичная матрица.
Правые части уравнений (18), (19) разнотипны, так как содержат регулярные функции

и функции типа правого пограничного слоя, поэтому имеет смысл представить переменные
𝑦1, 𝑦2 в виде сумм переменных 𝑣1, 𝑣2 и 𝑧1, 𝑧2, т.е. 𝑦1 = 𝑣1+ 𝑧1, 𝑦2 = 𝑣2+ 𝑧2, где 𝑣1, 𝑣2
соответствуют регулярным компонентам решений, а 𝑧1, 𝑧2 представляют собой функции
типа правого пограничного слоя. В уравнениях для 𝑣1, 𝑣2 сохранены только регулярные
функции из правых частей уравнений (18), (19), а в уравнениях для 𝑧1, 𝑧2 — функции типа
правого пограничного слоя. В результате получаем

𝑣̇1= [−(𝐴1−𝑆1𝑉1−𝑆2𝑉 𝑇
2 )𝑇 −(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3𝑉 𝑇

2 )𝑇𝐿]𝑣1+𝑔11, (20)

𝜀𝑣̇2=−[(𝐴4−𝜀𝑆𝑇2 𝑉2−𝑆3𝑉3)𝑇 +𝜀𝐿(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3𝑉 𝑇
2 )𝑇 ]𝑣2+𝑔12, (21)

𝑧̇1= [−(𝐴1−𝑆1𝑉1)𝑇 −(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3𝑉 𝑇
2 )𝑇𝐿]𝑧1+𝑔21, (22)

𝜀𝑧̇2=−[(𝐴4−𝜀𝑆𝑇2 𝑉2−𝑆3𝑉3)𝑇 +𝜀𝐿(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3𝑉 𝑇
2 )𝑇 ]𝑧2+𝑔22. (23)

Здесь

𝑔11= [𝐻𝑀𝑇
2 −(𝐼+𝜀𝐻𝐿)𝑀1]𝜉1+[𝐻𝑀3−(𝐼+𝜀𝐻𝐿)𝑀2]𝜉2,

𝑔12=(𝜀𝐿𝑀1−𝑀𝑇
2 )𝜉1+(𝜀𝐿𝑀2−𝑀3)𝜉2,

𝑔21= [𝜀𝑍1𝑆1+(𝜀𝑍1𝑆2+𝑍2𝑆3)𝐿](𝑣1+𝑧1)+[𝜀2𝑍1𝑆1𝐻+(𝜀𝑍1𝑆2+𝑍2𝑆3)(𝐼+𝜀𝐿𝐻)](𝑣2+𝑧2),

𝑔22= [𝜀𝑍𝑇2 𝑆1+𝑍3𝑍
𝑇
2 +𝜀𝑍𝑇2 𝑆2+𝑍3𝑍3](𝑣1+𝑧1)+

+[𝜀(𝜀𝑍𝑇2 𝑆1+𝑍3𝑆
𝑇
2 )𝐻+(𝜀𝑍2𝑆2+𝑍3𝑆3)(𝐼+𝜀𝐻𝐿)](𝑣2+𝑧2).

Вектор 𝑣1 может быть найден с любой степенью точности как решение независимого
линейного дифференциального уравнения (20). Ещё проще ситуация с вектором 𝑣2, который
может быть найден из независимого линейного дифференциального уравнения (21) только
при помощи алгебраических операций. После того как найдены 𝑣1 и 𝑣2, линейные уравнения
(22), (23) можно рассматривать как независимые и находить векторы 𝑧1 и 𝑧2 с любой
степенью точности.

Таким образом, применение техники интегральных многообразий позволило осуществить
декомпозицию задачи построения оптимального управления (2), (3) на несколько незави-
симых подзадач, каждая из которых может быть решена с любой степенью точности по
отношению к степеням малого параметра.
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5. ПОСТРОЕНИЕ СУБОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

При построении субоптимального управления ограничимся вычислением регулярной со-
ставляющей решений до порядка 𝑂(𝜀) включительно и правых пограничных функций 𝑍2,
𝑍3 (𝑍1 имеет множителем малый параметр).

Из уравнений (20) и (21) переменные 𝑣1 и 𝑣2 могут быть найдены с любой степенью
точности в виде асимптотических разложений без особых затруднений в силу линейности
уравнений. В уравнении (20) достаточно учитывать члены нулевого и первого порядков по
малому параметру. Тогда это уравнение принимает вид

𝑣̇1= [−(𝐴1−𝑆1𝑉1−𝑆2(Φ0+𝜀Φ1)
𝑇 )𝑇 −(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3(Φ0+𝜀Φ1)

𝑇 )𝑇𝐿]𝑣1+𝑔11.

Из уравнения (21), которое запишем как

𝜀𝑣̇2=−[(𝐷−𝜀𝑆𝑇2 Φ0−𝑆3𝜀Ψ0)
𝑇 +𝜀𝐿(𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3Φ𝑇0 )𝑇 ]𝑣2+𝑔12,

можно найти 𝑣2 в виде разложения 𝑣2 = 𝜑0+𝜀𝜑1+ . . . , подставив которое в это уравнение
и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях малого параметра, последовательно
найдём

𝜑0=−𝐷−1(𝑀𝑇
2 𝜉1+𝑀3𝜉2),

𝜑1=𝐷−1[𝐿0(𝑀1𝜉1+𝑀2𝜉2)]+𝐷
−1[𝜑̇0+(𝑆𝑇2 Φ0+𝑆3Ψ0)−𝐿0((𝐴3−𝑆𝑇2 𝑉1−𝑆3Φ𝑇0 )𝑇 )]𝜑0.

Для вектора 𝑧2 приходим к уравнению

𝜀𝑧̇2=−𝐷𝑧2+(𝑍3𝑍
𝑇
2 +𝑍3𝑍3)𝑣1+𝑍3𝑆3(𝑣2+𝑧2),

так как в пределах выбранной степени точности вектором 𝑧1 можно пренебречь.
Это означает, что и функции 𝜒1, 𝜒2 могут быть найдены с любой степенью точности по

формулам
𝜒1= 𝑦1+𝜀𝐻𝑦2, 𝜒2=𝐿𝑦1+(𝐼+𝜀𝐿𝐻)𝑦2.

Однако, учитывая введённые выше ограничения на точность вычислений, можно сделать
вывод о том, что при вычислении переменной 𝑦1 правыми пограничными функциями можно
пренебречь, а для вычисления 𝜒1, 𝜒2 можно использовать следующие формулы:

𝜒1= 𝑦1+𝜀𝐻0𝑦2, 𝜒2=(𝐿0+𝜀𝐿1)𝑦1+(𝐼+𝜀𝐿0𝐻0)𝑦2.

Для главного члена 𝑦2 имеем задачу

𝜀𝑦̇2=−𝐷(𝑡)𝑦2+𝑍3𝑆3𝑦2,

где 𝑍3 является решением задачи

𝜀𝑍̇3=−𝑍3𝐷−𝐷𝑇𝑍3+𝑍3𝑆3𝑍3, 𝑍3(𝑡𝑓 )=−Ψ0(𝑡𝑓 ).

Заметим, что решение этого матричного уравнения сводится к построению фундаментальной
матрицы для линейной однородной системы 𝜀𝑤̇=𝐷𝑇𝑤 [5].

Формула для субоптимального управления может быть записана как

𝑢𝑠=−𝑅−1[(𝐵𝑇
1 𝑃1+𝐵

𝑇
2 𝑃

𝑇
2 )𝑥1+(𝜀𝐵𝑇

1 𝑃2+𝐵
𝑇
2 𝑃3)𝑥2+𝐵

𝑇
1 𝜒1+𝐵

𝑇
2 𝜒2].

Здесь 𝑃1 — решение матричного дифференциального уравнения (15) при 𝜀= 0, 𝑃2 =Φ0+
+ 𝜀Φ1+𝑍2, где 𝑍2 является решением задачи

𝜀𝑍̇2=𝑍2𝑆3Ψ0+𝑍2𝑆3𝑍3+𝑃1𝑆2𝑍3−𝐴𝑇3 𝑍3−Φ0𝑆3𝑍3, 𝑍2(𝑡𝑓 )=−Φ0(𝑡𝑓 ),

а при вычислении 𝑃1 в последнем дифференциальном уравнении достаточно ограничиться
приближением нулевого порядка.
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6. ЗАДАЧА СЛЕЖЕНИЯ ЗА МЕСТОПОЛОЖЕНИЕМ ОБЪЕКТА

Рассмотрим управляемую систему вида

𝜀𝑥1−𝐴3(𝑡)𝑥1−𝐴4(𝑡)𝑥1=𝐵2(𝑡)𝑢+𝑓2(𝑡),

𝑦=𝐶1(𝑡)𝑥1,

где 𝑥1 ∈ R𝑛, эталонное движение по-прежнему задаётся функцией 𝜉 = 𝜉(𝑡), а функционал
качества имеет вид

𝐽 =

𝑡𝑓ˆ

0

[︀(︀
𝐶1(𝑡)𝑥1(𝑡)−𝜉(𝑡)

)︀𝑇
𝑄(𝑡)

(︀
𝐶1(𝑡)𝑥1(𝑡)−𝜉(𝑡)

)︀
+𝑢𝑇 (𝑡)𝑅(𝑡)𝑢(𝑡)

]︀
𝑑𝑡. (24)

Будем предполагать, что выполнено следующее
Условие. Все матричные и векторные функции, фигурирующие в постановке этой зада-

чи, являются достаточно гладкими, а все собственные числа матрицы 𝐴4 на рассматриваемом
отрезке имеют отрицательные вещественные части.

Полагая 𝑥1=𝑥2, приходим к задаче вида (7)–(9) при

𝐴=

(︂
0 𝐼

𝜀−1𝐴3 𝜀−1𝐴4

)︂
, 𝐵=

(︂
0

𝜀−1𝐵2

)︂
, 𝐶 =

(︀
𝐶1 0

)︀
,

𝑆=

(︂
0 0
0 𝜀−2𝑆3

)︂
, 𝑀 =

(︂
𝑀1 0
0 0

)︂
, 𝑓 =

(︂
0

𝜀−1𝑓2

)︂
.

В рассматриваемом случае формула (14) имеет вид

Δ𝐽 =

𝑡𝑓ˆ

0

Δ𝑇
2 𝑆3Δ2 𝑑𝑡+𝑥

𝑇
10Δ𝑃1(0)𝑥10+𝜀(𝑥

𝑇
20Δ𝑃2(0)

𝑇𝑥10+𝑥
𝑇
10Δ𝑃2(0)𝑥20+𝑥

𝑇
20Δ𝑃3(0)𝑥20)+

+2𝑥𝑇10Δ𝜒1(0)+2𝜀𝑥𝑇20Δ𝜒2(0)+Δ𝜅(0),
где

Δ𝜅(0)=−
𝑡𝑓ˆ

0

[︀
𝜒𝑇2𝑜𝑝𝑡𝑆3Δ𝜒2+Δ𝜒2𝑆3𝜒2𝑠−2𝜀𝑓𝑇Δ𝜒2

]︀
𝑑𝑡.

Нетрудно видеть, что пренебрежение в представлении переменных 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 и 𝜒1, 𝜒2

регулярными членами порядка 𝑂(𝜀2) и правыми пограничными функциями, содержащими в
качестве множителя малый параметр, приводит к погрешности порядка 𝑂(𝜀2) в функционале
качества.

Система уравнений для матриц 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 принимает вид

𝑃̇1=−𝑃2𝐴3−𝐴𝑇3 𝑃 𝑇2 +𝑃2𝑆3𝑃
𝑇
2 −𝑀1=𝐹1(𝑃1, 𝑃2, 𝑡, 𝜀),

𝜀𝑃̇2=−𝑃1−𝑃2𝐴4−𝐴𝑇3 𝑃3+𝑃2𝑆3𝑃3=𝐹2(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑡, 𝜀),

𝜀𝑃̇3=−𝑃3𝐴4−𝐴𝑇4 𝑃3+𝑃3𝑆3𝑃3−𝜀(𝑃 𝑇2 +𝑃2)=𝐹3(𝑃2, 𝑃3, 𝑡, 𝜀) (25)

с граничными условиями

𝑃1(𝑡𝑓 )= 0, 𝑃2(𝑡𝑓 )= 0, 𝑃3(𝑡𝑓 )= 0.

Полагая в последних двух уравнениях данной системы матричных дифференциальных
уравнений малый параметр равным нулю, получаем уравнения

0=−𝑃1−𝑃2𝐴4−𝐴𝑇3 𝑃3+𝑃2𝑆3𝑃3, 0=−𝑃3𝐴4−𝐴𝑇4 𝑃3+𝑃3𝑆3𝑃3.
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Отсюда следует, что медленное интегральное многообразие этой системы имеет вид

𝑃2=−𝑃1𝐴
−1
4 +𝜀Φ1(𝑃1, 𝑡)+ . . . , 𝑃3= 𝜀Ψ1(𝑃1, 𝑡)+ . . . (26)

Приравнивая в соответствующих уравнениях инвариантности члены, содержащие множи-
телем первую степень малого параметра, получаем соотношения для определения матричных
функций Φ1(𝑃1, 𝑡) и Ψ1(𝑃1, 𝑡) соответственно:

−𝐹1(𝑃1,−𝑃1𝐴
−1
4 , 𝑡, 0)−𝑃1

𝑑

𝑑𝑡
(𝐴−1

4 )=−Φ1𝐴4−𝐴𝑇3 Ψ1−𝑃1𝐴
−1
4 𝑆3Ψ1,

0=−Ψ1𝐴4−𝐴𝑇4 Ψ1+𝑃1𝐴
−1
4 +(𝑃1𝐴

−1
4 )𝑇 . (27)

Последнее равенство представляет собой однозначно разрешимое матричное уравнение Ля-
пунова. После подстановки найденного решения Ψ1 в предыдущее уравнение матрица Φ1

находится умножением на 𝐴−1
4 соответствующих слагаемых, т.е.

Φ1=

(︂
𝐹1(𝑃1,−𝑃1𝐴

−1
4 , 𝑡, 0)+𝑃1

𝑑

𝑑𝑡
(𝐴−1

4 )−𝐴𝑇3 Ψ1−𝑃1𝐴
−1
4 𝑆3Ψ1

)︂
𝐴−1

4 . (28)

При необходимости аналогичным образом определяются соответствующие матричные
коэффициенты при более высоких степенях малого параметра.

Уравнение (15), описывающее движение на медленном интегральном многообразии, в
рассматриваемом случае может быть представлено в следующем виде:

𝑃̇1=−Φ0𝐴3−𝐴𝑇3 Φ𝑇0 −𝑀1+𝜀(−Φ1𝐴3−𝐴𝑇3 Φ𝑇1 +Φ0𝑆3Φ
𝑇
1 +Φ1𝑆3Φ

𝑇
0 )+ . . . (29)

Важно отметить, что при 𝑡= 𝑡𝑓 матричные функции 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 обращаются в нуль. Отсюда
следует, что правые пограничные функции 𝑍2, 𝑍3 в представлении матриц 𝑃2, 𝑃3 должны
содержать в качестве множителя малый параметр. Это означает, что если при построении
закона управления пренебречь правыми пограничными функциями, то в силу формулы (14)
погрешность функционала качества не превысит величину 𝑂(𝜀2).

Система уравнений для 𝜒1 и 𝜒2 в рассматриваемом случае имеет вид

𝜒̇1=−(𝐴3−𝑆3𝑃 𝑇2 )𝑇𝜒2+𝐶
𝑇
1 𝑄𝜉−𝑃2𝑓2, (30)

𝜀𝜒̇2=−𝜒1−(𝐴4−𝑆3𝑃3)
𝑇𝜒2−𝑃3𝑓2 (31)

с граничными условиями
𝜒1(𝑡𝑓 )= 0, 𝜒2(𝑡𝑓 )= 0.

Рассмотрим соответствующую однородную систему, не содержащую правых пограничных
функций 𝑍1, 𝑍2, 𝑍3 и членов порядка 𝑜(𝜀) у регулярных матричных функций 𝑉2, 𝑉3:

𝜒̇1=−(𝐴3−𝑆3(−𝑉1𝐴−1
4 +𝜀Φ1(𝑉1, 𝑡))

𝑇 )𝑇𝜒2, 𝜀𝜒̇2=−𝜒1−(𝐴4−𝜀𝑆3Ψ1(𝑉1, 𝑡))
𝑇𝜒2.

Для матричных функций 𝐿 и 𝐻, пренебрегая членами второго и более высоких порядков
в разложении по степеням малого параметра, получаем представления

𝐿=𝐿0+𝜀𝐿1+𝑂(𝜀2), 𝐻 =𝐻0+𝑂(𝜀).

Здесь

𝐿0=−(𝐴𝑇4 )
−1, 𝐿1=(𝐴𝑇4 )

−1
[︀
𝐿̇0−𝐿0(𝐴

𝑇
3 +(𝐴𝑇4 )

−1𝑉1𝑆3)𝐿0−Ψ1𝑆3
]︀
, (32)

𝐻0=−[𝐴3+𝑆3𝑉1𝐴
−1
4 ]𝑇 (𝐴𝑇4 )

−1.

После преобразований
𝑦2=𝜒2−𝐿𝜒1, 𝑦1=𝜒1−𝜀𝐻𝑦2 (33)
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в неоднородной системе (30), (31) будем иметь уравнения

𝑦̇1= [−(𝐴3+𝑆3Φ(𝑉1, 𝑡, 𝜀))
𝑇𝐿]𝑦1+𝑓1, (34)

𝜀𝑦̇2=−[(𝐴4−𝜀𝑆3Ψ1)
𝑇 +𝜀𝐿0(𝐴3−𝑆3Φ0(𝑡)

𝑇 )𝑇 ]𝑦2+𝑓2.
Здесь

𝑓1=(𝐼+𝜀𝐻0𝐿0)(𝐶
𝑇
1 𝑄𝜉−Φ(𝑉1, 𝑡, 𝜀)𝑓2)−𝐻0(−𝜀Ψ1(𝑉1, 𝑡)𝑓2),

𝑓2=−𝜀Ψ1(𝑉1, 𝑡, 𝜀)𝑓2−𝜀𝐿0(𝐶
𝑇
1 𝑄𝜉−Φ0(𝑡)𝑓2).

В этих уравнениях и в выражениях для функций 𝑓1 и 𝑓2 опущены правые пограничные
функции 𝑍1, 𝑍2, 𝑍3 и члены порядка 𝑜(𝜀) у регулярных функций. Принимая во внимание,
что функция 𝑓2 содержит малый параметр в качестве множителя, получаем следующее
приближённое выражение для 𝑦2:

𝑦2=−𝜀𝐴−1
4

(︀
Ψ1(𝑉1, 𝑡)𝑓2−𝐿0(𝐶

𝑇
1 𝑄𝜉−Φ0(𝑡)𝑓2)

)︀
,

в котором учтены только регулярные члены порядка 𝑂(𝜀), а регулярные члены более высоких
порядков и правые пограничные функции, которые содержат в качестве множителя малый
параметр, опущены. В рассматриваемом случае формула для оптимального управления
принимает вид

𝑢𝑜𝑝𝑡=−𝑅−1𝐵𝑇
2 [𝑃2𝑥+𝑃3𝑥̇+𝜒2].

Чтобы получить погрешность порядка 𝑂(𝜀2) при вычислении значения функционала
качества для субоптимального управления, следует использовать приближённое выражение

𝑃2=Φ(𝑉1, 𝑡, 𝜀)≃Φ0+𝜀Φ1=−𝑉1𝐴−1
4 +𝜀Φ1(𝑉1, 𝑡), 𝑃3≃ 𝜀Ψ1(𝑉1, 𝑡). (35)

Что касается 𝜒2, то использование представления

𝜒2=𝐿𝑦1+(𝐼+𝜀𝐿𝐻)𝑦2,

вытекающего из (33), и полученного выше выражения для 𝑦2 позволяет применять следующее
приближённое выражение:

𝜒2=(𝐿0+𝜀𝐿1)𝑦1−𝜀𝐴−1
4

(︀
Ψ1(𝑉1, 𝑡)𝑓2−𝐿0(𝐶

𝑇
1 𝑄𝜉−Φ0(𝑡)𝑓2)

)︀
.

Таким образом, система (25) имеет медленное интегральное многообразие, которое с
точностью до членов порядка 𝑂(𝜀) включительно описывается уравнениями (29), где Ψ1

является решением уравнения Ляпунова (27), Φ1 задаётся формулой (28), а матрица 𝑉1
представляет собой решение матричного дифференциального уравнения

𝑃̇1=−𝑃2𝐴3−𝐴𝑇3 𝑃 𝑇2 +𝑃2𝑆3𝑃
𝑇
2 −𝑀1, 𝑃1(𝑡𝑓 )= 0,

в котором 𝑃2 определяется выражением (35). Через 𝑣2 обозначим выражение

𝑣2=(𝐿0+𝜀𝐿1)𝑣1−𝜀𝐴−1
4

(︀
Ψ1(𝑉1, 𝑡)𝑓2−𝐿0(𝐶

𝑇
1 𝑄𝜉−Φ0(𝑡)𝑓2)

)︀
, (36)

в нём в качестве 𝑣1 следует взять решение уравнения (34) с граничным условием 𝑦1(𝑡𝑓 )=0.
Суммируя приведённое выше, можно выписать соотношения, необходимые для получе-

ния субоптимального управления. Пусть матричная функция 𝑉1 является решением уравне-
ния (29), описывающего движение по медленному интегральному многообразию с условием
𝑉1(𝑡𝑓 )= 0, в котором отброшены члены второго и более высоких порядков по 𝜀, т.е.

𝑉̇1=−Φ0𝐴3−𝐴𝑇3 Φ𝑇0 −𝑀1+𝜀(−Φ1𝐴3−𝐴𝑇3 Φ𝑇1 +Φ0𝑆3Φ
𝑇
1 +Φ1𝑆3Φ

𝑇
0 ), 𝑉1(𝑡𝑓 )= 0. (37)
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Здесь, в соответствии с формулами (26)–(28),

Φ0=−𝑉1𝐴−1
4 , (38)

матрица Ψ1 является решением уравнения Ляпунова

Ψ1𝐴4+𝐴
𝑇
4 Ψ1=𝑉1𝐴

−1
4 +(𝑉1𝐴

−1
4 )𝑇, (39)

в котором аргумент 𝑡 играет роль параметра, а для Φ1 справедливо выражение

Φ1=

(︂
−Φ0𝐴3−𝐴𝑇3 Φ𝑇0 −𝑀1+𝑉1

𝑑

𝑑𝑡
(𝐴−1

4 )−𝐴𝑇3 Ψ1−𝑉1𝐴−1
4 𝑆3Ψ1

)︂
𝐴−1

4 . (40)

Используя формулы (37)–(40), с учётом членов нулевого и первого порядков по 𝜀 из (26)
получаем

𝑉2=−𝑉1𝐴−1
4 +𝜀Φ1, (41)

𝑉3= 𝜀Ψ1. (42)

Принимая во внимание (32), (34) и (36), имеем

𝑣2=(𝐿0+𝜀𝐿1)𝑣1−𝜀𝐴−1
4

(︀
Ψ1(𝑉1, 𝑡)𝑓2−𝐿0(𝐶

𝑇
1 𝑄𝜉−Φ0(𝑡)𝑓2)

)︀
. (43)

Здесь
𝐿0=−(𝐴𝑇4 )

−1, 𝐿1=(𝐴𝑇4 )
−1
[︀
𝐿̇0−𝐿0(𝐴

𝑇
3 +(𝐴𝑇4 )

−1𝑉1𝑆3)𝐿0−Ψ1𝑆3
]︀
,

𝑣1 является решением задачи

𝑣̇1= [−
(︀
𝐴3+𝑆3(Φ0+𝜀Φ1)

)︀𝑇
(𝐿0+𝜀𝐿1)]𝑣1+𝑓1, 𝑣1(𝑡𝑓 )= 0

при

𝑓1=(𝐼+𝜀𝐻0𝐿0)(𝐶
𝑇
1 𝑄𝜉−Φ(𝑉1, 𝑡, 𝜀)𝑓2)−𝐻0(−𝜀Ψ1(𝑉1, 𝑡)𝑓2),

𝐻0=−[𝐴3+𝑆3𝑉1𝐴
−1
4 ]𝑇 (𝐴𝑇4 )

−1.

Полученные выражения позволяют сформулировать следующее утверждение.
Теорема. Если выполнено сформулированное условие, то применение субоптимального

управления
𝑢𝑠=−𝑅−1𝐵𝑇

2 [𝑉2𝑥+𝑉3𝑥̇+𝑣2],

где 𝑉2 и 𝑉3 заданы выражениями (41) и (42), а 𝑣2 — выражением (43), приводит к по-
грешности порядка 𝑂(𝜀2) в функционале (24).

Пример. Рассмотрим управляемую систему вида

𝜀𝑥̈+(1+𝜀2𝜈)𝑥̇=𝑢+𝑓, 𝑥∈R.

Пусть наблюдается координата 𝑥, т.е. 𝑦 = 𝑥, эталонное движение задаётся в явном виде
𝜉= 𝜉(𝑡), а функционал качества определяется формулой

𝐽 =

1ˆ

0

[︀
(𝑦(𝑡)−𝜉(𝑡))2+𝑢2(𝑡)

]︀
𝑑𝑡.

Здесь в качестве параметра 𝜈 рассматривается величина

𝜈=
−1+

√
1+𝜀2

𝜀2
=

1

1+
√
1+𝜀2

≃ 1/2.
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Получаем соответствующие матрицы

𝐴=

(︂
0 1
0 −(1+𝜀2𝜈)

)︂
, 𝐵=

(︂
0
1

)︂
, 𝑆= 𝜀−2

(︂
0 0
0 1

)︂
, 𝑄=(1), 𝑅=(1).

Формула для оптимального управления принимает вид

𝑢𝑜𝑝𝑡=−[𝑃2𝑥+𝑃3𝑥̇+𝜒2].

Матричное дифференциальное уравнение Риккати для элементов матрицы

𝑃 =

(︂
𝑃1 𝜀𝑃2

𝜀𝑃 𝑇2 𝜀𝑃3

)︂
может быть записано в виде системы трёх скалярных дифференциальных уравнений

𝑃̇1=𝑃 2
2 −1, 𝜀𝑃̇2=(1+𝜀2𝜈)𝑃2+𝑃2𝑃3−𝑃1, 𝜀𝑃̇3=𝑃 2

3 −2𝜀𝑃2+(1+𝜀2𝜈)𝑃3.

Эта система имеет точное инвариантное многообразие

𝑃2=𝑃1−𝜀, 𝑃3= 𝜀𝑃1−𝜀2(1+𝜈),

движение на котором описывается скалярным дифференциальным уравнением Риккати

𝑃̇1=𝑃 2
1 −2𝜀𝑃1−(1−𝜀2).

Преобразование
𝑃2=𝑃1−𝜀+𝑍2, 𝑃3= 𝜀(𝑃1−𝜀(1+𝜈))+𝑍3

приводит эту систему к виду

𝑃1=(𝑃1−𝜀+𝑍2)
2−1, 𝜀𝑍2=𝑍2𝑍3+𝑍2(1+𝜀𝑃1+𝜀

2−𝜀2𝑃1)+𝑍3(𝑃1−𝜀),

𝜀𝑍2=𝑍2
3 +2𝑍3(1−𝜀2+𝜀𝑃1)−2𝜀𝑍2.

Ограничимся рассмотрением регулярных компонентов решений до порядка 𝑂(𝜀) и правых
пограничных функций 𝑍2, 𝑍3 до порядка 𝑂(1) включительно. Заметим, что 𝑍2(1) =𝑂(𝜀),
𝑍3(1)=𝑂(𝜀2), что позволяет не принимать во внимание значения 𝑍2, 𝑍3 и перейти к рас-
смотрению только уравнений, описывающих поведение решений на медленном интегральном
многообразии:

𝑉1=(𝑉1−𝜀)2−1, 𝑉1(1)= 0, 𝑉2=𝑉1−𝜀, 𝑉3= 𝜀𝑉1−𝜀2(1+𝜈).

Имеем
𝑉1(𝑡, 𝜀)= 𝜀+𝜑(𝑡, 𝜀), 𝑉2=𝜑(𝑡, 𝜀), 𝑉3= 𝜀𝑉1(𝑡, 𝜀)−𝜀2(1+𝜈).

Здесь

𝜑(𝑡, 𝜀)=𝑉2=
1−𝜀−(1+𝜀) exp{2(𝑡−1)}
1−𝜀+(1+𝜀) exp{2(𝑡−1)}

.

Скалярные переменные 𝜒1 и 𝜒2 удовлетворяют линейной дифференциальной системе

𝜒̇1=𝜑𝜒2+𝜉−𝜑𝑓, 𝜀𝜒̇2=−𝜒1+(1+𝜀𝜑)𝜒2−𝜀(𝜑−𝜀𝜈)𝑓

с граничными условиями 𝜒1(1) = 0, 𝜒2(1) = 0. Следует отметить, что соответствующая од-
нородная дифференциальная система

𝜒̇1=𝜑𝜒2, 𝜀𝜒̇2=−𝜒1+(1+𝜀𝜑)𝜒2
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имеет точное медленное интегральное многообразие 𝜒2=𝜒1 и точное быстрое интегральное
многообразие 𝜒1 = 𝜀(𝜀+𝜑)𝑦2/(1− 𝜀2), т.е. 𝐿 = 1, 𝐻 = (𝜀+𝜑)/(1− 𝜀2). Преобразование (33)
приводит однородную систему для переменных 𝜒1 и 𝜒2 к диагональному виду 𝑦̇1 = 𝜑𝑦1,
𝜀𝑦̇2= 𝑦2, а соответствующую неоднородную систему — к виду

𝑦̇1=𝜑𝑦1+

(︂
1+𝜀

𝜀+𝜑

1−𝜀2

)︂
(𝜉−𝜑𝑓)−𝜀(𝜑−𝜀𝜈)𝑓, 𝜀𝑦̇2= 𝑦2+𝜀

2𝜈𝑓−𝜀𝜉.

Пренебрегая выражениями второго и более высоких порядков по малому параметру, полу-
чаем дифференциальную систему

𝑦̇1=𝜑𝑦1+(1+𝜀𝜑)𝜉−(1+𝜀2𝜑)𝑓, 𝜀𝑦̇2= 𝑦2−𝜀𝜉.

Следовательно, для субоптимального управления имеем выражение

𝑢𝑠=−(𝜑(, 𝜀)𝑥+𝜀𝜑(𝑡, 0)𝑥̇+𝑣1+𝜀𝜉),

где 𝑣1= 𝑣1(𝑡, 𝜀) — решение линейного дифференциального уравнения первого порядка

𝑣̇1=𝜑(𝑡, 𝜀)𝑣1+(1+𝜀𝜑(𝑡, 0))𝜉−(1+𝜀2𝜑(𝑡, 0))𝑓, 𝑣1(1, 𝜀)= 0,

которое легко проинтегрировать.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей статье для изучения сингулярно возмущённого оптимального отслежива-
ния задач с заданной эталонной траекторией использован метод декомпозиции, основанный
на геометрическом подходе к анализу дифференциальных систем с быстрыми и медленны-
ми переменными. Показано, что применение метода декомпозиции позволяет значительно
уменьшить размерность сингулярно возмущённых систем матричных и векторных диффе-
ренциальных уравнений, возникающих при решении задач оптимального слежения, и тем
самым упрощает анализ этих задач. Рассмотрено решение задачи о построении субопти-
мального управления, не содержащего пограничных функций, и приведён пример.
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SINGULARLY PERTURBED OPTIMAL TRACKING PROBLEM
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We consider a singularly perturbed optimal tracking problem with a given etalon trajectory in the
case of incomplete information about the state vector in the presence of external disturbances. To
analyze the differential equations that arise when solving this problem, the decomposition method is
used, which is based on the technique of integral manifolds of fast and slow motions.

Keywords: optimal tracking problem, singular perturbation, integral manifold, decomposition.
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