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УДК 517.927.25

О СВОЙСТВАХ СИСТЕМ КОРНЕВЫХ ВЕКТОР-ФУНКЦИЙ
ОПЕРАТОРА ТИПА ДИРАКА 2m-ГО ПОРЯДКА

С СУММИРУЕМЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ

c© 2023 г. Э. Дж. Ибадов

Рассматривается оператор типа Дирака с матричными коэффициентами. Устанавливаются
оценки для корневых вектор-функций, критерии бесселевости и безусловной базисности в
пространстве L2m

2 (G), G = (a, b) ⊂ R – конечный интервал, систем корневых вектор-
функций этого оператора.

DOI: 10.31857/S0374064123100011, EDN: OQXSAB

1. Формулировка основных результатов. В настоящей работе с помощью метода, раз-
работанного В.А. Ильиным [1], исследован одномерный оператор типа Дирака 2m-го порядка
с суммируемым потенциалом и установлены антиаприорные оценки для корневых вектор-
функций, критерий бесселевости и безусловной базисности в L2m

2 (G) систем корневых век-
тор-функций. Будем понимать эти корневые вектор-функции в обобщённой трактовке, т.е.
безотносительно к краевым условиям (см. [1]). Антиаприорные оценки впервые были установ-
лены в статье [2] для обыкновенных дифференциальных операторов порядка n с гладкими
коэффициентами. В дальнейшем установлению антиаприорных оценок было посвящено много
работ (см., например, [3–8]). Эти оценки использовались при исследовании вопросов сходимо-
сти спектральных разложений.

Отметим, что при таком обобщённом понимании корневых функций (в смысле В.А. Ильи-
на) [1] установлены необходимые и достаточные условия безусловной базисности в простран-
стве L2(G) систем корневых функций оператора

Lu = −u′′ + q(x)u,

где q(x) ∈ L1(G). Эти и другие вопросы изучались в [3, 6, 9–13] для обыкновенного дифферен-
циального оператора высокого порядка и были установлены критерии бесселевости, базисности
Рисса, безусловной базисности. Для оператора Дирака с потенциалом P (x) ∈ L2(G) крите-
рии бесселевости и безусловной базисности сформулированы в работе [14]. Покомпонентная
равномерная равносходимость на компакте, равномерная сходимость, базисность Рисса систем
корневых вектор-функций, бесселевость, безусловная базисность для оператора типа Дирака
изучались в статьях [15–20].

Свойствам базисности и другим спектральным свойствам корневых вектор-функций опера-
тора Дирака (с краевыми условиями) посвящена обширная литература [21–31]. В работе [28],
например, установлена базисность Рисса в случае, когда потенциал оператора Дирака при-
надлежит L2 и краевые условия разделённые, а в [30] исследован случай с регулярными
краевыми условиями и с потенциалом из класса L2. Оператор Дирака с потенциалом из Lp,
p � 1, исследован в статьях [26, 27]; для случая сильно регулярных краевых условий была
доказана базисность Рисса, а в случае регулярных (но не сильно регулярных) краевых усло-
вий – базисность Рисса из подпространств. В [22, 23] исследована 2× 2 система типа Дирака
с потенциалами из класса L1 и сильно регулярными краевыми условиями. Для 2m × 2m
системы Дирака с краевыми условиями Дирихле и потенциалом из L2 базисность Рисса из
подпространств доказана в работе [31]. В статье [24] показано, что система корневых векторов
общей n × n системы типа Дирака при определённых граничных условиях образует базис
Рисса со скобками.
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Пусть L2m
p (G), p � 1, – пространство 2m-компонентных вектор-функций

f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , f2m(x))т

с нормой

‖f‖p,2m =

[ ∫
G

( 2m∑
j=1

|fj(x)|2
)p/2

dx

]1/p
.

В случае p = ∞ норма определяется равенством

‖f‖∞,2m = sup
x∈G

vrai |f(x)|.

Очевидно, что для произвольных функций f(x) ∈ L2m
p (G), g(x) ∈ L2m

q (G), p−1 + q−1 = 1,
1 � p � ∞, определено “скалярное произведение”

(f, g) =

∫
G

2m∑
j=1

fj(x)gj(x) dx.

Рассмотрим оператор типа Дирака 2m-го порядка

Dψ = B
dψ

dx
+Ω(x)ψ, ψ(x) = (ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψ2m(x))т,

где

B =

(
0 T1

T2 0

)
, T1 = diag (b1, b2, . . . , bm), T2 = diag (bm+1, bm+2, . . . , b2m),

(b1 = b2 = . . . = bm > 0, bm+1 = . . . = b2m < 0),

Ω(x) = diag (p1(x), p2(x), . . . , p2m(x)), pi(x), i = 1, 2m, – комплекснозначные функции, опре-
делённые на произвольном конечном интервале G = (a, b) ⊂ R.

Следуя работе [1], под собственной функцией оператора D, отвечающей комплексному
собственному значению λ, будем понимать любую тождественно не равную нулю комплексно-

значную вектор-функцию
◦
ψ(x), которая абсолютно непрерывна на любом замкнутом подын-

тервале интервала G и почти всюду в G удовлетворяет уравнению D
◦
ψ = λ

◦
ψ.

Аналогично под присоединённой функцией порядка l � 1, отвечающей тому же λ и соб-

ственной функции
◦
ψ(x), будем понимать любую комплекснозначную вектор-функцию

l
ψ(x),

которая абсолютно непрерывна на любом замкнутом подынтервале интервала G и почти всю-

ду в G удовлетворяет уравнению D
l
ψ = λ

l
ψ +

l−1
ψ .

Теорема 1. Пусть функции pi(x), i = 1, 2m, принадлежат классу Lloc
1 (G). Тогда для

любого компакта K ⊂ G существуют константы Cr(K, l, b1, bm+1), r = 1, 2, l ∈ N
⋃
{0},

не зависящие от λ и такие, что справедливы оценки

‖
l−1
ψ ‖L2

∞(K) � C1(K, l, b1, bm+1)(1 + |Imλ|)‖
l
ψ‖L2

∞(K), (1)

‖
l
ψ‖L2∞(K) � C2(K, l, b1, bm+1)(1 + |Imλ|)1/p‖

l
ψ‖L2

p(K), 1 � p � ∞. (2)

Пусть {ψk(x)}∞k=1 – произвольная система, составленная из собственных и присоединённых
вектор-функций оператора D, {λk}∞k=1 – соответствующая ей система собственных значений.
Кроме того, функция ψk(x) входит в систему {ψk(x)}∞k=1 вместе со всеми соответствующими
ей присоединёнными функциями меньшего порядка. Это означает, что Dψk = λkψk + θkψk−1,

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 10 2023
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где θk равно либо нулю (в этом случае ψk(x) – собственная вектор-функция), либо единице
(в этом случае ψk(x) – присоединённая вектор-функция, причём λk = λk−1).

Определение 1. Будем говорить, что для заданной системы функций hk(x) ∈ L2m
2 (G) вы-

полняется неравенство Бесселя, если существует постоянная M такая, что для произвольной
вектор-функции f(x) ∈ L2m

2 (G) справедливо неравенство

∞∑
k=1

|(hk, f)|2 � M‖f‖22,2m,

где M – константа, не зависящая от f(x).
Теорема 2 (критерий бесселевости). Пусть Ω(x) ∈ L1(G), длины цепочек корневых век-

тор-функций равномерно ограничены и существует константа C0 такая, что

|Imλk| � C0, k ∈ N. (3)

Тогда для того чтобы система функций {ψk(x)‖ψk‖−1
2,2m}∞k=1 в L2m

2 (G) удовлетворяла нера-
венству Бесселя, необходимо и достаточно существование константы M1 такой, что

∑
|Reλk−τ |�1

1 � M1, (4)

где τ – произвольное действительное число.
Обозначим через D∗ формально сопряжённый оператор к оператору D :

D∗ = −B∗ d

dx
+Ω∗(x),

где Ω∗(x) – сопряжённая матрица к матрице Ω(x). Пусть {ϕk(x)}∞k=1 – биортогонально сопря-
жённая к {ψk(x)}∞k=1 в L2m

2 (G) система, состоящая из корневых вектор-функций оператора
D∗ (т.е. D∗ϕk = λkϕk + θk+1ϕk+1).

Теорема 3 (о безусловной базисности). Пусть Ω(x) ∈ L1(G), длины цепочек корневых
вектор-функций равномерно ограничены, одна из систем {ψk(x)}∞k=1 или {ϕk(x)}∞k=1 полна в
L2m
2 (G) и выполняется условие (3). Тогда необходимым и достаточным условием безусловной

базисности в L2m
2 (G) каждой из этих систем является существование постоянных M1 и

M2, обеспечивающих справедливость неравенства (4) и

‖ψk‖2,2m‖ϕk‖2,2m � M2, k ∈ N. (5)

Замечание 1. Отметим, что при условиях теоремы 3 выполнение неравенств (4) и (5)
является необходимым и достаточным условием для базисности Рисса каждой из систем

{ψk(x)‖ψk‖−1
2,2m}∞k=1 и {ϕk(x)‖ϕk‖−1

2,2m}∞k=1

в пространстве L2m
2 (G).

Определение 2. Система {τk(x)}∞k=1⊂L2m
2 (G) называется квадратично близкой в L2m

2 (G)
к системе {ψk(x)}∞k=1 ⊂ L2m

2 (G), если имеет место соотношение

∞∑
k=1

‖τk − ψk‖22,2m < ∞.

Теорема 4 (об эквивалентной базисности). Пусть Ω(x) ∈ L1(G), выполняются условия
(3)–(5) и система {ψk(x)‖ψk‖−1

2,2m}∞k=1 квадратично близка к некоторому базису {zk(x)}∞k=1

пространства L2m
2 (G). Тогда системы {ψk(x)‖ψk‖−1

2,2m}∞k=1 и {ϕk(x)‖ψk‖2,2m}∞k=1 являются
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базисами в L2m
2 (G), причём эквивалентны соответственно базису {zk(x)}∞k=1 и его биорто-

гонально сопряжённой системе.
2. Вспомогательные леммы. Для доказательств теорем 1–3 необходимы некоторые вспо-

могательные утверждения.
Лемма 1 (формула сдвига). Если функции pi(x), i = 1, 2m, принадлежат классу Lloc

1 (G)
и точки x− t, x, x+ t находятся в области G, то справедливы следующие формулы:

l
ψ(x+ t) =

[
cos

λ√
|b1bm+1|

tI − sin
λ√

|b1bm+1|
t

B√
|b1bm+1|

]
l
ψ(x) +

+B−1

x+t∫
x

(
sin

λ√
|b1bm+1|

(t−ξ+x)
B√

|b1bm+1|
−cos

λ√
|b1bm+1|

(t−ξ+x)I

)
[Ω(ξ)

l
ψ(ξ)−

l−1
ψ (ξ)] dξ, (6)

l
ψ(x− t) =

[
cos

λ√
|b1bm+1|

tI + sin
λ√

|b1bm+1|
t

B√
|b1bm+1|

]
l
ψ(x) +

+B−1

x∫
x−t

(
sin

λ√
|b1bm+1|

(t+ξ−x)
B√

|b1bm+1|
+cos

λ√
|b1bm+1|

(t+ξ−x)I

)
[Ω(ξ)

l
ψ(ξ)−

l−1
ψ (ξ)] dξ, (7)

l
ψ(x+ t) +

l
ψ(x− t) = 2

l
ψ(x) cos

λ√
|b1bm+1|

t+B−1

x+t∫
x−t

(
sin

λ√
|b1bm+1|

(t− |x− ξ|) B√
|b1bm+1|

−

− sign (ξ − x) cos
λ√

|b1bm+1|
(t− |x− ξ|)I

)
[Ω(ξ)

l
ψ(ξ)−

l−1
ψ (ξ)] dξ, (8)

где I – единичный оператор в E2m, а E2m является 2m-мерным евклидовым простран-
ством.

Доказательство. Для вывода формул (6) и (7) достаточно применить к уравнению

D
l
ψ(ξ) = λ

l
ψ(ξ) +

l−1
ψ

оператор(
cos

λ√
|b1bm+1|

(t− |x− ξ|)I − sign (ξ − x) sin
λ√

|b1bm+1|
(t− |x− ξ|)

)
B√

|b1bm+1|

и проинтегрировать по параметру ξ от x до x + t (от x − t до x), а затем провести инте-
грирование по частям в выражении

x+t∫
x

(
cos

λ√
|b1bm+1|

(t− ξ + x)I − sin
λ√

|b1bm+1|
(t− ξ + x)

B√
|b1bm+1|

)
Bd

l
ψ(ξ)

( x∫
x−t

(
cos

λ√
|b1bm+1|

(t+ ξ − x)I + sin
λ√

|b1bm+1|
(t+ ξ − x)

B√
|b1bm+1|

)
Bd

l
ψ(ξ)

)

и сгруппировать подобные члены. Формула (8) вытекает из формул (6) и (7). Лемма доказана.
Лемма 2. Если pi(x), i = 1, 2m, – функции из класса Lloc

1 (G) и точки x − t, x, x + t
принадлежат области G, то справедлива формула

2t√
|b1bm+1|

sin
λt√

|b1bm+1|
l−1
ψ (x) = 2 cos

λt√
|b1bm+1|

l
ψ(x)−

l
ψ(x+ t)−

l
ψ(x− t) +
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+
1√

|b1bm+1|

x+t∫
x−t

[
sin

λ√
|b1bm+1|

(t− |x− ξ|)I + sign (ξ − x)×

× cos
λ√

|b1bm+1|
(t− |x− ξ|) B√

|b1bm+1|

]
Ω(ξ)

l
ψ(ξ) dξ +

1√
|b1bm+1|

x+t∫
x−t

(t− |x− ξ|)×

×
[
sin

λ√
|b1bm+1|

(t− |x− ξ|)I − sign (ξ − x) sin
λ√

|b1bm+1|
(t− |x− ξ|)×

× B√
|b1bm+1|

]
(Ω(ξ)

l−1
ψ (ξ)−

l−2
ψ (ξ)) dξ. (9)

Доказательство. Вычитая из (6) равенство (7), будем иметь

l
ψ(x+ t)−

l
ψ(x− t) = −2 sin

λt√
|b1bm+1|

B√
|b1bm+1|

l
ψ(x) +

+B−1

x+t∫
x−t

(
sign (ξ − x) sin

λ√
|b1bm+1|

(t− |x− ξ|) B√
|b1bm+1|

−

− cos
λ√

|b1bm+1|
(t− |x− ξ|)I

)
[Ω(ξ)

l
ψ(ξ)−

l−1
ψ (ξ)] dξ. (10)

Запишем формулу (8) в следующем виде:

l
ψ(x+ t) +

l
ψ(x− t) = 2 cos

λt√
|b1bm+1|

l
ψ(x) +

+B−1

x+t∫
x−t

(
sin

λ√
|b1bm+1|

(t−|x−ξ|) B√
|b1bm+1|

−sign (ξ−x) cos
λ√

|b1bm+1|
(t−|x−ξ|)I

)
Ω(ξ)

l
ψ(ξ) dξ−

−B−1

t∫
0

sin
λ√

|b1bm+1|
(t− r)

B√
|b1bm+1|

{
l−1
ψ (x+ r) +

l−1
ψ (x− r)

}
dr +

+B−1

t∫
0

cos
λ√

|b1bm+1|
(t− r)I

{
l−1
ψ (x+ r)−

l−1
ψ (x− r)

}
dr.

Подставляя формулы (8) и (10) при l − 1 в последнее равенство, меняя порядки интегриро-
вания в двойных интегралах и учитывая, что B−1 = −B/|b1bm+1| и (B−1)2 = −I/|b1bm+1|,
получаем

l
ψ(x+ t) +

l
ψ(x− t) = 2 cos

λt√
|b1bm+1|

l
ψ(x) +

1√
|b1bm+1|

x+t∫
x−t

[
sin

λ√
|b1bm+1|

(t− |x− ξ|)I +

+ sign (ξ − x) cos
λ√

|b1bm+1|
(t− |x− ξ|) B√

|b1bm+1|

]
Ω(ξ)

l
ψ(ξ) dξ − 2√

|b1bm+1|
×
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×
t∫

0

[
cos

λ√
|b1bm+1|

r sin
λ√

|b1bm+1|
(t− r) + sin

λ√
|b1bm+1|

r cos
λ√

|b1bm+1|
(t− r)

]
dr

l−1
ψ (x)−

−
x+t∫

x−t

dξ

t∫
|x−ξ|

[
sin

λ√
|b1bm+1|

(t− r) sin
λ√

|b1bm+1|
(r − |x− ξ|) I

|b1bm+1|
+

+ sign (ξ − x) sin
λ√

|b1bm+1|
(t− r) cos

λ√
|b1bm+1|

(r − |x− ξ|) B

|b1bm+1|3/2
+

+ sign (ξ − x) cos
λ√

|b1bm+1|
(t− r) sin

λ√
|b1bm+1|

(r − |x− ξ|) B

|b1bm+1|3/2
−

− cos
λ√

|b1bm+1|
(t− r) cos

λ√
|b1bm+1|

(r − |x− ξ|) I

|b1bm+1|

]
(Ω(ξ)

l−1
ψ (ξ)−

l−2
ψ (ξ)) dr.

Отсюда следует, что

l
ψ(x+ t) +

l
ψ(x− t) = 2 cos

λt√
|b1bm+1|

l
ψ(x)− 2t√

|b1bm+1|
sin

λt√
|b1bm+1|

l−1
ψ (x) +

+
1√

|b1bm+1|

x+t∫
x−t

[
sin

λ√
|b1bm+1|

(t− |x− ξ|)I + sign (ξ − x)×

× cos
λ√

|b1bm+1|
(t− |x− ξ|) B√

|b1bm+1|

]
Ω(ξ)

l−1
ψ (ξ) dξ +

x+t∫
x−t

(t− |x− ξ|)×

×
[
cos

λ√
|b1bm+1|

(t− |x− ξ|) I

|b1bm+1|
− sign (ξ − x)×

× sin
λ√

|b1bm+1|
(t− |x− ξ|) B

|b1bm+1|3/2

]
(Ω(ξ)

l−1
ψ (ξ)−

l−2
ψ (ξ)) dξ.

Из последнего равенства вытекает формула (9). Леммa доказана.
Лемма 3. При условиях леммы 2 справедливы следующие формулы:

l
ψ(x+ t) =

l
ψ(x) +

B

|b1bm+1|

x+t∫
x

(Ω(ξ)− λI)
l
ψ(ξ) dξ − B

|b1bm+1|

x+t∫
x

l−1
ψ (ξ) dξ, (11)

l
ψ(x− t) =

l
ψ(x)− B

|b1bm+1|

x∫
x−t

(Ω(ξ)− λI)
l
ψ(ξ) dξ − B

|b1bm+1|

x∫
x−t

l−1
ψ (ξ) dξ, (12)

2t
l−1
ψ (x) = B{

l
ψ(x+ t)−

l
ψ(x− t)}+

x+t∫
x−t

(Ω(ξ)− λI)
l
ψ(ξ) dξ −

− B

|b1bm+1|

t∫
0

dr

x+r∫
x−r

sign (ξ − x){(Ω(ξ) − λI)
l−1
ψ (ξ)−

l−2
ψ (ξ)} dξ. (13)
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Доказательство. Проинтегрируем уравнение D
l
ψ(ξ) = λ

l
ψ(ξ)+

l−1
ψ (ξ) по ξ от x до x+ t :

B

x+t∫
x

d
l
ψ(ξ) +

x+t∫
x

Ω(ξ)
l
ψ(ξ) dξ = λ

x+t∫
x

l
ψ(ξ) dξ +

x+t∫
x

l−1
ψ (ξ) dξ.

После интегрирования по частям в первом интеграле в левой части имеем

B[
l
ψ(x+ t)−

l
ψ(x)] = −

x+t∫
x

(Ω(ξ)− λI)
l
ψ(ξ) dξ +

x+t∫
x

l−1
ψ (ξ) dξ.

Отсюда, в свою очередь, следует равенство

l
ψ(x+ t)−

l
ψ(x) = −B−1

x+t∫
x

(Ω(ξ)− λI)
l
ψ(ξ) dξ +B−1

x+t∫
x

l−1
ψ (ξ) dξ,

из которого, учитывая, что B−1 = −B/|b1bm+1|, получаем равенство (11).
Аналогично доказывается формула (12).
Теперь докажем соотношение (13). Для этого (11) представим в виде

l
ψ(x+ t) =

l
ψ(x) +

B

|b1bm+1|

x+t∫
x

(Ω(ξ)− λI)
l
ψ(ξ) dξ − B

|b1bm+1|

t∫
0

l−1
ψ (x+ r) dr.

Учитывая в последнем интеграле значение
l−1
ψ (x+ r) из (10), получаем

l
ψ(x+ t) =

l
ψ(x) +

B

|b1bm+1|

x+t∫
x

(Ω(ξ)− λI)
l
ψ(ξ) dξ − B

|b1bm+1|
l−1
ψ (x)t−

− B2

|b1bm+1|2

t∫
0

dr

x+r∫
x

(Ω(ξ)− λI)
l−1
ψ (ξ) dξ +

B2

|b1bm+1|2

t∫
0

dr

x+r∫
x

l−2
ψ (ξ) dξ.

Так как B2 = −|b1bm+1|I, из последнего равенства будем иметь

l
ψ(x+ t) =

l
ψ(x) +

B

|b1bm+1|

x+t∫
x

(Ω(ξ)− λI)
l
ψ(ξ) dξ − B

|b1bm+1|
l−1
ψ (x)t+

+
1

|b1bm+1|

t∫
0

dr

x+r∫
x

(Ω(ξ)− λI)
l−1
ψ (ξ) dξ − 1

|b1bm+1|

t∫
0

dr

x+r∫
x

l−2
ψ (ξ) dξ. (14)

Аналогично находим, что

l
ψ(x− t) =

l
ψ(x)− B

|b1bm+1|

x∫
x−t

(Ω(ξ)− λI)
l
ψ(ξ) dξ +

+
B

|b1bm+1|
l−1
ψ (x)t+

1

|b1bm+1|

t∫
0

dr

x∫
x−r

(Ω(ξ)− λI)
l−1
ψ (ξ) dξ − 1

|b1bm+1|

t∫
0

dr

x∫
x−r

l−2
ψ (ξ) dξ. (15)
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Вычитая из (14) равенство (15), получаем

l
ψ(x+ t)−

l
ψ(x− t) =

B

|b1bm+1|

x+t∫
x−t

(Ω(ξ)− λI)
l
ψ(ξ) dξ − 2B

|b1bm+1|
l−1
ψ (x)t+

+
1

|b1bm+1|

t∫
0

dr

x+r∫
x−r

sign (ξ − x){(Ω(ξ) − λI)
l−1
ψ (ξ)−

l−2
ψ (ξ)} dξ.

Из последнего соотношения следует формула (13). Лемма доказана.
3. Доказательство теоремы 1. Пусть K = [a′, b′] ⊂ G. Докажем оценку (1) методом

математической индукции.

Так как
−1
ψ ≡ 0, то оценка (1) при l = 0 будет справедливой с константой

C1(K, 0, b1, bm+1) = 1.

Предположим, что неравенство (1) справедливо при l = k. Так как функции pi(x) ∈ L1(K),
i = 1, 2m, то можно выбрать число Rm таким, чтобы для любого множества E2m ⊂ K,
mesE2m � 2max{1,

√
|b1bm+1|}Rm, выполнялось неравенство

max

{
1√

|b1bm+1|

∫
E2m

[ 2m∑
i=1

|pi(ξ)|
]
dξ,

1

|b1bm+1|

∫
E2m

[ m∑
i=1

|bm+1pi(ξ)|+
2m∑

i=m+1

|b1pi(ξ)|
]
dξ

}
� 1

240
. (16)

Выберем числа hm и hk+1,m следующим образом:

0 < hm � 1

max{1,
√

|b1bm+1|}
min

{
b′ − a′

4
, Rm,

1

|Imλ|

}
,

0 < hk+1,m =
1

max{1,
√

|b1bm+1|}
×

×min

{
1

120C1(K, k, b1, bm+1)(1 + |Imλ|)

(
1√

|b1bm+1|
+m

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

)−1

,
b′ − a′

4
, Rm,

1

|Imλ|

}

и обозначим hm
√

|b1bm+1| = δm, hk+1,m

√
|b1bm+1| = δk+1,m.

Записав формулу (8) при l = k в точках x, x+ t, x+ 2t, где t = δm, x ∈ [a′, (a′ + b′)/2],
в силу неравенств

| sin z| � 2, | cos z| � 2, |Im z| � 1 (17)

находим, что

|
k
ψ(x)| � 5 max

x∈[a′+δm,b′−δm]
|
k
ψ(x)|+ 2

{
1√

b1bm+1

x+2δm∫
x

[ 2m∑
i=1

|pi(ξ)|
]
dξ +

+
1

|b1bm+1|

x+2δm∫
x

[ m∑
i=1

|bm+1pi(ξ)|+
2m∑

i=m+1

|b1pi(ξ)|
]
dξ

}
‖
k
ψ‖L2m∞ (K) +

+ 4δm

{
1√

|b1bm+1|
+m

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

}
‖
k−1
ψ ‖L2m∞ (K).
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Отсюда в силу неравенства (16) для любого x ∈ [a′, (a′ + b′)/2] имеем оценку

|
k
ψ(x)| � 5 max

x∈[a′+δm,b′−δm]
|
k
ψ(x)|+ 1

2
‖
k
ψ‖L2m∞ (K) +

+ 4δm

{
1√

|b1bm+1|
+m

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

}
‖
k−1
ψ ‖L2m∞ (K). (18)

Из формулы (8) аналогично получается неравенство (18) при x ∈ [(a′ + b′)/2, b′]. Таким обра-
зом, при x ∈ K справедливо

1

2
‖
k
ψ‖L2m

∞ (K) − 4δm

{
1√

|b1bm+1|
+m

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

}
‖
k−1
ψ ‖L2m

∞ (K) � 5 max
x∈[a′+δm,b′−δm]

|
k
ψ(x)|.

Отсюда следует, что

1

10

[
‖
k
ψ‖L2m∞ (K) − 8δm

{
1√

|b1bm+1|
+m

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

}
‖
k−1
ψ ‖L2m∞ (K)

]
� max

x∈[a′+δm,b′−δm]
|
k
ψ(x)|. (19)

В силу неравенств (17) из формулы (9) при t = δm, x ∈ [a′ + δm, b′ − δm], l = k + 1 будем
иметь

2δm| sin(λδm)||
k
ψ(x)| � 6‖

k+1
ψ ‖L2m

∞ (K) + 2

{
1√

b1bm+1

x+δm∫
x−δm

[ 2m∑
i=1

|pi(ξ)|
]
dξ +

+
1

|b1bm+1|

x+δm∫
x−δm

[ m∑
i=1

|bm+1pi(ξ)|+
2m∑

i=m+1

|b1pi(ξ)|
]
dξ

}
‖
k+1
ψ ‖L2m∞ (K) +

+ 2δm

{
1√

b1bm+1

x+δm∫
x−δm

[ 2m∑
i=1

|pi(ξ)|
]
dξ +

1

|b1bm+1|

x+δm∫
x−δm

[ m∑
i=1

|bm+1pi(ξ)|+
2m∑

i=m+1

|b1pi(ξ)|
]
dξ

}
×

× ‖
k
ψ‖L2m

∞ (K) + δ2m

{
1√

|b1bm+1|
+m

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

}
‖
k−1
ψ ‖L2m

∞ (K).

Отсюда в силу неравенства (16) и произвольности точки x ∈ [a′ + δm, b′ − δm] находим, что

δm| sin(λδm)| max
x∈[a′+δm,b′−δm]

|
k
ψ(x)| � 7‖

k+1
ψ ‖L2m∞ (K) +

+
δm
60

‖
k
ψ‖L2m

∞ (K) + 4δ2m

{
1√

|b1bm+1|
+m

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

}
‖
k−1
ψ ‖L2m

∞ (K)

или

| sin(λδm)| max
x∈[a′+δm,b′−δm]

|
k
ψ(x)| � 4

δm
‖
k+1
ψ ‖L2m∞ (K) +

+
1

120
‖
k
ψ‖L2m∞ (K) + 2δm

{
1√

|b1bm+1|
+m

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

}
‖
k−1
ψ ‖L2m∞ (K).

Объединив последнее неравенство с неравенством (19), получим

| sin(λδm)|
10

[
‖
k
ψ‖L2m∞ (K) − 8δm

{
1√

|b1bm+1|
+m

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

}
‖
k−1
ψ ‖L2m∞ (K)

]
−
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− 1

120
‖
k
ψ‖L2m∞ (K) − 2δm

{
1√

|b1bm+1|
+m

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

}
‖
k−1
ψ ‖L2m∞ (K) � 4

δm
‖
k+1
ψ ‖L2m∞ (K).

В силу предположения справедливости оценки (1) при l = k

{
| sin(λδm)|

10

[
1− 8δm

{
1√

|b1bm+1|
+m

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

}
C1(K, k, b1, bm+1)(1 + |Imλ|)

]
−

− 1

120
− 2δm

{
1√

|b1bm+1|
+m

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

}
C1(K, k, b1, bm+1)(1 + |Imλ|)

}
‖
k
ψ‖L2m

∞ (K) �

� 4

δm
‖
k+1
ψ ‖L2m∞ (K). (20)

Рассмотрим случай
|λ| � 2max{1,

√
|b1bm+1|} ×

×max

{
4

b′ − a′
,

1

Rm
, 120C1(K, k, b1, bm+1)

(
1√

|b1bm+1|
+m

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

)}
(1 + |Imλ|).

Тогда из определения числа δk+1,m имеем |δk+1,mλ| � 2, |δk+1,mImλ| � 1. Нам понадобит-
ся следующее элементарное неравенство: sup

α∈(1/2,1)
| sin(αz)| > 1/3 при |Im z| � 1 и |z| � 2.

Выбираем число α ∈ (1/2, 1) таким, чтобы выполнялось | sin(αλδk+1,m)| � 1/3. Тогда из
неравенства (20), δm = αδk+1,m, получим

{
1

30

[
1− 8

120

]
− 1

120
− 1

60

}
‖
k
ψ‖L2m∞ (K) � 4

δm
‖
k+1
ψ ‖L2m∞ (K).

Следовательно,

‖
k
ψ‖L2m

∞ (K) � 1400

δk+1,m
‖
k+1
ψ ‖L2m

∞ (K).

С учётом определения числа δk+1,m имеем оценку

‖
k
ψ‖L2m

∞ (K) � 1400max

{
4

b′ − a′
,

1

Rm
, 120C1(K, k, b1, bm+1)

(
1√

|b1bm+1|
+m

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

)}
×

× (1 + |Imλ|)‖
k+1
ψ ‖L2m∞ (K). (21)

Рассмотрим случай
|λ| < 2max{1,

√
|b1bm+1|} ×

×max

{
4

b′ − a′
,

1

Rm
, 120C1(K, k, b1, bm+1)

(
1√

|b1bm+1|
+m

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

)}
(1 + |Imλ|).

Выберем число

Sk�2max{1,
√

|b1bm+1|}max

{
4

b′−a′
,

1

Rm
, 120C1(K, k, b1, bm+1)

(
1√

|b1bm+1|
+m

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

)}

таким, чтобы выполнялось неравенство

1

|b1bm+1|

∫
E2m

{[ m∑
i=1

|bm+1pi(ξ)|+
2m∑

i=m+1

|b1pi(ξ)|
]
+m|λ|(|b1|+ |bm+1|)

}
dξ <

1

8
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для любого E2m ⊂ K, mesE2m � 1/(Sk(1 + |Imλ|)). Это возможно в силу суммируемости
функций pi(ξ), i = 1, 2m, на компакте K. Определим число

δk+1
m =

√
|b1bm+1|

2Sk(1 + |Imλ|) .

Тогда из формул (11) и (12) при l = k находим, что

‖
k
ψ‖L2m∞ (K) � 2 max

x∈[a′+δk+1
m ,b′−δk+1

m ]
|
k
ψ(x)|+ 1

8
‖
k
ψ‖L2m∞ (K) + 2m

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

δk+1
m ‖

k−1
ψ ‖L2m∞ (K).

Следовательно,

7

16
‖
k
ψ‖L2m∞ (K) −m

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

δk+1
m ‖

k−1
ψ ‖L2m∞ (K) � max

x∈[a′+δk+1
m ,b′−δk+1

m ]
|
k
ψ(x)|. (22)

Из формулы (13) при t = δk+1
m и l = k + 1 следует оценка

2δk+1
m max

x∈[a′+δk+1
m ,b′−δk+1

m ]
|
k
ψ(x)| � 2m(|b1|+ |bm+1|)‖

k+1
ψ ‖L2m∞ (K) +

+
1

8
‖
k+1
ψ ‖L2m

∞ (K) +
1

8
δk+1
m ‖

k
ψ‖L2m

∞ (K) +m
|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

(δk+1
m )2‖

k−1
ψ ‖L2m

∞ (K).

Отсюда, в свою очередь, вытекает неравенство

max
x∈[a′+δk+1

m ,b′−δk+1
m ]

|
k
ψ(x)| � m(|b1|+ |bm+1|) + 1/16

δk+1
m

‖
k+1
ψ ‖L2m

∞ (K) +

+
1

16
‖
k
ψ‖L2m

∞ (K) +
m

2

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

δk+1
m ‖

k−1
ψ ‖L2m

∞ (K).

Учитывая (22), из последнего соотношения имеем

3

8
‖
k
ψ‖L2m∞ (K) � 3m

2

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

δk+1
m ‖

k−1
ψ ‖L2m∞ (K) +

(
m(|b1|+ |bm+1|) +

1

16

)
1

δk+1
m

‖
k+1
ψ ‖L2m∞ (K).

В силу определений чисел δk+1
m и Sk получим оценку

‖
k
ψ‖L2m

∞ (K)�16Sk

[
m(|b1|+|bm+1|)+

1

16

](
3
√

|b1bm+1|−6m(|b1|+ |bm+1|)
1

Sk
C1(K, k, b1, bm+1)

)−1

×

× (1 + |Imλ|)‖
k+1
ψ ‖L2m∞ (K). (23)

Из неравенств (21) и (23) следует оценка (1) при l = k + 1.
Теперь докажем оценку (2). Запишем формулу (7) в точках x, x + t, x ∈ [a′, (a′ + b′)/2],

t ∈ [0, δl+1,m], в виде

l
ψ(x) =

[
cos

λ√
|b1bm+1|

tI + sin
λ√

|b1bm+1|
t

B√
|b1bm+1|

]
l
ψ(x+ t) +

+ B−1

x+t∫
x

(
sin

λ√
|b1bm+1|

(ξ − x)
B√

|b1bm+1|
+ cos

λ√
|b1bm+1|

(ξ − x)I

)
(Ω(ξ)

l
ψ(ξ)−

l−1
ψ (ξ)) dξ.
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Проинтегрировав последнее равенство по t от 0 до δl+1,m и использовав неравенство (17),
найдём

δl+1,m|
l
ψ(x)| �

(
2 +

2m(|b1|+ |bm+1|)√
|b1bm+1|

) δl+1,m∫
0

|
l
ψ(x+ t)| dt+ 2δl+1,m

{
1√

|b1bm+1|
×

×
x+δl+1,m∫

x

( 2m∑
i=1

|pi(ξ)|
)
dξ +

1

|b1bm+1|

x+δl+1,m∫
x

( m∑
i=1

|bm+1pi(ξ)|+
2m∑

i=m+1

|b1pi(ξ)|
)
dξ

}
‖
l
ψ‖L2m∞ (K) +

+
2√

|b1bm+1|
δ2l+1,m‖

l−1
ψ ‖L2m

∞ (K) + 2m
|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

δ2l+1,m‖
l−1
ψ ‖L2m

∞ (K).

С помощью неравенства Гёльдера и оценки (1) из этого соотношения в силу (16) получим

δl+1,m|
l
ψ(x)| �

(
2 + 2m

(|b1|+ |bm+1|)√
|b1bm+1|

)
δ
1−1/p
l+1,m‖

l
ψ‖L2m

p (K) +
1

60
δl+1,m‖

l
ψ‖L2m∞ (K) +

+ 2δ2l+1,m

{
1√

|b1bm+1|
+m

|b1|+ |bm+1|√
|b1bm+1|

}
C1(K, l, b1, bm+1)(1 + |Imλ|)‖

l
ψ‖L2m∞ (K).

Отсюда, в свою очередь, следует, что

|
l
ψ(x)| � 2

(
1 +m

|b1|+ |bm+1|√
|b1bm+1|

)
δ
−1/p
l+1,m‖

l
ψ‖L2m

p (K) +

[
1

60
+ 2δl+1,m ×

×
{

1√
|b1bm+1|

+m
|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

}
C1(K, l, b1, bm+1)(1 + |Imλ|)

]
‖
l
ψ‖L2m

∞ (K) �

� 2

(
1 +m

|b1|+ |bm+1|√
|b1bm+1|

)
δ
−1/p
l+1,m‖

l
ψ‖L2m

p (K) +
1

30
‖
l
ψ‖L2m∞ (K).

С учётом формулы (6) такое же неравенство получаем и при x ∈ [(a′+b′)/2, b′]. Следовательно,

‖
l
ψ‖L2m∞ (K) � 3

(
1 +m

|b1|+ |bm+1|√
|b1bm+1|

)[
max

{
4

b′ − a′
,

1

Rm
, 120C1(K, k, b1, bm+1)×

×
(

1√
|b1bm+1|

+m
|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

)}]1/p
(1 + |Imλ|)1/p‖

l
ψ‖L2m

p (K).

Справедливость оценки (2) установлена. Теорема 1 доказана.
Отметим, что оценки (1) и (2) в работе [14] ранее были получены для случая m = 1,

b1 = −b2 = 1.

4. Доказательство критерия бесселевости. Необходимость. Пусть G = (0, 2π) и τ –
произвольное действительное число. Введём множество индексов

Iτ = {k : |Reλk − τ | � 1, |Imλk| � C0},

где C0 – постоянная из условия (3). Выберем положительные числа R∗ и R такие, что R � R∗

и для любого множества E ⊂ G, mesE � 2R∗, выполняется неравенство

ω(R) = sup
E⊂G

{‖Ω‖1,E} � L−1,
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где ‖Ω‖1,E =
∫
E(
∑2m

i=1 |pi(x)|) dx, L – положительное число, выбор значения которого будет
определён позже.

Пусть k ∈ Iτ и x ∈ [0, π]. Запишем формулу среднего значения (8) для точек x, x + t,
x+ 2t при t ∈ [0, R] :

ψk(x) = 2ψk(x+ t) cos
λk√

|b1bm+1|
t− ψk(x+ 2t) +

+B−1

x+2t∫
x

{
sin

λk√
|b1bm+1|

(t− |x+ t− ξ|) B√
|b1bm+1|

− sign (ξ − x− t)×

× cos
λk√

|b1bm+1|
(t− |x+ t− ξ|)I

}
[Ω(ξ)ψk(ξ)− θkψk−1(ξ)] dξ.

Добавляя и вычитая 2ψk(x + t) cos(τt/
√

|b1bm+1|) в правой части этого равенства, проинте-
грируем полученное соотношение по t от 0 до R и получим

ψk(x) = 2R−1

R∫
0

ψk(x+ t) cos
τ√

|b1bm+1|
t dt−R−1

R∫
0

ψk(x+ 2t) dt+

+ 4R−1

R∫
0

ψk(x+ t) sin
λk + τ

2
√

|b1bm+1|
t sin

τ − λk

2
√

|b1bm+1|
t dt+

+R−1B−1

R∫
0

x+2t∫
x

{
sin

(
λk√

|b1bm+1|
(t− |x+ t− ξ|)

)
B√

|b1bm+1|
−

− sign (ξ − x− t) cos

(
λk√

|b1bm+1|
(t− |x+ t− ξ|)

)
I

}
[Ω(ξ)ψk(ξ)− θkψk−1(ξ)] dξ dt.

Применив формулу (6) в третьем слагаемом, будем иметь

ψk(x) = R−1

2π∫
0

ψk(t)χ(t) dt+

+ 4R−1

R∫
0

(
cos

λk√
|b1bm+1|

tI − sin
λ√

|b1bm+1|
t

B√
|b1bm+1|

)
sin

λk + τ

2
√

|b1bm+1|
t×

× sin
τ − λk

2
√

|b1bm+1|
t dt ψk(x) + 4R−1B−1

R∫
0

x+t∫
x

{(
sin

λk√
|b1bm+1|

(t− |ξ − x|)
)
×

× B√
|b1bm+1|

−
(
cos

λk√
|b1bm+1|

(t− |ξ − x|)I
)}

[Ω(ξ)ψk(ξ)− θkψk−1(ξ)] dξ ×

× sin
τ + λk

2
√

|b1bm+1|
t sin

τ − λk

2
√

|b1bm+1|
t dt+R−1B−1

R∫
0

x+2t∫
x

{(
sin

λk√
|b1bm+1|

(t− |x+ t− ξ|)
)
×
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× B√
|b1bm+1|

−
(
cos

λk√
|b1bm+1|

(t− |x+ t− ξ|)
)
I

}
[Ω(ξ)ψk(ξ)− θkψk−1(ξ)] dξ dt =

= R−1

2π∫
0

ψk(t)χ(t) dt + J1 + J2 + J3, (24)

где χ(t) = 2 cos(τ(x−t)/
√

b1bm+1)−1/2 при x � t � x+R, χ(t) = −1/2 при x+R < t � x+2R
и χ(t) = 0 при t /∈ [x, x+ 2R].

Учитывая k ∈ Iτ и используя неравенства | sin z| � 2, | cos z| � 2 и | sin z| � 2|z| при
|Im z| � 1, получаем для слагаемых J1, J2, J3 оценки

|J1| � 8Rm

(
2√

|b1bm+1|
+

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

)
|τ − λk||ψk(x)| �

� 8Rm

(
2√

|b1bm+1|
+

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

)
(1 + |Imλk|)|ψk(x)| �

� 8Rm

(
2√

|b1bm+1|
+

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

)
(1 + C0)‖ψk‖∞,2m,

|J2| � 32m

(
2√

|b1bm+1|
+

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

)(
ω(R)‖ψk‖∞,2m +

R

2
‖θkψk−1‖∞,2m

)
,

|J3| � 2m

(
2√

|b1bm+1|
+

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

)
(ω(R)‖ψk‖∞,2m +R‖θkψk−1‖∞,2m),

с учётом которых в равенстве (24) приходим к неравенству

|ψk(x)| � R−1

∣∣∣∣
2π∫
0

ψk(t)χ(t) dt

∣∣∣∣+8m

(
2√

|b1bm+1|
+

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

)
(R(1+C0)+ 5ω(R))‖ψk‖∞,2m+

+ 18Rm

(
2√

|b1bm+1|
+

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

)
‖θkψk−1‖∞,2m. (25)

Аналогично доказывается (25) в случае x ∈ [π, 2π]. При этом функция χ(t) определяется
следующим образом: χ(t) = −1/2 при x− 2R � t < x−R, χ(t) = 2 cos(τ(x− t)/

√
|b1bm+1|)−

− 1/2 при x−R � t � x, χ(t) = 0 при t /∈ [x− 2R,x]. Следовательно, неравенство (25) верно
при любом x ∈ [0, 2π].

Применив оценки (1) и (2), с учётом 1 + |Imλk| � 1 + C0 из (25) получим

|ψk(x)| � R−1

∣∣∣∣
2π∫
0

ψk(t)χ(t) dt

∣∣∣∣ +m

(
2√

|b1bm+1|
+

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

)
×

× {40ω(R)C2(G,nk, b1, bm+1)(1 + C0)
1/2 + 8RC2(G,nk, b1, bm+1)(1 + C0)

3/2 +

+ 18RC1(G,nk, b1, bm+1)C
2(nk, G, b1, bm+1)θk(1 + C0)

3/2}‖ψk‖2,2m.

В силу равномерной ограниченности длин цепочек корневых вектор-функций выполняются
неравенства (

2√
|b1bm+1|

+
|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

)
C2(G,nk, b1, bm+1) � γ1 = const,
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(
2√

|b1bm+1|
+

|b1|+ |bm+1|
|b1bm+1|

)
C1(G,nk, b1, bm+1)C

2(G,nk, b1, bm+1) � γ2 = const.

Следовательно,

|ψk(x)| � R−1

∣∣∣∣
2π∫
0

ψk(t)χ(t) dt

∣∣∣∣ + {40mω(R)γ1(1 +C0)
1/2 +

+ 8Rmγ1(1 + C0)
3/2 + 18Rmγ2θk(1 + C0)

3/2}‖ψk‖2,2m.

Умножим обе части этого неравенства на ‖ψk‖−1
2,2m, возведём в квадрат и применим неравен-

ство |
∑p

j=1 aj |2 � p
∑p

j=1 |aj |2. В результате получим

|ψk(x)|2‖ψk‖−2
2,2m � (2m+ 1)R−2

{ 2m∑
i=1

∣∣∣∣
2π∫
0

ψi
k(t)χ(t) dt

∣∣∣∣
2

‖ψk‖−2
2,2m

}
+

+ (2m+ 1){40L−1mγ1(1 + C0)
1/2 + 8Rmγ1(1 + C0)

3/2 + 18Rmγ2θk(1 + C0)
3/2}2,

где ψk(t) = (ψ1
k(t), ψ

2
k(t), . . . , ψ

2m
k (t))т.

Ввиду неравенства Бесселя для любого конечного множества J ⊂ Iτ выполняется соотно-
шение ∑

k∈J
|ψk(x)|‖ψk‖−2

2 � 2m(2m+ 1)MR−2‖χ‖22m + (2m+ 1){40L−1mγ1(1 + C0)
1/2 +

+ 8Rmγ1(1 +C0)
3/2 + 18Rmγ2θk(1 + C0)

3/2}2
∑
k∈J

1. (26)

Сначала учитываем здесь равенство ‖χ‖22 = O(R), а затем выбираем число R настолько
малым (соответственно и число L−1), чтобы выполнялось условие

(2m+ 1){40L−1mγ1(1 +C0)
1/2 + 8Rmγ1(1 + C0)

3/2 + 18Rmγ2θk(1 + C0)
3/2}2 � 1

4π
.

Проинтегрировав неравенство (26), получим
∑
k∈J

1 � constR−1 = const.

Отсюда, в силу произвольности множества J ⊂ Iτ , следует (4). Необходимость неравенства
(4) доказана.

Достаточность. Для определённости возьмём интервал G = (0, 2π). Записав формулу
(6) для ψk(x+ t) при x = 0 и умножив затем скалярно на вектор-функцию

f(t) = (f1(t), f2(t), . . . , f2m(t))т ∈ L2m
2 (0, 2π),

придём к выводу, что для выполнения неравенства Бесселя для системы

ϕk(t) = ψk(t)‖ψk‖−1
2,2m, k ∈ N,

достаточно установить справедливость следующих неравенств:

∞∑
k=1

∣∣∣∣
2π∫
0

fi(t) cos
λk√

|b1bm+1|
t dt

∣∣∣∣
2

|ϕi
k(0)|2 � C‖f‖22,2m, i = 1, 2m, (27)

2 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 10 2023



1314 ИБАДОВ

∞∑
k=1

∣∣∣∣
2π∫
0

fi(t) sin
λk√

|b1bm+1|
t dt

∣∣∣∣
2

|ϕ2m+1−i
k (0)|2 � C‖f‖22,2m, i = 1, 2m, (28)

∞∑
k=1

∣∣∣∣
2π∫
0

fi(t)

t∫
0

pi(ξ)ϕ
i
k(ξ) sin

λk√
|b1bm+1|

(t− ξ) dξ dt

∣∣∣∣
2

� C‖f‖22,2m, i = 1, 2m, (29)

∞∑
k=1

∣∣∣∣
2π∫
0

fi(t)

t∫
0

p2m+1−i(ξ)ϕ
2m+1−i
k (ξ) cos

λk√
|b1bm+1|

(t− ξ) dξ dt

∣∣∣∣
2

� C‖f‖22,2m, i = 1, 2m, (30)

∞∑
k=1

∣∣∣∣θk
2π∫
0

fi(t)

t∫
0

ψi
k−1(ξ)

‖ψk‖2,2m
sin

λk√
|b1bm+1|

(t− ξ) dξ dt

∣∣∣∣
2

� C‖f‖22,2m, i = 1, 2m, (31)

∞∑
k=1

∣∣∣∣θk
2π∫
0

fi(t)

t∫
0

ψ2m+1−i
k−1 (ξ)

‖ψk‖2,2m
cos

λk√
|b1bm+1|

(t− ξ) dξ dt

∣∣∣∣
2

� C‖f‖22,2m, i = 1, 2m, (32)

где ϕi
k(ξ) = ψi

k(ξ)‖ψk‖−1
2,2m.

Докажем оценку (27). В силу (2) и условий (3), (4)

|ϕi
k(0)| = |ψi

k(0)|‖ψk‖−1
2,2m � ‖ψk‖∞,2m‖ψk‖−1

2,2m � C2(G,nk, b1, bm+1)(1 + C0)
1/2 ×

× ‖ψk‖2,2m‖ψk‖−1
2,2m � C2(G,nk, b1, bm+1)(1 + C0)

1/2 � const,

так как последовательность C2(G,nk, b1, bm+1) ограничена. Поэтому для справедливости (27)
достаточно выполнения неравенства

∞∑
k=1

∣∣∣∣
2π∫
0

fi(t) cos
λk√

|b1bm+1|
t dt

∣∣∣∣
2

� C‖fi‖22, i = 1, 2m. (33)

При выполнении условий (3) и (4), τ � 1, справедливость неравенства (33) установлена в
работе [1]. Отсюда следует неравенство (33) при Reλk ∈ (−∞,+∞), |Imλk| � C0, так как
по условию теоремы 2 выполняется условие (4) при любом τ ∈ (−∞,+∞). Точно также
доказывается неравенство (28).

Убедимся в справедливости неравенства (29). Неравенство (30) доказывается аналогично.
Обозначим

gi(t, ξ) =

{
fi(t+ ξ), 0 � t � 2π − ξ,

0, 2π − ξ < t � 2π,

где ξ ∈ [0, 2π], i = 1, 2m. Тогда в силу оценки (2) и условий (3), (4) получим

Jk =

∣∣∣∣
2π∫
0

fi(t)

t∫
0

pi(ξ)ϕ
i
k(ξ) sin

λk√
|b1bm+1|

(t− ξ) dξ dt

∣∣∣∣
2

=

=

2π∫
0

fi(t)

t∫
0

pi(ξ)ϕ
i
k(ξ) sin

λk√
|b1bm+1|

(t− ξ) dξ dt

2π∫
0

fi(t)

t∫
0

pi(ξ)ϕi
k(ξ) sin

λk√
|b1bm+1|

(t− ξ) dξ dt =
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=

2π∫
0

pi(ξ)ϕ
i
k(ξ)

2π∫
0

gi(t, ξ) sin
λk√

|b1bm+1|
t dt dξ

2π∫
0

pi(τ)ϕi
k(τ)

2π∫
0

gi(r, τ)sin
λk√

|b1bm+1|
r dr dτ =

=

2π∫
0

2π∫
0

pi(ξ)pi(τ)ϕ
i
k(ξ)ϕ

i
k(τ)

2π∫
0

gi(t, ξ) sin
λk√

|b1bm+1|
t dt×

×
2π∫
0

gi(r, τ)sin
λk√

|b1bm+1|
r dr dξ dτ � [C2(G,nk, b1, bm+1)]

2(1 + C0)×

×
2π∫
0

2π∫
0

|pi(ξ)||pi(τ)
∣∣∣∣

2π∫
0

gi(t, ξ) sin
λk√

|b1bm+1|
t dt

∣∣∣∣
∣∣∣∣

2π∫
0

gi(r, t)sin
λk√

|b1bm+1|
r dr

∣∣∣∣ dξ dτ �

� const

2π∫
0

2π∫
0

|pi(ξ)||pi(τ)|
∣∣∣∣

2π∫
0

gi(t, ξ) sin
λk√

|b1bm+1|
t dt

∣∣∣∣
∣∣∣∣

2π∫
0

gi(r, τ) sin
λk√

|b1bm+1|
r dr

∣∣∣∣ dξ dτ,

где i = 1, 2m. Отсюда для произвольного натурального числа N имеем

N∑
k=1

Jk � const

2π∫
0

2π∫
0

|pi(ξ)||pi(τ)| ×

×
( N∑

k=1

∣∣∣∣
2π∫
0

gi(t, ξ) sin
λk√

|b1bm+1|
t dt

∣∣∣∣
∣∣∣∣

2π∫
0

gi(r, τ) sin
λk√

|b1bm+1|
r dr

∣∣∣∣
)
dξ dτ �

� const

2π∫
0

2π∫
0

|pi(ξ)||pi(τ)|‖gi( · , ξ)‖2‖gi( · , τ)‖2 dξ dτ, i = 1, 2m.

Учитывая, что для любого фиксированного ξ ∈ [0, 2π] имеет место неравенство ‖gi( · , ξ)‖2 �
� |fi‖2, получаем

N∑
k=1

Jk � const‖pi‖21‖fi‖22 � const‖f‖22,2m, i = 1, 2m.

Отсюда, в силу произвольности числа N, следует справедливость неравенства (28).
Теперь докажем неравенство (31). В силу оценок (1), (2) и условий (3), (4)

θk|ψi
k−1(ξ)|‖ψk‖−1

2,2m � θkC
1(G,nk, b1, bm+1)C

2(G,nk, b1, bm+1)(1 + C0)
3/2‖ψk‖2,2m‖ψk‖−1

2,2m =

= θkC
1(G,nk, b1, bm+1)C

2(G,nk, b1, bm+1)(1 + C0)
3/2 � C = const, i = 1, 2m.

После изменения порядка интегрирования левые части неравенства (31) мажорируются рядом

C
∞∑
k=1

2π∫
0

∣∣∣∣
2π∫
0

gi(t, ξ) sin
λk√

|b1bm+1|
t dt

∣∣∣∣
2

dξ.
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Этот ряд сходится в силу бесселевости системы {sin(λkt/
√

|b1bm+1|)}∞k=1, и его сумма ограни-

чена сверху величиной const‖f‖22,2m. Неравенство (31) доказано. Неравенство (32) устанавли-
вается аналогично. Теорема 2 доказана.

Теоремы 3 и 4 доказываются аналогично соответствующим теоремам в статьях [15, 20].
Автор выражает глубокую благодарность проф. В.М. Курбанову за постоянное внимание

к работе.
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мости матриц, построенных по параметрам этих систем. Проверена выполнимость этих
условий для конкретных классов систем линейных уравнений Ито с последействием.

DOI: 10.31857/S0374064123100023, EDN: OOKKIZ

Введение. Стохастические дифференциальные уравнения описывают многие реальные
практически важные процессы современной физики, биологии, иммунологии, экономики, ки-
бернетики и т.д. Изучение таких процессов привело к необходимости исследований вопросов
устойчивости решений стохастических дифференциальных уравнений, т.е. к созданию соот-
ветствующего направления в теории устойчивости.

Математические модели многих реальных процессов, учитывающие состояния не только в
текущий, но и в предшествующие моменты времени, описывают развитие процессов более точ-
но. В этом случае поведение процесса, подверженного случайным воздействиям, описывается
стохастическими дифференциальными уравнениями с последействием. Примеры показывают,
что поведение решений уравнений без учёта запаздывания, даже при малой его величине,
может существенно отличаться от поведения решений тех же уравнений с запаздывающим
аргументом. Это обстоятельство подчёркивает необходимость и принципиальную важность
изучения уравнений с запаздываниями.

Вопросам устойчивости решений систем со случайными параметрами посвящено большое
количество работ как отечественных, так и зарубежных математиков. Достаточно полный
их список приведён в монографиях [1–4]. Исследования устойчивости в этих и многих дру-
гих работах проводятся методом функционалов Ляпунова–Красовского–Разумихина. Этот ме-
тод предполагает существование подходящей функции Ляпунова (функционала Ляпунова–
Красовского), которая обеспечивает желаемое свойство устойчивости (асимптотического по-
ведения) решений исследуемых уравнений. Однако, как отмечается в монографии [5], при-
менение этого метода для функционально-дифференциальных уравнений, частным случаем
которых являются дифференциальные уравнения с отклоняющимся аргументом, во многих
случаях встречает серьёзные трудности. В теории устойчивости решений для детерминиро-
ванных функционально-дифференциальных уравнений широкое применение и высокую эф-
фективность показал метод регуляризации, основанный на выборе вспомогательных или “мо-
дельных” уравнений – “W -метод” Н.В. Азбелева [5].

Исследованиям проблем устойчивости по части переменных решений для детерминиро-
ванных динамических систем и их приложениям посвящено много работ, обширный перечень
которых можно найти в [6]. В статьях [7–10] методом вспомогательных или “модельных” урав-
нений исследованы вопросы устойчивости по части переменных для стохастических функци-
онально-дифференциальных уравнений. В работах [11, 12] исследованы вопросы частичной
устойчивости нелинейных стохастических систем методом функций Ляпунова. Главной целью
настоящего исследования является развитие метода вспомогательных уравнений на основе
теории неотрицательно обратимых матриц и покомпонентных оценок решений применительно
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к исследованию вопросов моментной устойчивости решений по части переменных для систем
линейных дифференциальных уравнений Ито с последействием относительно начальных дан-
ных. Этот подход ранее показал свою эффективность при исследовании вопросов устойчивости
решений для систем линейных дифференциальных уравнений Ито с последействием [13, 14] и,
как будет показано в статье, позволяет получить новые конструктивные результаты устойчи-
вости решений по части переменных относительно начальных данных для детерминированных
и стохастических систем с запаздыванием и без него.

1. Постановка задачи исследования. Будем использовать следующие обозначения:
(Ω,F , (F)t�0, P ) – стохастический базис, здесь Ω – множество элементарных событий, F –
σ-алгебра событий на Ω, (F)t�0 – непрерывный справа неубывающий поток σ-подалгебр ал-
гебры F , P – вероятностная мера на F (все σ-алгебры являются полными относительно
этой меры); kn – линейное пространство n-мерных F0-измеримых случайных величин; Bi,
i = 2,m, – скалярные независимые стандартные винеровские процессы; E – символ матема-
тического ожидания; Ē – единичная k × k-матрица; | · | – норма в R

n; ‖ · ‖ – норма k × n-
матрицы, согласованная с нормой в R

n; μ – мера Лебега на [0,∞).
В статье используются следующие константы: n ∈ N – размерность фазового пространства

уравнения, т.е. размер вектора решения уравнения; p – фиксированная вещественная констан-
та, 1 � p < ∞; q – фиксированная вещественная константа, 1 � q < ∞; l – фиксированное
натуральное число такое, что 1 � l < n.

Исследуем вопросы моментной устойчивости решений по части переменным для системы
линейных дифференциальных уравнений Ито с запаздываниями вида

dx(t) = −
m1∑
j=1

A1j(t)x(h1j(t)) dt +

m∑
i=2

mi∑
j=1

Aij(t)x(hij(t)) dBi(t), t � 0, (1)

относительно начальных данных
x(t) = ϕ(t), t < 0, (1a)

x(0) = υ, (1b)

где:
1) x = col (x1, . . . , xn) – n-мерный неизвестный случайный процесс;
2) Aij = (aijsl)

n
s,l=1 – n × n-матрица при i = 1,m, j = 1,mi, элементами матриц A1j ,

j = 1,m1, являются прогрессивно измеримые скалярные случайные процессы, траектории
которых почти наверно (п.н.) локально суммируемы, а элементами матриц Aij , i = 2,m,
j = 1,mi, являются прогрессивно измеримые скалярные случайные процессы, траектории
которых п.н. локально суммируемы с квадратом;

3) hij – измеримая по Борелю функция, заданная на множестве [0,∞), такая, что hij(t)� t,
t ∈ [0,∞), μ-почти всюду при i = 1,m, j = 1,mi;

4) ϕ = col (ϕ1, . . . , ϕn) – F0-измеримый n-мерный случайный процесс, заданный на полу-
оси (−∞, 0);

5) υ = col (υ1, .., υn) – F0-измеримая n-мерная случайная величина, т.е. υ ∈ kn.
Определение 1. Под решением системы (1), удовлетворяющим начальным условиям (1a)

и (1b), понимается случайный процесс

x(t) = col (x1(t), . . . , xn(t)), t ∈ (−∞,∞),

прогрессивно измеримый при t � 0, удовлетворяющий условиям x(ς) = ϕ(ς), ς < 0, x(0) = υ
и системе

x(t) = υ −
m1∑
j=1

t∫
0

A1j(ς)x(h1j(ς)) dς +

m∑
i=2

mi∑
j=1

t∫
0

Aij(ς)x(hij(ς)) dBi(ς), t � 0,

P -почти всюду, где первый интеграл – интеграл Лебега, а второй – интеграл Ито.
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Систему (1) с условиями (1a) и (1b) называют начальной задачей, а условия (1a), (1b) –
начальными условиями. Если hij(t) = t, t � 0, μ-почти всюду при i = 1,m, j = 1,mi, то
условие (1a) лишнее. В этом случае (1), (1b) называют задачей Коши для системы линейных
дифференциальных уравнений Ито.

Пусть в дальнейшем Dn – линейное пространство n-мерных прогрессивно измеримых слу-
чайных процессов на [0,∞), траектории которых п.н. непрерывны; Ln – линейное пространст-
во n-мерных случайных процессов на (−∞, 0), которые не зависят от винеровских процессов
Bi, i = 2,m, и имеют п.н. ограниченные в существенном траектории; γ : [0,∞) → R

1 –
положительная непрерывная функция.

Отметим, что при сделанных предположениях задача (1), (1a), (1b) имеет единственное
решение [15]. Обозначим через x(t, υ, ϕ), t ∈ (−∞,∞), решение системы (1), удовлетворяющее
условиям (1a) и (1b), т.е. x(t, υ, ϕ) = ϕ(t) при t < 0 и x(0, υ, ϕ) = υ. Очевидно, что при t � 0
имеем x(·, υ, ϕ) ∈ Dn. Заметим также, что при нулевых начальных условиях (1a), (1b) задача
(1), (1a), (1b) имеет только тривиальное решение.

Для любого x = col (x1, . . . , xn) введём обозначения

y = col (x1, . . . , xl) и ξ = col (xl+1, . . . , xn).

Введём также обозначения для следующих линейных нормированных подпространств про-
странств Dl, kn, Ln :

Mγ
q = {x : x ∈ Dl, ‖x‖Mγ

q

def
=sup

t�0
(E|γ(t)x(t)|q)1/q < ∞}, M1

q = Mq;

knq = {α : α ∈ kn, ‖α‖knq
def
=(E|α|q)1/q < ∞};

Ln
q = {ϕ : ϕ ∈ Ln, ‖ϕ‖Ln

q

def
=vrai sup

ς<0
(E|ϕ(ς)|q)1/q < ∞}.

Определение 2. Тривиальное решение x(t, 0, 0) ≡ 0 системы (1) (или систему (1)) на-
зовём:

– q-устойчивым относительно первых l компонент, если для любого ε > 0 найдётся такое
δ(ε) > 0, что при любых υ ∈ knq , ϕ ∈ Ln

q и ‖υ‖knq +‖ϕ‖Ln
q
< δ(ε) будет выполнено неравенство

(E|y(t, υ, ϕ)|q)1/q � ε, t � 0;

– асимптотически q-устойчивым относительно первых l компонент, если оно q-устойчи-
во и, кроме того, для любых υ ∈ knq , ϕ ∈ Ln

q и ‖υ‖knq + ‖ϕ‖Ln
q
< δ(ε) будет

lim
t→+∞

(E|y(t, υ, ϕ)|q)1/q = 0;

– экспоненциально q-устойчивым относительно первых l компонент, если существуют
некоторые положительные числа c̄, β такие, что для любых υ ∈ knq , ϕ ∈ Ln

q справедливо
неравенство

(E|y(t, υ, ϕ)|q)1/q � c̄(‖υ‖knq + ‖ϕ‖Ln
q
) exp{−βt}, t � 0.

Следующее определение объединяет все виды устойчивости из определения 2.
Определение 3. Систему (1) назовём Mγ

q y-устойчивой, если для любых υ ∈ knq , ϕ ∈
∈ Ln

q для решения задачи (1), (1a), (1b) x(t, υ, ϕ), t ∈ (−∞,+∞), выполняются соотношение
y(·, υ, ϕ)|[0,∞) ∈ Mγ

q и неравенство

‖y(·, υ, ϕ)|[0,∞)‖Mγ
q

� c̄(‖υ‖knq + ‖ϕ‖Ln
q
) (2)

для некоторого положительного числа c̄.
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Очевидно, что:
– из Mqy-устойчивости системы (1) следует q-устойчивость этой же системы относительно

первых l компонент;
– из Mγ

q y-устойчивости системы (1) (где γ(t) � δ > 0, t � 0, и lim
t→+∞

γ(t) = +∞) следует

асимптотическая q-устойчивость этой же системы относительно первых l компонент;
– из Mγ

q y-устойчивости системы (1) (где γ(t) = exp{βt}, β – некоторое положительное
число) следует экспоненциальная q-устойчивость этой же системы относительно первых l
компонент.

Для установления Mγ
q y-устойчивости системы (1) необходимо проверить принадлежность

вектора y(·, υ, ϕ)|[0,∞), составленного из первых l компонент решения задачи (1), (1a), (1b)
x(t, υ, ϕ), t ∈ (−∞,+∞), пространству Mγ

q при любых υ ∈ knq , ϕ ∈ Ln
q и выполнимость для

него неравенства (2). Для этого будет использована модификация метода вспомогательных или
модельных уравнений, известная также как W -метод [5], основанный на теории положительно
обратимых матриц и покомпонентных оценках решений.

2. Метод исследования. Как было отмечено ранее, устойчивость системы (1) относи-
тельно первых l компонент будем проверять преобразованием этой системы с помощью вспо-
могательной (модельной) системы в другую, более простую систему, для которой условия,
обеспечивающие устойчивость системы (1) относительно первых l компонент, можно прове-
рить непосредственно.

В дальнейшем будем пользоваться следующим представлением для решения задачи (1),
(1a), (1b): x(t) = x̄(t)+ϕ̄(t), где x̄(t) – неизвестный n-мерный случайный процесс на (−∞,∞)
такой, что x̄(t) = 0 при t < 0 и x̄(t) = x(t) при t � 0, а ϕ̄(t) – известный n-мерный
случайный процесс на (−∞,∞) такой, что ϕ̄(t) = ϕ(t) при t < 0 и ϕ̄(t) = 0 при t � 0.
Тогда задача (1), (1a), (1b) эквивалентна следующей задаче:

dx̄(t) = ((V x̄)(t) + f(t)) dZ(t), t � 0, (3)

x̄(0) = υ, (3b)

где

(V x̄)(t) =

(
−

m1∑
j=1

A1j(t)x̄(h1j(t)),

m2∑
j=1

A2j(t)x̄(h2j(t)), . . . ,

mm∑
j=1

Amj(t)x̄(hmj(t))

)
,

f(t) =

(
−

m1∑
j=1

A1j(t)ϕ̄(h1j(t)),

m2∑
j=1

A2j(t)ϕ̄(h2j(t)), . . . ,
mm∑
j=1

Amj(t)ϕ̄(hmj(t))

)
,

Z(t) = col (t,B2(t), . . . ,Bm(t)).

Замечание 1. Аналог уравнения (3) в детерминированном случае является частным слу-
чаем функционально-дифференциального уравнения (см. [5]), которое записывается с исполь-
зованием линейных операторов внутренней суперпозиции.

Решение задачи (3), (3b) обозначим через x̄(t, υ, ϕ). Очевидно, что при t � 0 имеем
x(t, υ, ϕ) = x̄(t, b, ϕ).

Пусть:
– In(Z) – линейное пространство n×m-матриц на [0,+∞), строки которых – m-мерные

прогрессивно измеримые случайные процессы, локально интегрируемые по Z;
– D̄n – линейное пространство n-мерных случайных процессов на (−∞,+∞), равных

нулю при t < 0, прогрессивно измеримых при t � 0 и имеющих п.н. непрерывные траектории
на [0,∞);

– M̄γ
q = {x : x ∈ D̄l, ‖x‖M̄γ

q

def
= sup

t∈(−∞,∞)
(E|γ(t)x(t)|q)1/q < ∞}, M̄1

q = M̄q.

Очевидно, что для уравнения (3) V – линейный оператор, действующий из пространства
D̄n в пространство In(Z) и f ∈ In(Z).
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Справедлива следующая
Лемма. При любых υ ∈ kn, ϕ ∈ Ln для решения x̄(t, υ, ϕ) задачи (3), (3b) имеет место

представление
x̄(t, υ, ϕ) = X(t)υ + (Ĉf)(t), t � 0, (4)

где X(t) – n×n-матрица, столбцами которой являются решения однородного уравнения (3)
(т.е. в случае f ≡ 0) (фундаментальная матрица), X(0) = Ē, а Ĉ : In(Z) → Dn – линей-
ный оператор (оператор Коши) такой, что Ĉf – решение уравнения (3), удовлетворяющее
условию (Ĉf)(0) = 0.

Справедливость леммы следует из аналогичного утверждения для более общего уравнения,
доказанного в работе [16].

Замечание 2. Формула (4) имеет место для решения задачи (3), (3b) и в случае любой
функции f ∈ In(Z). Кроме того, из леммы также следует, что при любых υ ∈ kn, ϕ ∈ Ln

для решения x(t, υ, ϕ) задачи (1), (1a), (1b) при t � 0 имеет место представление (4), где f
определена в уравнении (3).

Представление (4) является центральным результатом в теории устойчивости решений
уравнения (1). В силу этого представления асимптотические свойства решений системы (1),
в том числе и компонент решений системы (1), определяются фундаментальной матрицей и
оператором Коши для уравнения (3).

В дальнейшем если B – n × n-матрица, то B1 – l × l-матрица, полученная из матрицы
B зачёркиванием n − l последних столбцов и строк, B2 – l × (n − l)-матрица, полученная
из B зачёркиванием l первых столбцов и n − l последних строк, B3 – (n − l) × l-матрица,
полученная из матрицы B зачёркиванием первых l строк и n− l последних столбцов, B4 –
(n − l) × (n − l)-матрица, полученная из B зачёркиванием l первых строк и столбцов, B5 –
l×n-матрица, полученная из B зачёркиванием n−l последних строк, B6 – (n−l)×n-матрица,
полученная из матрицы B зачёркиванием l первых строк. Тогда с учётом этих обозначений
и так как x̄ = col (ȳ, ξ̄), в силу введённых ранее обозначений, уравнение (3) можно записать в
виде следующей системы:

dȳ(t) = [(V1ȳ)(t)+(V2ξ̄)(t)+f y(t)] dZ(t), dξ̄(t) = [(V3ȳ)(t)+(V4ξ̄)(t)+f ξ(t)] dZ(t), t � 0, (5)

где

(Viȳ)(t) =

(
−

m1∑
j=1

(A1j(t))
iȳ(h1j(t)),

m2∑
j=1

(A2j(t))
iȳ(h2j(t)), . . . ,

mm∑
j=1

(Amj(t))
iȳ(hmj(t))

)
, i = 1, 3,

(Viξ̄)(t) =

(
−

m1∑
j=1

(A1j(t))
iξ̄(h1j(t)),

m2∑
j=1

(A2j(t)
i)ξ̄(h2j(t)), . . . ,

mm∑
j=1

(Amj(t))
i ξ̄(hmj(t))

)
, i = 2, 4,

f y(t)(t) =

(
−

m1∑
j=1

(A1j(t))
5ϕ̄(h1j(t)),

m2∑
j=1

(A2j(t))
5ϕ̄(h2j(t)), . . . ,

mm∑
j=1

(Amj(t))
5ϕ̄(hmj(t))

)
,

f ξ(t)(t) =

(
−

m1∑
j=1

(A1j(t))
6ϕ̄(h1j(t)),

m2∑
j=1

(A2j(t))
6ϕ̄(h2j(t)), . . . ,

mm∑
j=1

(Amj(t))
6ϕ̄(hmj(t))

)
.

В дальнейшем если ζ(t) – случайный процесс на промежутке [0,∞), то ζ̄(t) также явля-
ется случайным процессом на (−∞,∞), значения которого совпадают с значениями процесса
ζ(t) на [0,∞) и с нулём на (−∞, 0).

Как как через любое x̄(0) ∈ kn проходит единственное решение уравнения (3), каждое из
уравнений системы (5) в отдельности будет иметь единственное решение при любых фиксиро-
ванных ȳ(0), ξ̄ и ξ̄(0), ȳ соответственно. Тогда в силу леммы второе уравнение системы (5)
эквивалентно уравнению

ξ̄(t) = H(t)ξ̄(0) + (C1(f
ξ + V3ȳ))(t), t � 0,
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где H – фундаментальная матрица, а C1 – оператор Коши для второго уравнения системы (5).
Следовательно, из первого уравнения системы (5) получим

dȳ(t) = [(V5ȳ)(t) + (V2(H̄ξ̄(0)))(t) + (V2C̄1f
ξ)(t) + f y(t)] dZ(t), t � 0, (6)

где (V5ȳ)(t) = (V1ȳ)(t) + (V2C̄1V3ȳ)(t).
Отсюда следует, что система (1) Mγ

q y-устойчива тогда и только тогда, когда при любых
x̄(0) = υ ∈ knq и ϕ ∈ Ln

q для решения ȳ(t, υ, ϕ) уравнения (6) выполняются соотношение
ȳ(·, υ, ϕ) ∈ M̄γ

q и неравенство

‖ȳ(·, υ, ϕ)‖M̄γ
q

� c̄(‖υ‖knq + ‖ϕ‖Ln
q
) (7)

для некоторого положительного числа c̄.
Для установления отмеченных фактов воспользуемся W -преобразованием, т.е. эквивалент-

ным преобразованием уравнения (6). Для описания W -преобразования уравнения (6) рас-
смотрим модельное уравнение, асимптотические свойства решений которого известны. Пусть
модельное уравнение имеет вид

dȳ(t) = [(Qȳ)(t) + g(t)] dZ(t), t � 0, (8)

где Q : D̄l → I l(Z) – линейный оператор, Z определён ранее, g ∈ I l(Z). Предполагается, что
через любое значение ȳ(0) ∈ kl проходит единственное (с точностью до P -эквивалентности)
решение ȳ уравнения (8). Тогда, в силу леммы, для решения ȳ этого уравнения имеет место
представление

ȳ(t) = U(t)ȳ(0) + (Wg)(t), t � 0,

где U – фундаментальная матрица, W – оператор Коши для уравнения (8).
Уравнение (6) при помощью модельного уравнения (8) запишем в виде

dȳ(t) = [(Qȳ)(t) + ((V5 −Q)ȳ)(t) + (V2(H̄ξ̄(0)))(t) + (V2C̄1f
ξ)(t) + f y(t)] dZ(t), t � 0,

или

ȳ(t) = U(t)ȳ(0) + (W (V5 −Q)ȳ)(t) + (WV2(H̄ξ̄(0)))(t) + (W (V2C̄1f
ξ + f y))(t), t � 0.

Обозначив W (V5 −Q) = Θ, получим

((I −Θ)ȳ)(t) = U(t)ȳ(0) + (WV2(H̄ξ̄(0)))(t) + (W (V2C̄1f
ξ + f y))(t), t � 0.

Теорема 1. Пусть Ū ȳ(0) + W̄V2(H̄ξ̄(0)) + W̄ (V2C̄1f
ξ + f y) ∈ M̄γ

q для любых x̄(0) ∈ knq ,
ϕ ∈ Ln

q и выполняется неравенство

‖Ū ȳ(0) + W̄V2(H̄ξ̄(0)) + W̄ (V2C̄1f
ξ + f y)‖M̄γ

q
� c̄(‖x̄(0)‖knq + ‖ϕ‖Ln

q
)

для некоторого положительного числа c̄, а оператор Θ действует в пространстве M̄γ
q .

Тогда если оператор (I −Θ) : M̄γ
q → M̄γ

q непрерывно обратим, то система (1) Mγ
q y-устой-

чива.
Доказательство. Ввиду непрерывной обратимости оператора (I −Θ) : M̄γ

q → M̄γ
q урав-

нение (I−Θ)ȳ = g, где g ∈ M̄γ
q , имеет единственное решение из M̄γ

q , т.е. ȳ = (I−Θ)−1g ∈ M̄γ
q

и ‖ȳ‖M̄γ
q

� ‖(I −Θ)−1‖M̄γ
q
‖g‖M̄γ

q
. Отсюда и из условий теоремы получим, что

(I −Θ)−1(Ū ȳ(0) + W̄V2(H̄ξ̄(0)) + W̄ (V2C̄1f
ξ + f y)) ∈ M̄γ

q

для любых x̄(0) ∈ knq , ϕ ∈ Ln
q и справедливо неравенство

‖(I −Θ)−1(Ū ȳ(0) + W̄V2(H̄ξ̄(0)) + W̄ (V2C̄1f
ξ + f y))‖M̄γ

q
� c̄(‖x̄(0)‖knq + ‖ϕ‖Ln

q
)
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для некоторого положительного числа c̄. Но, с другой стороны,

ȳ(·, x̄(0), ϕ) = (I −Θ)−1(Ū ȳ(0) + W̄V2(H̄ξ̄(0))) + W̄ (V2C̄1f
ξ + f y).

Следовательно, ȳ(·, x̄(0), ϕ) ∈ M̄γ
q для любых x̄(0) ∈ knq , ϕ ∈ Ln

q и для него выполнено
неравенство (7), а это и означает Mγ

q y-устойчивость системы (1). Теорема доказана.
Теорему 1 можно использовать для получения достаточных условий устойчивости системы

(1) по части переменных в терминах параметров этой системы, как это делается в классической
версии W -метода [7–10]. Однако, как показано в статьях [13, 14], такие условия получаются
более точными, если использовать покомпонентные оценки решений. Поэтому ниже предла-
гается улучшенный метод регуляризации для исследования вопросов устойчивости по части
переменных для системы (1).

Определение 4. Обратимая матрица Φ = (φij)
m
i,j=1 называется неотрицательно обрати-

мой, если все элементы матрицы Φ−1 неотрицательны.
Согласно [17, с. 338] матрица Φ неотрицательно обратима, если φij � 0 при i, j = 1,m,

i �= j, и выполнено одно из следующих условий:
– все диагональные миноры матрицы Φ положительны;
– существуют ςi > 0, i = 1,m, такие, что

ςiφii >

m∑
j=1

ςj |φij |, i = 1,m;

– существуют ςi > 0, i = 1,m, такие, что

ςjφjj >

m∑
i=1

ςi|φij |, j = 1,m.

В частности, если положить ςi = 1, i = 1,m, то мы получим класс матриц со строгим
диагональным преобладанием и неположительными внедиагональными элементами.

Для случайного процесса ȳ(t) = col (ȳ1(t), . . . , ȳl(t)) введём обозначение

ȳγ(q) = col (ȳ1γ(q), . . . , ȳlγ(q)),

где ȳiγ(q) = sup
t�0

(E|γ(t)ȳi(t)|q)1/q при i = 1, l.

Пусть при некоторых 1 � q < ∞ и положительной непрерывной функции γ : [0,∞) →
→ R

1 для решения ȳ(t, υ, ϕ) = ȳ(t) системы (6) нам удалось получить матричное неравенство
следующего вида:

Ēȳγ(q) � Cȳγ(q) + c̄‖υ‖knq + ĉ‖ϕ‖Ln
q
, (9)

где C – некоторая неотрицательная матрица размерности l× l, а c̄ и ĉ – некоторые l-мерные
вектор-столбцы, элементы которых неотрицательные числа. Тогда справедлива следующая

Теорема 2. Пусть в матричном неравенстве (9) матрица Ē − C является неотрица-
тельно обратимой. Тогда система (1) Mγ

q y-устойчива.
Доказательство. Пользуясь неотрицательной обратимостью матрицы Ē − C, запишем

неравенство (9) в следующем виде:

Ēȳγ(q) � (Ē − C)−1(c̄‖υ‖knq + ĉ‖ϕ‖Ln
q
),

откуда получим
|ȳγ(q)| � c(‖υ‖knq + ‖ϕ‖Ln

q
), (10)

где c = ‖(Ē − C)−1‖max{|c̄|, |ĉ|}. Поскольку ȳ(t, υ, ϕ) = ȳ(t) при t � 0 и ‖ȳ(·, υ, ϕ)‖M̄γ
q

�
� |ȳγ(q)|, то из неравенства (10) следует, что при любых υ ∈ knq , ϕ ∈ Ln

q для решений ȳ(t, υ, ϕ)

(t ∈ (−∞,∞)) задачи (3), (3b) выполняются соотношение ȳ(·, υ, ϕ) ∈ M̄γ
q и неравенство

‖ȳ(·, υ, ϕ)‖M̄γ
q

� c(‖b‖knq + ‖ϕ‖Ln
q
),
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где c – некоторое положительное число. Следовательно, система (1) Mγ
q y-устойчива. Теорема

доказана.
На основе теоремы 2 в п. 3 будут получены достаточные условия экспоненциальной мо-

ментной устойчивости системы (1) по части компонент относительно начальных данных в
терминах параметров этой системы.

3. Экспоненциальная устойчивость. Как было отмечено в п. 2, из Mγ
q y-устойчивости

системы (1) (где γ(t) = exp{βt}, β – некоторое положительное число) следует экспоненциаль-
ная q-устойчивость этой же системы относительно первых l компонент. Также было указано,
что система (1) Mγ

q y-устойчива тогда и только тогда, когда при любых x̄(0) = υ ∈ knq , ϕ ∈
∈ Ln

q решение ȳ(·, υ, ϕ) уравнения (6) принадлежит пространству M̄γ
q и для него выполнено

неравенство (7).
В дальнейшем будем считать: γ(t) = exp{βt}, где β – некоторое нефиксированное поло-

жительное число; q = 2p; f si, s = 1, l, i = 1,m, – компоненты функции f ∈ I l(Z).
Примеры показывают, что экспоненциальная устойчивость решений систем линейных диф-

ференциальных уравнений с последействием по начальным данным наблюдается, как правило,
только в случае ограниченного последействия. Поэтому Mγ

q y-устойчивость системы (1) будет
изучена при дополнительных ограничениях на параметры этой системы.

Предположим, что для системы (1) также выполнено:
– существуют неотрицательные числа τij, i = 1,m, j = 1,mi, такие, что

0 � t− hij(t) � τij, i = 1,m, j = 1,mi, t � 0,

μ-почти всюду;
– существуют подмножества индексов Is ⊂ {1, . . . ,m1}, s = 1, l, положительные числа λs,

s = 1, l, и неотрицательные числа ājsi, j = 1,m1, s, i = 1, l, такие, что
∑
j∈Is

a1jss(t) � λs, s = 1, l, |a1jsi (t)| � ājsi, j = 1,m1, s, i = 1, l, t � 0,

P × μ-почти всюду;
– существуют неотрицательные непрерывные функции bjsi(β), djsν(β), s, j = 1, l, i = 1,m,

ν = 2,m, такие, что для любых u = col (u1, . . . , ul) ∈ D̄l и 0 < β < min{λs, s = 1, l} имеют
место неравенства

vrai sup
ς�0

(E|γ(ς)((V2C̄1V3u)(ς))
si|2p)1/(2p) �

l∑
j=1

bjsi(β) sup
ς�0

(E|γ(ς)uj(ς)|2p)1/(2p),

vrai sup
ς�0

(E|γ(ς)((V1u)(ς))
sν |2p)1/(2p) �

l∑
j=1

djsν(β) sup
ς�0

(E|γ(ς)uj(ς)|2p)1/(2p)

при s = 1, l, i = 1,m, ν = 2,m;
– существуют неотрицательные непрерывные функции bsi(β), b̄si(β), b̂si(β), s = 1, l, i =

= 1,m, такие, что для любых ϕ ∈ Ln
2p, x̄(0) ∈ kn2p и 0 < β < min{λs, s = 1, l} выполняются

неравенства
vrai sup

ς�0
(E|γ(ς)((V2C̄1f

h)(ς))si|2p)1/(2p) � bsi(β)‖ϕ‖Ln
2p
,

vrai sup
ς�0

(E|γ(ς)(f y(ς))si|2p)1/(2p) � b̄si(β)‖ϕ‖Ln
2p
,

sup
ς�0

(E|γ(ς)((V2(H̄h̄(0)))(ς))si|2p)1/(2p) � b̂si(β)‖x̄(0)‖kn2p

при s = 1, l, i = 1,m.
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В дальнейшем нам также понадобятся следующие соотношения:

(
E

∣∣∣∣
t∫

0

f(ς) dB(ς)
∣∣∣∣
2p)1/(2p)

� cp

(
E

( t∫
0

|f(ς)|2 dς
)p)1/(2p)

, (11)

sup
t�0

(
E

∣∣∣∣
t∫

0

g(ς)f̂ (ς) dς

∣∣∣∣
2p)1/(2p)

� sup
t�0

( t∫
0

|g(ς)| dς
)
sup
ς�0

(E|f̂(ς)|2p)1/(2p), (12)

sup
t�0

(
E|

t∫
0

g(ς)2f̂(ς)2 dς|p
)1/(2p)

� sup
t�0

( t∫
0

g(ς)2 dς

)1/2
sup
ς�0

(E|f̂ (ς)|2p)1/(2p), (13)

где f(ς) – скалярный прогрессивно измеримый случайный процесс, интегрируемый по вине-
ровскому процессу B(ς) на [0, t]; cp – некоторое число, зависящее от p � 1, но не зависящее
от f(ς) и t; g(ς) – скалярная функция на [0,∞), квадрат которой локально суммируем;
f̂(ς) – скалярный случайный процесс такой, что

sup
ς�0

(E|f̂(ς)|2p)1/(2p) < ∞.

Неравенства (12) и (13) доказаны в работе [18], а справедливость неравенства (11) следует
из неравенства (4) монографии [19, с. 65]. Оценки на константу cp также можно найти в
монографии [19], где cp = 2

√
12p, однако они не всегда оптимальны. Например, для p = 1 в

(11) можно взять cp = 1.
Условия устойчивости, приведённые ниже в теореме 3, основном результате этого пункта,

сформулированы в терминах l× l-матрицы C, элементы которой вычисляются по формулам

css =
1

λs

[∑
j∈Is

ājss

(
τ1j

(m1∑
i=1

āissγ(τ1i) + bss1(0)

)
+ cp

√
τ1j

m∑
i=2

(dssi(0) + bssi(0))

)
+

+
∑

j∈1,...,m1/Is

ājss + bss1(0)

]
+

cp√
2λs

m∑
i=2

(bssi(0) + dssi(0)), s = 1, l,

csν =
1

λs

[∑
j∈Is

ājss

(
τ1j

(m1∑
i=1

āisν + bνs1(0)

)
+ cp

√
τ1j

m∑
i=2

(dνsi(0) + bνsi(0))

)
+

+

m1∑
j=1

ājsν + bνs1(0)

]
+

cp√
2λs

m∑
i=2

(bνsi(0) + dνsi(0)), s, ν = 1, l, s �= ν.

Справедлива следующая
Теорема 3. Пусть для системы (1) выполнены все предыдущие предположения. Тогда

если при этом матрица Ē − C является положительно обратимой, то система (1) будет
Mγ

2py-устойчивой при γ(t) = exp{βt} для некоторого 0 < β < min{λs, s = 1, l}.
Доказательство. Воспользуемся теоремой 2, где q = 2p, а γ(t) = exp{βt}, t � 0, 0 <

< β < min{λs, s = 1, l}.
В качестве вспомогательного уравнения (8) возьмём систему

dȳ(t) = (−B(t)ȳ(t) + g1(t)) dt +

m∑
i=2

gi(t) dBi(t), t � 0, (14)
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где B(t) – диагональная матрица размерности l×l с диагональными элементами
∑

j∈Is a
j
ss(t),

s = 1, l, a g1(t), gi(t), i = 2,m, – l-мерные прогрессивно измеримые случайные процессы на
[0,∞) с п.н. локально суммируемыми и локально суммируемыми с квадратом траекториями
соответственно. В этом случае для решения ȳ(t) уравнения (14) имеет место представление

ȳ(t) = U(t, 0)ȳ(0) +

m∑
i=1

t∫
0

U(t, ς)g(ς) dZ(ς), t � 0,

где U(t, ς), t � 0, 0 � ς � t, – диагональная матрица с диагональными элементами

ŷs(t, ς) = exp

{
−

t∫
ς

∑
j∈Is

ajss(ς) dς

}
, t � 0, 0 � ς � t, s = 1, l,

g – l×l-матрица, столбцами которой являются случайные процессы gi, i = 1,m, соответствен-
но. Тогда систему (6) можно записать в следующем эквивалентном виде:

ȳs(t) = ŷs(t, 0)ȳ
s(0) +

∑
j∈Is

t∫
0

ŷs(t, ς)a
1j
ss(ς)

ς∫
h1j (ς)

dȳs(ζ)−
∑

j∈{1,...,m1}/Is

t∫
0

ŷs(t, ς)a
1j
ss(ς)ȳ

s(h1j(ς)) dς −

−
m1∑
j=1

l∑
ν=1
ν 	=s

t∫
0

ŷs(t, ς)a
1j
sν(ς)ȳ

ν(h1j(ς)) dς +

m∑
i=2

t∫
0

ŷs(t, ς)((V1ȳ)(ς))
si dBi(ς) +

+

t∫
0

ŷs(t, ς)(G(ς))s1 dς +

m∑
i=2

t∫
0

ŷs(t, ς)(G(ς))si dBi(ς), s = 1, l, (15)

где

(G(ς))si = ((V2C̄1V3ȳ)(ς))
si+((V2(H̄ξ̄(0)))(ς))si+((V2C̄1f

ξ)(ς))si+(f y(ς))si, s = 1, l, i = 1,m.

Учитывая обозначение ȳsγ(2p), использованное в теореме 2, неравенства (11)–(13), пред-
положения относительно системы (1), соотношения (15), равенства

dȳs(ζ) = −
m1∑
i=1

l∑
ν=1

a1isν(ζ)ȳ
k(h1i(ζ) dζ +

m∑
i=2

((V1ȳ)(ζ))
si dBi(ζ) +

+ (G(ς))s1 dζ +

m∑
i=2

(G(ς))si dBi(ζ), s = 1, l,

которые имеют место в силу системы (6), а также для β < min{λs, s = 1, n} очевидные оценки

(E|υs|2p)1/(2p) � ‖υ‖kn2p при s = 1, n,

sup
t�0

t∫
0

ŷs(t, ς)γ(t)γ(ς)
−1 dς � 1

λs − β
при s = 1, l,

sup
t�0

( t∫
0

(ŷs(t, ς)γ(t)γ(ς)
−1)2 dς

)1/2
� 1√

2(λs − β)
при s = 1, l,
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γ(t)γ(h̄ij(t))
−1 � γ(τij), t � 0, при i = 1,m, j = 1,mi,

sup
ς�0

(
γ(ς)

ς∫

h̄1j(ς)

γ(ζ)−1 dζ

)
� γ(τ1j)τ1j при j = 1,m1,

sup
ς�0

(
γ(ς)

( ς∫

h̄1j(ς)

γ(ζ)−2 dζ

)1/2)
� γ(τ1j)

√
τ1j при j = 1,m1,

для решения ȳ(t, υ, ϕ) = ȳ(t) системы (6) получаем

ȳsγ(2p) � ‖υ‖kn2p +
1

λs − β

∑
j∈Is

ājsssup
ς�0

(
E

∣∣∣∣γ(ς)
ς∫

h1j (ς)

dȳs(ζ)

∣∣∣∣
2p)1/(2p)

+

+
1

λs − β

∑
j∈{1,...,m1}/Is

ājssγ(τ1j)ŷ
sγ(2p) +

1

λs − β

m1∑
j=1

l∑
ν=1
ν 	=s

ājsνγ(τ1j)ŷ
νγ(2p) +

+ cp

m∑
i=2

sup
t�0

(
E

∣∣∣∣
t∫

0

(ŷs(t, ς)γ(t)γ(ς)
−1γ(ς)((V1ȳ)(ς))

si)2 dς

∣∣∣∣
p)1/(2p)

+

+ sup
t�0

(
E

∣∣∣∣
t∫

0

ŷs(t, ς)γ(t)γ(ς)
−1γ(ς)(G(ς))s1 dς

∣∣∣∣
2p)1/(2p)

+

+ cp

m∑
i=2

sup
t�0

(
E

∣∣∣∣
t∫

0

(ŷs(t, ς)γ(t)γ(ς)
−1γ(ς)(G(ς))si)2dς

∣∣∣∣
p)1/(2p)

�

� ‖υ‖kn2p +
1

λs − β

∑
j∈Is

ājsssup
ς�0

(
E

∣∣∣∣γ(ς)
ς∫

h1j (ς)

dȳs(ζ)

∣∣∣∣
2p)1/(2p)

+

+
1

λs − β

∑
j∈{1,...,m1}/Is

ājssγ(τ1j)ŷ
sγ(2p) +

1

λs − β

m1∑
j=1

l∑
ν=1
ν 	=s

ājsνγ(τ1j)ŷ
νγ(2p) +

+
1

λs − β

[ l∑
ν=1

bνs1(β)ȳ
sγ(2p) + b̂s1(β)‖υ‖k2p + (bs1(β) + b̄s1(β))‖ϕ‖Ln

2p

]
+

cp√
2(λs − β)

×

×
m∑
i=2

[ l∑
ν=1

(bνsi(β) + dνsi(β))ȳ
sγ(2p) + b̂si(β)‖υ‖k2p + (bsi(β) + b̄si(β))‖ϕ‖Ln

2p

]
, s = 1, l, (16)

sup
ς�0

(
E

∣∣∣∣γ(ς)
ς∫

h1j (ς)

dȳs(ζ)

∣∣∣∣
2p)1/(2p)

�
m1∑
i=1

l∑
ν=1

sup
ς�0

(
E

∣∣∣∣γ(ς)
ς∫

h̄1j(ς)

a1isν(ζ)ȳ
ν(h1j(ζ)) dζ

∣∣∣∣
2p)1/(2p)

+

+ cp

m∑
i=2

sup
ς�0

(
E

( ς∫
h1j(ς)

(γ(ς)((V1)ȳ)(ζ)
si)2 dζ

)p)1/(2p)
+ sup

ς�0

(
E

∣∣∣∣γ(ς)
ς∫

h1j (ς)

(G(ζ))s1 dζ

∣∣∣∣
2p)1/(2p)

+
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+ cp

m∑
i=2

sup
ς�0

(
E

( ς∫
h1j(ς)

(γ(ς)(G(ζ))si)2 dζ

)p)1/(2p)
�

�
( l∑

ν=1

[ m1∑
i=1

γ(τ1i)ā
i
sν + bνs1(β)

]
ȳνγ(2p) + b̂s1(β)‖υ‖kn2p + (bs1(β) + b̄s1(β))‖ϕ‖Ln

2p

)
γ(τ1j)τ1j +

+cp

( m∑
i=2

[ l∑
ν=1

(
dνsi(β)+bνsi(β)

)
ȳνγ(2p)+b̂si(β)‖υ‖kn2p+(bsi(β)+b̄si(β))‖ϕ‖Ln

2p

])
γ(τ1j)

√
τ1j , (17)

где s = 1, l.
Из неравенств (16) и (17) следует, что

ȳsγ(2p) � Ns(β)‖υ‖kn2p +
l∑

ν=1

csν(β)ȳ
νγ(2p) +Ms(β)‖ϕ‖Ln

2p
, s = 1, l, (18)

где

Ns(β) = 1 +
1

λs − β

∑
j∈Is

ājss

(
γ(τ1j)τ1j b̂s1(β) + cpγ(τ1j)

√
τ1j

m∑
i=1

b̂si(β)

)
+

cp√
2(λs − β)

m∑
i=1

b̂si(β),

css(β) =
1

λs − β

[∑
j∈Is

ājss

(
γ(τ1j)τ1j

( m1∑
i=1

āissγ(τ1i)+ bss1(β)

)
+ cpγ(τ1j)

√
τ1j

m∑
i=1

(dssi(β)+ bssi(β))

)
+

+
∑

j∈1,...,m1/Is

ājssγ(τ1j) + bss1(β)

]
+

cp√
2(λs − β)

m∑
i=1

(bssi(β) + dssi(β)),

csν(λ) =
1

λs − β

[∑
j∈Is

ājss

(
γ(τ1j)τ1j

( m1∑
i=1

āisνγ(τ1i)+ bνs1(β)

)
+ cpγ(τ1j)

√
τ1j

m∑
i=1

(dνsi(β)+ bνsi(β))

)
+

+

m1∑
j=1

ājsνγ(τ1j) + bνs1(β)

]
+

cp√
2(λs − β)

m∑
i=1

(bνsi(β) + dνsi(β)), s, ν = 1, l, s �= ν,

Ms(β) =
1

λs − β

∑
j∈Is

ājss

[
γ(τ1j)τ1j(bs1(β) + b̄s1(β)) + cpγ(τ1j)

√
τ1j

m∑
i=1

(bsi(β) + b̄si(β))

]
+

+
1

λs − β
(bs1(β) + b̄s1(β)) +

cp√
2(λs − β)

m∑
i=1

(bsi(β) + b̄si(β)), s = 1, l.

Систему (18) запишем в матричной форме

Ēȳγ(2p) � C(β)ȳγ(2p) + c̄(β)‖υ‖kn2p + ĉ(β)‖ϕ‖Ln
2p
,

где C(β) = (cij(β))
l
i,j=1 – l × l-матрица, а c̄(β) = col (N1(β), . . . ,Ml(β)), ĉ(β) = col (M1(β), . . .

. . . ,Ml(β)) – l-мерные векторы-столбцы.
Очевидно, что C(0) = C, где C – матрица из условия теоремы 3. Поскольку Ē − C

является положительно обратимой матрицей, а это свойство устойчиво относительно малых
возмущений, то при достаточно малых β > 0 матрица Ē−C(β) также будет неотрицательно
обратимой. Следовательно, в силу теоремы 2 система (1) будет Mγ

2p-устойчивой для некоторого
0 < β < min{λs, s = 1, l}. Теорема доказана.
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4. Достаточные условия устойчивости. В дальнейшем будем пользоваться обозначе-
ниями из предыдущих пунктов и на основе теоремы 3 получим достаточные условия устой-
чивости по части переменных решений для некоторых классов систем вида (1) в терминах их
параметров.

Будем считать γ(t) = exp{βt}, где β – некоторое нефиксированное положительное число.
Пусть в системе (1) элементы матриц A1j , j = 2,m1, Aij , i = 2,m, j = 1,mi, равны

нулю P ×μ-почти всюду, а элементы матрицы A11 являются локально суммируемыми функ-
циями, h11(t) = t, t � 0, μ-почти всюду. Тогда система (1) является системой линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений. В этом случае условие (1a) лишнее и в условии
(1b) υi, i = 1, n, – действительные числа. Кроме того, f y ≡ 0, f ξ ≡ 0.

Рассмотрим случай l = n − 1. Тогда y = col (x1, . . . , xn−1), ξ = xn, (A11(t))
1 есть (n −

− 1) × (n − 1)-матрица, полученная из матрицы A11(t) зачёркиванием последней строки и
последнего столбца,

(A11(t))
2 = col (a111n(t), . . . , a

11
n−1n(t)), (A11(t))

3 = (a11n1(t), . . . , a
11
n−1n−1(t)), (A11(t))

4 = a11nn(t),

H(t) = exp

{
−

t∫
0

a11nn(ζ) dζ

}
, (C1g)(t) =

t∫
0

H(t)(H(ζ))−1g(ζ) dζ.

Пусть:
– существуют положительные числа λs, s = 1, l, и неотрицательные числа ā1si, s, i = 1, l,

такие, что
a11ss(t) � λs, s = 1, l, |a11si (t)| � ā1si, s, i = 1, l, t � 0,

μ-почти всюду;
– существуют неотрицательные непрерывные функции bjs1(β), s, j = 1, l, такие, что для

любой непрерывной функции u(ς) = col (u1(ς), . . . , ul(ς)), ς � 0, и любого β, 0 < β <
< min{λs, s = 1, l}, имеют место неравенства

vrai sup
ς�0

∣∣∣∣γ(ς)a11sn(ς)
ς∫

0

H(ς)(H(ζ))−1
l∑

j=1

a11nj(ζ)u
j(ζ) dζ

∣∣∣∣ �
l∑

j=1

bjs1(β) sup
ς�0

|γ(ς)uj(ς)|, s = 1, l;

– существуют неотрицательные непрерывные функции b̂s1(β), s = 1, l, такие, что для
любых x(0) = (x1(0), . . . , xn(0)) ∈ R

n и 0 < β < min{λs, s = 1, l} выполняются неравенства

vrai sup
ς�0

|γ(ς)a11sn(ς)H(ς)xn(0)| � b̂s1(β)|x(0)|, s = 1, l;

– элементы l × l-матрицы C вычисляются следующим образом:

css =
bss1(0)

λs
, s = 1, l, csν =

ā1sν + bνs1(0)

λs
, s, ν = 1, l, s �= ν.

В силу теоремы 3 справедливо
Утверждение 1. Пусть для системы (1) выполнены все предыдущие предположения.

Тогда если при этом матрица Ē − C является положительно обратимой, то система (1)
будет экспоненциально устойчивой относительно первых n− 1 компонент.

Пусть в системе (1) элементы матриц Aij , i = 2,m, j = 1,mi, равны нулю P × μ-почти
всюду, а элементами матриц A1j , j = 1,m1, являются локально суммируемые функции.
Тогда система (1) является системой линейных обыкновенных дифференциальных уравнений
с запаздываниями.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 10 2023



УСТОЙЧИВОСТЬ ПО ЧАСТИ ПЕРЕМЕННЫХ 1331

Рассмотрим случай l = n − 1. Тогда y = col (x1, . . . , xn−1), ξ = xn, (A1j(t))
1 является

(n− 1)× (n− 1)-матрицей, полученной из матрицы A1j(t) зачёркиванием последней строки и
последнего столбца,

(A1j(t))
2 = col (a1j1n(t), . . . , a

1j
n−1n(t)), (A1j(t))

3 = (a1jn1(t), . . . , a
1j
n−1n−1(t)), (A1j(t))

4 = a1jnn(t)

при j = 1,m1. Предположим, что h11(t) = t, t � 0, μ-почти всюду и элементы матриц
(A1j(t))

2, (A1j(t))
3, (A1j(t))

4, t � 0, равны нулю μ-почти всюду при j = 2,m1. Тогда

H(t) = exp

{
−

t∫
0

a11nn(ζ) dζ

}
, (C1g)(t) =

t∫
0

H(t)(H(ζ))−1g(ζ) dζ.

Пусть:
– существуют неотрицательные числа τ1j , j = 2,m1, такие, что

0 � t− h1j(t) � τ1j, j = 2,m1, t � 0,

μ-почти всюду;
– существуют подмножества индексов Is ⊂ {1, . . . ,m1}, s = 1, l, положительные числа λs,

s = 1, l, и неотрицательные числа ājsi, j = 1,m1, s, i = 1, l, такие, что
∑
j∈Is

a1jss(t) � λs, s = 1, l, |a1jsi (t)| � ājsi, j = 1,m1, s, i = 1, l, t � 0,

P × μ-почти всюду;
– существуют неотрицательные непрерывные функции bjs1(β), s, j = 1, l, такие, что для

любой непрерывной функции u(ς) = col (u1(ς), . . . , ul(ς)), ς � 0, и любого β, 0 < β <
< min{λs, s = 1, l}, имеют место неравенства

vrai sup
ς�0

∣∣∣∣γ(ς)a11sn(ς)
ς∫

0

H(ς)(H(ζ))−1
l∑

j=1

a11nj(ζ)u
j(ζ) dζ

∣∣∣∣ �
l∑

j=1

bjs1(β) sup
ς�0

|γ(ς)uj(ς)|, s = 1, l;

– существуют неотрицательные непрерывные функции b̂s1(β), s = 1, l, такие, что для
любых x(0) = (x1(0), . . . , xn(0)) ∈ R

n и 0 < β < min{λs, s = 1, l} выполняются неравенства

vrai sup
ς�0

|γ(ς)a11sn(ς)H(ς)xn(0)| � b̂s1(β)|x(0)|, s = 1, l;

– элементы l × l-матрицы C вычисляются следующим образом:

css =
1

λs

[∑
j∈Is

ājssτ1j

(m1∑
i=1

āissγ(τ1i) + bss1(0)

)
+

∑
j∈1,...,m1/Is

ājss + bss1(0)

]
, s = 1, l,

csν =
1

λs

[∑
j∈Is

ājssτ1j

(m1∑
i=1

āisν + bνs1(0)

)
+

m1∑
j=1

]
, s, ν = 1, l, s �= μ,

где τ11 = 0.
Утверждение 2. Пусть для системы (1) выполнены все предыдущие предположения.

Тогда если при этом матрица Ē − C является положительно обратимой, то система (1)
будет экспоненциально устойчивой относительно первых n− 1 компонент.
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Справедливость утверждения 2 также следует из теоремы 3. При проверке выполнения
всех условий теоремы 3 нужно учесть, что f ξ ≡ 0, а в выполнении условий для f y можно
убедиться непосредственной проверкой.

Пусть в системе (1) элементы матриц Aij , i = 1,m, j = 2,mi, равны нулю P × μ-почти
всюду, hi1(t) = t, i = 1,m, t � 0, μ-почти всюду. Тогда система (1) является системой линей-
ных обыкновенных дифференциальных уравнений Ито. В этом случае условие (1a) лишнее.
Кроме того, f y ≡ 0, f ξ ≡ 0.

Рассмотрим случай l = n − 1. Тогда y = col (x1, . . . , xn−1), ξ = xn, (Ai1(t))
1 является

(n− 1)× (n− 1)-матрицей, полученной из матрицы Ai1(t) зачёркиванием последней строки и
последнего столбца,

(Ai1(t))
2 = col (ai11n(t), . . . , a

i1
n−1n(t)), (Ai1(t))

3 = (ai1n1(t), . . . , a
i1
n−1n−1(t)), (Ai1(t))

4 = ai1nn(t)

при i = 1,m. Тогда

H(t) = exp

{
−

t∫
0

[
a11nn(ζ) + (1/2)

m∑
i=2

(ai1nn(ζ))
2

]
dζ +

m∑
i=2

t∫
0

ai1nn(ζ) dBi(ζ)

}
,

(C1g)(t) =

t∫
0

H(t)(H(ζ))−1g(ζ) dZ(ζ).

Пусть:
– существуют положительные числа λs, s = 1, l, и неотрицательные числа ā1si, s, i = 1, l,

такие, что
a11ss(t) � λs, s = 1, l, |a11si (t)| � ā1si, s, i = 1, l, t � 0,

P × μ-почти всюду;
– существуют неотрицательные непрерывные функции bjsi(β), djsν(β), s, j = 1, l, i = 1,m,

ν = 2,m, такие, что для любых u = col (u1, . . . , ul) ∈ D̄l и 0 < β < min{λs, s = 1, l} имеют
место неравенства

vrai sup
ς�0

(
E

∣∣∣∣γ(ς)γ(ς)ai1sn(ς)
ς∫

0

H(ς)(H(ζ))−1

( l∑
j=1

a11nj(ζ)u
j(ζ), . . .

. . . ,

l∑
j=1

am1
nj (ζ)u

j(ζ)

)
dZ(ζ)

∣∣∣∣
2p)1/(2p)

�
l∑

j=1

bjsi(β) sup
ς�0

(
E|γ(ς)uj(ς)|2p

)1/(2p)
,

vrai sup
ς�0

(
E

∣∣∣∣γ(ς)
l∑

j=1

aν1sj (ζ)u
j(ζ)

∣∣∣∣
2p)1/(2p)

�
l∑

j=1

djsν(β) sup
ς�0

(
E|γ(ς)uj(ς)|2p

)1/(2p)

при s = 1, l, i = 1,m, ν = 2,m;

– существуют неотрицательные непрерывные функции b̂si(β), s = 1, l, i = 1,m, такие,
что для любых 0 < β < min{λs, s = 1, l}, x̄(0) ∈ kn2p выполняются неравенства

sup
ς�0

(
E|γ(ς)ai1sn(ς)H(ς)h̄(0)|2p

)1/(2p)

� b̂si(β)‖x̄(0)‖kn2p

при s = 1, l, i = 1,m;
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– элементы l × l-матрицы C вычисляются следующим образом:

css =
bss1(0)

λs
+

cp√
2λs

m∑
i=1

(bssi(0) + dssi(0)), s = 1, l,

csν =
1

λs

[ m1∑
j=1

ājsν + bνs1(0)

]
+

cp√
2λs

m∑
i=1

(bνsi(0) + dνsi(0)), s, ν = 1, l, s �= ν.

Утверждение 3. Пусть для системы (1) выполнены все предыдущие предположения.
Тогда если при этом матрица Ē − C является положительно обратимой, то система (1)
будет экспоненциально 2p-устойчивой относительно первых n− 1 компонент.

Справедливость утверждения 3 также следует из теоремы 3.
Замечание 3. В предыдущих утверждениях признаки устойчивости сформулированы в

терминах положительной обратимости матриц, построенных по параметрам уравнений. В слу-
чае конкретных значений параметров положительная обратимость матрицы проверяется пря-
мым вычислением обратной матрицы.

Заключение. В статье получены признаки моментной экспоненциальной устойчивости
решений по части переменных линейных уравнений Ито с запаздыванием и приведены кон-
кретные примеры, иллюстрирующие эффективность этих признаков. Основная схема доказа-
тельств, использованная в статье, основана на стохастической разновидности метода вспомо-
гательных уравнений (W -метода) в комбинации с теорией неотрицательно обратимых матриц
и методом покомпонентных оценок решений.

В дальнейшем автор планирует распространить этот подход на другие виды устойчивости
(например, асимптотическую устойчивость), а также рассмотреть другие классы уравнений
Ито с последействием, особенно те, где метод функционалов Ляпунова не работает или рабо-
тает недостаточно эффективно.
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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.957

АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ СМЕШАННЫХ ЗАДАЧ
ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ОДНОМЕРНОЙ ИОНИЗАЦИИ

В СЛУЧАЕ ПОСТОЯННЫХ СКОРОСТЕЙ
АТОМОВ И ИОНОВ

c© 2023 г. М. Б. Гавриков, А. А. Таюрский

Рассмотрены основные начально-краевые (смешанные) задачи для нелинейной системы
уравнений одномерной ионизации газа в случае постоянных скоростей атомов газа и воз-
никающих в результате ионизации ионов. Неизвестными в этой системе являются концен-
трации атомов и ионов. Найдена общая формула достаточно гладкого решения системы.
Показано, что смешанные задачи для системы уравнений одномерной ионизации допуска-
ют интеграцию в виде явных аналитических выражений. В случае смешанной задачи для
конечного отрезка аналитическое решение строится посредством рекуррентных формул,
каждая из которых определена в треугольнике, принадлежащем некоторой указанной в
работе триангуляции области определения неизвестных функций.

DOI: 10.31857/S0374064123100035, EDN: ONCTCE

Введение. В работе рассмотрено аналитическое решение основных начально-краевых за-
дач для системы уравнений одномерной ионизации [1, с. 304; 2]

∂na

∂t
+

∂vana

∂z
= −kInani,

∂ni

∂t
+

∂vini

∂z
= kInani, (1)

где t ∈ R – время, z ∈ R – пространственная координата, na, ni – подлежащие нахождению
концентрации атомов и ионов, va, vi – заданные скорости движения атомов и ионов, kI > 0 –
известный коэффициент ионизации. Ниже система уравнений ионизации решается аналитиче-
ски в случае va = const, vi = const. Система (1) относится к полулинейным гиперболическим
системам [3, с. 17], а в случае va = const, vi = const она записана в инвариантах [3, с. 28]. При
vi = va = const характеристики системы (1) совпадают, и она легко по ним интегрируется
(см. п. 1). В случае vi �= va характеристические векторы (1, va), (1, vi) линейно независимы
и, разлагая вектор (t, z) по базису из характеристических векторов и принимая координа-
ты разложения за новые независимые переменные в (1), эта система, как показано в п. 1,
сводится к виду, когда в новых переменных дифференциальный оператор левой части (1) рас-
щепляется на два независимых оператора, что позволяет проинтегрировать систему уравнений
ионизации. Указанный приём позволяет решать и некоторые другие задачи, например, задачу
о поглощении (сорбции) газа поглощающим веществом [4, с. 165].

В п. 1 поставлены основные начально-краевые задачи для системы (1) в случае постоянных
скоростей в неограниченных областях переменной z и на отрезке [0, L], L > 0. Предложенное
в работе решение смешанных задач, основанное на формулах, выведенных в п. 1, намного про-
ще и принципиально отличается от известных приёмов решения преимущественно линейных
начально-краевых задач, базирующихся либо на методе Фурье, либо на применении преоб-
разования Лапласа к неизвестным функциям. На основе результатов, полученных в п. 1, в
пп. 2–4 дано аналитическое решение поставленных краевых задач в неограниченных областях
переменной z, а в п. 5 на их основе решена начально-краевая задача на отрезке [0, L]. Приве-
денные в пп. 2–5 формулы доказывают, в частности, существование и единственность решений
начально-краевых задач для системы (1). С другой стороны, они позволяют искать различные
асимптотики решений рассмотренных задач (например, при t → +∞ или при неограничен-
ном удалении от границы области ионизации). Однако в настоящей работе эти результаты не
рассматриваются.
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Представляет значительный интерес обобщение предложенного в работе метода решения
системы (1) для постоянных скоростей va, vi на практически важный случай [5], когда va =
= const > 0, vi = vi(z) – заданная непрерывно дифференцируемая функция, имеющая по-
ложительную производную и единственный нуль внутри заданного отрезка [0, L] (обычно
полагают vi(z) = a(z − z0), a > 0, z0 ∈ (0, L) [6]). Начально-краевая задача для таких vi(z)
сводится к задаче Гурса [3, с. 96], когда краевые условия ставятся на характеристике z = z0
системы (1). Численное решение показывает [7, 8], что в этом случае система (1) допускает
периодические по времени решения, которые применительно к стационарному плазменному
двигателю [1, с. 316; 9; 10] длины L описывают низкочастотные ионизационные колебания,
наблюдаемые в эксперименте и называемые бривинг модами [11, 12]. Тем самым проведённые
в настоящей работе исследования являются первым важным шагом в математическом анализе
бривинг мод.

1. Решения уравнений ионизации в случае постоянных скоростей. Решим систему
(1) в случае, когда va = const, vi = const.

Рассмотрим основной случай va �= vi. Проведём замену (t, z) ↔ (α, β) независимых пере-
менных:

(t, z) = α(1, va) + β(1, vi),

или в координатном виде
t = α+ β, z = αva + βvi,

α = (tvi − z)(vi − va)
−1, β = (z − tva)(vi − va)

−1, (α, β) = φ(t, z). (2)

Отсюда для дифференциальных операторов получим соотношения

∂

∂t
=

vi
vi − va

∂

∂α
− va

vi − va

∂

∂β
,

∂

∂z
= − 1

vi − va

∂

∂α
+

1

vi − va

∂

∂β
.

Подставив эти выражения в систему (1), сведём её к эквивалентному виду

∂na

∂α
= −kInani,

∂ni

∂β
= kInani. (3)

Итак, задача нахождения непрерывно дифференцируемых решений системы (1) в области
D переменных (t, z) равносильна задаче нахождения непрерывно дифференцируемых реше-
ний системы (3) в области φ(D) переменных (α, β). Отображение φ линейное, невырожден-
ное, с определителем detφ = 1/(vi − va) �= 0. В частности, оно переводит прямые в прямые,
многоугольники – в многоугольники, выпуклые множества – в выпуклые множества и т.д. По-
строим сначала элементарную теорию решений системы (3) в прямоугольнике Π = [α0, α1]×
× [β0, β1], α0 < α1, β0 < β1.

Теорема 1. 1. Пусть A(α), B(β) – дважды непрерывно дифференцируемые функции на
отрезках [α0, α1], [β0, β1] соответственно, причём A(α) �= B(β) для любых α ∈ [α0, α1],
β ∈ [β0, β1]. Тогда функции

na(α, β)
def
=

B′(β)

kI(A(α) −B(β))
, ni(α, β)

def
=

A′(α)

kI(A(α) −B(β))
(4)

составляют непрерывно дифференцируемое решение системы (3) в прямоугольнике Π.
2. Если непрерывно дифференцируемые решения na, ni систем (3) таковы, что множе-

ство нулей каждой из этих функций в Π имеет пустую внутренность и Ā(α), B̄(β) –
ещё пара функций на [α0, α1], [β0, β1] соответственно, удовлетворяющих условиям части 1
теоремы и восстанавливающих по формулам (4) те же самые функции na, ni в Π, то
найдутся константы R �= 0 и C, для которых справедливы равенства

Ā(α) = RA(α) +C, α ∈ [α0, α1], B̄(β) = RB(β) + C, β ∈ [β0, β1]. (5)
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Обратно, если функции Ā(α), B̄(β) вычисляются по A(α), B(β) посредством формул (5)
для некоторых констант R �= 0 и C, то они удовлетворяют условиям части 1 теоремы и
по формулам (4) восстанавливают те же функции na, ni, что и для A(α), B(β).

3. В условиях части 1 теоремы функции na, ni, вычисляемые по формулам (4), удовле-
творяют всюду в Π неравенствам na � 0, ni � 0 тогда и только тогда, когда либо A(α),
B(β) монотонно не убывают на отрезках [α0, α1], [β0, β1] соответственно и

inf
α∈[α0,α1]

A(α) > sup
β∈[β0,β1]

B(β)

(что равносильно A(α0) > B(β1)), либо A(α), B(β) монотонно не возрастают соответ-
ственно на [α0, α1], [β0, β1] и

sup
α∈[α0,α1]

A(α) < inf
β∈[β0,β1]

B(β)

(что равносильно A(α0) < B(β1)).
Доказательство. Поскольку A(α) �= B(β) для любых α ∈ [α0, α1], β ∈ [β0, β1], то

правые части равенств (4) определены корректно в Π и, очевидно, являются непрерывно
дифференцируемыми в прямоугольнике Π функциями. По правилам дифференцирования
находим

∂na

∂α
= − B′(β)A′(α)

kI(A(α) −B(β))2
,

∂ni

∂β
=

A′(α)B′(β)

kI(A(α) −B(β))2
.

Отсюда и из (4) следует тождественная справедливость равенств (3).
2. Пусть Ā(α), B̄(β) – ещё пара функций, удовлетворяющих части 1 теоремы. Тогда всюду

в Π выполнены тождества

B′(β)k−1
I (A(α)−B(β))−1 = na(α, β) = B̄′(β)k−1

I (Ā(α)− B̄(β))−1,

A′(α)k−1
I (A(α) −B(β))−1 = ni(α, β) = Ā′(α)k−1

I (Ā(α)− B̄(β))−1. (6)

Обозначим
R(α, β)

def
=(Ā(α) − B̄(β))(A(α) −B(β))−1.

Тогда функция R непрерывна и отлична от нуля всюду в Π и B̄′(β) = B′(β)R(α, β), Ā′(α) =
= A′(α)R(α, β) для всех (α, β) ∈ Π. Отсюда следует, что множества нулей функций B̄′(β) и
B′(β) совпадают и, по условию, имеют пустую внутренность. Аналогично множества нулей
функций Ā′(α) и A′(α) совпадают и имеют пустую внутренность. Кроме того, указанные
множества замкнуты и нигде не плотны в соответствующих отрезках [β0, β1] и [α1, α1]. Пусть
U ⊆ [β0, β1], V ⊆ [α0, α1] – дополнения указанных множеств, тогда Ū = [β0, β1], V̄ = [α0, α1],
и для любой точки (α, β) ∈ V × U имеем

B̄′(β)/B′(β) = R(α, β) = Ā′(α)/A′(α) ⇒ R(α, β) ≡ R = const на V × U.

Поскольку R – непрерывная функция и V × U = V̄ × Ū = Π, то R(α, β) ≡ R всюду в Π.
Но тогда (B̄(β) − RB(β))′ = 0, (Ā(α) − RA(α))′ = 0 и, значит, найдутся константы C и D,
для которых B̄(β) − RB(β) ≡ C, Ā(α) − RA(α) ≡ D всюду на отрезках [β0, β1], [α1, α1]
соответственно. Подставляя равенства B̄ = RB + C, Ā = RA + D в соотношения (6) и
учитывая R �= 0, получаем

B′(β)(D − C)/R = B′(β), A′(α)(D − C)/R = A′(α).

Поскольку по условию A′(α) и B′(β) не равны тождественно нулю, то D − C = 0, что
доказывает прямое утверждение. Обратное утверждение очевидно.

3. Пусть na � 0, ni � 0 в Π и выполнены условия части 1 теоремы, в частности, имеют
место равенства (4). Из непрерывности ненулевой функции двух переменных A(α) − B(β) в
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Π и связности Π следует, что либо A(α)−B(β) > 0 всюду в Π, либо A(α)−B(β) < 0 всюду
в Π. Поэтому из равенств (4) вытекает, что либо A(α) − B(β) > 0 всюду в Π и A′(α) � 0,
B′(β) � 0 всюду на [α0, α1], [β0, β1] соответственно, либо A(α) − B(β) < 0 всюду в Π и
A′(α) � 0, B′(β) � 0 всюду на [α0, α1], [β0, β1] соответственно. В первом случае функции
A(α), B(β) монотонно не убывают в своих областях определения и inf A(α) > supB(β).
Во втором случае A(α), B(β) монотонно не возрастают в своих областях определения и
supA(α) < inf B(β), где инфимум и супремум по α берутся на отрезке [α0, α1], а по β – на
[β0, β1]. Остальные утверждения очевидны. Теорема доказана.

Если A(α), B(β) удовлетворяют условиям части 1 теоремы 1, то na, ni, вычисляемые
по формулам (4), непрерывно дифференцируемы в Π и существуют непрерывные в Π сме-
шанные производные ∂2na/(∂α ∂β), ∂2na/(∂β ∂α) и ∂2ni/(∂α ∂β), ∂2ni/(∂β ∂α). Это обсто-
ятельство позволяет сформулировать обратное утверждение.

Теорема 2. Пусть na > 0, ni > 0 – непрерывно дифференцируемое решение (3) в прямо-
угольнике Π, для которого существуют непрерывные в Π смешанные частные производные
∂2na/(∂α ∂β), ∂2na/(∂β ∂α) и ∂2ni/(∂α ∂β), ∂2ni/(∂β ∂α). Тогда найдутся дважды непре-
рывно дифференцируемые функции A(α), B(β), определённые на сторонах прямоугольника,
соответственно, [α0, α1] и [β, β1], для которых A(α) �= B(β) при всех α ∈ [α0, α1], β ∈
∈ [β0, β1], и всюду в Π выполнены равенства (4).

Замечание. Таким образом, для класса положительных непрерывно дифференцируемых
решений системы (3), для которых в Π существуют обе непрерывные смешанные частные
производные, формулы (4) задают общий вид решений этого класса.

Доказательство теоремы 2. Пусть X = lnna, Y = lnni. Очевидно, что функции
X(α, β), Y (α, β) непрерывно дифференцируемые в Π и существуют в Π непрерывные сме-
шанные частные производные ∂2X/(∂α ∂β), ∂2X/(∂β ∂α) и ∂2Y/(∂α ∂β), ∂2Y/(∂β ∂α). От-
носительно неизвестных X, Y система (3) записывается в виде

∂X

∂α
= −kIe

Y ,
∂Y

∂β
= kIe

X , (α, β) ∈ Π.

Отсюда следуют равенства

∂2X

∂β ∂α
= −kI

∂eY

∂β
= −kIe

Y ∂Y

∂β
= −k2Ie

X+Y ,
∂2Y

∂α ∂β
= kI

∂eX

∂α
= kIe

X ∂X

∂α
= −k2Ie

X+Y .

По теореме Шварца ∂2Y/(∂α ∂β) = ∂2Y/(∂β ∂α), поэтому из проведённых вычислений сле-
дует тождество ∂2(X − Y )/(∂β ∂α) ≡ 0 всюду в Π. Отсюда элементарным интегрированием
получается, что ∂(X −Y )/∂α = a0(α) – непрерывная на [α0, α1] функция и, значит, X −Y =

=
∫
a0(α) dα + b(β). Функция a(α)

def
=
∫
a0(α) dα, очевидно, непрерывно дифференцируема,

и тогда из равенства X − Y = a(α) + b(β) следует непрерывная дифференцируемость b(β)

на отрезке [β0, β1]. Итак, X − Y = a(α) + b(β) и na/ni = ea(α)eb(β) = C(α)D(β), где C(α),
D(β) – положительные непрерывно дифференцируемые функции соответственно на [α0, α1]
и [β0, β1].

Подставив выражение na = niC(α)D(β) в первое уравнение системы (3), получим соотно-
шение

∂(niC(α))

∂αD(β)
= −kIn

2
iC(α)D(β),

равносильное равенству
n−2
i ∂ni

∂α
+ C ′(α)C−1(α)n−1

i = −kI .

Пусть Z = 1/ni, тогда относительно Z получается линейное обыкновенное дифференци-
альное уравнение первого порядка

∂Z

∂α
− C ′(α)C−1(α)Z = kI . (7)
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Решим уравнение (7) при каждом фиксированном β ∈ [β0, β1] на отрезке [α0, α1] методом
вариации произвольной постоянной. Однородное уравнение имеет решение

Zодн = Γ(β)C(α).

Варьируя по α произвольную постоянную Γ(β), получаем

∂Γ

∂α
C(α) = kI ,

откуда

Γ(α, β) = kI

∫
C−1(α) dα + kIK(β),

а решение уравнения (7) имеет вид Z = Γ(α, β)C(α) = kI(A(α) − B(β))C(α), где A(α)
def
=

def
=
∫

dα/C(α), B(β)
def
= −K(β). Из равенства Z = Γ(α, β)C(α) вытекает положительность и

непрерывная дифференцируемость Γ(α, β) в Π. Из равенства Γ(α, β) = kI(A(α) − B(β)) и
двукратной непрерывной дифференцируемости A(α) следует непрерывная дифференцируе-
мость функции B(β). Из положительности Γ(α, β) всюду в Π вытекает A(α) �= B(β) для
любых α ∈ [α0, α1], [β0, β1]. Наконец, из равенства A′(α) = 1/C(α) следует тождество

ni = Z−1 = Γ−1(α, β)C−1(α) = A′(α)k−1
I (A(α) −B(β))−1, (8)

совпадающее со вторым равенством (4). Чтобы получить первое равенство (4) и установить
двукратную непрерывную дифференцируемость функции B(β) на [β0, β1], подставим соот-
ношение (8) во второе уравнение системы (3):

A′(α)B′(β)

kI(A(α) −B(β))2
= kI

(A′(α))2

k2I (A(α) −B(β))2
C(α)D(β),

где было использовано равенство na = niC(α)D(β). Учитывая тождества A′(α)C(α) = 1 и
A′(α) > 0, получаем B′(β) = D(β). Значит, функция B(β) дважды непрерывно дифферен-
цируема по β. Кроме того, с учётом (8) имеем

na = niC(α)D(β) =
A′(α)C(α)D(β)

kI(A(α) −B(β))
=

B′(β)

kI(A(α)−B(β))
,

что совпадает с первым равенством (4). Итак, мы указали функции A(α), B(β), удовлетво-
ряющие условиям 1 теоремы 1, для которых выполнены равенства (4). Теорема доказана.

Из части 2 теоремы 1 следует, что в формулах (4) всегда можно считать A(α), B(β) мо-
нотонно неубывающими функциями на [α0, α1], [β0, β1] соответственно. Кроме того, стороны
прямоугольника Π могут быть интервалами или полуинтервалами, в том числе полубеско-
нечными или бесконечными. Соответствующие изменения формулировки части 3 теоремы 1
очевидны.

Из теорем 1, 2 следует, что в φ−1(Π) решение системы (1) задаётся формулами

na(t, z) =
B′(β)

kI(A(α) −B(β))
, ni(t, z) =

A′(β)

kI(A(α) −B(β))
, α =

tvi − z

vi − va
, β =

z − tva
vi − va

, (9)

где A(α), B(β) – произвольные функции, удовлетворяющие части 1 теоремы 1.
Доказательство теоремы 2 очевидным образом обобщается на случай, когда Π ⊆ R

2 =
= {(α, β)} – замкнутое выпуклое множество с непустой внутренностью IntΠ, причём Π =
= IntΠ, где черта означает замыкание множества. Тогда Π ⊆ [a0, α1]× [β0, β1], где [α0, α1] –
проекция Π на ось α, а [β0, β1] – на ось β (какие-то из величин α0, α1, β0, β1 при этом
могут быть бесконечными). В этом случае справедливость теоремы 2 (называемой ниже обоб-
щённой) вытекает из следующей легко проверяемой леммы.
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Лемма. Пусть Iλ = (aλ, bλ), aλ < bλ, λ ∈ Λ, – непустое семейство интервалов и
φλ(α) – непрерывно дифференцируемые функции на Iλ, причём для любых λ1 �= λ2 имеем
φλ1 |Iλ1

⋂
Iλ2

= φλ2 |Iλ1
⋂

Iλ2
+ const. Тогда найдётся непрерывно дифференцируемая функция

φ(α), заданная на открытом множестве I =
⋃

λ∈Λ Iλ, для которой φ|Iλ = φλ + const для
всех λ ∈ Λ, где const зависит от λ.

Ниже в качестве Π рассматривается либо замкнутая полуплоскость, граница которой непа-
раллельна осям координат (пп. 2, 3), либо замкнутый тупой угол, ограниченный двумя луча-
ми, исходящими из начала координат (п. 4), либо замкнутая полуполоса, ограниченная двумя
параллельными прямыми (п. 5).

Формулы (9) справедливы для vi �= va, при vi = va они теряют смысл. Для vi = va =
= v общее решение системы (1) получается напрямую, без введения новых координат α и
β, интегрированием уравнений этой системы вдоль характеристик. Характеристики системы
(1) имеют вид z(t) = vt + const и различаются значениями const. Пусть na(t) = na(t, z(t)),
ni(t) = ni(t, z(t)) – значения неизвестных функций na, ni вдоль фиксированной характери-
стики. Тогда из (1) следует, что функции na(t), ni(t) удовлетворяют системе обыкновенных
дифференциальных уравнений (ОДУ)

dna

dt
= −kInani,

dni

dt
= kInani. (10)

Складывая почленно эти уравнения, получаем первый интеграл системы (10): d(na+ni)/dt ≡
≡ 0, откуда следует na + ni ≡ C = const. Поскольку na � 0, ni � 0, то C � 0. При C = 0
имеем na(t) ≡ 0, ni(t) ≡ 0 – тривиальное решение системы (10), не имеющее смысла. Поэтому
ниже считаем C > 0. Тогда na = C − ni, и для нахождения ni имеем ОДУ

dni

dt
= kIni(C − ni). (11)

Проинтегрировав, получим ∫
dni

ni(C − ni)
= kIt+ const,

откуда
1

C
ln

∣∣∣∣ ni

C − ni

∣∣∣∣ = kI t+ const.

Поскольку ni � 0, na = C − ni � 0, то 0 � ni � C, и в последнем равенстве знак модуля
можно снять. В результате имеем

ni =
CD exp(CkI t)

1 +D exp(CkIt)
, na = C − ni =

C

1 +D exp(CkIt)
, D � 0, C > 0. (12)

В случае D = 0 получим одно из двух особых решений уравнения (11): ni ≡ 0. Другое
особое решение: ni ≡ C. Формулы (12) задают общее решение системы (10) на произвольной
характеристике. Константы C и D определяются значениями na, ni в произвольной точке
на рассматриваемой характеристике. В частности, при решении начально-краевых задач для
системы (1) значения C и D определяются начальными и граничными условиями (см. ниже).

Применим формулы (9), (12) для решения начально-краевых задач для системы (1), кото-
рые представляют основной практический интерес. Ограничимся следующими простейшими
задачами.

(I) Начальная задача (задача Коши). В полуплоскости z ∈ R, t � 0 найти непре-
рывно дифференцируемое решение системы (1), для которого выполнены начальные условия
na(0, z) = n0

a(z), ni(0, z) = n0
i (z), z ∈ R, где n0

a(z), n0
i (z) – заданные неотрицательные непре-

рывно дифференцируемые функции на прямой.
(II) Краевая задача. Для va, vi � 0 в полуплоскости z � 0, t ∈ R найти непрерывно

дифференцируемое решение системы (1), для которого выполнены краевые условия na(t, 0) =
= na0(t), ni(t, 0) = ni0(t), t ∈ R, где na0(t), ni0(t) – заданные неотрицательные непрерывно
дифференцируемые функции на прямой.
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(III) Начально-краевая (смешанная) задача. Для va, vi � 0 в первом квадранте
z � 0, t � 0 найти непрерывно дифференцируемое решение системы (1), для которого вы-
полнены начальные условия na(0, z) = n0

a(z), ni(0, z) = n0
i (z), z � 0, и краевые условия

na(t, 0) = na0(t), ni(t, 0) = ni0(t), t � 0, где n0
a(z), n0

i (z), z � 0, na0(t), ni0(t), t � 0, –
заданные непрерывно дифференцируемые функции на полупрямых z � 0 и t � 0, подчиня-
ющиеся условиям согласования

na0(0) = n0
a(0), ni0(0) = n0

i (0), n′
a0(0) + va(n

0
a)

′(0) + kIna0(0)ni0(0) = 0,

n′
i0(0) + vi(n

0
i )

′(0)− kIna0(0)ni0(0) = 0.

(IV) Смешанная задача на отрезке. Для va > 0 > vi в полуполосе 0 � z � L,
t � 0 найти непрерывно дифференцируемое решение системы (1), удовлетворяющее гранич-
ным условиям na(t, 0) = na0(t), ni(t, L) = ni0(t), t � 0, и начальным условиям na(0, z) =
= n0

a(z), ni(0, z) = n0
i (z), 0 � z � L, где na0(t), ni0(t), t � 0, n0

a(z), n0
i (z), 0 � z � L, –

заданные непрерывно дифференцируемые функции, удовлетворяющие условиям согласования

na0(0) = n0
a(0), ni0(0) = n0

i (L),

n′
a0(0) + va(n

0
a)

′(0) + kIn
0
a(0)n

0
i (0) = 0, n′

i0(0) + vi(n
0
i )

′(L)− kIn
0
a(L)n

0
i (L) = 0.

Более сложные начально-краевые задачи в этой работе не рассматриваются.
Сначала исследуем случай vi = va = v.
Задача Коши (I). Решим её методом характеристик. Пусть точка (z, t) лежит в полу-

плоскости t � 0, z ∈ R. Через эту точку проходит единственная характеристика (vs+const, s)
для значения const = z−vt, и она имеет вид (z+v(s− t), s). На этой характеристике решение
системы (1) задаётся формулами (12), в которых t нужно заменить на s. С другой стороны,
эта характеристика пересекает ось z при s = 0 в единственной точке z − vt, где известны
значения n0

a(z − vt) и n0
i (z − vt). Поэтому в формулах (12) с s вместо t константы C и D

находятся из условий na(0) = n0
a(z − vt), ni(0) = n0

i (z − vt). В результате получаем

C = n0
a(z − vt) + n0

i (z − vt), D = n0
i (z − vt)/n0

a(z − vt),

ni(z, t) =
C(y)D(y) exp(C(y)kIt)

1 +D(y) exp(C(y)kI t)
, na(z, t) =

C(y)

1 +D(y) exp(C(y)kIt)
, y = z − vt.

Нетрудно прямой подстановкой в (3) убедиться в том, что полученные формулы задают ре-
шение задачи Коши в классе непрерывно дифференцируемых функций.

Краевая задача (II). Единственная характеристика, проходящая через точку (z, t) по-
луплоскости z � 0, пересекает ось t в точке s = t − z/v, являющейся решением уравнения
z + v(s − t) = 0, где известны значения na и ni. Поэтому при вычислении констант C и D
из формулы (12) с s вместо t нужно в этих формулах положить s = t − z/v и вычислять
правые части (12) по формулам ni = ni0(t− z/v), na = na0(t− z/v). В итоге получим

C = na0(t− z/v) + ni0(t− z/v), D =
ni0(t− z/v)

na0(t− z/v)
exp(−CkI(t− z/v)),

ni(z, t) =
C(y)D(y) exp(C(y)kI t)

1 +D(y) exp(C(y)kI t)
, na(z, t) =

C(y)

1 +D(y) exp(C(y)kIt)
, y = t− z/v.

Нетрудно прямой подстановкой в (3) проверить, что полученные формулы задают решение
краевой задачи (II) в классе непрерывно дифференцируемых функций.

Смешанная задача (III). Пусть z � 0, t � 0. Единственная характеристика, проходя-
щая через точку (z, t) при z < tv, пересекает полуось t � 0 в точке s = t− z/v, где na, ni

известны и задаются краевыми условиями, но не пересекают полуось z � 0. При z > tv эта
характеристика пересекает полуось z � 0 в точке z− vt, где na, ni известны и задаются на-
чальными условиями, но не пересекают полуось t � 0. При z = tv указанная характеристика
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пересекает обе полуоси z � 0 и t � 0 в нулевых точках, где начальные и краевые условия
совпадают. Поэтому константы C = C(y), D = D(y) и функции ni(z, t), na(z, t) находятся
по формулам

C(y) =

{
n0
a(z − vt) + n0

i (z − vt), z � tv,

na0(t− zv−1) + ni0(t− zv−1), z � tv,

D(y) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

n0
i (z − vt)

n0
a(z − tv)

, z � tv,

ni0(t− zv−1)

na0(t− zv−1)
exp(−CkI(t− z/v)), z � tv,

y =

{
z − vt, z � tv,

t− zv−1, z � tv.

Условия согласования в нуле гарантируют, что функции C(z, t), D(z, t) будут непрерывны
и непрерывно дифференцируемы в первом квадранте.

В случае v = 0 краевая и смешанная задачи теряют смысл, ионизация в различных точках
пространства происходит независимо и определяется только временем. Формулы для na и ni

получаются из приведённых выше формул решения задачи Коши (I), если в них положить
v = 0. Если v � 0, то краевая задача ставится в полуплоскости z � 0, t ∈ R, а смешанная
задача – во втором квадранте z � 0, t � 0.

2. Решение задачи Коши (I). Рассмотрим задачу Коши (I) в случае va �= vi. В пере-
менных (α, β) задача состоит в поиске непрерывно дифференцируемого решения системы (3)
в полуплоскости P

def
={α + β � 0}, которое на границе α + β = 0 этой полуплоскости имеет

заданные значения

na(α, β) = na(−β, β) = n0
a(αva + βvi) = n0

a(β(vi − va)), α+ β = 0,

ni(α, β) = ni(−β, β) = n0
i (αva + βvi) = n0

i (β(vi − va)) α+ β = 0.

Выше был изложен способ решения системы (3) в произвольном прямоугольнике Π. Построим
решение системы (3) в бесконечном прямоугольнике Π∞ = R×R ⊇ P, которое на прямой α+
+β = 0 совпадает с заданными функциями,

na|α+β=0 = n0
a(β(vi − va)), ni|α+β=0 = n0

i (β(vi − va)).

Если такое решение существует, то его сужение на P даёт, очевидно, искомое решение за-
дачи Коши в переменных (α, β). Согласно теореме 1 решение системы (3) в прямоугольнике
Π∞ определяется двумя дважды непрерывно дифференцируемыми функциями A(α), B(β),
α, β ∈ R, и вычисляется по этим функциям посредством формул (4). При этом, согласно
теореме 1, A(α), B(β) должны удовлетворять двум условиям:

1) области значений функций A(α), B(β) не пересекаются: A(R)
⋂

B(R) = ∅, и тогда,
учитывая связность прямой R, либо A(R) < B(R), либо B(R) < A(R),

2) если A(R) < B(R), то A(α), B(β) – монотонно невозрастающие на R функции, если
B(R) < A(R), то A(α), B(β) – монотонно неубывающие на R функции.

Функции A(α), B(β) определяются по известным значениям na и ni на прямой α+β = 0
(т.е. из начальных условий). Из тождеств (4) получим

n0
a(β(vi − va)) = na(−β, β) = B′(β)k−1

I (A(−β)−B(β))−1,

n0
i (β(vi − va)) = ni(−β, β) = A′(−β)k−1

I (A(−β)−B(β))−1, β ∈ R. (13)

Обозначим na(β) = kIn
0
a(β(vi − va)), ni(β) = kIn

0
i (β(vi − va)), A0(β) = A(−β). Тогда na и

ni – неотрицательные функции, а условия (13) дают линейную систему ОДУ с переменными
коэффициентами для нахождения функций A0(β), B(β) на прямой R :

B′ = na(β)(A0 −B), A′
0 = −ni(β)(A0 −B). (14)
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Поскольку na(β), ni(β) непрерывно дифференцируемы по β, то любое решение системы (14)
дважды непрерывно дифференцируемо всюду на прямой. Кроме того, для любых C,D ∈ R

существует, и притом единственное, решение системы (14), для которого A0(0) = C, B(0) =
= D. Если C = D, то из теоремы единственности для системы (14) следует, что решение с
такими начальными условиями: A0(β) ≡ C, B(β) ≡ D. Поэтому далее считается, что C �= D.
Из теоремы единственности решения задачи Коши для системы (14) следует, что решение (14)
с начальными условиями A0(0) = C, B(0) = D имеет вид

B(β) = D + (C −D)

β∫
0

na(β)e
−N(β) dβ,

A0(β) = C + (D − C)

β∫
0

ni(β)e
−N(β) dβ, N(β)

def
=

β∫
0

(na(β) + ni(β)) dβ. (15)

Действительно, обозначим правые части равенств (15) через B̄(β) и Ā0(β). Очевидно, B̄(0) =
= D = B(0), Ā0(0) = C = A0(0). Кроме того, B̄(β), Ā0(β) – решение системы (14). Прове-
рим, например, справедливость первого уравнения (14). Левая его часть равна B̄′(β) = (C −
−D)nae

−N , а правая имеет вид

na(Ā0 − B̄) = na

(
C −D + (D − C)

β∫
0

nie
−N dβ − (C −D)

β∫
0

nae
−N dβ

)
=

= na(C −D)

(
1−

β∫
0

nie
−N dβ −

β∫
0

nae
−N dβ

)
= na(C −D)

(
1−

β∫
0

(ni + na)e
−N dβ

)
=

= na(C−D)

(
1−

β∫
0

N ′e−N dβ

)
= na(C−D)(1+e−N |β0 ) = na(C−D)(1+e−N−1) = na(C−D)e−N .

Тем самым справедливость первого уравнения системы (14) установлена. Аналогично доказы-
вается второе равенство (14). Итак, Ā0(β), B̄(β) – решение (14), удовлетворяющее начальным
условиям Ā0(0) = C, B̄(0) = D. Осталось воспользоваться теоремой единственности.

Из равенств (15) вытекает справедливость условия 1). Пусть D > C, тогда A0(α) < B(β)
(что равносильно A(α) < B(β)) для любых α, β ∈ R. В самом деле, это неравенство с учётом
тождеств (15) равносильно соотношению

α∫
0

nie
−N dα+

β∫
0

nae
−N dβ < 1. (16)

Пусть γ > 0 – любая верхняя граница чисел α, β. Учитывая неотрицательность функций
ni, na, левая часть (16), очевидно, не превосходит единицы:

γ∫
0

nie
−N dβ +

γ∫
0

nae
−N dβ =

γ∫
0

(ni + na)e
−N dβ =

γ∫
0

N ′e−N dβ = −e−N |γ0 = 1− e−N(γ) < 1,

что и доказывает (16). Если C > D, то B(β) < A0(α) для любых α, β ∈ R. Последнее
неравенство (его несложно проверить с учётом тождеств (15)), тоже равносильно соотноше-
нию (16). Тем самым справедливость условия 1) установлена. Если A(R) < B(R), то правая
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часть первого равенства (14) неположительна, а второго равенства – неотрицательна. Поэто-
му B(β) монотонно не возрастает, A0(β) монотонно не убывает на R, и значит, функция
A(β) = A0(−β) тоже монотонно не возрастает на R. Аналогично устанавливается, что при
B(R) < A(R) функции B(β) и A(β) монотонно не убывают на R. Тем самым доказана
справедливость условия 2).

Итак, согласно теореме 1, формулы (4) с учётом (15) дают решение задачи Коши в пере-
менных (α, β) ∈ P :

na(α, β) = k−1
I na(β)e

−N(β)

(
1−

−α∫
0

nie
−N dα−

β∫
0

nae
−N dβ

)−1

,

ni(α, β) = k−1
I ni(α)e

−N(α)

(
1−

−α∫
0

nie
−N dα−

β∫
0

nae
−N dβ

)−1

.

В переменных (z, t) получаем следующие формулы:

na(z, t) = n0
a(z − vat)e

−N(z−vat)

[
1− kI

vi − va

( z−vit∫
0

n0
i (p)e

−N(p) dp+

z−vat∫
0

n0
a(p)e

−N(p) dp

)]−1

,

ni(z, t) = n0
i (z − vit)e

−N(z−vit)

[
1− kI

vi − va

( z−vit∫
0

n0
i (p)e

−N(p) dp+

z−vat∫
0

n0
a(p)e

−N(p) dp

)]−1

,

N(p) =
kI

vi − va

p∫
0

[n0
a(q) + n0

i (q)] dq, z ∈ R, t � 0, (17)

где n0
i (p) � 0, n0

a(p) � 0 – произвольные непрерывно дифференцируемые функции, и зна-
менатель в формулах (17) заведомо положителен. Итак, формулы (17) дают аналитическое
решение системы (1) при t � 0, удовлетворяющее начальному условию

na(z, 0) = n0
a(z), ni(z, 0) = n0

i (z), z ∈ R.

Итоговые формулы (17) для решения задачи Коши в координатах (α, β) не зависят от
констант C и D, C �= D, определявших функции A0(β), B(β). Это не случайно. Если
Ā0(β), B̄(β) – другие решения системы (14) с начальными условиями Ā0(0) = C̄, B̄(0) = D̄,
C̄ �= D̄, то однозначно определяются константы R �= 0, S, для которых C̄ = RC + S, D̄ =
= RD + S. Рассмотрим функции RA0(y) + S, RB(y) + S, которые удовлетворяют системе
(14) и начальному условию C̄, D̄, поэтому, по теореме единственности решения задачи Коши
для линейной системы (14), Ā0(β) ≡ RA0(β) + S, B̄(β) ≡ RB(β) + S, в частности, Ā(α) =
= Ā0(−α) ≡ RA(α) + S. Но для таких пар функций Ā(α), B̄(β) и A(α), B(β) формулы (4)
дают одни и те же значения na, ni.

3. Краевая задача (II). Рассмотрим краевую задачу (II) в случае vi �= va. Анализ это-
го случая проходит по той же схеме, что и решение задачи Коши выше. Выделим основные
моменты. В переменных (α, β) ищем непрерывно дифференцируемое решение системы (3) в
полуплоскости P0 = {αva+βvi � 0}, для которого функции na, ni на границе полуплоскости
P0, ∂P0 = {αva + βvi = 0} принимают заданные значения na(α, β) = na0(α + β), ni(α, β) =
= ni0(α+β), αva+βvi = 0. Построим такое непрерывно дифференцируемое решение системы
(3) в бесконечном прямоугольнике Π∞ = R× R ⊇ P0, которое на границе полуплоскости P0,
т.е. на прямой αva + βvi = 0, совпадает с заданными функциями na0(α + β), ni0(α + β).
Тогда, очевидно, сужение этого решения на P0 будет искомым решением краевой задачи в
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координатах (α, β). Согласно теореме 1 искомое решение определяется двумя непрерывно
дифференцируемыми функциями A(α), B(β) и вычисляется по этим функциям посредством
формул (4). При этом функции A(α), B(β) должны удовлетворять условиям 1) и 2), сфор-
мулированным в п. 2. Функции A(α), B(β) определяются по известным значениям na, ni

на границе P0. На этой границе β = −αva/vi, и значит, согласно (4) имеем

na0(α(vi − va)/vi) = B′(−αva/vi)k
−1
I [A(α) −B(−αva/vi)]

−1,

ni0(α(vi − va)/vi) = A′(α)k−1
I [A(α)−B(−αva/vi)]

−1, α ∈ R. (18)

Обозначим

na(α) = kI(va/vi)na0(α(vi − va)/vi), ni(α) = kIni0(α(vi − va)/vi), B0(α) = B(−αva/vi).

Тогда краевое условие (18) даёт линейную систему ОДУ на прямой с переменными коэффи-
циентами для нахождения функций A(α), B0(α) :

B′
0 = −na(α)(A −B0), A′ = ni(α)(A −B0). (19)

Поскольку функции na(α), ni(α) непрерывно дифференцируемы, то любое решение системы
(19) дважды непрерывно дифференцируемо и определено на всей прямой. Рассмотрим решение
задачи Коши для системы (19) с начальными условиями A(0) = C �= B0(0) = D. Несложно
проверить, что это решение вычисляется по формулам (см. выше)

B0(α) = D+(D−C)

α∫
0

nae
N dα, A(α) = C+(C−D)

α∫
0

nie
N dα, N(α)

def
=

α∫
0

(na + ni) dα. (20)

С помощью формул (20) обосновывается (см. выше) справедливость условий 1) и 2) для функ-
ций A(α), B(β) = B0(−βvi/va). Условие (16) при этом заменяется на следующее:

1 +

α∫
0

nie
N dα+

β∫
0

nae
N dβ > 0, α, β ∈ R. (21)

И если C > D, то A(α) > B(β), а при C < D имеем A(α) < B(β) для всех α, β ∈ R.
По формулам (4) с учётом выражений (20) получим решение краевой задачи в координатах

(α, β) ∈ P0 :

na(α, β) =
vi
va

na(−βvi/va)e
N(−βvi/va)

1

kI

[
1 +

α∫
0

nie
N dα+

−βvi/va∫
0

nae
N dβ

]−1

,

ni(α, β) = ni(α)e
N(α) 1

kI

[
1 +

α∫
0

nie
N dα+

−βvi/va∫
0

nae
N dβ

]−1

.

Подставляя в эти формулы α = (tvi − z)/(vi − va), β = (z − tva)/(vi − va), получаем после
несложных преобразований решение краевой задачи в переменных (z, t) :

na(z, t) = na0(t− z/va)e
N(t−z/va)

[
1+

kI
vi − va

( t−z/vi∫
0

vini0(p)e
N(p) dp+

t−z/va∫
0

vana0(p)e
N(p) dp

)]−1

,
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ni(z, t) = ni0(t− z/vi)e
N(t−z/vi)

[
1 +

kI
vi − va

( t−z/vi∫
0

vini0(p)e
N(p) dp+

t−z/va∫
0

vana0(p)e
N(p) dp

)]−1

,

N(p) =
kI

vi − va

p∫
0

[vana0(q) + vini0(q)] dq, (22)

где na0(p) � 0, ni0(p) � 0 – произвольные непрерывно дифференцируемые функции, и зна-
менатель в (22), согласно неравенству (21), заведомо положителен. Итак, формулы (22) дают
аналитическое решение системы (1) в полуплоскости z � 0, удовлетворяющее краевому усло-
вию na(0, t) = na0(t), ni(0, t) = ni0(t) для всех t ∈ R.

4. Решение смешанной задачи (III). Рассмотрим смешанную задачу (III) в случае
va > 0, vi > 0, va �= vi. В координатах (α, β) её решение сводится к поиску в тупом угле
Λ

def
={(α, β) : α + β � 0, αva + βvi � 0} непрерывно дифференцируемых функций na(α, β),

ni(α, β), удовлетворяющих системе (3) и имеющих заданные значения на границе угла ∂Λ.
Последнее множество состоит из двух лучей, которые обозначим Λt и Λz :

∂Λ = Λt
⋃

Λz, Λt
⋂

Λz = {(0, 0)}, Λt = φ{(t, 0) : t � 0}, Λz = φ{(0, z) : z � 0}.

В зависимости от vi, va угол Λ и лучи Λt, Λz показаны на рис. 1.

Рис. 1. Угол Λ и лучи Λt, Λz в зависимости от vi, va.

Значения искомого решения на лучах Λt, Λz определяются равенствами

na(α, β) = na0(α+ β), ni(α, β) = ni0(α + β), (α, β) ∈ Λt, αva + βvi = 0, α+ β � 0;

na(α, β) = n0
a(αva + βvi), ni(α, β) = n0

i (αva + βvi), (α, β) ∈ Λz, α+ β = 0, αva + βvi � 0.

Проведём построение искомого решения для случая vi > va. Для нахождения решения в угле
Λ построим непрерывно дифференцируемое решение системы (3) в бесконечном прямоуголь-
нике Π∞ = R×R ⊇ Λ, которое на лучах Λt и Λz совпадает с указанными выше значениями.
Тогда сужение построенного решения в прямоугольнике Π∞ на угле Λ даст решение сме-
шанной задачи. Решение системы (3) в Π∞, согласно теореме 1, определяется двумя дважды
непрерывно дифференцируемыми в R функциями A(α), B(β) и вычисляется по этим функ-
циям посредством формул (4). Покажем, что функции A(α), B(β) однозначно определяются
значениями искомого решения на лучах Λt и Λz. На луче Λt (β = −αva/vi) имеем

na0

(
α
vi − va

vi

)
= na(α, β)

(4)
=

B′(β)

kI(A(α) −B(β))
=

B′(−αva/vi)

kI(A(α) −B(−αva/vi))
, α � 0,

ni0

(
α
vi − va

vi

)
= ni(α, β)

(4)
=

A′(α)

kI(A(α) −B(β))
=

A′(α)

kI(A(α) −B(−αva/vi))
, α � 0,
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а на луче Λz (β = −α)

na0(β(vi − va)) = na(α, β)
(4)
=

B′(β)

kI(A(α) −B(β))
=

B′(β)

kI(A(−β)−B(β))
, β � 0,

ni0(β(vi − va)) = ni(α, β)
(4)
=

A′(α)

kI(A(α) −B(β))
=

A′(−β)

kI(A(−β) −B(β))
, β � 0. (23)

Рассмотрим функции B0(α)
def
= B(−αva/vi), A0(β)

def
= A(−β), α � 0, β � 0. Тогда на полу-

прямой α � 0 функции B0(α), A(α), согласно (23), удовлетворяют линейной системе ОДУ с
переменными коэффициентами:

B′
0 = −n̄a0(α)(A −B0), A′ = n̄i0(α)(A −B0), α � 0,

n̄a0(α)
def
= kI

va
vi
na0

(
α
vi − va

vi

)
, n̄i0(α)

def
= kIni0

(
α
vi − va

vi

)
, (24)

а на полупрямой β � 0 функции B(β), A0(β), согласно (23), удовлетворяют линейной системе
ОДУ с переменными коэффициентами:

B′ = n̄0
a(β)(A0 −B), A′

0 = −n̄0
i (β)(A0 −B), β � 0,

n̄0
a(β)

def
= kIn

0
a(β(vi − va)), n̄0

i (β)
def
= kIn

0
i (β(vi − va)). (25)

Решив системы (24), (25), найдём функции B0(α), A(α), α � 0, и B(β), A0(β), β � 0, после
чего доопределим A и B в областях отрицательных значений аргументов равенствами

B(β)
def
= B0(−βvi/va), β � 0, A(α) = A0(−α), α � 0. (26)

Полученные функции A и B на прямой являются искомыми, если выбрать решения систем
(24) и (25) с одинаковыми начальными условиями A(0) = C, B0(0) = D и A0(0) = C, B(0) =
= D, где C �= D. Тогда функции A(α), B(β) будут непрерывны на R, а из (26) следует их
непрерывная дифференцируемость в нуле:

A′(0+)
(24)
= kIni0(0)(A(0) −B0(0)) = kIni0(0)(C −D),

A′(0−)
(26)
= −A′

0(0)
(25)
= kIn

0
i (0)(A0(0)−B(0)) = kIn

0
i (0)(C −D),

B′(0+)
(25)
= kIn

0
a(0)(A0(0)−B(0)) = kIn

0
a(0)(C −D),

B′(0−)
(26)
= −(vi/va)B

′
0(0)

(24)
= kIna0(0)(A(0) −B0(0)) = kIna0(0)(C −D).

Из этих вычислений и условий согласования ni0(0) = n0
i (0), na0(0) = n0

a(0) следует, что
A′(0+) = A′(0−), B′(0+) = B′(0−), поэтому A и B непрерывно дифференцируемы в нуле
и, значит, на R. Покажем, что при выполнении условий согласования

n′
a0(0) + va(n

0
a)

′(0) + kIna0(0)ni0(0) = 0, n′
i0(0) + vi(n

0
i )

′(0)− kIna0(0)ni0(0) = 0 (27)

вторые производные в нуле для A и B слева и справа совпадают: A′′(0+)=A′′(0−), B′′(0+)=
= B′′(0−). Тогда из (24), (25) следует двукратная непрерывная дифференцируемость функ-
ций A и B на R. Например, покажем равенство A′′(0+) = A′′(0−); B′′(0+) = B′′(0−)
проверяется аналогично. Имеем

A′′(0+)
(24)
= n̄′

i0(0)(A(0) −B0(0)) + n̄i0(0)(A
′(0)−B′

0(0))
(24)
=
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(24)
= n′

i0(0)kI((vi − va)/vi)(C −D) + ni0(0)kI (ni0kI(C −D) + na0(0)kI (va/vi)(C −D)) =

= kI(C −D){n′
i0(0)(vi − va)/vi + kIni0(0)(ni0(0) + na0(0)va/vi)},

A′′(0−)
(26)
= A′′

0(0)
(25)
= −(n̄0

i )
′(0)(A0(0)−B(0))− n̄0

i (0)(A
′
0(0) −B′(0))

(25)
=

(25)
= −(n0

i )
′(0)(vi − va)kI(C −D)− n0

i (0)kI(−n0
i (0)kI (C −D)− n0

a(0)kI(C −D)) =

= kI(C −D){−(n0
i )

′(0)(vi − va) + kIn
0
i (0)(n

0
i (0) + n0

a(0))}.
Учитывая условия согласования ni0(0) = n0

i (0), na0(0) = n0
a(0) и второе равенство (27), за-

ключаем, что A′′(0+) = A′′(0−).
Чтобы проверить условия 1) и 2) и преобразовать к удобному для анализа виду формулы

(4), воспользуемся явными выражениями решений задач Коши для систем (25), (24). Несложно
проверить (см. аналогичное рассуждение выше), что для этих решений справедливы тож-
дества

B(β) = D + (C −D)

β∫
0

n̄0
ae

−N dβ, A0(β) = C + (D − C)

β∫
0

n̄0
i e

−N dβ, β � 0, (28)

B0(α) = D + (D − C)

α∫
0

n̄a0e
M dα, A(α) = C + (C −D)

α∫
0

n̄i0e
M dα, α � 0, (29)

N(β) =

β∫
0

(n̄0
a + n̄0

a) dβ, M(α) =

α∫
0

(n̄a0 + n̄i0) dα.

Значит, согласно (26), функции A(α) и B(β) вычисляются по формулам

A(α)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C + (D − C)

−α∫
0

n̄0
i e

−N dα, α � 0,

C + (C −D)

α∫
0

n̄i0e
M dα, α � 0,

B(β)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

D + (D − C)

−βvi/va∫
0

n̄a0e
M dβ, β � 0,

D + (C −D)

β∫
0

n̄0
ae

−N dβ, β � 0.

(30)

Пусть D > C, тогда выполнено неравенство A(α) < B(β) для любых α, β ∈ R. Действи-
тельно, указанное неравенство, с учётом (30), сводится к следующему эквивалентному виду в
каждом из четырёх логически возможных случаев:

−α∫
0

n̄0
i e

−N dα+

β∫
0

n̄0
ae

−N dβ < 1, α � 0, β � 0,

−α∫
0

n̄0
i e

−N dα−
−βvi/va∫

0

n̄a0e
M dβ < 1, α � 0, β � 0,

−
α∫

0

n̄i0e
M dα+

β∫
0

n̄0
ae

−N dβ < 1, α � 0, β � 0,
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−
α∫

0

n̄i0e
M dα−

−βvi/va∫
0

n̄a0e
M dβ < 1, α � 0, β � 0. (31)

Справедливость неравенств (31) в случаях α � 0, β � 0 (см. (16)) и α � 0, β � 0 (см.
(21)) была установлена выше. В случае α � 0, β � 0, учитывая неотрицательность всех
подынтегральных функций, имеем цепочку оценок:

−α∫
0

n̄0
i e

−N dα−
−βvi/va∫

0

n̄a0e
M dβ �

−α∫
0

n̄0
i e

−N dα �
−α∫
0

(n̄0
i + n̄0

a)e
−N dα =

−α∫
0

N ′e−N dα =

= −e−N |N(−α)
0 < 1.

Аналогично в случае α � 0, β � 0 имеем оценки

−
α∫

0

n̄i0e
M dα+

β∫
0

n̄0
ae

−N dβ �
β∫

0

n̄0
ae

−N dβ �
β∫

0

(n̄0
a + n̄0

i )e
−N dβ =

β∫
0

N ′e−N dβ =

= −e−N |N(β)
0 < 1.

Итак, соотношения (31) установлены и, значит, установлена справедливость неравенства
A(α) < B(β) для всех α, β. Если D < C, то точно так же проверяется неравенство B(β) <
< A(α) для всех α, β ∈ R. Далее, если A(α) < B(β) для всех α, β, то из второго уравнения
(24) и равенств (26) следует, что A′(α) � 0 для α � 0, а из второго уравнения (25) и равенств
(26) следует A′

0(β) � 0 для β � 0, но тогда из (26) вытекает неравенство A′(α) � 0 для
α � 0. Итак, при всех α ∈ R имеем A′(α) � 0. Аналогично устанавливается, что B′(β) � 0
для всех β ∈ R. Если A(α) > B(β) для всех α, β ∈ R, то точно так же проверяется, что
A′(α) � 0, B′(β) � 0 для всех α, β. Тем самым условие 2) установлено.

Наконец, преобразуем формулы (4), задающие решение системы (3) в прямоугольнике
Π∞ ⊇ Λ, в каждом из четырёх квадрантов плоскости (α, β). При этом ограничимся толь-
ко квадрантами I, II, IV, квадрант III (α � 0, β � 0), исключим из рассмотрения, поскольку
тупой угол Λ, согласно рис. 1, лежит в объединении квадрантов I, II, IV, а с квадрантом III
пересекается только по нулевой точке. Для удобства введём в рассмотрение функции

N∗(p)
def
=

kI
vi − va

p∫
0

(n0
a(q) + n0

i (q)) dq, M∗(p)
def
=

kI
vi − va

p∫
0

(vana0(q) + vini0(q)) dq. (32)

Тогда N(β) = N∗(β(vi − va)), M(α) = M∗(α(vi − va)/vi) для любых α, β ∈ R.
Для α � 0, β � 0 имеем

na(α, β)
(4)
=

B′(β)

kI [A(α) −B(β)]

(30)
=

(30)
= (C−D)n̄0

a(β)e
−N(β) 1

kI

[
(C−D)+ (C −D)

α∫
0

n̄i0(α)e
M(α) dα− (C−D)

β∫
0

n̄0
a(β)e

−N(β) dβ

]−1

=

= n0
a(β(vi − va))e

−N∗(β(vi−va)) ×

×
[
1 + kI

α∫
0

ni0(α(vi − va)/vi)e
M∗(α(vi−va)/vi) dα− kI

β∫
0

n0
a(β(vi − va))e

−N∗(β(vi−va)) dβ

]−1

=
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= n0
a(β(vi − va))e

−N∗(β(vi−va)) ×

×
[
1 +

kI
vi − va

( α(vi−va)/vi∫
0

vini0(p)e
M∗(p) dp−

β(vi−va)∫
0

n0
a(p)e

−N∗(p) dp

)]−1

.

Аналогично
ni(α, β)

(4)
=

A′(β)

kI [A(α) −B(β)]

(30)
=

(30)
= (C −D)n̄i0(α)e

M(α) 1

kI

[
(C−D)+ (C−D)

α∫
0

n̄i0(α)e
M(α) dα− (C−D)

β∫
0

n̄0
a(β)e

−N(β) dβ

]−1

=

= ni0(α(vi − va)/vi)e
M∗(α(vi−va)/vi) ×

×
[
1 +

kI
vi − va

( α(vi−va)/vi∫
0

vini0(p)e
M∗(p) dp−

β(vi−va)∫
0

n0
a(p)e

−N∗(p) dp

)]−1

.

Для двух других квадрантов аналогичные подсчёты с использованием формул (4), (30) дают
для α � 0, β � 0

na(α, β) = ni0(−β(vi − va)/vi)e
M∗(−β(vi−va)/va) ×

×
[
1 +

kI
vi − va

( α(vi−va)/vi∫
0

vini0(p)e
M∗(p) dp +

−β(vi−va)/va∫
0

vana0(p)e
M∗(p) dp

)]−1

,

ni(α, β) = ni0(α(vi − va)/vi)e
M∗(α(vi−va)/vi) ×

×
[
1 +

kI
vi − va

( α(vi−va)/vi∫
0

vini0(p)e
M∗(p) dp +

−β(vi−va)/va∫
0

vana0(p)e
M∗(p) dp

)]−1

;

для α � 0, β � 0
na(α, β) = n0

a(β(vi − va))e
−N∗(β(vi−va)) ×

×
[
1− kI

vi − va

( −α(vi−va)∫
0

n0
i (p)e

−N∗(p) dp +

β(vi−va)∫
0

n0
a(p)e

−N∗(p) dp

)]−1

,

ni(α, β) = n0
i (−α(vi − va))e

−N∗(−α(vi−va)) ×

×
[
1− kI

vi − va

( −α(vi−va)∫
0

n0
i (p)e

−N∗(p) dp +

β(vi−va)∫
0

n0
a(p)e

−N∗(p) dp

)]−1

.

Рис. 2. Области нахождения ре-
шения смешанной задачи.

Осталось перейти в полученных формулах от координат (α, β)
к координатам (z, t), учитывая преобразование (2). При этом
β(vi−va) = z−vat, −α(vi−va) = z−vit, α(vi−va)/vi = t−z/vi,
−β(vi − va)/va = t− z/va. В итоге первый квадрант плоскости
(z, t), где ищется решение смешанной задачи для системы (1),
прямыми z = vat, z = vit делится на три области (показаны
на рис. 2), в каждой из которых решение задаётся одной из
групп формул:

na(z, t) = n0
a(z − vat)e

−N∗(z−vat) ×
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×
[
1 +

kI
vi − va

( t−z/vi∫
0

vini0(p)e
M∗(p) dp−

z−vat∫
0

n0
a(p)e

−N∗(p) dp

)]−1

,

ni(z, t) = ni0(t− z/vi)e
M∗(t−z/vi) ×

×
[
1 +

kI
vi − va

( t−z/vi∫
0

vini0(p)e
M∗(p) dp−

z−vat∫
0

n0
a(p)e

−N∗(p) dp

)]−1

; (33)

na(z, t) =
na0(t− z/va)e

M∗(t−z/va)

×

×
[
1 +

kI
vi − va

( t−z/vi∫
0

vini0(p)e
M∗(p) dp+

t−z/va∫
0

vana0(p)e
M∗(p) dp

)]−1

,

ni(z, t) = ni0(t− z/vi)e
M∗(t−z/vi) ×

×
[
1 +

kI
vi − va

( t−z/vi∫
0

vini0(p)e
M∗(p) dp+

t−z/va∫
0

vana0(p)e
M∗(p) dp

)]−1

; (34)

na(z, t) = n0
a(z − vat)e

−N∗(z−vat) ×

×
[
1− kI

vi − va

( z−vit∫
0

n0
i (p)e

−N∗(p) dp +

z−vat∫
0

n0
a(p)e

−N∗(p) dp

)]−1

,

ni(z, t) = n0
i (z − vit)e

−N∗(z−vit) ×

×
[
1− kI

vi − va

( z−vit∫
0

n0
i (p)e

−N∗(p) dp +

z−vat∫
0

n0
a(p)e

−N∗(p) dp

)]−1

. (35)

Формулы (33) и (34) на луче z = vat, t � 0, и формулы (33) и (35) на луче z = vit, t � 0,
очевидно, совпадают. При z = 0 формула (34) даёт краевые условия na0(t), ni0(t), t � 0,
а при t = 0 формула (35) даёт начальные условия n0

a(z), n0
i (z), z � 0. Итак, формулы

(33)–(35), с учётом выражений (32), полностью определяют решение смешанной задачи для
системы (1) по известным граничным na0(t), ni0(t), t � 0, и начальным n0

a(z), n0
i (z), z � 0

условиям.
5. Начально-краевая задача на отрезке (IV). Решение задачи (IV) в переменных

(α, β) сводится к решению системы (3) в полуполосе

Π = {(α, β) : α+ β � 0, 0 � αva + βvi � L}.

Множество Π является замкнутым выпуклым подмножеством R
2, причём Π = IntΠ, а

проекции Π на координатные оси α и β равны, соответственно, [0,+∞) и [β0,+∞), где
β0 = L/Δ, Δ = vi− va < 0. Согласно обобщённой теореме 2 решение системы (3) в замкнутой
области Π определяется двумя дважды непрерывно дифференцируемыми функциями A(α),
α � 0, B(β), β � β0, для которых A(α) �= B(β), α, β ∈ Π, и оно задаётся формулами (4).
Эти функции определяются однозначно начальными и граничными условиями задачи (IV),
которые в переменных (α, β) примут вид

na(α,−α) = n0
a(−αΔ), ni(α,−α) = n0

i (−αΔ), 0 � α � α0 = −β0, (36)
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na(α,−αva/vi) = na0(αΔ/vi), α � 0,

na(α,−αva/vi + L/vi) = na0(αΔ/vi + L/vi), α � α0. (37)

Граница ∂Π множества Π состоит из замкнутого отрезка [a, b], a = (0, 0), b = (α0, β0), и двух
замкнутых параллельных лучей [a,∞) и [b,∞), являющихся графиками функций α(β) =
= −βvi/va и β(α) = −αva/vi+L/vi соответственно. Условия (36), (37) означают, что известны
значения функции na на части границы ∂Π, состоящей из объединения [a, b]

⋃
[a,∞), а функ-

ции ni – на границе [a, b]
⋃

[b,∞). Для определения функций A(α), α � 0, B(β), β � β0,
построим рекуррентно их сужения на отрезках [0, α0], [α0, α1], [α1, α2], . . . (для A(α)) и
отрезках [β0, β1], [β1, β2], [β2, β3], . . . (для B(β)), имеющие непересекающиеся внутренности
и дающие разбиение областей определения этих функций: [0,+∞] = [0, α0]

⋃
(
⋃∞

k=1[αk−1, αk]),
[β0,+∞] =

⋃∞
k=1[βk−1, βk]. Здесь βk = L/Δ− kL/vi, αk = kL/va −L/Δ, k ∈ N

⋃
{0}. Обозна-

чим A0 = A|[0,α0], Ak = A|[αk−1,αk], k � 1, Bk = B|[βk−1,βk], k � 1, B0 = B|[β0,0] = B1|[β0,0],

B∗ = B|[0,β1] = B1|[0,β1].
Из формул (4) и начальных условий (36) следует, что функции A0(α), B0(β) являются

решениями задачи Коши для линейной системы уравнений

A′
0(α) = kI n̄i(α)[A0(α) −B0(−α)], 0 � α � α0,

B′
0(β) = kI n̄a(α)[A0(−β)−B0(β)], β0 � β � 0,

A0(0) = C, B0(0) = D, n̄i(α) = n0
i (−αΔ), n̄a(β) = n0

a(βΔ), (38)

где C и D, C �= D, – произвольные константы. Нетрудно указать явный вид решения системы
(38):

A0(α) = C + (C −D)

α∫
0

kI n̄i(α)e
N(α) dα, 0 � α � α0,

B0(β) = D + (D − C)

−β∫
0

kI n̄a(−α)eN(α) dα, β0 � β � 0,

N(α) = kI

α∫
0

[n̄i(α) + n̄a(−α)] dα, α � 0.

Функция B∗(β), 0 � β � β1, в силу (4) и граничного условия (37) ищется как решение задачи
Коши для линейного уравнения

B′
∗(β) = kIna(β)[A0(α(β)) −B∗(β)], B∗(0) = D, 0 � β � β1, (39)

где α(β) определена выше, na(β) = na0(β + α(β)) = na0(−βΔ/va).
Теперь B1 однозначно определяется из условий B1|[β0,0] = B0, B1|[0,β1] = B∗. Зная функ-

цию B1 на [β0, β1], последовательно находим функции B1 → A1 → B2 → A2 → B3 → . . .
. . . → Bk → Ak → Bk+1 → . . . на основании формулы (4) и граничного условия (37) следую-
щим способом.

По Bk(β) функция Ak(α), k � 1, находится из решения задачи Коши для линейного
уравнения на отрезке [αk−1, αk] :

A′(α) = kIni(α)[A(α) −Bk(β(α))], A(αk−1) = Ak−1(αk−1), (40)

где β(α) = −αva/vi + L/vi, ni(α) = ni0(α+ β(α)) = ni0(αΔ/vi + L/vi).
По Ak(α) функция Bk+1(β), k � 1, определяется из решения задачи Коши для линейного

уравнения на отрезке [βk, βk+1] :

B′(β) = kIna(β)[Ak(α(β)) −B(β)], B(βk) = Bk(βk), (41)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 10 2023



АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ СМЕШАННЫХ ЗАДАЧ 1353

где α(β) = −βvi/va, na(β) = na0(α(β) + β) = na0(−βΔ/va). В этом построении используются
очевидные равенства α(βk+1) = αk, β(αk) = βk, k � 0.

Используя соотношения (38)–(41) и формулы (4), можно построить решение системы (3)
в полуполосе Π, удовлетворяющее начальным и граничным условиям (36), (37). Для этого
разобьём полуполосу Π на треугольники Tk, Sk, k � 0, как указано на рис. 3. Формально
имеем

Tk = {(α, β) : αk−1 � α � αk, β(α) � β � βk}, k � 1,

Sk = {(α, β) : βk � β � βk+1, α(β) � α � αk}, k � 1,

T0 = {(α, β) : 0 � α � α0, −α � β � 0}, S0 = {(α, β) : 0 � β � β1, α(β) � α � α0}.
Нетрудно проверить, что внутренности всех треугольников попарно не пересекаются, а в сумме
треугольники дают полуполосу Π.

Рис. 3. Триангуляции полуполос Π и φ−1(Π) в переменных (α, β) и (z, t).

Тогда для точки (α, β) ∈ Π имеем

na(α, β) = na(β)
Ak−1(α(β)) −Bk(β)

Ak(α)−Bk(β)
, ni(α, β) = ni(α)

Ak(α) −Bk(β(α))

Ak(α)−Bk(β)
, (α, β)∈Tk , k � 2,

na(α, β) = na(β)
Ak(α(β)) −Bk+1(β)

Ak(α) −Bk+1(β)
, ni(α, β) = ni(α)

Ak(α)−Bk(β(α))

Ak(α)−Bk+1(β)
, (α, β)∈Sk, k � 1,

na(α, β) = n̄a(β)
A0(−β)−B0(β)

A0(α)−B0(β)
, ni(α, β) = n̄i(α)

A0(α)−B0(−α)

A0(α) −B0(β)
, (α, β) ∈ T0,

na(α, β) = na(β)
A0(α(β)) −B1(β)

A0(α)−B1(β)
, ni(α, β) = n̄i(α)

A0(α) −B0(−α)

A0(α)−B1(β)
, (α, β) ∈ S0. (42)

Если (α, β) ∈ T1, то формула для ni(α, β) справедлива, а для na(α, β) верна только при
β � 0. Для β � 0 она видоизменяется:

na(α, β) = n̄a(β)
A0(−β)−B0(β)

A1(α)−B1(β)
.

Это следствие того, что B1 вычисляется по-разному для β � 0 и β � 0. Легко проверить,
что в пересечении любых двух треугольников приведённые формулы (42) дают одни и те же
значения. Прямой подстановкой с учётом формул (38)–(41) легко проверить, что функции (42)
являются решением системы (3).
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Решив уравнения (40), (41) методом вариации произвольной постоянной, приходим к следу-
ющим рекуррентным соотношениям, позволяющим вычислить функции Ak(α), k � 1, Bk(β),
k � 2:

Bk+1(β) = Ak(α(β)) + ef(βk)−f(β)

[
Bk(βk)−Ak(αk+1) +

vi
va

β∫
βk

ef(β)−f(βk)A′
k(α(β)) dβ

]
=

= Ak(β)+ef(βk)−f(β)

[
Bk(βk)−Ak(αk+1)+

vi
va

β∫
βk

ef(β)−f(βk)kIni(α(β))

[
Ak(α(β))−Bk

(
β+

L

vi

)]
dβ

]
,

f(β) =

β∫
0

kIna(β) dβ, α(β) = − vi
va

β, βk � β � βk+1, k ∈ N, (43)

Ak(α) = Bk(β(α)) + eg(a)−g(αk−1)

[
Ak−1(αk−1)−Bk(βk−1) +

va
vi

α∫
αk

eg(αk−1)−g(α)B′
k(β(α)) dβ

]
=

= Bk(β(α)) + eg(α)−g(αk−1)

[
Ak−1(αk−1)−Bk(βk−1) +

va
vi

α∫
αk−1

eg(αk−1)−g(α)kIna(β(α)) ×

×
[
Ak−1

(
α− L

va

)
−Bk(β(α))

]
dα

]
,

g(β) =

α∫
0

kIni(β) dα, β(α) = −va
vi
α+

L

vi
, αk−1 � α � αk, k = 2, 3, . . . (44)

При k = 1 первое равенство в (44) справедливо, а второе верно, если интегральное слагаемое
в фигурной скобке скорректировать в зависимости от α следующим образом. При α0 � α �
� L/va интегральное слагаемое в фигурной скобке нужно заменить на I(α), где

I(α) =
va
vi

α∫
α0

eg(α0)−g(α)kIn̄a(β(α))[A0(−β(α)) −B0(β(α))] dα.

При L/va � α � α1 интегральное слагаемое заменяется на выражение

I(L/va) + (va/vi)

α∫
L/va

eg(α0)−g(α)kIna(β(α))[A0(α− L/va)−B1(β(α))] dα.

Итак, зная A0(α), B0(β) и B1(β) (при β � 0 B1(β) = B0(β), а при β � 0 B1(β) является
решением уравнения (39):

B1(β) = A0(α(β)) + e−f(β)(D − C) + e−f(β) vi
va

β∫
0

ef(β)kI n̄i(α(β))[A0(α(β)) −B0(−α(β))] dβ,

где 0 � β � β1), по формулам (43), (44) последовательно находим функции A1, B2, A2, B3,
. . . , а затем по формулам (42) вычисляем na, ni в полуполосе Π в переменных (α, β).
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Сделаем несколько заключительных замечаний.
1. Проведённое построение зависит от констант C и D, но итоговые формулы (42) от C

и D не зависят (зависимости от C и D числителя и знаменателя в этих формулах взаимно
уничтожаются).

2. При C > D из (43), (44) индукцией по k нетрудно вывести, что функции A(α) и B(β)
монотонно возрастают и A(α) > B(β) для (α, β) ∈ Π, а при C < D функции A(α) и B(β)
монотонно убывают и A(α) < B(β) для (α, β) ∈ Π. В частности, числитель и знаменатель
формул (42) имеют одинаковые знаки и все знаменатели отличны от нуля.

3. По построению функции A(α), B(β) непрерывны. Если начальные и граничные усло-
вия непрерывно дифференцируемы, то с учётом условий согласования нетрудно установить
двукратную непрерывную дифференцируемость функций A(α) и B(β).

4. Переходя в формулах (42) к переменным t = α + β, z = αva + βvi, получаем решение
начально-краевой задачи на отрезке [0, L] в полуполосе φ−1(Π) : t � 0, 0 � z � L. По-
скольку преобразование независимых переменных (α, β) = φ(z, t) линейное и невырожденное,
то полные прообразы S̃k = φ−1(Sk), T̃k = φ−1(Tk), k � 0, являются также треугольника-
ми с непересекающимися внутренностями, дающими разбиение полуполосы φ−1(Π) = {(z, t),
0 � z � L, t � 0}, как это показано на рис. 3. Нетрудно проверить, что границы треугольни-
ков T̃k, S̃k, k � 1, задаются прямыми t = (z −L)/vi + kω, k ∈ N

⋃
{0}, t = (z −L)/va + kω,

k ∈ N, где ω = LΔ/(viva), и прямыми z = 0, z = L. Треугольники S̃0, T̃0 пересекают-
ся по границе t = z/va. Явные формулы (42) для решения в переменных (z, t) получаются
после подстановки в них выражений α = (tvi − z)/Δ, β = (z − tva)/Δ с учётом равенств
α(β) = (tvi − zvi/va)/Δ, β(α) = va(z − tvi)/(viΔ) + L/vi. Например, для (z, t) ∈ T̃k, k � 2,
получим

na(z, t) = na0(zv
−1
a − t)[Ak−1((tvi − viv

−1
a z)/Δ) −Bk((z − tva)/Δ)]×

× [Ak−1((tvi − z)/Δ) −Bk((z − tva)/Δ)]−1,

ni(z, t) = ni0(t− zv−1
i + Lv−1

i )[Ak((tvi − z)/Δ)−Bk(Lv
−1
i + vav

−1
i Δ−1(z − tva))]×

× [Ak−1((tvi − z)/Δ) −Bk((z − tva)/Δ)]−1.

Аналогично преобразуются и другие формулы (42).
Заключение. В работе рассмотрены основные начально-краевые (смешанные) задачи для

нелинейной системы уравнений одномерной ионизации газа в случае постоянных скоростей
атомов и ионов и указан общий вид решений этой системы.

Показано, что смешанные задачи для системы уравнений одномерной ионизации допускают
интеграцию в виде явных аналитических выражений. Особый интерес представляет смешан-
ная задача для конечного отрезка. В этом случае аналитическое решение строится посредством
рекуррентных формул, каждая из которых определена в треугольнике, принадлежащем неко-
торой триангуляции области определения неизвестных функций. Формулы для решения крае-
вой задачи на отрезке получены для случая va > 0 > vi. Для остальных случаев (va < 0 < vi;
va > 0, vi > 0; va < 0, vi < 0; va = 0, vi �= 0; va �= 0, vi = 0) решение строится аналогично.
В случае va = vi построение решения сильно упрощается интегрированием системы (1) по
общим характеристикам (подробности см. в [13]).

Полученные результаты доказывают существование и единственность решения поставлен-
ных начально-краевых задач и могут использоваться для построения различных асимптоти-
ческих формул для полученных решений.

Для исследования ионизационных колебаний представляет значительный интерес обобще-
ние предложенного в работе метода решения смешанной задачи на отрезке на практически
важный случай, когда скорость атомов постоянна и положительна, а скорость ионов линейна,
имеет положительную производную и обращается в нуль внутри рассматриваемого отрезка.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования
Российской Федерации в рамках реализации программы Московского центра фундаменталь-
ной и прикладной математики по соглашению № 075-15-2022-283.
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Введение. Исследование дифференциальных уравнений с неограниченными операторны-
ми коэффициентами, действующими в банаховом пространстве E, стимулирует развитие тео-
рии разрешающих операторов соответствующих начальных задач. В результате исследований
эволюционных уравнений первого порядка u′(t) = Au(t) возникли полугруппы линейных опе-
раторов T (t), а при изучении уравнения второго порядка (абстрактного волнового уравнения)
u′′(t) = Au(t) – операторные косинус-функции C(t). Ослабление требований на разрешающие
операторы задачи Коши для абстрактных дифференциальных уравнений первого и второго
порядков привело к понятиям проинтегрированной полугруппы и проинтегрированной коси-
нус оператор-функции. Терминологию и литературные источники см. в монографиях [1, 2] и
обзорных работах [3, 4].

Операторная функция Бесселя (ОФБ) была введена в рассмотрение в статьях [5, 6] как раз-
решающий оператор задачи Коши для уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу (ЭПД). Но, также
как и в теории полугрупп и операторных косинус-функций, семейство операторных функций
Бесселя можно ввести (см. [7]) независимо от дифференциального уравнения ЭПД, с которым
в итоге оно связано. Далее напомним процесс построения ОФБ.

Важную роль в построении семейства играет зависящий от параметра k > 0 оператор
обобщённого сдвига T t

s , определяемый равенством (см. [8])

T t
sY (s) =

Γ(k/2 + 1/2)√
πΓ(k/2)

π∫
0

Y (
√

s2 + t2 − 2st cosϕ) sink−1 ϕdϕ, s, t � 0, (1)

где Γ(·) – гамма-функция Эйлера. Оператор обобщённого сдвига зависит от параметра k > 0,
но, следуя [8], этот факт в его записи отмечать не будем.

Укажем также, что в настоящей работе будем обходиться понятием интеграла от непрерыв-
ной функции, но в случае необходимости можно использовать интеграл Бохнера от функции
со значением в банаховом пространстве.

Пусть E – банахово пространство, параметр k > 0 и Yk(·) : [0,∞) → B(E) – операторная
функция, действующая в пространство линейных ограниченных операторов B(E).

Определение 1. Сильно непрерывное семейство линейных ограниченных операторов
Yk(t) : [0,∞) → B(E), зависящее от параметра k > 0, называется операторной функцией
Бесселя, если

Yk(0) = I, Yk(t)Yk(s) = T t
sYk(s), s, t � 0,
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и существуют постоянные Υ � 1, ω � 0 такие, что

‖Yk(t)‖ � Υeωt, t � 0.

С семейством ОФБ связан дифференциальный оператор Бесселя

d2

dt2
+

k

t

d

dt
,

который часто встречается в дифференциальных уравнениях с осевой симметрией.
Определение 2. Генератором ОФБ Yk(t) называется оператор A с областью определе-

ния D(A), состоящей из тех x ∈ E, для которых функция Yk(t)x дважды дифференцируема
в точке t = 0, и который определяется равенством

Ax = lim
t→+0

(
d2Yk(t)x

dt2
+

k

t

dYk(t)x

dt

)
.

В работе [7] доказаны следующие утверждения.
1. Если оператор A является генератором ОФБ Yk(t), то он замкнут и его область опре-

деления D(A) плотна в E; более того, в E плотно множество элементов, на которых опре-
делены все степени оператора A.

2. Для любых t, s � 0 и x ∈ D(A) справедливы равенства

Yk(t)Yk(s) = Yk(s)Yk(t), AYk(t)x = Yk(t)Ax.

3. Пусть x ∈ D(A) и t > 0, тогда Yk(t)x ∈ D(A) и

AYk(t)x =
d2Yk(t)x

dt2
+

k

t

dYk(t)x

dt
.

4. Если u0 ∈ D(A), то функция Yk(t)u0 является решением следующей задачи Коши для
уравнения ЭПД:

u′′(t) +
k

t
u′(t) = Au(t), t > 0, u(0) = u0, u′(0) = 0;

в дальнейшем удобно символом Y0(t) обозначать операторную косинус-функцию C(t) с гене-
ратором A.

5. Пусть 0 � k < m и оператор A – генератор ОФБ Yk(t); тогда A будет и генератором
Ym(t), при этом соответствующая ОФБ Ym(t) имеет вид

Ym(t) =
2Γ(m/2 + 1/2)

Γ(k/2 + 1/2)Γ(m/2 − k/2)

1∫
0

sk(1− s2)(m−k)/2−1Yk(ts) ds; (2)

равенство (2) называется формулой сдвига ОФБ по параметру.
Если оператор A – генератор операторной косинус-функции Y0(t) = C(t), то из (2) при

k = 0 следует, что ОФБ Ym(t) представляет собой проинтегрированную специальным образом
операторную косинус-функцию (подробнее об этом см. статью [9]).

1. Задача Дирихле. В банаховом пространстве E на полуоси t � 0 при значении пара-
метра k < 1 рассмотрим задачу Дирихле для уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу, содержа-
щего степени неограниченного оператора A :

u′′(t) +
k

t
u′(t) = −Pm(A)u(t), t > 0, (3)

u(0) = u0, sup
t�0

‖u(t)‖ � M, (4)
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где Pm(A)u(t) = (−1)m+1BmAmu(t) +
∑m−1

n=0 BnA
nu(t), Bn, n = 0,m, – ограниченные опера-

торы, действующие в E, A – генератор ОФБ Yq(t) при некотором q � 0.
Будем предполагать, что ограниченные операторные коэффициенты Bn и генератор A

удовлетворяют следующему условию.
Условие 1. Область определения D(A) инвариантна относительно ограниченных опера-

торов Bn, n = 0,m, ABnx = BnAx, x ∈ D(A), и спектр σ(Bm) оператора Bm расположен
правее вертикальной прямой Reλ = δ > 0 (условие параболичности).

Рассматриваемый нами случай назовём эллиптическим. Решением задачи Дирихле (3), (4)
будем называть абстрактную функцию u(t) со значением в области D(Am), дважды непре-
рывно дифференцируемую при t > 0, непрерывную при t � 0, удовлетворяющую уравнению
(3) и условиям (4).

Абстрактные параболические уравнения с оператором Pm(A) исследовались ранее в [10].
В гиперболическом случае начальная задача для уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу, содер-
жащего степени генератора ОФБ, изучалась в статьях [11, 12].

Укажем также, что решению эллиптических задач для дифференциальных уравнений с
частными производными, содержащих по одной или нескольким переменным оператор Бессе-
ля, посвящены работы [13–17], в которых также имеется и обширный обзор соответствующих
публикаций.

В настоящей работе рассмотрена задача (3), (4) в эллиптическом случае, при этом исполь-
зовано построенное в [10] фундаментальное решение G(t, s) уравнения

∂v(t, s)

∂t
= (−1)m+1Bm

∂2mv(t, s)

∂s2m
+

m−1∑
n=0

Bn
∂2nv(t, s)

∂s2n
, t > 0, s ∈ R, (5)

которое имеет вид

G(t, s) =
1

2π

+∞∫
−∞

eisσQ(t, σ) dσ, (6)

где

Q(t, σ) = exp

(
−tσ2mBm − t

m−1∑
n=0

σ2nBn

)
.

При этом для функции G(t, s) справедлива формула свёртки

+∞∫
−∞

G(t− t1, s− s1)G(t1 − τ, s1 − ξ) ds1 = G(t− τ, s− ξ), 0 � τ < t1 < t. (7)

Наряду с уравнением (5), в области t > 0, s ∈ R рассмотрим задачу

∂2w(t, s)

∂t2
+

k

t

∂w(t, s)

∂t
= (−1)mBm

∂2mw(t, s)

∂s2m
−

m−1∑
n=0

Bn
∂2nw(t, s)

∂s2n
, w(0, s) = δ(s), (8)

где δ(s) – дельта-функция Дирака.
Применив к задаче (8) преобразование Фурье по переменной s ∈ R с учётом формулы

связи решения задачи Дирихле для уравнения ЭПД с решением задачи Коши для парабо-
лического уравнения (см. [18, теорема 3]), введём в рассмотрение следующую операторную
функцию, являющуюся решением задачи (8):

Zk(t, s)=
t1−k

2kπΓ(1/2− k/2)

∞∫
−∞

eisσ
∞∫
0

τk/2−3/2 exp

(
− t2

4τ

)
Q(τ, σ) dτdσ=

∞∫
0

hk(t, τ)G(τ, s) dτ, (9)
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где фундаментальное решение G(τ, s) определено равенством (6),

hk(t, τ) =
t1−kτk/2−3/2

21−kΓ(1/2 − k/2)
exp

(
− t2

4τ

)
, t � 0, τ > 0.

Для обоснования существования решения задачи Дирихле (3), (4) нам понадобится следу-
ющее утверждение.

Лемма 1. Пусть t � 0, b > 0, β > 0, γ > 1. Тогда для функции вида

f(t) =

∞∫
0

s−γ exp

(
− b

s
− t

sβ

)
ds

существуют постоянные M1,M2 > 0 такие, что справедлива оценка

f(t) � M1

M2 + t(γ−1)/β
. (10)

Доказательство. При t > 0 после замены получим

f(t) = t(1−γ)/β

∞∫
0

ξ−γ exp

(
− b

ξt1/β
− 1

ξβ

)
dξ < M4t

(1−γ)/β ,

что вместе с очевидным неравенством f(t) � f(0) = M3 приводит к требуемому соотноше-
нию (10). Лемма доказана.

В зависимости от вида и свойств операторов A и P (A) дальнейшее исследование будет
разбито на два случая.

2. Задача Дирихле в случае k < 1 с оператором вида Pm(A)u(t) = (−1)m+1 ×
× BmAmu(t). Для определяемого равенством (6) фундаментального решения G(t, s) в ста-
тье [10] для этого случая установлена оценка∥∥∥∥∂

jG(t, s)

∂sj

∥∥∥∥ � Mjt
−(j+1)/(2m) exp(−at1/(1−2m)|s|2m/(2m−1)), a > 0, (11)

доказательство которой проводится методами, развитыми в [19, гл. 1] для случая матричных
коэффициентов Bj. Кроме того, при равномерной ограниченности Y0(s) определена анали-
тическая полугруппа

U(t;Pm(A))x = 2

∞∫
0

G(t, s)Y0(s)x ds

с генератором Pm(A), областью определения которого является D(Am). Отметим, что полу-
групповое свойство для U(t;Pm(A)) справедливо в силу формулы свёртки (7).

Оценим теперь производные операторной функции Zk(t, s).
Лемма 2. Для определяемой равенством (9) операторной функции Zk(t, s) и её произ-

водных до порядка j = 0, 2m при t > 0 справедлива оценка∥∥∥∥∂
jZk(t, s)

∂sj

∥∥∥∥ � Mk,jt
1−k

t1−k+(j+1)/m + |s|m(1−k)+j+1
, Mk,j > 0. (12)

Доказательство. Продифференцируем равенство (9) и воспользуемся оценкой (11). После
замены переменных будем иметь

∥∥∥∥∂
jZk(t, s)

∂sj

∥∥∥∥ � Mj

∞∫
0

hk(t, τ)τ
−(j+1)/(2m) exp(−aτ1/(1−2m)|s|2m/(2m−1)) dτ =
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=
Mjt

1−k

21−kΓ(1/2− k/2)

∞∫
0

τk/2−3/2−(j+1)/(2m) exp

(
− t2

4τ
− aτ1/(1−2m)|s|2m/(2m−1)

)
dτ =

=
Mjt

−(j+1)/m

21−kΓ(1/2 − k/2)

∞∫
0

ξk/2−3/2−(j+1)/(2m) exp

(
− 1

4ξ
− a(|s|m/t)2/(2m−1)

ξ1/(2m−1)

)
dξ.

Оценив последний интеграл с помощью неравенства (10) из леммы 1 при значениях

b =
1

4
, β =

1

2m− 1
, γ =

j + 1−m(k − 3)

2m
,

получим требуемое неравенство (12):∥∥∥∥∂
jZk(t, s)

∂sj

∥∥∥∥ � Mjt
−(j+1)/m

21−kΓ(1/2 − k/2)

M1

M2 + (1/4(|s|m/t)2/(2m−1))(j+1+m−mk)(2m−1)/(2m)
�

� Mk,jt
1−k

t1−k+(j+1)/m + |s|m(1−k)+j+1
.

Лемма доказана.
В дальнейшем нам также понадобятся оценки производных с весом операторной функции

Zk(t, s). Для этого сначала установим следующую лемму, которая доказывается по индукции.
Лемма 3. Пусть функция Z(s) ∈ Cn(0,∞), n ∈ N. Тогда справедливо равенство(

1

s

d

ds

)n
Z(s) =

n∑
j=1

θj,ns
j−2nZ(j)(s), (13)

где
θj,n =

(2n − j − 1)!

(−2)n−j(n− j)!(j − 1)!
. (14)

Доказательство. Пусть равенство (13) выполнено при каком-то n. Тогда
(
1

s

d

ds

)n+1

Z(s) =

n∑
j=1

θj,n(j − 2n)sj−2n−2Z(j)(s) +

n+1∑
j=2

θj−1,ns
j−2n−2Z(j)(s)

и для доказательства справедливости формулы (13) при n+1 осталось установить равенства

θ1,n+1 = (1− 2n)θ1,n, θn+1,n+1 = θn,n = 1, θj,n+1 = (j − 2n)θj,n + θj−1,n, 2 � j � n,

которые непосредственно проверяются, учитывая определение чисел θj,n по формуле (14).
Лемма доказана.

Следующая лемма является следствием лемм 2 и 3.
Лемма 4. Для определяемой равенством (9) операторной функции Zk(t, s) при t > 0

справедлива оценка∥∥∥∥
(
1

s

∂

∂s

)n
Zk(t, s)

∥∥∥∥ �
n∑

j=1

|θj,n|Mk,jt
1−ksj−2n

t1−k+(j+1)/m + |s|m(1−k)+j+1
, Mk,j > 0. (15)

Предполагая равномерную ограниченность ОФБ Yq(s), q � 0, генератором которой яв-
ляется оператор A, далее выберем наименьшее n ∈ N, 2n � q, и введём в рассмотрение
операторную функцию

Wk(t)x =
(−1)n · 2
(2n − 1)!!

∞∫
0

(
1

s

∂

∂s

)n
Zk(t, s)s

2nY2n(s)x ds, x ∈ E,

где ОФБ Y2n(s) выражается через ОФБ Yq(s) по формуле (2).
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Сходимость интеграла и возможность его дифференцирования по t обусловлены равен-
ством (8) и оценкой (15). Ограниченная в пространстве E операторная функция Wk(t) будет
использована при установлении однозначной разрешимости задачи Дирихле (3), (4).

Отметим, что если оператор A – генератор ограниченной операторной косинус-функции
C(t), то, как следует из [20, гл. 9, п. 11], операторная функция

W0(t) = 2

∞∫
0

Z0(t, s)C(s) ds =

∞∫
0

h0(t, τ)U(τ ;P (A)) dτ,

где

h0(t, τ) =
t

2
√
πτ3/2

exp

(
− t2

4τ

)
, t � 0, τ > 0,

является полугруппой, а псевдодифференциальный оператор P1/2(A) = −
√

−Pm(A) – генера-
тор этой полугруппы W0(t).

Теорема 1. Пусть оператор A при некотором q � 0 является генератором равномерно
ограниченной ОФБ Yq(s), u0 ∈ D(Am) и выполнено условие 1. Тогда задача Дирихле (3), (4)
имеет единственное решение, которое представимо в виде

u(t) = Wk(t)u0 =
(−1)n · 2
(2n− 1)!!

∞∫
0

(
1

s

∂

∂s

)n
Zk(t, s)s

2nY2n(s)u0 ds, (16)

где Zk(t, s) определена равенством (9), а ОФБ Y2n(s) выражается через ОФБ Yq(s) по фор-
муле (2).

Доказательство. Предположим вначале, что u0 ∈ D(Am+[n/2]+2) и q > 0. Тогда после
n-кратного интегрирования по частям получим

u(t) = Wk(t)u0 =
2

(2n − 1)!!

∞∫
0

Zk(t, s)

(
1

s

d

ds

)n
(s2n−1Y2n(s)u0)ds = 2

∞∫
0

Zk(t, s)Ỹ0(s)u0 ds. (17)

Записанная с помощью операторов движения решения уравнения ЭПД по параметру (подроб-
нее см. [21, 22]) функция

Ỹ0(s)u0 =
1

(2n− 1)!!

(
1

s

d

ds

)n
(s2n−1Y2n(s)u0) (18)

уже не будет ОФБ, но она определяет решение задачи Коши

u′′(s) = Au(s), s > 0, u(0) = u0 ∈ D(A[n/2]+2), u′(0) = 0.

Поскольку функция Zk(t, s)u0 удовлетворяет задаче (8), то непосредственно проверяет-
ся, что определяемая равенством (17) функция u(t) = Wk(t)u0 является решением задачи
Дирихле (3), (4). Действительно, очевидно, u(0) = u0, а после интегрирования по частям
внеинтегральные слагаемые обратятся в нуль и мы получим

u′′(t) +
k

t
u′(t) = 2

∞∫
0

(
∂2Zk(t, s)

∂t2
+

k

t

∂Zk(t, s)

∂t

)
Ỹ0(s)u0 ds =

=

∞∫
0

(−1)mBm
∂2mZk(t, s)

∂s2m
Ỹ0(s)u0 ds =

∞∫
0

(−1)mBmZk(t, s)
d2mỸ0(s)u0

ds2m
ds =
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=

∞∫
0

(−1)mBmZk(t, s)A
mỸ0(s)u0ds = −Pm(A)u(t). (19)

Таким образом, равенство (19) установлено на плотном в D(Am) множестве D(Am+[n/2]+2)
элементов u0. В силу ограниченности в пространстве E операторной функции Wk(t) оно
будет справедливо и для u0 ∈ D(Am).

Случай q = 0 рассматривается аналогично, причём со значительными упрощениями.
Доказательство единственности решения задачи (3), (4) будем вести от противного. Пусть

u1(t) и u2(t) – два решения этой задачи. Рассмотрим функцию двух переменных

w(t, y) = f(Wk(y)(u1(t)− u2(t))),

где f ∈ E∗ (E∗ – сопряжённое пространство), t, y � 0, которая, очевидно, удовлетворяет
следующим уравнению и условиям:

∂2w(t, y)

∂t2
+

k

t

∂w(t, y)

∂t
=

∂2w(t, y)

∂y2
+

k

y

∂w(t, y)

∂y
, t, y > 0, (20)

w(0, y) = 0, sup
t,y�0

‖w(t, y)‖ < M. (21)

Интерпретируем функцию w(t, y) как обобщённую функцию и по переменной y применим
I -преобразование. Для обычных экспоненциально убывающих при y → +∞ функций I -пре-
образование определяется равенством

ŵ(t, λ) =

∞∫
0

√
λyIp(λy)w(t, y) dy,

где p = (k− 1)/2, Ip(·) – модифицированная функция Бесселя. Распространение этого преоб-
разования на обобщённые функции изложено в [23; 24, с. 63], при этом пространством основных
функций также являются экспоненциально убывающие при y → +∞ функции, на которых и
обеспечивается корректное определение I -преобразования обобщённой функции w(t, y).

Из условий (20), (21) для образа ŵ(t, λ) в пространстве регулярных обобщённых функций
получим следующую задачу:

∂2ŵ(t, λ)

∂t2
+

k

t

∂ŵ(t, λ)

∂t
= λ2ŵ(t, λ), t > 0, (22)

ŵ(0, λ) = 0, sup
t�0
λ∈R

‖ŵ(t, λ)‖ < M. (23)

Общее решение уравнения (22) имеет вид

ŵ(t, λ) = t(1−k)/2(d1(λ)I(k−1)/2(λt) + d2(λ)K(k−1)/2(λt)),

где I(k−1)/2(·) – модифицированная функция Бесселя, K(k−1)/2(·) – функция Макдональда.
Из второго условия в (23) вытекает d1(λ) = 0, а из первого условия в (23) следует d2(λ) =

= 0, поэтому ŵ(t, λ) = w(t, y) = 0 для любого y � 0. В силу произвольности функционала
f ∈ E∗ при y = 0 получим равенство u1(t) ≡ u2(t), и единственность решения задачи
Дирихле (3), (4) установлена. Теорема доказана.

Пример 1. Пусть параметр k < 1, Bm = I, Pm(A)u(t) = (−1)m+1Amu(t). Тогда, учиты-
вая формулу (6), получаем

Q(t, σ) = e−tσ2m
, G(t, s) =

1

2π

+∞∫
−∞

eisσ−tσ2m
dσ =

1

2π

+∞∫
−∞

cos(sσ)e−tσ2m
dσ.
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Последний интеграл только при m = 1 вычисляется в элементарных функциях и опреде-
ляет фундаментальное решение уравнения теплопроводности

G(t, s)|m=1 =
1

2
√
πt

exp

(
−s2

4t

)
.

При m � 2 выражение для интеграла весьма громоздкое и содержит специальные функ-
ции. Например, при m = 2 оно имеет вид

G(t, s) =
Γ(5/4)

πt1/4
0F2

(
1

2
,
3

4
;

s4

256t

)
− Γ(3/4)s2

8πt3/4
0F2

(
5

4
,
3

2
;

s4

256t

)
,

где 0F2(·) – гипергеометрическая функция.
Подставив фундаментальное решение в (9) с учётом интеграла 2.3.3.1 из [25], определим

Zk(t, s)|m=1 =
t1−k

22−k
√
πΓ(1/2 − k/2)

∞∫
0

τk/2−2 exp

(
− t2 + s2

4τ

)
dτ =

=
t1−k

22−k
√
πΓ(1/2− k/2)

∞∫
0

ξ−k/2 exp

(
− t2 + s2

4
ξ

)
dξ =

Γ(1− k/2)t1−k

√
πΓ(1/2 − k/2)

(t2 + s2)k/2−1.

Наконец, по формуле (16) запишем решение задачи Дирихле (3), (4) при m = 1 в виде

u(t) = Wk(t)u0 =
(−1)n · 2
(2n − 1)!!

∞∫
0

(
1

s

∂

∂s

)n
Zk(t, s)s

2nY2n(s)u0 ds =

=
(−1)n · 2Γ(1− k/2)t1−k

(2n − 1)!!
√
π Γ(1/2 − k/2)

∞∫
0

(
1

s

∂

∂s

)n
(t2 + s2)k/2−1s2nY2n(s)u0 ds =

=
(−1)n · 2Γ(1− k/2)t1−k

(2n − 1)!!
√
π Γ(1/2 − k/2)

∞∫
0

(k − 2)(k − 4) · · · (k − 2n)(t2 + s2)k/2−n−1s2nY2n(s)u0 ds =

=
2Γ(n+ 1− k/2)t1−k

Γ(n+ 1/2)Γ(1/2 − k/2)

∞∫
0

s2nY2n(s)u0

(t2 + s2)n+1−k/2
ds.

Приведём далее примеры представлений решения задачи Дирихле (3), (4) при k < 1, m =
= 1 в конкретных банаховых пространствах.

а) Пусть E = Lp(−∞,∞), p > 1, Y0(s)u0(x) = (u0(x + s) + u0(x − s))/2 – операторная
косинус-функция с генератором A = d2/dx2, B1 = I. Тогда при k < 1, m = 1 решение
задачи (3), (4) имеет вид

u(t, x) =
Γ(1− k/2)t1−k

√
πΓ(1/2 − k/2)

∞∫
0

u0(x+ s) + u0(x− s)

(t2 + s2)1−k/2
ds.

б) Пусть E = Lp(0,∞), p > 1, B1 = I. Если 0 < q � 2, то определяемый равенством
(1) (после замены параметра k на q) оператор обобщённого сдвига T s

xu0(x) является ОФБ
Yqu0(x) = T s

xu0(x) с генератором

A =
d2

dx2
+

q

x

d

dx
.
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Тогда n = 1 и в этом случае при k < 1, m = 1 решение задачи Дирихле (3), (4) имеет вид

u(t, x) = Wk(t)u0 =
−2Γ(1− k/2)t1−k

√
πΓ(1/2 − k/2)

∞∫
0

1

s

∂

∂s
(t2 + s2)k/2−1s2Y2(s)u0(x) ds =

=
4Γ(2− k/2)t1−k

√
π Γ(1/2− k/2)

∞∫
0

s2Y2(s)u0(x)

(t2 + s2)2−k/2
ds,

где при q = 2

Y2(s)u0(x) =
1

2

π∫
0

u0(
√

x2 + s2 − 2xs cosϕ) sinϕdϕ, x, s � 0,

а при 0 < q < 2 ОФБ Yq(s) определяется по формуле (2):

Y2(s)u0(x) =

√
π

Γ(q/2 + 1/2)Γ(1 − q/2)

1∫
0

τ q(1− τ2)−q/2Yq(τs)u0(x) dτ,

Yq(s)u0(x) =
Γ(q/2 + 1/2)√

πΓ(q/2)

π∫
0

u0(
√

x2 + s2 − 2xs cosϕ) sinq−1 ϕdϕ, x, s � 0.

в) Пусть E = R, A = −A2
0, A0 > 0, B1 = 1. Тогда проще всего считать n = 0, Y0(s) =

= cos(A0s), и при k < 1, m = 1 решение задачи Дирихле (3), (4) имеет вид

u(t) = Wk(t)u0 =
2Γ(1− k/2)t1−ku0√

πΓ(1/2 − k/2)

∞∫
0

cos (A0s)

(t2 + s2)1−k/2
ds.

Вычислив интеграл по формуле 2.5.6.4 из [25], получим

u(t) =
2k/2+1/2(A0t)

1/2−k/2

Γ(1/2 − k/2)
K1/2−k/2(A0t)u0,

где Kν(·) – функция Макдональда.
К такому же результату мы придём, если возьмём q = 2n :

Y2n(s) = Γ(n+ 1/2)(A0s/2)
1/2−nJn−1/2(A0s),

где Jν(·) – функция Бесселя первого рода. Тогда

u(t) =
2n+1/2Γ(n+ 1− k/2)A

1/2−n
0 t1−ku0

Γ(1/2 − k/2)

∞∫
0

(t2 + s2)k/2−n−1sn+1/2Jn−1/2(A0s) ds.

Вычислив интеграл по формуле 2.12.4.28 из [26], будем иметь

u(t) =
2k/2+1/2(A0t)

1/2−k/2

Γ(1/2 − k/2)
K1/2−k/2(A0t)u0.

Отметим, что в силу экспоненциального убывания функции Макдональда при t → ∞ в
последнем примере решение u(t) = Wk(t)u0 стремится к нулю при t → ∞. Но в общем случае
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из оценки (15) стремление решения u(t) = Wk(t)u0 к нулю при t → ∞ не вытекает. Приведём
достаточное условие, обеспечивающее это стремление.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и дополнительно при s > 0

∥∥∥∥
s∫

0

Yq(τ)u0 dτ

∥∥∥∥ < ∞. (24)

Тогда lim
t→∞

Wk(t)u0 = 0.

Доказательство. Проинтегрировав по частям, запишем решение задачи Дирихле в виде

u(t) = Wk(t)u0 =
(−1)n · 2
(2n − 1)!!

∞∫
0

(
1

s

∂

∂s

)n
Zk(t, s)s

2nY2n(s)u0 ds =

=
(−1)n · 2
(2n− 1)!!

∞∫
0

∂

∂s

(
s2n
(
1

s

∂

∂s

)n
Zk(t, s)

) s∫
0

Y2n(τ)u0 dτds. (25)

С учётом равенства (13) дифференцированием получим

∂

∂s

(
s2n
(
1

s

∂

∂s

)n
Zk(t, s)

)
=

n∑
j=1

jθj,ns
j−1∂

jZk(t, s)

∂sj
+

n∑
j=1

θj,ns
j ∂

j+1Zk(t, s)

∂sj+1
,

и, применив в (25) оценки (12), (24), будем иметь

‖Wk(t)u0‖ � Υ1‖u0‖t1−k
n∑

j=1

j|θj,n|Mk,j

∞∫
0

sj−1 ds

t1−k+(j+1)/m + sm(1−k)+j+1
+

+Υ1‖u0‖t1−k
n∑

j=1

|θj,n|Mk,j+1

∞∫
0

sj ds

t1−k+(j+2)/m + sm(1−k)+j+2
= Φ(t) + Ψ(t).

В этом равенстве первое слагаемое Φ(t) после замен

s = tαξ, α =
1− k + (j + 1)/m

m(1− k) + j + 1
, β =

−m(1− k)− j − 1

m(m(1− k) + j + 1)

превратится в

Φ(t) = Υ1‖u0‖tβ
n∑

j=1

jθj,nMk,j

∞∫
0

ξj−1 ds

1 + ξm(1−k)+j+1
,

и поскольку β < 0, то Φ(t) → 0 при t → ∞.
Второе слагаемое Ψ(t) рассматривается аналогично с заменой j на j +1, откуда и выте-

кает нужное нам утверждение теоремы. Теорема доказана.
Например, если в условиях теоремы 1 оператор A является генератором равномерно огра-

ниченной операторной косинус-функции Y0(s) = C(s), то, как следует из теоремы 2, помимо
этого для стремления решения u(t) = Wk(t)u0 к нулю при t → ∞ следует дополнительно
потребовать ограниченность операторной синус-функции

S(s) =

t∫
0

C(τ) dτ.
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В этом случае условие (24) выполнено, если, например, A = A2
1, где оператор A1 – ге-

нератор равномерно ограниченной группы T (s;A1) и, кроме того, точка λ = 0 является
регулярной точкой оператора A1, 0 ∈ ρ(A1). Тогда

Y0(s) = C(s) =
1

2
(T (s;A1) + T (−s;A1)),

s∫
0

T (τ ;A1)u0 dτ =

s∫
0

AT (τ ;A1)A
−1u0 dτ =

s∫
0

T ′(τ ;A1)A
−1u0 dτ = (T (s;A1)− I)A−1u0,

и условие (24), очевидно, справедливо, поскольку группа T (s;A1) равномерно ограничена.
Пример 2. Рассмотрим случай, когда E = H – гильбертово пространство и A = −A2

0, где
A0 – самосопряжённый оператор, действующий в H, 0 ∈ ρ(A0). Пусть Eλ – спектральная
функция оператора A0. По теореме Стоуна (см., например, [1, § 4, теорема 4.7]) оператор A0

является генератором унитарной группы

T (t;A0)x =

∞∫
−∞

eiλt dEλx, x ∈ H,

которая удовлетворяет неравенству (24). Действительно,

s∫
0

T (τ ;A0)x dτ =

∞∫
−∞

s∫
0

eiλτdτ dEλx =

∞∫
−∞

eiλs − 1

iλ
dEλx = −i(T (s;A0)− I)A−1

0 x,

следовательно, операторная синус-функция ограничена, неравенство (24) выполнено и реше-
ние задачи Дирихле

u(t) = Wk(t)u0 = 2

∞∫
0

Zk(t, s) cos(A0s)u0 ds

стремится к нулю при t → ∞.

3. Задача Дирихле в случае k < 1 с оператором вида Pm(A)u(t)=(−1)m+1Bm×
× Amu(t) +

∑m−1
n=0 BnA

nu(t),
∑m−1

n=0 BnA
n �= 0. Введём в рассмотрение оператор

B = −μ2mBm −
m−1∑
n=0

μ2nBn, μ ∈ R.

Условие 2. Если
∑m−1

n=0 BnA
n �= 0, то при любом μ ∈ R спектр σ(B) оператора B не

лежит на мнимой оси.
В случае выполнения условия 2 для определяемого равенством (6) фундаментального ре-

шения G(t, s) в статье [10] установлена оценка
∥∥∥∥∂

jG(t, s)

∂sj

∥∥∥∥ � Mjt
−(j+1)/(2m) exp(−at1/(1−2m)|s|2m/(2m−1) − δ1t), (26)

где Mj > 0, a > 0, 0 < δ1 < δ, постоянная δ взята из условия 1 (параболичности). Отметим,
что в отличие от оценки (11) оценка (26) содержит множитель exp(−δ1t).

Покажем, что условие 2 позволит ослабить требование равномерной ограниченности ОФБ
Yq(s) при установлении разрешимости задачи Дирихле и допустить её экспоненциальный рост.
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Лемма 5. Если выполнено условие 2, то для определяемой равенством (9) операторной
функции Zk(t, s) и её производных до порядка j = 0, 2m существуют постоянные Mk,j, Ω,
Ω1 > 0 такие, что при t > 0 справедлива оценка

∥∥∥∥∂
jZk(t, s)

∂sj

∥∥∥∥ � Mk,jt
1−k

t1−k+(j+1)/m + |s|m(1−k)+j+1
e−Ω1t−Ω|s|. (27)

Доказательство. Также как и при доказательстве леммы 2, продифференцируем равен-
ство (9) и воспользуемся оценкой (26). Обозначив a = a1 + a2, 0 < a1 < a, a2 = a − a1,
1 = b1 + b2, 0 < b1 < 1, b2 = 1− b1, δ1 = δ2 + δ3, 0 < δ2 < δ1, δ3 = δ1 − δ2, получим

∥∥∥∥∂
jZk(t, s)

∂sj

∥∥∥∥ � Mj

∞∫
0

hk(t, τ)τ
−(j+1)/(2m) exp(−aτ1/(1−2m)|s|2m/(2m−1) − δ1τ) dτ =

=
Mjt

1−k

2k−1Γ(1/2 − k/2)
×

×
∞∫
0

τk/2−3/2−(j+1)/(2m) exp

(
−(b1 + b2)t

2

4τ
− (a1 + a2)τ

1/(1−2m)|s|2m/(2m−1) − (δ2 + δ3)τ

)
dτ. (28)

Покажем далее, что при s ∈ R, t, τ > 0 справедливы неравенства

exp(−a2τ
1/(1−2m)|s|2m/(2m−1) − δ3τ) � e−Ω|s|, (29)

exp(−b2τ
−1t2 − δ2τ) � e−Ω1t, (30)

где

Ω = a
(2m−1)/(2m)
2 (δ3(2m− 1))1/(2m) + δ

1/(2m)
3 (a2/(2m− 1))(2m−1)/(2m) , Ω1 = 2

√
b2δ2. (31)

Неравенство (29) при s = 0, очевидно, выполнено. Пусть теперь s �= 0. Докажем соотно-
шение

a2τ
1/(1−2m)|s|2m/(2m−1) + δ3τ � Ω|s|

или равносильное ему

a2

(
|s|
τ

)1/(2m−1)

+ δ3
τ

|s| � Ω.

Наименьшее значение функции ϕ(t) = a2t
1/(2m−1) + δ3/t при t > 0 равно Ω, что и дока-

зывает оценка (29).
Неравенство (30) получается из (29) заменой a2 на b2, m на 1, s на t, δ3 на δ2.
Учитывая неравенства (29), (30), из (28) выводим

∥∥∥∥∂
jZk(t, s)

∂sj

∥∥∥∥ � Mjt
1−k

2k−1Γ(1/2 − k/2)
e−Ω1t−Ω|s| ×

×
∞∫
0

τk/2−3/2−(j+1)/(2m) exp

(
−b1t

2

4τ
− a1τ

1/(1−2m)|s|2m/(2m−1)

)
dτ. (32)

Оценка интеграла в неравенстве (32) фактически была проведена ранее в лемме 2. Приме-
нив эту оценку, придём к требуемому неравенству (27). Лемма доказана.

Следующая лемма является непосредственным следствием лемм 3 и 5.
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Лемма 6. Если выполнено условие 2, то для определяемой равенством (9) операторной
функции Zk(t, s) при t > 0 справедлива оценка

∥∥∥∥
(
1

s

∂

∂s

)n
Zk(t, s)

∥∥∥∥ � t1−ke−Ω1t−Ω|s|
n∑

j=1

|θj,n|Mk,js
j−2n

t1−k+(j+1)/m + |s|m(1−k)+j+1
, Mk,j > 0. (33)

Теорема 3. Пусть выполнены условия 1 и 2, u0 ∈ D(Am), оператор A при некотором
q � 0 является генератором ОФБ Yq(s), удовлетворяющей оценке

‖Yq(s)‖ � Υeωs, s � 0, Υ � 1, 0 � ω < Ω, (34)

где Ω – постоянная из (31). Тогда задача Дирихле (3), (4) имеет единственное решение,
стремящееся к нулю при t → ∞, которое представимо в виде

u(t) = Wk(t)u0 =
(−1)n · 2
(2n− 1)!!

∞∫
0

(
1

s

∂

∂s

)n
Zk(t, s)s

2nY2n(s)u0 ds,

где Zk(t, s) определена равенством (9), а ОФБ Y2n(s) выражается через ОФБ Yq(s) по фор-
муле (2).

Доказательство. Сходимость определяющего функцию u(t) = Wk(t)u0 интеграла и воз-
можность его дифференцирования обусловлены оценкой (33). Проверим, что эта функция
является решением задачи (3), (4).

Также как и при доказательстве теоремы 1 предположим вначале, что u0 ∈ D(Am+[n/2]+2),

q > 0 и Ỹ0(s)u0 определена равенством (18). После интегрирования по частям внеинтеграль-
ные слагаемые обратятся в нуль и мы получим

u′′(t) +
k

t
u′(t) = 2

∞∫
0

(
∂2Zk(t, s)

∂t2
+

k

t

∂Zk(t, s)

∂t

)
Ỹ0(s)u0 ds =

= 2

∞∫
0

(
(−1)mBm

∂2mZk(t, s)

∂s2m
−

m−1∑
n=0

Bn
∂2nZk(t, s)

∂s2n

)
Ỹ0(s)u0 ds =

= 2

∞∫
0

Zk(t, s)

(
(−1)mB2m

d2mỸ0(s)u0
ds2m

−
m−1∑
n=0

Bn
d2nỸ0(s)u0

ds2n

)
ds =

= 2

∞∫
0

Zk(t, s)

(
(−1)mBmAmỸ0(s)u0 −

m−1∑
n=0

BnA
nỸ0(s)u0

)
ds = −2Pm(A)

∞∫
0

Zk(t, s)Ỹ0(s)u0 ds =

=
(−1)n · 2
(2n − 1)!!

Pm(A)

∞∫
0

(
1

s

∂

∂s

)n
Zk(t, s)s

2nY2n(s)u0 ds = −Pm(A)u(t).

Таким образом, функция Wk(t)u0 является решением уравнения (3) на плотном в D(Am)
множестве D(Am+[n/2]+2) элементов u0. В силу ограниченности в пространстве E оператор-
ной функции Wk(t) утверждение будет справедливо и для u0 ∈ D(Am).

Случай q = 0 рассматривается аналогично, причём со значительными упрощениями.
Поскольку оценка (33) содержит множитель exp(−Ω1t), то, очевидно, решение u(t) стре-

мится к нулю при t → ∞.
Остальные утверждения теоремы 3 уже фактически установлены в теореме 1. Теорема

доказана.
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Замечание. Если в теореме 3 условие 2 не выполнено, то также как и в теореме 1 ОФБ
Yq(s) должна быть равномерно ограниченной. При этом указанное решение задачи Дирихле
(3), (4), вообще говоря, не обязано стремится к нулю при t → ∞. Для стремления решения к
нулю, также как и в теореме 2, от ОФБ Yq(s) следует дополнительно потребовать выполнения
неравенства (24).

Пример 3. Пусть E = R, параметр m = 1, P1(A) = B1A + B0, где B1 > 0 (усло-
вие параболичности), A = −A2

0, A0 ∈ R, и тогда Y0(s) = cos(A0s). Пусть также B0 < 0
(условие эллиптичности многочлена P1(A)), при этом оператор B = −μ2B1 − B0 для μ ∈ R

удовлетворяет условию 2. Тогда, учитывая результаты примера 1, получаем

Q(t, σ) = exp(−tB1σ
2 + tB0), G(t, s) =

1

2
√
πtB1

exp

(
− s2

4tB1
+ tB0

)
,

Zk(t, s) =
t1−k

22−kΓ(1/2 − k/2)
√
πB1

∞∫
0

τk/2−2 exp

(
− t2

4τ
− s2

4τB1
+ τB0

)
dτ =

=
t1−k

22−kΓ(1/2 − k/2)
√
πB1

∞∫
0

τk/2−2 exp

(
− t2B1 + s2

4τB1
+ τB0

)
dτ =

=
2k/2t1−k(t2B1 + s2)k/4−1/2

Γ(1/2 − k/2)
√
πB1(−B0B1)k/4−1/2

K1−k/2

(√−B0B1(t2B1 + s2)

B1

)
,

при этом был использован интеграл 2.3.16.1 из [25].
По формуле (16) запишем стремящееся к нулю при t → ∞ решение задачи Дирихле (3),

(4) для m = 1 в виде

u(t) = Wk(t)u0 = 2

∞∫
0

Zk(t, s) cos(A0s)u0 ds.

4. Весовые граничные задачи в случае k � 1. Непосредственной проверкой устанав-
ливается следующая

Лемма 7. Если при k < 1 функция vk(t) удовлетворяет задаче Дирихле (3), (4), то
при k > 1 функция u(t) = t1−kv2−k(t) является ограниченным на бесконечности решением
уравнения (3), удовлетворяющим условию

lim
t→0

tk−1u(t) = u0. (35)

Из леммы 7 и теоремы 3 вытекает
Теорема 4. Пусть k > 1, u0 ∈ D(Am), выполнены условия 1 и 2, оператор A при

некотором q � 0 является генератором ОФБ Yq(s), удовлетворяющей оценке (34). Тогда
весовая задача Дирихле (3), (35) имеет единственное решение, стремящееся к нулю при
t → ∞, которое представимо в виде

u(t) =
(−1)n · 2t1−k

(2n − 1)!!

∞∫
0

(
1

s

∂

∂s

)n
Z2−k(t, s)s

2nY2n(s)u0 ds,

где Z2−k(t, s) определена равенством (9), а ОФБ Y2n(s), 2n � q, выражается через ОФБ
Yq(s) по формуле (2).

Как уже было установлено ранее, если выполнено условие 2 и оператор A является гене-
ратором операторной косинус-функции Y0(s), то определяемая равенством (11) полугруппа
U(t;Pm(A)) будет сжимающей, следовательно, по теореме 5.6 из [1, гл. 1, § 5] оператор

P1/2(A) = −
√
−Pm(A)
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является генератором сжимающей полугруппы U1(t;P1/2(A)), которая имеет вид

U1(t;P1/2(A)) =
1

π

∞∫
0

sin(t
√
τ)(τI + P1/2(A))

−1 dτ.

В силу теоремы 4.1 из [27] справедливо следующее утверждение.
Теорема 5. Пусть параметр k � 1, u0 ∈ D(A2m), выполнены условия 1 и 2, оператор A

является генератором операторной косинус-функции Y0(s), удовлетворяющей оценке (34).
Тогда функция

u(t) = − 1

Γ(k)

∞∫
1

(ξ2 − 1)k/2−1U1(tξ;P1/2(A))(−P1/2(A))
k−1u1 dξ

является единственным решением уравнения (3), удовлетворяющим условиям

lim
t→0

tku′(t) = u1, lim
t→∞

u(t) = 0. (36)

Теорема 5, по сравнению с задачей (3), (35), содержит решение ещё одной весовой гранич-
ной задачи при k > 1, а также решение задачи (3), (36) при k = 1, которое имеет вид

u(t) = −
∞∫
1

(ξ2 − 1)−1/2U1(tξ;−
√

−Pm(A))u1 dξ.
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ЗАДАЧА ГЕЛЛЕРСТЕДТА С НЕЛОКАЛЬНЫМ КРАЕВЫМ
УСЛОВИЕМ НЕЧЁТНОСТИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
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Исследована задача Геллерстедта для уравнения Лаврентьева–Бицадзе с краевым услови-
ем нечётности на границе области эллиптичности. Получены в явной форме все собствен-
ные значения и собственные функции. Доказано, что система собственных функций полна
в эллиптической части области и неполна во всей области. Также доказана однозначная
разрешимость задачи, решение записано в виде ряда для спектрального параметра не рав-
ного собственному значению. Для спектрального параметра, совпадающего с собственным
значением, получены условия разрешимости, при выполнении которых семейство решений
найдено в виде ряда. Получено условие разрешимости задачи в зависимости от собствен-
ных значений. Построенные аналитические решения могут быть эффективно использованы
при численном моделировании задач трансзвуковой газовой динамики.

DOI: 10.31857/S0374064123100059, EDN: ONGOZC

1. Постановка задачи. В области D = D+
⋃
D1−
⋃

D2−, где D+ = {(r,Θ) : 0 < r < 1,
0 < Θ < π} – полукруг в верхней полуплоскости, D1− = {(x, y) : −y < x < y + 1, −1/2 <
< y < 0}, D2− = {(x, y) : −y − 1 < x < y, −1/2 < y < 0} – равнобедренные прямоугольные
треугольники в нижней полуплоскости, требуется определить регулярное решение уравнения
Лаврентьева–Бицадзе со спектральным параметром μ

uxx + (sgn y)uyy + μ2u = 0 в D+
⋃

D1−
⋃

D2−, (1)

которое удовлетворяет следующим краевым условиям: на границе области задаются нелокаль-
ное условие (условие нечётности)

u(x, y) = −u(−x, y) при x2 + y2 = 1 (2)

и нормальная производная

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=1

= f(Θ) для Θ ∈ (0, π/2). (3)

В области гиперболичности уравнения задаются условия Геллерстедта

u(x,−x) = 0, x ∈ (0, 1/2), (4)

u(x, x) = 0, x ∈ (−1/2, 0). (5)

Заметим, что условие (2) можно заменить условием

u(1,Θ) = −u(1, π −Θ) для Θ ∈ [0, π/2], (6)

записанным в полярной системе координат. Регулярное решение задачи (1)–(5) (или (1), (3),
(6)) изучается в классе функций u ∈ C0(D)

⋂
C2(D+)

⋂
C2(D1−)

⋂
C2(D2−), где D – замы-

кание области D. Кроме того, предполагается, что функция u(x, y) непрерывно дифферен-
цируема при переходе через отрезки (0, 1) и (−1, 0) действительной оси и gradu может
обращаться в бесконечность медленнее первой степени в точках (−1, 0), (0, 0) и (1, 0). Для
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дальнейшего изложения удобно определить область D1+ = {(r,Θ) : 0 < r < 1, 0 < Θ < π/2},
аD1+ будет соответственно замыканием области D1+.

2. Сведение задачи (1)–(5) к решению смешанной краевой задачи. Область D
является симметричной по x, что позволяет представить решение задачи (1)–(5) в следующем
виде:

u(x, y) = U(x, y) + V (x, y),

где u(x, y) – решение задачи (1)–(5), а U(x, y) и V (x, y) определяются по формулам

U(x, y) = (u(x, y) + u(−x, y))/2, (7)

V (x, y) = (u(x, y)− u(−x, y))/2. (8)

Непосредственно проверяется, что функции U(x, y) и V (x, y) являются решениями уравне-
ния (1). Справедлива следующая

Лемма 1. Если μ2 не является собственным значением смешанной краевой задачи, то
U = 0 при x > 0, и решение задачи в этом случае является нечётной по x функцией.

Доказательство. Функция U(x, y) является чётной по аргументу x, поэтому достаточ-
но доказать, что U = 0 при x > 0. Как уже отмечалось, функция U является решением
уравнения (1) в области D, а значит и в области D+

⋃
D1−, т.е.

Uxx + (sgn y)Uyy + μ2U = 0 в D1+
⋃

D1−. (9)

Из условия (2) и формулы (7) следует, что

U(1,Θ) = 0, Θ ∈ [0, π/2]. (10)

При x = 0 из формулы (7) вытекает условие

∂U

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, y ∈ (0, 1). (11)

Полагая в (7) y = −x и учитывая условия (4), (5), имеем

U(x,−x) = 0, x ∈ [0, 1/2]. (12)

Итак, мы получили, что функция U – решение смешанной краевой задачи (9)–(12). Задача (9)–
(12) обладает только тривиальным (нулевым) решением, если только μ2 не является точкой
спектра [1]. Отсюда следует, что решение u(x, y) – нечётная по x функция и справедливо
равенство u(x, y) = V (x, y). Лемма доказана.

Лемма 2. Если μ2 не является собственным значением смешанной краевой задачи (9)–
(12), то решение u(x, y) задачи (1)–(5) является решением задачи Неймана–Трикоми в об-
ласти D1+

⋃
D1−.

Доказательство. В силу леммы 1 имеем u(x, y) = V (x, y). Как уже отмечалось, функ-
ция V является решением уравнения (1) во всей области D, а значит, она будет решением
уравнения в области D1+

⋃
D1−, т.е.

Vxx + (sgn y)Vyy + μ2V = 0 в D1+
⋃

D1−. (13)

Положив в формуле (8) x = 0, получим равенство

V (0, y) = 0. (14)

Так как u(x, y) = V (x, y), то для функции V (x, y) будет выполняться условие

∂V

∂r

∣∣∣∣
r=1

= f(Θ), Θ ∈ (0, π/2). (15)
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Наконец, пользуясь условиями (4), (5), находим

v(x,−x) = 0, x ∈ [0, 1/2]. (16)

Лемма доказана.
Итак, решение задачи (1)–(5) представимо в виде суммы решений смешанной краевой за-

дачи (9)–(12) и задачи Неймана–Трикоми (13)–(16).
3. Собственные значения и собственные функции задачи (1)–(5). Собственные

функции смешанной краевой задачи (9)–(12) могут быть записаны в виде

U =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(−1)m√
2

cos((2m+ 1/2)(π/2 −Θ)J2m+1/2(rμ)) в D1+,(
x+ y

x− y

)m+1/4

J2m+1/2(μ
√

x2 − y2) в D1−,
(17)

где m ∈ N
⋃

{0}. Собственные значения μmn смешанной краевой задачи (9)–(12) определя-
ются как корни уравнения

J2m+1/2(μmn) = 0, m, n ∈ N
⋃

{0}, (18)

где J2m+1/2(μmn) – функция Бесселя первого рода.
Аналогично записываются собственные функции задачи Неймана–Трикоми (13)–(16)

uk =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

C(−1)k+1

√
2

sin(2(k − 1/4)(π/2 −Θ)J2k−1/2(rμ)) в D1+,

C

(
x+ y

x− y

)k−1/4

J2k−1/2(μ
√

x2 − y2) в D1−,

(19)

где k ∈ N, C – произвольная постоянная, отличная от нуля. Собственные значения μkl задачи
Неймана–Трикоми (13)–(16) определяются как корни следующего уравнения:

J ′
2k−1/2(μkl) = 0, k, l ∈ N. (20)

Нетрудно видеть, что если спектральный параметр μ2 не является корнем уравнения (18), а
является корнем уравнения (20), то собственные функции задачи (1)–(5) будут иметь вид

vml =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C(−1)k+1

√
2

sin(2(k − 1/4)(π/2 −Θ))J2k−1/2(rμml) в D1+,

C

(
x+ y

x− y

)k−1/4

J2k−1/2(μml

√
x2 − y2) в D1−,

C

(
x− y

x+ y

)k−1/4

J2k−1/2(μml

√
x2 − y2) в D2−,

(21)

где m, l ∈ N
⋃

{0}. Перед тем как переходить к построению собственных функций, в случае
когда μ2 является точкой спектра задачи Трикоми, т.е. μ2 является одним из корней уравне-
ния (18), докажем важную теорему, из которой будет следовать полнота собственных функций
в области эллиптичности уравнения (1).

4. Отсутствие кратных корней у уравнений для собственных значений.
Теорема 1. Уравнения (18) и (20) не имеют общих корней, за исключением быть может

нуля.
Доказательство. Предположим, что нашлась точка z такая, что для некоторых чисел

k ∈ N и m ∈ N
⋃

{0} справедливы равенства

J2m+1/2(z) = 0, (22)
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J ′
2k−1/2(z) = 0. (23)

Рассмотрим сначала случай k = m. Справедлива следующая формула [2, c. 628]:

(2m− 1/2)J2m−1/2(z)

z
− J ′

2m−1/2(z) = J2m+1/2(z), (24)

из которой и из формул (22), (23) следует, что J2m−1/2(z) = 0, поэтому с учётом (23) число
z является кратным корнем уравнения J2m−1/2(z) = 0. Но функция Бесселя может иметь
кратный корень только в случае z = 0. Итак, в случае k = m наше утверждение доказано.

Пусть k > m, т.е. k = m+ p, где p ∈ N. Тогда из формулы (24) получаем

0 = J ′
2m+2p−1/2(z) =

(2m+ 2p− 1/2)J2m+2p−1/2(z)

z
− J2m+2p+1/2(z). (25)

Используя полиномы Ломмеля [3, c. 322; 4, c. 43], запишем две формулы:

J2m−1/2+2p(z) = J2m+1/2(z)R2p−1,2m+1/2(z)− J2m−1/2(z)R2p−2,2m+3/2(z), (26)

J2m+1/2+2p(z) = J2m+1/2(z)R2p,2m+1/2(z) − J2m−1/2(z)R2p−1,2m+3/2(z), (27)

где R2p−2,2m+3/2(z) и R2p−1,2m+1/2(z) – многочлены Ломмеля степени 2p − 2 и 2p − 1 соот-
ветственно относительно переменной 1/z.

Подставив формулы (26), (27) в равенство (25), получим

0 = J2m+1/2(z)

[
(2m+ 2p − 1/2)

z
R2p−1,2m+1/2(z) −R2p,2m+1/2(z)

]
−

− J2m−1/2(z)

[
(2m+ 2p − 1/2)

z
R2p−2,2m+3/2(z) −R2p−1,2m+1/2(z)

]
.

С учётом (22) имеем

0 = J2m−1/2(z)

[
(2m+ 2p− 1/2)

z
R2p−2,2m+3/2(z)−R2p−1,2m+1/2(z)

]
.

Из последнего равенства следует, что либо J2m−1/2(z) = 0, либо выражение в квадратной
скобке равно нулю.

Если J2m−1/2(z) = 0, то из формулы (24) с учётом (22) следует, что J ′
2m−1/2(z) = 0, но

тогда z – кратный корень уравнения J2m−1/2(z) = 0, а этого быть не может.
Остаётся рассмотреть случай, когда квадратная скобка равна нулю, т.е.

(2m+ 2p − 1/2)

z
R2p−2,2m+3/2(z)−R2p−1,2m+1/2(z) = 0.

В этом случае z – алгебраическое число, но по теореме Зигеля [4, c. 74] с учётом (22) этого
быть не может.

Рассмотрим теперь случай k < m, тогда m = k + p, где p ∈ N. Из уравнения (22) с
использованием полиномов Ломмеля [3, c. 322; 4, c. 43] получаем

0 = J2m+1/2(z) = J2k+1/2+2p(z) = J2k+1/2(z)R2p,2k+1/2(z)− J2k−1/2(z)R2p−1,2k+3/2(z). (28)

Далее, из равенства (24) при m = k с учётом (23) сразу запишем

(2k − 1/2)J2k−1/2(z)

z
= J2k+1/2(z). (29)
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Подставив теперь (29) в (28), будем иметь

0 = J2k−1/2(z)

[
(2k − 1/2)

z
R2p,2k+1/2(z)−R2p−1,2k+1/2(z)

]
. (30)

Из (30) следует, что либо J2k−1/2(z) = 0, либо

(2k − 1/2)

z
R2p,2k+1/2(z)−R2p−1,2k+1/2(z) = 0.

Если J2k−1/2(z) = 0, то в силу (23) число z – кратный корень уравнения J2k−1/2(z) = 0, но
этого быть не может. Если же

(2k − 1/2)

z
R2p,2k+1/2(z)−R2p−1,2k+1/2(z) = 0,

то z является рациональным числом и одновременно является корнем уравнения (22), но это
противоречит теореме Зигеля [4, c. 74]. Теорема доказана.

5. Построение собственных функций в случае, когда спектральный параметр
μ2 является корнем уравнения (18). В случае если μ2 является собственным значением
смешанной задачи (9)–(12) функции, определяемые по формуле (21), не являются собственны-
ми для задачи (1)–(5) (следует из теоремы 1), и задача (9)–(12) имеет нетривиальное решение
U(x, y).

Поставим теперь задачу для определения функции V (x, y) (формула (7)). Заметим, что
эта функция нечётная, поэтому будет выполнено условие

V (0, y) = 0. (31)

На характеристике y = −x функция обращается в нуль:

V (x,−x) = 0. (32)

Нормальная производная функции V удовлетворяет условию

∂V

∂r

∣∣∣
r=1

=
∂U

∂r

∣∣∣
r=1

, (33)

где U – собственная функция задачи (9)–(12) (формула (17)). Будем искать решение этой
задачи (задачи Неймана–Трикоми) в виде

V =

∞∑
k=1

Akuk, (34)

где

uk =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

C(−1)k+1

√
2

sin(2(k − 1/4)(π/2 −Θ))J2k−1/2(rμ), y > 0,

C

(
x+ y

x− y

)k−1/4

J2k−1/2(μ
√

x2 − y2), y < 0,

при μ = μkn, μkn – корень уравнения (18), а коэффициенты Ak определяются из условия (33).
Теорема 2. Ряд, определяемый по формуле (34), является решением задачи (31)–(33) и

является равномерно сходящимся в D вместе с производной по r при μ = μkn.
Доказательство. Непосредственно проверяется, что функция uk удовлетворяет услови-

ям (31), (32). Проверка условия (33) приводит к равенству

∞∑
k=1

Ak
(−1)k+1

√
2

sin(2(k − 1/4)(π/2 −Θ))μJ ′
2k−1/2(μ) =
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= −(−1)m
√
2 cos((2m+ 1/2)(π/2 −Θ))μJ ′

2m+1/2(μ). (35)

Если мы докажем равномерную сходимость ряда в левой части равенства (35), то тем самым
построим собственную функцию.

Исследуем на равномерную сходимость ряд (34). Для удобства изложения введём новые
переменные

Bk := Ak
(−1)k+1

√
2

μJ ′
2k−1/2(μ), ψ/2 := π/2−Θ

и обозначим правую часть в (35) через

f(Θ) := −(−1)m
√
2 cos((2m+ 1/2)(π/2 −Θ))μJ ′

2m+1(μ).

Из (35) получаем явное выражение для Bk в следующем виде:

Bk =

π∫
0

f(π/2− ψ/2)h
1/2
k dψ, (36)

где

h
1/2
k =

2

π
√

2 cosψ/2

( k∑
j=0

Cj
−1/2 sin((k − j)ψ)

)

есть биортогональная система к системе {sin((k − 1/4)ψ)}∞1 . Далее из формулы (13) (см. [5])
получаем

−(k − 1/4)h
1/2
k = (H

−3/2
k−1 )′, (37)

где

Hβ
n =

2

π(2 cosψ/2)β

( n∑
k=0

Ck
β sin((n− k)ψ) − Cn

β/2

)
,

n ∈ N
⋃
{0}, β = −1/2, а hβm определяются по формуле

hβm =
2

π(2 cos(ψ/2))β

m−1∑
k=0

Ck
β sin((m− k)ψ). (38)

Заметим, что биномиальный коэффициент Cm
β для β = −1/2 ведет себя при m → ∞ как

1/
√
m [4, c. 67]. Далее, подставив формулу (37) в (36) и проинтегрировав по частям полученное

выражение с учётом равенства H
−3/2
n (π) = 0, вытекающего из (38), получим

Bk =
f(0)H

−3/2
k−1 (0)

k − 1/4
− 1

2k − 1/2

π∫
0

f ′(π/2− φ/2)H
−3/2
k−1 (φ) dφ = B′

k +B′′
k . (39)

Оценим скорость убывания второго слагаемого в (39). Для этого подставим в него форму-
лу (18) из работы [6] и в результате получим

B′′
k+1(2k + 3/2) =

2

π

π∫
0

f ′(π/2 − φ/2) cos((k + 3/4)φ) dφ +

+
(−1)k

π2

π∫
0

f ′(π/2 − φ/2)(2 cos(φ/2))3/2 dφ

1∫
0

tk−1/2(1− t)−1/2(1 + t) dt

(1− t)2 + 4t cos2(φ/2)
. (40)
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Заметим, что первое слагаемое есть величина порядка O(1/kα) [7], а внутренний интеграл
второго слагаемого в (40) можно оценить через бета-функцию Эйлера:

1∫
0

tk−1/2(1− t)−1/2(1 + t) dt

(1− t)2 + 4t cos2(φ/2)
�

1∫
0

tk−1/2(1− t)−1/2(1 + t) dt

[(1− t)2 + 4t cos2(φ/2)]1/4−ε[(1− t)2 + 4t cos2(φ/2)]3/4+ε
�

�
1∫

0

2
tk−1/2(1− t)2ε−1 dt

(2t cos2(φ/2))3/4+ε
� C

B(k − 1/4 − ε, 2ε)

cos3/2+4ε(φ/2)
. (41)

В формуле

B(k − 1/4 − ε, 2ε) =
Γ(k − 1/4 − ε)Γ(2ε)

Γ(k − 1/4 + ε)
,

связывающей бета- и гамма-функции Эйлера, величина, стоящая в правой части, имеет поря-
док 1/k2ε при k → ∞. Отсюда и из (41) следует, что

|B′′
k | � c

k1+2ε
, (42)

где c – некоторая положительная постоянная.
Оценим скорость убывания первого слагаемого в (39). Для этого достаточно оценить

H
−3/2
k−1 (0). Опять, использовав формулу (8) из [6], получим

H−3/2
n (0) =

2

π
+

25/2(−1)n

π

1∫
0

tn+1/2(1− t)−1/2

(1 + t)2
dt. (43)

Нетрудно видеть, что интеграл в (43) допускает оценку

1∫
0

tn+1/2(1− t)−1/2

(1 + t)2
dt �

1∫
0

tn+1/2(1− t)−1/2 dt = B(n+ 3/2, 1/2) =
Γ(n+ 3/2)Γ(1/3)

γ(n+ 2)
� C√

2
.

Отсюда и из оценки (42) получаем

Bk =
2

πk
+Bk, (44)

где Bk удовлетворяет (42).
Ряд (34) можно записать следующим образом (через коэффициенты Bk) :

V =

∞∑
k=1

Bk

J2k−1/2(rμ)

J ′
2k−1/2(μ)μ

sin((2k − 1/2)φ/2). (45)

Используя асимптотическое выражение

J2k−1/2(rμ)

J ′
2k−1/2(μ)μ

=
r2k−1/2μ

2k − 1/2
(1 +O(1/k)), (46)

справедливое для больших k, запишем ряд (45) с учётом (44), (46) следующим образом:

V =
∞∑
k=1

Bk

J2k−1/2(rμ)

J ′
2k−1/2(μ)μ

sin((2k − 1/2)φ/2) =
∞∑
k=1

r2k−1/2μ

πk2
sin((2k − 1/2)φ/2) +
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+

∞∑
k=1

Bk
r2k−1/2μ

2k − 1/2
(1 +O(1/k))μ sin (2k − 1/2)φ/2. (47)

Из оценки (47) и из формулы (42) для Bk следует равномерная сходимость ряда (34) и продиф-
ференцированного по r ряда (34), т.е. ряд (34) является решением задачи (31)–(33). Теорема
доказана.

Следствие. Если μ является корнем уравнения (18), то собственная функция нелокаль-
ной краевой задачи (1)–(5) имеет вид

u(x, y) =

{
U(x, y) + V (x, y) при x > 0,

U(−x, y)− V (−x, y) при x < 0,
(48)

где U(x, y) определяется по формуле (34), а V (x, y) – по формуле (17).
Подытожим результаты этого пункта.
Теорема 3. Собственные функции задачи (1)–(5), отвечающие собственным значени-

ям μ2, где μ определяется из уравнения (18), вычисляются по формуле (48); если же μ
определяются из уравнения (20), то собственные функции вычисляются по формуле (19).
Других собственных значений и собственных функций, а также присоединённых функций,
нелокальная краевая задача (1)–(5) не имеет.

Для доказательства теоремы достаточно показать, что не существует других собственных
значений и других собственных функций, что следует из работы [1], где это было доказано
для задач Трикоми и Неймана–Трикоми.

6. Полнота собственных функций.
Теорема 4. Система собственных функций задачи (1)–(5) полна в пространстве L2(D+),

т.е. полна в области эллиптичности уравнения (1).
Доказательство. Достаточно доказать, что не существует функции из L2(D+), которая

ортогональна всем собственным функциям. Пусть такая функция f ∈ L2(D+) существует.
Обозначим

F (x, y) = [f(x, y) + f(−x, y)]/2, L(x, y) = [f(x, y)− f(−x, y)]/2. (49)

Очевидно, что F (x, y) – чётная по x функция, а L(x, y) – нечётная по x функция. При этом

f(x, y) = F (x, y) + L(x, y). (50)

Функция f(x, y) ортогональна всем собственным функциям, определяемым равенством (19),
которые нечётны по x, поэтому
∫
D+

f(x, y)uk dx dy =

∫
D+

F (x, y)uk dx dy +

∫
D+

L(x, y)vml dx dy = 2

∫
D1+

L(x, y)vml dx dy = 0.

Итак, собственные функции задачи Неймана–Трикоми ортогональны функции L(x, y) в об-
ласти D1+. Так как собственные функции задачи Неймана–Трикоми полны в L2(D1+), то
L(x, y) = 0 в области D+. Следовательно,

f(x, y) = F (x, y).

Далее, функция f(x, y) (50) также ортогональна всем функциям вида (48). Так как F (x, y)
(49) чётная в D+, то с учётом вида (48) получаем равенства

0 =

∫
D+

f(x, y)u(x, y) dx dy =

∫
D+

F (x, y)u(x, y) dx dy = 2

∫
D1+

F (x, y)U(x, y) dx dy.
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Учитывая, что V (x, y) – собственные функции смешанной краевой задачи (9)–(12) и они со-
гласно [1] полны в пространстве L2(D1+), получаем F (x, y) = 0. Поэтому f(x, y) = 0. Теорема
доказана.

7. Исследование разрешимости задачи (1)–(5). В случае если μ2 не является соб-
ственным значением смешанной краевой задачи (9)–(12) функция

U(x, y) = [u(x, y) − u(−x, y)]/2 = 0

согласно лемме 2. Поэтому u(x, y) = V (x, y) является нечётной по x функцией, и её доста-
точно найти при x > 0. Запишем теперь задачу для V (x, y) :

Vxx + (sgn y)Vyy + μ2V = 0 в D1+
⋃

D1−, (51)

в силу нечётности функции V (x, y) при x = 0 получаем условие

V (0, y) = 0. (52)

На характеристике y = −x функция обращается в нуль:

V (x,−x) = 0. (53)

Нормальная производная V (x, y) удовлетворяет условию

∂V

∂r

∣∣∣∣
r=1

= f(Θ) для Θ ∈ (0, π/2). (54)

Будем искать решение этой смешанной краевой задачи в виде

V =

∞∑
k=1

Akuk, (55)

где

uk =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

C(−1)k+1

√
2

sin(2(k − 1/4)(π/2 −Θ))J2k−1/2(rμ), y > 0,

C

(
x+ y

x− y

)k−1/4

J2k−1/2(μ
√

x2 − y2), y < 0.

Теорема 5. Если функция f(θ) непрерывно дифференцируема и её производная принад-
лежит классу Гёльдера f ′(θ) ∈ Cα([0, π/2]) с некоторым показателем α > 0 и f(π/2) = 0,
то ряд, определяемый по формуле (55), является решением задачи (51)–(54) и равномерно
сходится в D1+

⋃
D1− вместе с производной по r.

Доказательство. Непосредственно проверяется, что функция uk удовлетворяет услови-
ям (52), (53). Проверка условия (54) приводит к условию

∞∑
k=1

Ak
(−1)k+1

√
2

sin(2(k − 1/4)(π/2 −Θ))μJ ′
2k−1/2(μ) = f(θ). (56)

Если мы докажем равномерную сходимость ряда в левой части этого равенства, то тем самым
построим решение задачи (51)–(54).

Исследуем на равномерную сходимость ряд, стоящий в (56). Для удобства изложения вве-
дём новые переменные

Bk := Ak
(−1)k+1

√
2

μJ ′
2k−1/2(μ), ψ/2 := π/2−Θ.
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Из (56) получаем явное выражение для Bk в следующем виде:

Bk =

π∫
0

f(π/2− ψ/2)h
1/2
k dψ, (57)

где

h
1/2
k =

2

π
√

2 cosψ/2

( k∑
j=0

Cj
−1/2 sin((k − j)ψ)

)

есть биортогональная система к {sin((k − 1/4)ψ)}∞1 . Далее из формулы (8) [5] имеем

−(k − 1/4)h
1/2
k = (H

−3/2
k−1 )′, (58)

где

Hβ
n =

2

π(2 cosψ/2)β

( n∑
k=0

Ck
β sin((n− k)ψ) − Cn

β/2

)
, (59)

n ∈ N
⋃
{0}, β = −1/2, а hβm определяются по формуле

hβm =
2

π(2 cosψ/2)β

m−1∑
k=0

Ck
β sin((m− k)ψ).

Заметим, что биномиальный коэффициент Cm
β для β = −1/2 ведет себя при m → ∞ как

1/
√
m [4, c. 67]. Далее, подставляя формулу (58) в (57) и интегрируя по частям полученное

выражение с учётом равенства H
−3/2
n (π) = 0, вытекающего из (59), и равенства f(π/2) = 0,

будем иметь

Bk =
2

2k − 1/2

π∫
0

f ′(π/2− φ/2)H
−3/2
k−1 (φ) dφ. (60)

Оценим скорость убывания полученного выражения. Для этого подставим в (60) форму-
лу (8) из статьи [6] и в результате получим

Bk+1(2k + 3/2) =
2

π

π∫
0

f ′(π/2 − φ/2) cos((k + 3/4)φ) dφ +

+
(−1)k

π2

π∫
0

f ′(π/2 − φ/2)(2 cos(φ/2))3/2 dφ

1∫
0

tk−1/2(1− t)−1/2(1 + t) dt

(1− t)2 + 4t cos2(φ/2)
. (61)

Заметим, что первое слагаемое в (61) – величина порядка O(1/kα) [7], а внутренний интеграл
второго слагаемого можно оценить через бета-функцию Эйлера:

1∫
0

tk−1/2(1− t)−1/2(1 + t) dt

(1− t)2 + 4t cos2(φ/2)
�

1∫
0

tk−1/2(1− t)−1/2(1 + t) dt

[(1− t)2 + 4t cos2(φ/2)]1/4−ε[(1− t)2 + 4t cos2(φ/2)]3/4+ε
�

�
1∫

0

2
tk−1/2(1− t)2ε−1 dt

(2t cos2(φ/2))3/4+ε
� C

B(k − 1/4 − ε, 2ε)

cos3/2+4ε(φ/2)
. (62)
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В формуле

B(k − 1/4 − ε, 2ε) =
Γ(k − 1/4 − ε)Γ(2ε)

Γ(k − 1/4 + ε)
,

связывающей бета- и гамма-функции Эйлера, величина, стоящая в правой части, имеет поря-
док 1/k2ε при k → ∞. Отсюда и из (62) следует, что

|Bk| � c

k1+2ε
, (63)

где c – некоторая положительная постоянная. Ряд (55) можно записать следующим образом
(через коэффициенты Bk) :

V =
∞∑
k=1

Bk

J2k−1/2(rμ)

J ′
2k−1/2(μ)μ

sin((2k − 1/2)φ/2). (64)

Отметим асимптотическое выражение

J2k−1/2(rμ)

J ′
2k−1/2(μ)μ

=
r2k−1/2μ

2k − 1/2
(1 +O(1/k)),

справедливое для больших k, из которого вытекает верное при больших k неравенство
∣∣∣∣J2k−1/2(rμ)

J ′
2k−1/2(μ)

∣∣∣∣ � c

k
.

Из этой оценки и из формулы (63) следует равномерная сходимость ряда (55) и продифферен-
цированного по r ряда (55), т.е. функция, представимая формулой (55), является решением
задачи (50)–(54). Теорема доказана.

Теперь рассмотрим случаи, когда μ2 является собственным значением задачи (1)–(5), т.е.
корнем уравнения (18) или уравнения (20).

Теорема 6. Если μ является корнем уравнения (20) при некотором k = p, функция f(θ)
непрерывно дифференцируема и её производная принадлежит классу Гёльдера

f ′(θ) ∈ Cα([0, π/2]), f (π/2) = 0,

то задача (1)–(5) разрешима, если выполнено следующее условие:

π∫
0

f(π/2− φ/2)h1/2p dφ = 0,

где h
1/2
p – функция из (38). В случае выполнения условия (64) решение задачи (1)–(5) неедин-

ственно и определяется с точностью до собственной функции (19), отвечающей собствен-
ному значению из уравнения (20).

Теорема 7. Если μ является корнем уравнения (18), функция f(θ) непрерывно диффе-
ренцируема и её производная принадлежит классу Гёльдера

f ′(θ) ∈ Cα([0, π/2]), f (π/2) = 0,

то задача (1)–(5) разрешима, её решение неединственно и определяется с точностью до
собственной функции (48), отвечающей собственному значению из уравнения (18).

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования
Российской Федерации в рамках реализации программы Московского центра фундаменталь-
ной и прикладной математики по соглашению № 075-15-2022-284.
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Изучено влияние неизолированных особенностей в младших коэффициентах (т.е. когда
младшие коэффициенты имеют особенности по замкнутым линиям, лежащим внутри об-
ласти) уравнения Бицадзе на постановку краевых задач. Обнаружено, что условия в задаче
Римана–Гильберта на границе области недостаточно для её решения, поэтому рассмотрена
задача, объединяющая элементы задач Римана–Гильберта на границе области и линейного
сопряжения на окружностях-носителях сингулярностей коэффициентов, лежащих внутри
области. С помощью надлежащего уточнения теоремы Келлога о конформном отображе-
нии этой области на круг исследован вопрос разрешимости этой задачи.

DOI: 10.31857/S0374064123100060, EDN: ONKXZI

Статья посвящается юбилеям моих учителей:
75-летию Александра Павловича Солдатова

и 85-летию Нусрата Раджабовича Раджабова

1. История вопроса. Классическая теорема Коши–Ковалевской гарантирует локальную
аналитичность решения линейного дифференциального уравнения, представленного в нор-
мальной форме, если его коэффициенты, правая часть и начальные данные аналитичны (в
случае вещественных переменных разлагаются в сходящиеся степенные ряды) или если ко-
эффициенты и правая часть эллиптического уравнения порядка m удовлетворяют условию
Гёльдера с показателем 0 < α < 1 (тогда производные порядка m любого решения этого
уравнения также удовлетворяют условию Гёльдера с тем же показателем).

Исследования вырождающихся эллиптических уравнений показали, что аналитичность
коэффициентов уравнения наследуется его решением. Фундаментальная система состоит из
функций, представляющих собой произведение голоморфной в окрестности точки (плоско-
сти) вырождения функции на функцию, которая может иметь особенность на указанном мно-
жестве. Эта особенность либо степенная, при этом показатель находится по коэффициентам
уравнения, либо логарифмическая, степенная и логарифмическая или экспоненциальная. Для
обоснования существования решения краевой задачи для вырождающихся уравнений, как пра-
вило, используют неявные методы построения решения (например, метод барьеров). При этом
затруднительно выяснить структуру решения и проследить, как аналитичность коэффициен-
тов и правой части уравнения отражается на решении задачи (см. работы [1–8]).

Как следует из исследований, посвящённых вырождающимся дифференциальным уравне-
ниям, на решения краевых задач может влиять особенность коэффициентов, содержащихся
в рассматриваемой области. Например, в статье [9] изучена разрешимость задачи Римана–
Гильберта для обобщённого уравнения Коши–Римана

wz̄ =
Q(z)

P (z)
w(z) + a(z)w + b(z)w, |z| < 1,

где Q(z), P (z) – полиномы, причём P (z) внутри круга |z| � 1 имеет простые корни,
a(z), b(z) ∈ Lp(D) (здесь и дальше p > 2). Здесь и ниже используются стандартные обо-
значения 2∂z = ∂x + i∂y, 2∂z = ∂x − i∂y. Показано, что число непрерывных решений задачи
зависит не только от индекса, но и от места расположения и типа особенностей коэффициентов
уравнения.
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В работе [10] для обобщённой системы Коши–Римана с сингулярной линией выявлено, что
для корректной постановки краевой задачи необходимо рассматривать задачу, объединяющую
элементы задач Римана–Гильберта (на границе области) и линейного сопряжения (на сингу-
лярном отрезке, содержащемся внутри области).

В теории эллиптических уравнений важное место занимает система уравнений Бицадзе [1,
с. 134]

u1xx − u1yy − 2u2xy = 0, 2u1xy + u2xx − u2yy = 0.

Как известно, любая эллиптическая система уравнений второго порядка с постоянными коэф-
фициентами и двумя неизвестными функциями от двух переменных приводится к одному из
уравнений [11]:

uzz̄ = 0 или uz̄z̄ = 0,

где u = u1 + iu2.
Класс задач для первого уравнения (уравнения Лапласа) хорошо изучен, в отличие от

задач для второго уравнения (уравнения Бицадзе).
С другой стороны, как следует из работ [12, 13], уравнение Бицадзе непосредственно свя-

зано с уравнением Стокса. Согласно [12] в плоском случае уравнение Стокса базируется на
функции потока u1(x, y) и функции напряжения u2(x, y) и имеет вид

u1xx − u1yy = −4ηu2xy, −u1xy = η(u2yy − u2xx),

где η – материальная постоянная. Подстановка 2ηu2 → u2 переводит эту систему в систему
уравнений Бицадзе, поэтому исследование системы уравнений Бицадзе с младшими членами
представляет особый интерес.

Уравнение Бицадзе с младшими регулярными коэффициентами было исследовано в рабо-
тах [1, 14–18] и др. Важность изучения уравнения с главной частью uz z и с особенностями
в младших коэффициентах была подчёркнута ещё в 80-х годах прошлого века А.В. Бицадзе.
Но эти исследования были связаны с некоторыми трудностями принципиального характера,
особенно когда коэффициенты сингулярны во внутренней точке рассматриваемой области. По-
нятие сверхсингулярных особенностей было введено Н.Р. Раджабовым [4]. В статье [19] для
уравнения Бицадзе с младшими коэффициентами, имеющими в одной внутренней точке рас-
сматриваемой области сильную особенность, найдено интегральное представление обобщён-
ного решения из класса непрерывных функций. В [20] для уравнения Бицадзе с младшими
коэффициентами, имеющими в конечном числе точек рассматриваемой области сильные осо-
бенности и интегрируемую особенность в начале координат, найдено обобщённое решение из
класса непрерывных функций задачи типа Римана–Гильберта.

В настоящей работе исследовано влияние неизолированных особенностей в младших коэф-
фициентах уравнения Бицадзе на постановку краевых задач.

2. Интегральное представление решений в явной форме. Пусть область D содер-
жит окружности γj = {z : |δj | = rj}, где δj ≡ z − zj , j = 1, n, и ограничена простым
ляпуновским контуром Γ, ориентированным против часовой стрелки, и пусть для краткости

ρ = ρ1 . . . ρn, ρj(z) = δ−1
j |δj |||z − zj| − rj|, j = 1, n.

В открытом множестве D0 = D \ γ, γ =
∑n

j=1 γj , рассмотрим уравнение Бицадзе с сингу-
лярными младшими коэффициентами следующего вида:

uz̄z̄ +

n∑
j=1

aj
ρj

uz̄ +
a0
ρ
u = f, (1)

где a0, a1, . . . , an ∈ C(D), a0 = −ρ(ab + b2), a = −
∑n

j=1 ajρ
−1
j и функция b(z) ∈ C(D)

аналитична в области D. Относительно правой части f уравнения предполагаем, что она
принадлежит пространству Lp(G0), p > 2, в каждой подобласти G0 ⊆ D0.
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В работе для уравнения Бицадзе (1) построено представление общего решения. Далее для
уравнения (1), коэффициенты которого допускают особенность первого порядка на окружно-
сти γj, исследована краевая задача, объединяющая элементы задач Римана–Гильберта на Γ
и линейного сопряжения на γj, j = 1, n.

Выбор таких коэффициентов уравнения объясняется тем, что левую часть (1) можно пред-
ставить в виде

uz̄z̄ +
n∑

j=1

aj
ρj

uz̄ +
a0
ρ
u =

(
∂

∂z̄
+ a+ b

)
(uz̄ − bu) (2)

и свести исследование к интегрированию уравнений первого порядка

Uz̄ − (a+ b)U = f, uz̄ + bu = U (3)

с сингулярным коэффициентом
a =

a1
ρ1

+ . . .+
an
ρn

(4)

и регулярным коэффициентом b.
Заметим, что функция f принадлежит соболевскому пространству W 1,p(D0), если в лю-

бой подобласти G0 ∈ D0 её обобщённая производная fz ∈ Lp
loc(G0), p > 2.

Напомним некоторые известные факты из теории эллиптических систем, изложенные в
монографии [21] и в книге [8].

Пусть в некотором открытом множестве G на плоскости задана линейная эллиптическая
система первого порядка с постоянными старшими коэффициентами, младшие коэффициенты
и правая часть которой принадлежат Lp

loc(G), т.е. принадлежат W 1,p(G0) в любой ограни-
ченной области G0, лежащей в множестве G вместе со своей границей. Тогда на основании
внутренней регулярности (см. [21]) любое слабое решение u уравнения регулярно в том смыс-
ле, что оно принадлежит классу W 1,p

loc (G) и удовлетворяет рассматриваемой системе. В силу
теоремы вложения функция u в действительности принадлежит классу Cμ(G0) с показате-
лем μ � (p− 2)/p. В соответствии с внутренней регулярностью решений и согласно свойству
левой части уравнения (2) в дальнейшем решение уравнения (1) предполагается регулярным
в открытом множестве D0.

Более точно, под регулярным решением уравнения (1) в рассматриваемой области D0 по-
нимается функция u, которая в любой замкнутой подобласти G0 ⊆ D0 имеет первую обоб-
щённую производную по z, принадлежащую классу Lp(G0), и удовлетворяет этому уравне-
нию.

Уравнение (1), согласно (2), (3), сводится к интегрированию двух уравнений первого по-
рядка вида

Uz̄ − CU = f. (5)

Хорошо известно, что в его исследовании существенную роль играет интегральный оператор
Помпейу–Векуа [21, с. 31]

(Tf)(z) = − 1

π

∫
D

f(ζ)d2ζ

ζ − z
, (6)

здесь и ниже d2ζ означает элемент площади. Если f ∈ Lp(D), p > 2, то функция U =
= Tf принадлежит соболевскому пространству W 1,p(D) и удовлетворяет уравнению Uz̄ = f,
причём оператор (6) ограничен. Напомним, что имеет место следующее вложение [21, с. 39]
данных пространств в класс Гёльдера:

W 1,p(D) ⊆ Cμ(D), μ = 1− 2

p
,

в частности, оператор T компактен в пространствах Lp(D) и C(D). Всюду в дальнейшем
предполагается, что p > 2. Когда точное значение показателя Гёльдера μ несущественно,
вместо Cμ(D) используем обозначение H(D) [22, с. 31].
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Пусть в уравнении (5) коэффициент C и правая часть f принадлежат классу Lp(D). Оче-
видно, что в этом случае для функции V = e−TCU справедливо соотношение Vz̄ = e−TCUz̄ −
−Ce−TCU = e−TCf. Следовательно, общее решение этого уравнения определяется формулой

U = eTCφ+ (eTCTe−TC)f (7)

с произвольной аналитической в области D функцией φ. Функции e±TC рассматриваются
здесь как операторы умножения.

Теперь рассмотрим уравнение
∂u

∂z̄
− (a+ b)u = f (8)

с коэффициентом (4), который запишем в виде

a(z) =

n∑
j=1

a∗j(z − zj)

|z − zj |(|z − zj | − rj)
+ a0(z), a0(z) ∈ Lp(D),

где a∗j ∈ C и функция b(z) ∈ C(D) аналитична в области D. В этом случае коэффициент
a имеет особенность на окружностях γj, j = 1, n, и решение уравнения предполагается
регулярным в множестве D0.

Лемма 1. Пусть a0(z) ∈ Lp(D), функция b(z) ∈ C(D) аналитична в области D и
ω∗ = 2

∑n
j=1 a

∗
j ln ||z − zj| − rj|. Тогда функция

Ω(z) = ω∗(z) + (T (a0 + b))(z), z ∈ D0, (9)

удовлетворяет уравнению Ωz̄ = a+ b.
Доказательство проводится проверкой, что функция Ω(z) = 2

∑n
j=1 a

∗
j ln ||z − zj | − rj|+

+(T (a0 + b))(z) удовлетворяет уравнению Ωz̄(z) = a+ b с функцией

a(z) = −
n∑

j=1

a∗j(z − zj)

|z − zj |(|z − zj | − rj)
+ a0(z).

С другой стороны, как было отмечено выше, для (a0 + b) ∈ Lp функция T (a0 + b) явля-
ется решением уравнения (T (a0 + b))z̄ = a0 + b. Отсюда следует, что функция Ω(z) в (9)
удовлетворяет уравнению Ωz̄ = a+ b.

Теорема 1. Пусть функция Ω(z) определена формулой (9) и e−Ωf ∈ Lp(D). Тогда общее
решение уравнения (8) в классе C(D\γ) определяется формулой

u = eΩ[φ+ T (e−Ωf)],

где φ ∈ C(D\γ) аналитична в открытом множестве D\γ.
Из леммы 1 следует, что у функции

eΩ(z) = C0(z)||z − z1| − r1|2a
∗
1 · · · ||z − zn| − rn|2a

∗
n

C0(z) непрерывна в замкнутой области D и всюду отлична от нуля. Поэтому, согласно тео-
реме 1, решение u(z) уравнения (9) ведет себя как

u(z) = O(1)(||z − zj | − rj|2a
∗
j ) при |z − zj | → rj .

Заметим, что функция eΩ(z) при Re a∗j < 0, j = 1, n (Re a∗j > 0, j = 1, n), допускает в
окружности δj = rj особенность (нуль) степенного порядка. При Re a∗j � 0, j = 1, k, эти
функции, очевидно, ограничены. Если Re a∗j = 0, j = 1, n, т.е. a = a0 ∈ Lp(D), то получим
обычное равенство Ta = Ta0 ∈ W 1,p(D).
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Обратимся к уравнению (5). Пусть коэффициент C ∈ Lp(D0), причём функция TC су-
ществует, принадлежит W 1,p(D0) и удовлетворяет уравнению (TC)z̄ = C. Тогда в предпо-
ложении e−TCf ∈ Lp(D) представление (7) сохраняет свою силу по отношению к области
D0. В частности, согласно теореме 1 оно справедливо для соответствующего уравнения с
коэффициентом a =

∑n
j=1 a

∗
jρ

−1
j , удовлетворяющим условию a0(z) ∈ Lp(D). Совместно с

разложением (3) это обстоятельство позволяет описать общее решение уравнения (1).
Итак, на основании теоремы 1, приведённых выше рассуждений и при обозначениях

ω∗ =
n∑

j=1

a∗jωj , φ ≡ φ2

доказана следующая
Теорема 2. Пусть a0(z) ∈ Lp(D) и Re a∗j � 0, j = 1, n. Тогда при eω∗f ∈ Lp(D) любое

решение уравнения (1) в области D0 определяется формулой

u = e−Tbφ1 + (e−TbTeω∗+T (a0+2b))φ2 + (e−TbTeω∗+T (a0+2b)Te−ω∗−T (a0+b))f, (10)

где функции φ1, φ2 аналитичны в области D0, причём e−ω∗φ2 ∈ Lp(D), и определяются
однозначно по u.

Заметим, что согласно известному свойству интегралов типа Коши [22, с. 22] функция
hk ∈ H(D), k = 0, 1, 2, где h0 = −Tb, h1 = T (a0 + 2b), h2 = T (a0 + b).

В действительности можно утверждать больше, что показывает
Лемма 2. В условиях теоремы 2 функция hk ∈ W 1,p(D), k = 0, 1, 2.
Доказательство этой леммы содержится в статье [19].
Представление (10) после переобозначения с учётом леммы 2 можем записать в виде

u = eh0φ1 + (eh0Teω∗+h1)φ2 + (eh0Teω∗+h1Te−ω∗−h2)f

с некоторыми hj ∈ W 1,p(D), j = 0, 1, 2, или кратко

u = eh0φ1 + T0φ2 + T1f, (11)

с соответствующими интегральными операторами T0, T1. Эти операторы действуют по фор-
мулам

(T0ϕ)(z) = − 1

π

∫
D

k0(z, ζ)

ζ − z
eω∗(ζ)ϕ(ζ) d2ζ, z ∈ D,

где k0(z, ζ) = eh0(z)−h1(ζ), и

(T1ϕ)(z) = − 1

π

∫
D

k1(z, ζ)

ζ − z
e−ω∗(ζ)ϕ(ζ) d2ζ, z ∈ D,

где k1(z, ζ) = eh0(z)−h1(ζ)[h(z) − h(ζ)] и h = Teh1+ω∗ ∈ W 1,p(D).
Из (10) или (11) видно, что аналитические функции φ1, φ2 определяются по u однозначно

и восстанавливаются по формулам

φ2 = e−ω∗+h0+h(uz̄ − bu) + Te−ω∗+h0+hf, φ1 = e−h0(u− T0φ2 − T1f). (12)

3. Постановка краевой задачи. Полученное интегральное представление (10) позволя-
ет для уравнения (1) исследовать краевую задачу, объединяющую элементы задач Римана–
Гильберта на границе Γ и линейного сопряжения на окружностях γj , j = 1, n.

Задача R. Найти регулярное решение уравнения (1) в классе

u, e−ω∗(uz̄ − bu) ∈ Cμ(Dj), j = 1, n, 0 < μ < 1− 2/p, (13)
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удовлетворяющее краевым условиям

ReG1u|Γ = g1, ReG2e
−ω∗(uz̄ − bu)|Γ = g2, t ∈ Γ, (14)

(e−Ωu)+(t)−Gj(t)(e
−Ωu)−(t) = gj(t), t ∈ γj , j = 1, n, (15)

(e−Ωu)+(t)− (e−Ωu)−(t) = 0, t ∈ γk, k = 1, 2, . . . , j − 1, j + 1, . . . , n,

e−ω∗(uz̄ − bu)+(t) = e−ω∗(uz̄ − bu)−(t), t ∈ γj, j = 1, n, (16)

где знаки “ + ” и “ − ” указывают на граничные значения со стороны D+
j и D−

j .

Эту задачу рассматриваем при следующих требованиях на её данные:
1) e−ω∗f ∈ Lp(D);
2) функции Gk, gk ∈ Cν(Γ), k = 1, 2, j, причём G1 и G2 всюду отличны от нуля, Gj(t) ∈

∈ H(γj) также всюду отличны от нуля, причём lnGj ∈ H(γj);

3) g(t) ∈ H(Γ), gj(t) ∈ H(γj), j = 1, n.
Как следует из условий задачи, одна из окружностей γj , лежащих внутри Γ, является

носителем условий задачи линейного сопряжения (15), а остальные окружности, лежащие
внутри Γ, являются носителями условий сопряжения (16).

Замечание. Из постановки задачи R видно, что окружности γj , j = 1, n, являющиеся
носителями сингулярностей, разбивают область на части, на границах которых необходимо
дополнительно задавать граничные условия типа (15) и (16).

4. Классическая задача Римана–Гильберта. Напомним постановку классической за-
дачи Римана–Гильберта [22, 23]: найти аналитическую в области D функцию φ(z) ∈ H(D),
удовлетворяющую на границе Γ = ∂D условию

ReGφ|Γ = g, (17)

где функция G = G1 + iG2 ∈ H(Γ) всюду отлична от нуля, H – класс функций, удовлетворя-
ющих условию Гёльдера с некоторым показателем [22, с. 18, 145].

Далее воспользуемся компактным изложением А.П. Солдатова о решении задачи Римана–
Гильберта и приведём некоторые факты о разрешимости классической задачи Римана–Гиль-
берта (17) в случае единичного круга D с границей T = ∂D. C этой целью функцию φ
продолжим в область C \ D = {z : |z| > 1}, положив, что она удовлетворяет условию φ = φ∗,
где φ∗ определяется с помощью инверсии φ∗(z) = φ(1/z). Операция φ → φ∗, являющаяся
линейной, инволютивна над полем R, т.е. (φ∗)∗ = φ. Видно, что φ±

∗ (t) = φ∓, t ∈ T. Задачу
(17) с коэффициентом G можем представить в виде

φ+ − G̃φ− = g̃, (18)

где G̃ = −G/G и g̃ = 2g/G.

Последняя задача с коэффициентом G̃ исследуется с помощью так называемой G̃-канони-
ческой функции. По определению под ней понимается функция X(z), которая аналитична в
каждой связной компоненте D, C \D и продолжается по непрерывности на её замыкание D,

C \ D; всюду отлична от нуля, включая её граничные значения X±; вместе с X−1(z) имеет
конечный порядок на бесконечности и удовлетворяет соотношению

X+ = G̃X−.

Определим индекс Коши [22, с. 125]

æ = IndΓG =
1

2π
argG(t)|Γ.
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Лемма 3. Пусть æ = IndΓG, так что функция θ(t) = argG(t)−æarg t ∈ H(T), и пусть

R(z) =

{
1, |z| < 1,

z2æ, |z| > 1,
Θ(z) =

1

2π

∫
T

π − 2θ(t)

t− z
dt.

Тогда функция X(z) = R(z)eΘ(z)−Θ(0)/2 является G̃-канонической и обладает свойством

X∗(z) = X(z)z−2æ.

Теорема 3. В условиях леммы 3 все решения задачи (17) в классе H(D) описываются
формулой

φ(z) = Ig (z) +X(z)p(z), p ∈ P 0
−2æ, (19)

где
Ig (z) ≡ X(z)

πi

∫
T

g(t)

G(t)X+(t)

dt

t− z
,

а функция g удовлетворяет условиям ортогональности∫
T

g(t)

G(t)X+(t)
q(t) dt = 0, q ∈ P 0

2æ−2, (20)

где P 0
k – класс многочленов степени k.

Доказательство. Как уже отмечалось, при дополнительном условии φ = φ∗ задача (17)
эквивалентна задаче (18). Последняя представляет собой задачу линейного сопряжения по
отношению к G̃ = −G/G и g = f/G.

Очевидно, что при æ � 0 размерность пространства P 0
−2æ над полем R равна −2æ + 1,

а при æ � 0 размерность пространства P 0
2æ−2 равна 2æ− 1. Во всех случаях индекс задачи

(17) равен −2æ + 1 и, в частности, всегда отличен от нуля.
Рассмотрим функцию

A(z) = Θ(z)−Θ(0)/2, z ∈ D,

фигурирующую в представлении канонической функции X(z). В явном виде запишем

A(z) =
πi

2
− 1

π

∫
T

θ(t) dt

t− z
+

i

2π

∫
T

θ(t) d1t, A(0) =
πi

2
− 1

2π

∫
T

θ(t) d1t.

По формуле Сохоцкого–Племеля отсюда имеем

A+(t0) =
πi

2
− ia(t0)−

1

π

∫
T

θ(t) dt

t− t0
+

i

2π

∫
T

θ(t) d1t.

Полагая e2iβ = t0/t, можем записать равенства

dt

t− t0
=

i d1t

1− e2iβ
=

i− ctg β

2
d1t,

так что
A+(t0) =

πi

2
− ia(t0) +

1

2π

∫
T

θ(t) ctg β d1t.

Следовательно, функцию A(z) можем однозначно определить по условиям

ImA+ =
π

2
− θ, ReA(0) = − 1

2π

∫
T

θ(t) d1t. (21)

Теорема доказана.
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Обратимся к общему случаю односвязной области D. Пусть простой контур Γ = ∂D
принадлежит классу C1,μ, тогда по теореме Келлога конформное отображение w = ω(z)
этой области на единичный круг D принадлежит классу C1,μ(D) или, что равносильно, его
производная ω′ ∈ H(D). Зафиксируем точку z0 ∈ D из условия ω(z0) = 0.

Теорема 4. Пусть æ = IndΓG, так что функция θ(t) = argG(t)−æarg t ∈ H(Γ), и пусть
X(z) = eΘ(z)−Θ(0)/2, где функция Θ ∈ H(D) определяется как решение задачи Дирихле

ImΘ+ =
π

2
− θ, ReΘ(z0) = − 1

2π

∫
Γ

θ(t)|ω′(t)| d1t.

Тогда все решения задачи (17) в классе H(D) описываются формулой

φ(z) =
X(z)

πi

∫
Γ

g(t)

G(t)X+(t)

ω′(t) dt

ω(t)− ω(z)
+X(z)p[ω(z)], p ∈ P 0

−2æ, (22)

где функция g удовлетворяет условиям ортогональности∫
Γ

g(t)

G(t)X+(t)
q[ω(t)]ω′(t) dt = 0, q ∈ P 0

2æ−2. (23)

Доказательство почти очевидно. Пусть простой контур Γ = ∂D принадлежит классу
C1,μ, тогда по теореме Келлога конформное отображение w = ω(z) этой области на единич-
ный круг D принадлежит классу C1,μ(D). Рассмотрим в области D задачу

ReG0φ|Γ = g0 (24)

с коэффициентом G0 = G◦ω−1. Пусть A0 ∈ H(D0) есть решение задачи (21) по отношению к
соответствующей функции α0 = argG0(t)− æarg t ∈ H(Γ), которая определяется аналогично
лемме 3, и пусть X0 = eA0 . Тогда согласно (21) функция A = A0 ◦ ω и аналогичным образом
связаны функции X и X0. Применим теорему 4 к задаче (24), добавив к соответствующим
обозначениям в соотношениях (19), (20) индекс нуль. Тогда при подстановке ω они перейдут
в соотношения (22), (23), что и завершает доказательство теоремы.

5. Решение задачи R. Из (10) (или из (11)) видно, что аналитические функции φ1, φ2

определяются по u однозначно и восстанавливаются по формулам (12).
В рассматриваемом случае (p > 2) пространство W 1,p(D) вложено в гёльдерово прост-

ранство H(D) (причём Cμ0(D) ⊆ H(D) с показателем μ0 = 1− 2/p).
Следовательно, при μ < μ0 соответствие между решением u по формуле (10) уравне-

ния (1) из класса (13) и парой аналитических в D функций φ1, φ2 ∈ H(D) будет взаимно-
однозначным.

Положив
G̃1 = G1e

−h0−h|Γ, G̃2 = G2e
h0 |Γ,

условия (14) задачи R с ограниченными операторами Rj : H(D) → H(Γ), действующими по
формулам

R0ϕ = ReG1[T0ϕ]|Γ, R1ϕ = ReG1[T1ϕ]|Γ, R2ϕ = ReG2ϕ|Γ,
примут вид

Re G̃2φ2|Γ = g2 −R2f ≡ g̃2, Re G̃1φ1|Γ −R0φ2 = g1 −R1f ≡ g̃1,

а условия (15) и (16) задачи R запишутся как

(φ+
1 −Gjφ

−
1 )|γj = g∗j , φ+

2 (t) = φ−
2 (t), t ∈ γk, k = 1, 2, . . . , j − 1, j + 1, . . . n,

где g∗j = gj − e−h0(F+ −GjF
−), F = T0φ2 + T1f.
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В результате задача R будет сведена к эквивалентной задаче

Re G̃2φ2|Γ = g2 −R2f ≡ g̃2, Re G̃1φ1|Γ −R0φ2 = g1 −R1f ≡ g̃1, (φ+
1 −Gjφ

−
1 )|γj = g∗j ,

φ+
2 (t) = φ−

2 (t), t ∈ γk, k = 1, 2, . . . , j − 1, j + 1, . . . , n.

Таким образом, задача R приводится к последовательному решению двух задач (см. ни-
же), в результате решения которых определим соответственно значения искомых функций
φ1(z) и φ2(z).

Решение задачи R рассмотрим в двух случаях: когда область D ≡ D – единичный круг и
когда область D – произвольная конечная область, ограниченная гладким замкнутым конту-
ром Γ.

Сперва рассмотрим задачу R в случае единичного круга, т.е. относительно области D =
= {z : |z| � 1}. Тогда окружности γk = {z : |z − zk| = rk < 1}, k = 1, 2, . . . , j − 1, j + 1, . . . , n,
являются носителями граничных данных в силу условий (16).

Согласно второму условию (16) и первой формуле обращения для функции φ2 в (12) при-
ходим к эквивалентной задаче

φ+
2 (t) = φ−

2 (t), t ∈ γj , j = 1, n, (25)

где через φ+
2 (t) и φ−

2 (t) обозначены предельные значения функций φ+
2 (z) и φ−

2 (z) соот-
ветственно из внутренних частей областей Dk, k = 1, n, в их внешние части и наоборот. Отме-
тим, что мы воспользовались свойствами функций f0 = e−ω∗+h0+hf ∈ Lp, p > 2, (Tf0)

±(t) ∈
∈ H(D) и (h0 + h)+ = (h0 + h)−, (Tf0)

+(t) = (Tf0)
−(t), t ∈ γj , j = 1, n.

Следовательно, условия (25) определяют единую аналитическую функцию φ2 во всей об-
ласти D, включая все окружности γj , j = 1, n. Этот факт позволяет нам изучить второе
условие в (14) и прийти к краевой задаче Гильберта со следующими данными:

Re G̃2φ2|T = g̃2, (26)

коэффициент G̃2 = G2e
h0+h|T, индекс

æ2 =
1

2π
arg G̃2(t)|T =

1

2π
argG2(t)|T

и правая часть
g̃2 = g2 − Re [G2e

h0+hTf0|T],
и сформулировать её решение на основе теорем 2 и 3.

Теорема 5. Пусть æ2 = IndΓG2, так что функция θ2(t) = argG2(t) − æ2arg t ∈ H(T),

и пусть X2(z) = eΘ2(z)−Θ2(0)/2, где функция Θ2 ∈ H(D) определяется как решение задачи
Дирихле

ImΘ+
2 =

π

2
− θ2, ReΘ2(z0) = − 1

2π

∫
T

θ2(t) d1t.

В условиях леммы 3 и теорем 2, 3 все решения задачи (26) в классе H(D) описываются
формулой

φ2(z) = Ig̃2 (z) +X2(z)p(z), p ∈ P 0
−2æ2

,

где
Ig̃2 (z) ≡

X2(z)

πi

∫
T

g̃2(t)

G̃2(t)X
+
2 (t)

dt

t− z
,

а функция g̃2(z) удовлетворяет условиям ортогональности∫
T

g̃2(t)

G̃2(t)X
+
2 (t)

q(t) dt = 0, q ∈ P 0
2æ2−2,

где P 0
k – класс многочленов степени k.
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Теперь, используя первое условие в (16), интегральное представление (10), формулу обра-
щения для функции φ1 в (12) и условие (15), получаем для φ1 краевую задачу

ReG0φ1|Γ = g0, (φ+
1 −Gjφ

−
1 )|l = g∗j , (27)

где G0 = G1(e
h0)|Γ, g0 = g1 − Re [G1F |Γ], g∗j = gj − e−h0(F+ −GjF

−), F = T0φ2 + T1f.

Теорема 6. При выполнении условий теоремы 1 фредгольмова задача (27) рассматрива-
ется в классе (13) и её индекс равен 1− 2æ1, где

æ1 =
1

2π
argG1(t)|Γ.

Более точно, все решения задачи (27) в классе H(D) описываются формулой

φ1(z) =
X1(z)

πi

∫
T

g∗1(t)

G1(t)X
+
1 (t)

dt

t− z
+X1(z)p(z), p ∈ P 0

−2æ1
,

где X1(z) = eΘ1(z)−Θ1(0)/2 – каноническая функция, функция Θ1 ∈ H(D) определяется как
решение задачи Дирихле

ImΘ+
1 =

π

2
− θ2, ReΘ1(z0) = − 1

2π

∫
T

θ1(t) d1t,

в которой θ1(t) = argG1(t) − æ1arg t ∈ H(T) и функция g∗1 удовлетворяют условиям орто-
гональности ∫

T

g∗1(t)

G1(t)X+(t)
p(t) dt = 0, p ∈ P 0

2æ1−2,

причём

g∗1 = gj − Re [αeΩ(Tf0)|T]− Re [GX1ψ]|T, ψ(z) =
1

2πi

∫
l

g∗j (t)

X+
j (t)(t− z)

dt,

g∗1 = gj − e−h0(F+ −GjF
−), F = T0φ2 + T1f.

Доказательство. По теореме 2 общее решение u уравнения (1) в классе (13) представимо
в виде (10) (или в краткой форме в виде (11)), где функция φ принадлежит H(D±

j ). Кроме
того, в силу леммы 1 функция Ω ∈ H(Γ). Поэтому подставим данное представление в условия
(14), (15) и используем формулу обращения для искомой функции φ1 из (12). Заметим, что

1

2π
argG0|Γ =

1

2π
argG1|Γ = æ1. (28)

Согласно хорошо известным свойствам интеграла типа Коши [22], функция

Xj(z) = exp

(
1

2πi

∫
γj

lnGj(t)(t) dt

t− z

)
, z ∈ D+

j

⋃
D−

j , (29)

принадлежит классу H(D
±
j ), j = 1, 2, причём её граничное значение lnX±

j ∈ H(γj) на
окружности γj удовлетворяет краевому условию X+

j = GjX
−
j . Поэтому второе краевое усло-

вие в (27) можно записать в виде
φ+
1

X+
j

− φ−
1

X−
j

=
g∗j
X+

j

.
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Функция

ψ(z) =
1

2πi

∫
γj

g∗j (t)

X+
j (t)(t− z)

dt

принадлежит классу H(D±
j ) и удовлетворяет краевому условию

ψ+(t)− ψ−(t) =
g∗j (t)

X+
j (t)

.

Следовательно, разность

φ0(z) =
φ1(z)

Xj(z)
− ψ(z) (30)

аналитична в области D и принадлежит классу H(D). Подстановка формул (29) и (30) в (27)
приводит к эквивалентной задаче Римана–Гильберта:

Re (α0φ0)|T = g0,

где α0 = G1Xje
−h0−h|T и g0 = g1 − Re [G1e

−h0−hXjψ]|T.
Равенство (28) сохраняется и для α0, Gj .
Резюмируя результаты исследований, сформулированные для единичного круга в теоре-

мах 5 и 6, используя теорему Келлога, приходим к результату, представляющему решение
задачи R для области D0. При этом сохраняем обозначения формул как в теоремах 1–6.

Теорема 7. Пусть выполнены условия теоремы 2 и æk = IndΓGk, k = 1, 2, так что
функция θk(t) = argGk(t)−ækarg t ∈ H(Γ), и пусть Xk(z) = Rk(z)e

Θk(z)−Θk(0)/2, где функция
Θk ∈ H(D) аналитична в области D и её мнимая часть определяется как решение задачи
Дирихле

ImΘ+
k =

π

2
− θk, ReΘk(z0) = − 1

2π

∫
Γ

θk(t)|ω′(t)| d1t, k = 1, 2.

Тогда все решения задачи R в классе H(D) описываются формулой

u = eg0φ2 + T0φ1 + T1f,

в которой аналитические функции φk(z), k = 1, 2, определяются формулами

φk(z) =
Xk(z)

πi

∫
Γ

g̃k(t)

G̃k(t)X
+
k (t)

ω′(t) dt

ω(t)− ω(z)
+Xk(z)pk[ω(z)], pk ∈ P 0

−2æk
, k = 1, 2,

где функция g̃k удовлетворяет условиям ортогональности
∫
Γ

g̃k(t)

G̃k(t)X
+
k (t)

q[ω(t)]ω′(t) dt = 0, q ∈ P 0
2æk−2, k = 1, 2.
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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.958

ОДНОМЕРНАЯ ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ

c© 2023 г. В. Г. Романов

Для системы нелинейных уравнений электродинамики рассматривается задача об опреде-
лении коэффициента проводимости среды, стоящего при нелинейности. Предполагается,
что коэффициенты электрической и магнитной проницаемостей постоянны, а проводи-
мость зависит лишь от одной пространственной переменной x, причём эта проводимость
равна нулю на полуоси x < 0. Для моды, в которой участвуют только две компоненты
электромагнитного поля, рассматривается процесс распространения волн, вызванный па-
дением плоской волны с постоянной амплитудой из области x < 0 на неоднородность,
локализованную на полупрямой x � 0. Изучаются условия разрешимости прямой задачи
при заданном коэффициенте проводимости и свойства её решения. Для решения обратной
задачи задаётся след электрической компоненты решения прямой задачи на конечном от-
резке оси x = 0. Устанавливается теорема о локальном существовании и единственности
решения обратной задачи и находится глобальная оценка условной устойчивости её реше-
ний.

DOI: 10.31857/S0374064123100072, EDN: ONVPZC

Введение. Рассмотрим систему уравнений электродинамики с нелинейным поглощением

rotH = εEt + σ(x)|E|2E, rotE = −μH, (x, t) ∈ R
4, (1)

в которой ε и μ – вещественные положительные числа, характеризующие электрическую и
магнитную проницаемости, σ(x) � 0 – проводимость среды, E и H – векторы напряжённости
электрического и магнитного полей. В частном случае, когда функция σ(x) зависит лишь от
одной пространственной переменной x, существуют решения системы уравнений (1) вида E =
= (0, E2(x, t), 0), H = (0, 0,H3(x, t)), при этом компоненты E2(x, t) и H3(x, t) удовлетворяют
уравнениям

ε(E2)t + σ(x)(E2)
3 + (H3)x = 0, μ(H3)t + (E2)x = 0, (x, t) ∈ R

2. (2)

В дальнейшем система уравнений (2) будет рассматриваться в области Ω(T ) = {(x, t) : x ∈ R,
t � T}, T > 0.

Обозначим через c = 1/
√
εμ скорость распространения электромагнитных волн и через

θ0(t) – функцию Хевисайда: θ0(t) = 1 для t � 0 и θ0(t) = 0 для t < 0.
Предположим, что σ(x) ≡ 0 для x < 0 и σ ∈ C[0, cT/2]. Для уравнений (2) при известной

функции σ(x) поставим задачу Коши с данными при t � 0:

E2|t�0 =
a

2
√
ε
θ0(t− x/c), H3|t�0 =

a

2
√
μ
θ0(t− x/c), (3)

где a > 0 – некоторое фиксированное число.
Задачу (2), (3) назовём прямой задачей. Поставим по отношению к ней обратную задачу

об определении коэффициента σ(x), а именно: требуется найти σ(x) по следу компоненты
E2 решения прямой задачи на отрезке [0, T ] оси x = 0:

E2|x=0 = f(t), t ∈ [0, T ]. (4)

Прямые и обратные задачи для нелинейных гиперболических уравнений и систем активно
изучаются в последнее десятилетие. Прямые задачи обычно посвящены вопросам существо-
вания или несуществования решений на бесконечном интервале по времени (см., например,
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статьи [1–3] и литературу в них). Обратные задачи заключаются в определении переменных ко-
эффициентов, входящих в уравнения. В частности, в работах [4–9] для полулинейных уравне-
ний на лоренцевом многообразии рассмотрены вопросы реконструкции этого многообразия по
данным о решении прямых задач (например, по заданному отображению Дирихле–Неймана).
Обратные задачи об определении коэффициентов в различных полулинейных уравнениях изу-
чены в работах [10–14]. В статьях [15–18] ряд обратных задач исследован для полулинейного
волнового уравнения. Их анализ основан на асимптотических разложениях решения прямой
задачи по особенностям вблизи характеристических поверхностей. Это позволило свести рас-
сматриваемые задачи к задачам интегральной геометрии (или томографии). В работе [19]
подобный метод использован для исследования трёхмерной обратной задачи для нелинейной
системы уравнений электродинамики.

Рассматриваемая в настоящей статье постановка одномерной (по числу пространственных
переменных) обратной задачи для нелинейной системы (1) является новой. В п. 1 анализируют-
ся свойства решения прямой задачи (2), (3) для заданного множества функций σ(x). Резуль-
таты представлены теоремой об однозначной разрешимости прямой задачи. В п. 2 установлена
теорема о локальном существовании и единственности решения обратной задачи. В п. 3 дана
глобальная оценка условной устойчивости решения обратной задачи.

1. Исследование прямой задачи. Преобразуем задачу (2), (3) к более удобному для
исследований виду. С этой целью введём римановы инварианты u(x, t) и v(x, t), определив
их следующим образом:

u =
√
εE2 +

√
μH3, v =

√
εE2 −

√
μH3.

Тогда уравнения (2) можно записать в виде
(

∂

∂t
+ c

∂

∂x

)
u+ σ̂(x)(u+ v)3 = 0,

(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)
v + σ̂(x)(u+ v)3 = 0, (x, t) ∈ Ω(T ), (5)

где σ̂(x) = σ(x)/(8ε2). Условия (3) для функций u(x, t), v(x, t) принимают вид

u|t�0 = aθ0(t− x/c), v|t�0 = 0. (6)

В обратной задаче условие (4) должно быть заменено на следующее:

(u+ v)|x=0 = 2
√
εf(t), t ∈ [0, T ]. (7)

Введём в рассмотрение области

D+
T = {(x, t) : x � 0, x/c < t � T − x/c}, (D′

T )
+ = {(x, t) : x � 0, 0 � t � x/c � T/2},

D−
T = {(x, t) : x < 0, −x/c < t � T + x/c}, (D′

T )
− = {(x, t) : x < 0, 0 � t � −x/c � T/2}.

Так как σ̂(x) = 0 для x < 0, то в области D−
T

⋃
(D′

T )
− функция u(x, t) удовлетворяет

однородному уравнению ut + cux = 0 и начальному условию u|t=0 = a, поэтому u(x, t) = a
для (x, t) ∈ D−

T

⋃
(D′

T )
−. Кроме того, из уравнения vt−cvx = 0 и начального условия v|t=0 =

= 0 следует, что v(x, t) = 0 для (x, t) ∈ (D′
T )

−. Проинтегрировав уравнение vt − cvx = 0,
находим, что

v(x, t) = v(0, t + x/c), (x, t) ∈ D−
T .

Таким образом, функции u(x, t), v(x, t) полностью определяются в области D−
T

⋃
(D′

T )
−

граничными значениями функции v|x=0. В связи с этим в дальнейшем будем рассматривать
прямую задачу только в области D+

T

⋃
(D′

T )
+. Из изложенного выше следует граничное ус-

ловие
u(0, t) = a, t ∈ [0, T ]. (8)
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В области (D′
T )

+ система уравнений (5) однородна и удовлетворяет нулевым начальным усло-
виям u|t=0 = 0, v|t=0 = 0, поэтому

u(x, t) = 0, 0 < t < x/c < T/2; v(x, t) = 0, 0 � t < x/c � T/2.

В частности, отсюда и из второго уравнения (5) следует условие

v(x, x/c) = 0, x ∈ [0, cT/2]. (9)

Задача (5) с граничными условиями (8) и (9) корректна в области D+
T . Заменим её системой

интегральных уравнений. Интегрируя второе уравнение (5) на плоскости переменных ξ, τ
вдоль характеристики cτ + ξ = ct+ x и используя условие (9), получаем

v(x, t) = −
t∫

(t+x/c)/2

σ̂(ξ)(u(ξ, τ) + v(ξ, τ))3|ξ=x+c(t−τ) dτ, (x, t) ∈ D+
T . (10)

Интегрируя первое уравнение (5) вдоль характеристики cτ − ξ = ct − x от точки (x, t) до
точки (0, t− x/c) и используя условие (8), находим второе интегральное уравнение

u(x, t) = a−
t∫

t−x/c

σ̂(ξ)(u(ξ, τ) + v(ξ, τ))3|ξ=x−c(t−τ) dτ, (x, t) ∈ D+
T . (11)

При исследовании системы интегральных уравнений (10), (11) удобно использовать новую
функцию

w(x, t) = u(x, t) + v(x, t).

Интегральное уравнение для этой функции образуется в результате сложения уравнений (10)
и (11) и имеет вид

w(x, t) = a−
t∫

t−x/c

σ̂(ξ)w3(ξ, τ)|ξ=x−c(t−τ) dτ −

−
t∫

(t+x/c)/2

σ̂(ξ)w3(ξ, τ)|ξ=x+c(t−τ) dτ, (x, t) ∈ D+
T . (12)

Определение 1. Будем говорить, что σ̂ ∈ Q(σ0, σ1, T ), если

σ ∈ C([0, cT/2]), 0 < σ0 � σ̂(x) � σ1, x ∈ [0, cT/2]. (13)

Лемма 1. Пусть σ̂ ∈ Q(σ1, T ) и выполнено условие

a2σ1T � 1. (14)

Тогда уравнение (12) имеет единственное решение, принадлежащее пространству C(D+
T ),

и для него выполнены неравенства

a/2 � w(x, t) � a, (x, t) ∈ D+
T . (15)

Замечание 1. Условие (14) при фиксированных T и σ1 является условием на выбор
положительного числа a в прямой задаче.

Доказательство леммы 1. Определим для уравнения (12) последовательные приближе-
ния wn(x, t) по формулам

w0(x, t) = a,
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wn(x, t) = a−
t∫

t−x/c

σ̂(ξ)w3
n−1(ξ, τ)|ξ=x−c(t−τ) dτ −

−
t∫

(t+x/c)/2

σ̂(ξ)w3
n−1(ξ, τ)|ξ=x+c(t−τ) dτ, n ∈ N, (x, t) ∈ D+

T .

Из равенства w0(x, t) = a и условий (13), (14) следует, что w1 ∈ C(D+
T ), и для этой функции

выполнены соотношения

a

2
� a− σ1a

3T

2
� w1(x, t) � a, (x, t) ∈ D+

T .

Так как w1∈C(D+
T ), отсюда следует, что w2 ∈ C(D+

T ). Кроме того, из неравенства w1(x, t)�a
вытекают соотношения

a

2
� a− σ1a

3T

2
� w2(x, t) � a, (x, t) ∈ D+

T .

Аналогичные рассуждения приводят к выводу, что при любом n справедливо утверждение
wn ∈ C(D+

T ), и все последовательные приближения ограничены сверху и снизу положитель-
ными числами: a

2
� wn(x, t) � a, n ∈ N

⋃
{0}, (x, t) ∈ D+

T . (16)

Покажем равномерную сходимость последовательности wn(x, t) в области D+
T . Вычислив

разность wk+1(x, t)− wk(x, t) = w̃k+1(x, t), k ∈ N
⋃

{0}, получим

|w̃1(x, t)| � σ1

( t∫
t−x/c

a3 dτ +

t∫
(t+x/c)/2

a3 dτ

)
,

|w̃k+1(x, t)| � σ1

t∫
t−x/c

[(w2
k(ξ, τ) + wk(ξ, τ)wk−1(ξ, τ) + w2

k−1(ξ, τ))|w̃k(ξ, τ)|]ξ=x−c(t−τ) dτ +

+ σ1

t∫
(t+x/c)/2

[(w2
k(ξ, τ) + wk(ξ, τ)wk−1(ξ, τ) + w2

k−1(ξ, τ))×

× |w̃k(ξ, τ)|]ξ=x+c(t−τ) dτ, k ∈ N, (x, t) ∈ D+
T . (17)

Так как wk−1(x, t) � a, wk(x, t) � a, то из формулы (17) вытекают неравенства

|w̃1(x, t)| � 1

2
a3σ1t,

|w̃k+1(x, t)| � 3a2σ1

[ t∫
t−x/c

|w̃k(ξ, τ)|ξ=x−c(t−τ) dτ +

+

t∫
(t+x/c)/2

|w̃k(ξ, τ)|ξ=x+c(t−τ) dτ

]
, k ∈ N, (x, t) ∈ D+

T . (18)
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Из неравенств (18) находим последовательно:

|w̃1(x, t)| � 1

2
σ1a

3t, |w̃2(x, t)| � 1

3
a(6σ1a

2)2
t2

2!
,

|w̃n(x, t)| � 1

3
a(6σ1a

2)n
tn

n!
� 1

3
a(6σ1a

2)n
T n

n!
, n = 3, 4, . . . , (x, t) ∈ DT .

Отсюда следует равномерная сходимость последовательности wn(x, t) в области D+
T . Пре-

дельная функция w(x, t) этой последовательности является функцией класса C(D+
T ). Из

неравенств (16) вытекает, что для неё справедливы оценки (15).
Установим единственность непрерывного решения уравнения (12). Допустим, что уравне-

ние имеет два таких решения: w1(x, t) и w2(x, t). Обозначим w(x, t) = w1(x, t) − w2(x, t).
Тогда

|w(x, t)| � σ1

t∫
t−x/c

[(w2
1(ξ, τ) + w1(ξ, τ)w2(ξ, τ) + w2

2(ξ, τ))|w(ξ, τ)|]ξ=x−c(t−τ) dτ +

+ σ1

t∫
(t+x/c)/2

[(w2
1(ξ, τ) + w1(ξ, τ)w2(ξ, τ) + w2

2(ξ, τ))|w(ξ, τ)|]ξ=x+c(t−τ) dτ, (x, t) ∈ D+
T . (19)

С учётом того, что w1(x, t) и w2(x, t) не превосходят числа a, из неравенства (19) выводим
оценку

|w(x, t)| � 3a2σ1

( t∫
t−x/c

|w(ξ, τ)|ξ=x−c(t−τ) dτ +

t∫
(t+x/c)/2

|w(ξ, τ)|ξ=x+c(t−τ) dτ

)
, (x, t) ∈ D+

T . (20)

Пусть

z(t) =

⎧⎨
⎩

max
x∈[0,ct]

|w(x, t)|, t ∈ [0, T/2],

max
x∈[0,T−ct]

|w(x, t)|, t ∈ [T/2, T ].

Тогда из (20) следует неравенство

z(t) � 6a2σ1

t∫
0

z(τ) dτ, t ∈ [0, T ],

из которого вытекает, что z(t) = 0 для всех t ∈ [0, T ], и, значит, w(x, t) = 0 в области D+
T .

Поэтому w1(x, t) = w2(x, t) для (x, t) ∈ D+
T .

Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда решение уравнения (12) принадле-
жит классу C1(D+

T ). Кроме того, если выполнено условие

48a2σ2
1T � σ0, (21)

то имеет место оценка

σ0a
3

32
� −wt(x, t) � σ1a

3

2
, (x, t) ∈ D+

T . (22)

Замечание 2. Как и в случае леммы 1, условие (21) является условием на выбор числа a.
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Доказательство леммы 2. Чтобы показать, что функция w(x, t) обладает в области D+
T

непрерывными частными производными по переменным x и t, запишем уравнения (10)–(12),
заменив в них переменную интегрирования τ на ξ. После этой замены представим уравнения
для функций v(x, t) и u(x, t) в виде

v(x, t) = −1

c

(x+ct)/2∫
x

σ̂(ξ)w3(ξ, τ)|τ=t+(x−ξ)/c dξ, (x, t) ∈ D+
T , (23)

u(x, t) = a− 1

c

x∫
0

σ̂(ξ)w3(ξ, τ)|τ=t−(x−ξ)/c dξ, (x, t) ∈ D+
T . (24)

Уравнение для w(x, t) имеет вид

w(x, t) = −1

c

x∫
0

σ̂(ξ)w3(ξ, τ)|τ=t−(x−ξ)/c dξ −

− 1

c

(x+ct)/2∫
x

σ̂(ξ)w3(ξ, τ)|τ=t+(x−ξ)/c dξ, (x, t) ∈ D+
T . (25)

Продифференцтровав равенство (25) по переменной t, получим

wt(x, t) = −3

c

x∫
0

σ̂(ξ)w2(ξ, τ)wτ (ξ, τ)|τ=t−(x−ξ)/c dξ −
3

c

(x+ct)/2∫
x

σ̂(ξ)w2(ξ, τ)wτ (ξ, τ)|τ=t+(x−ξ)/c dξ −

− 1

2
σ̂((x+ ct)/2)w3((x+ ct)/2, (t + x/c)/2), (x, t) ∈ D+

T . (26)

Аналогично, продифференцировав уравнение (25) по переменной x, будем иметь

wx(x, t) =
3

c2

x∫
0

σ̂(ξ)w2(ξ, τ)wτ (ξ, τ)|τ=t−(x−ξ)/c dξ −
3

c2

(x+ct)/2∫
x

σ̂(ξ)w2(ξ, τ)wτ (ξ, τ)|τ=t+(x−ξ)/c dξ −

− 1

2c
σ̂((x+ ct)/2)w3((x+ ct)/2, (t + x/c)/2), (x, t) ∈ D+

T . (27)

Рассмотрим уравнение (26). Для удобства дальнейших вычислений введём функцию

ϕ(x, t) = −wt(x, t)

и вернёмся в (26) к переменной интегрирования τ. Тогда получим уравнение

ϕ(x, t) = ϕ0(x, t)− 3

t∫
t−x/c

σ̂(ξ)w2(ξ, τ)ϕ(ξ, τ)|ξ=x−c(t−τ) dτ −

− 3

t∫
(t+x/c)/2

σ̂(ξ)w2(ξ, τ)ϕ(ξ, τ)|ξ=x+c(t−τ) dτ, (x, t) ∈ D+
T , (28)
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в котором

ϕ0(x, t) =
1

2
σ̂((x+ ct)/2)w3((x+ ct)/2, (t + x/c)/2). (29)

Так как функция w2, входящая в (28), известна, то это уравнение является линейным инте-
гральным уравнением относительно функции ϕ(x, t). Оно принадлежит к уравнениям типа
Вольтерры с непрерывным ядром. Его решение можно найти методом последовательных при-
ближений. Действительно, определим ϕn(x, t) формулой

ϕn(x, t) = ϕ0(x, t)− 3

t∫
t−x/c

σ̂(ξ)w2(ξ, τ)ϕn−1(ξ, τ)|ξ=x−c(t−τ) dτ −

− 3

t∫
(t+x/c)/2

σ̂(ξ)w2(ξ, τ)ϕn−1(ξ, τ)|ξ=x+c(t−τ) dτ, n ∈ N, (x, t) ∈ D+
T . (30)

Покажем, что последовательность ϕn(x, t) сходится равномерно в области D+
T . Для функции

ϕ0(x, t) из равенства (29) следует оценка

0 < ϕ0(x, t) � σ1a
3

2
, (x, t) ∈ D+

T .

Из формулы (30) находим последовательно, что

|ϕ1(x, t)− ϕ0(x, t)| � σ1a
3

2
(6σ1a

2)t, |ϕ2(x, t)− ϕ1(x, t)| � σ1a
3

2
(6σ1a

2)2
t2

2!
,

|ϕn(x, t)− ϕn−1(x, t)| � σ1a
2

2
(6σ1a

3)n
tn

n!
� σ1a

3

2
(6σ1a

2)n
T n

n!
, n = 3, 4, . . . , (x, t) ∈ D+

T .

Из этих оценок следует равномерная сходимость последовательности ϕn(x, t) в облас-
ти D+

T . Следовательно, предельная функция ϕ(x, t) последовательности ϕn(x, t) является
непрерывной в D+

T . Единственность решения уравнения (28) устанавливается стандартным
способом.

Так как функция ϕ(x, t) непрерывна в области D+
T , то из уравнения (27) следует непре-

рывность в той же области производной wx(x, t). Таким образом, установлена принадлеж-
ность функции w(x, t) классу C1(D+

T ).
Установим теперь оценку (22) при выполнении условия (21). В этом случае последователь-

ные приближения могут быть оценены более точно. Учитывая, что a/2 � w(x, t) � a (согласно
лемме 1), из формулы (29) получаем соотношения

σ0a
3

16
� ϕ0(x, t) � σ1a

3

2
, (x, t) ∈ D+

T .

Далее из (30), используя условие (21), находим оценки

σ0a
3

32
� σ0a

3

16
− 3σ2

1a
5T

2
� ϕ1(x, t) � σ1a

3

2
,

σ0a
3

32
� σ0a

3

16
− 3σ2

1a
5T

2
� ϕn(x, t) � σ1a

3

2
, n = 2, 3, . . . , (x, t) ∈ D+

T ,

из которых следует, что предельная функция ϕ(x, t) удовлетворяет неравенствам

σ0a
3

32
� ϕ(x, t) � σ1a

3

2
, n = 2, 3, . . . , (x, t) ∈ D+

T . (31)

Из (31) следует (22).
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Теорема 1. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда система уравнений (10), (11) име-
ет в области D+

T единственное решение и оно принадлежит классу C1(D+
T ).

Доказательство. Из леммы 1 следуют существование, единственность и непрерывность в
области D+

T функций u(x, t) и v2(x, t). Чтобы показать, что эти функции обладают в области
D+

T непрерывными производными по переменным x и t, достаточно продифференцировать
уравнения (23), (24) по этим переменным. Выполним это, как пример, для функции v(x, t).
Продифференцировав уравнение (23), получим равенства

vt(x, t) = −3

c

(x+ct)/2∫
x

σ̂(ξ)w2(ξ, τ)wτ (ξ, τ)|τ=t+(x−ξ)/c dξ −

− 1

2
σ̂((x+ ct)/2)w3((x+ ct)/2, (t + x/c)/2), (x, t) ∈ D+

T , (32)

vx(x, t) = − 3

c2

(x+ct)/2∫
x

σ̂(ξ)w2(ξ, τ)wτ (ξ, τ)|τ=t+(x−ξ)/c dξ −

− 1

2c
σ̂((x+ ct)/2)w3((x+ ct)/2, (t + x/c)/2) +

1

c
σ̂(x)w3(x, t), (x, t) ∈ D+

T . (33)

Из равенств (32), (33) вытекает непрерывность производных функции v(x, t) в области D+
T .

Следовательно, v ∈ C1(D+
T ). Аналогично доказывается, что u ∈ C1(D+

T ).

2. Теорема о существовании и единственности локального решения обратной
задачи. Рассмотрим обратную задачу (2)–(4), полагая, что функция f(t) задана. Принимая
введённые далее обозначения, заменим её эквивалентной задачей (5)–(7). Проведённое выше
исследование прямой задачи показывает, что функции u(x, t) и v(x, t) должны удовлетворять
на границе области D+

T условиям (8), (9). Поэтому обратную задачу можно переформулиро-
вать в следующем виде: найти функции σ̂(x), u(x, t) и v(x, t), удовлетворяющие уравнениям

(
∂

∂t
+ c

∂

∂x

)
u+ σ̂(x)w3 = 0,

(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)
v + σ̂(x)w3 = 0, (x, t) ∈ D+

T , (34)

в которых w = u+ v, и условиям

u(0, t) = a, v(0, t) = 2
√
εf(t)− a, t ∈ [0, T ], v(x, x/c) = 0, x ∈ cT/2. (35)

Если предположить, что условия лемм 1 и 2 выполнены, то из этих лемм следует, что
функция f(t) должна удовлетворять следующим условиям:

f ∈ C1[0, T ], f(t) > 0, f ′(t) < 0, t ∈ [0, T ], f(0) = a. (36)

Последнее из этих равенств следует из уравнения (12) для функции w(x, t). Однако при рас-
смотрении вопроса о разрешимости обратной задачи мы не в праве предполагать выполнения
условий лемм 1 и 2. Но отмеченное выше даёт основание предположить выполнение условий
(36). Покажем, что при выполнении этих условий существует локально единственное решение
обратной задачи (34), (35).

Теорема 2. Пусть выполнены уравнения (34) и соотношения (35), а функция f(t) удо-
влетворяет условиям (36). Тогда найдётся T ∗ ∈ (0, T ] такое, что на отрезке [0, T ∗] суще-
ствует единственное непрерывное и положительное решение обратной задачи.

Доказательство. Согласно (35) функция v(0, t) задана на отрезке [0, T ]. Поэтому запи-
шем для неё новое интегральное соотношение, более удобное здесь, чем (10). Проинтегрировав
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второе уравнение (34) вдоль характеристики ξ + cτ = x + ct от точки (x, t) ∈ D+
T до точки

(0, t + x/c), получим уравнение

v(x, t) = 2
√
εf(t+ x/c) − a− 1

c

x∫
0

σ̂(ξ)w3(ξ, t+ (x− ξ)/c) dξ, (x, t) ∈ D+
T .

Складывая его с уравнением (24), находим уравнение для функции w(x, t) :

w(x, t) = w0(x, t)−
1

c

x∫
0

σ̂(ξ)w3(ξ, t+ (x− ξ)/c) dξ −

− 1

c

x∫
0

σ̂(ξ)w3(ξ, t− (x− ξ)/c) dξ, (x, t) ∈ D+
T , (37)

в котором
w0(x, t) = 2

√
εf(t+ x/c).

Продифференцировав это уравнение по переменной t и сохранив ранее введённое обозначение
ϕ(x, t) = −wt(x, t), получим уравнение

ϕ(x, t) = ϕ0(x, t)−
3

c

x∫
0

σ̂(ξ)w2(ξ, t+ (x− ξ)/c)ϕ(ξ, t + (x− ξ)/c) dξ −

− 3

c

x∫
0

σ̂(ξ)w2(ξ, t− (x− ξ)/c)ϕ(ξ, t − (x− ξ)/c) dξ, (x, t) ∈ D+
T , (38)

где
ϕ0(x, t) = −2

√
εf ′(t+ x/c).

Положим x = 0 в (32) и используем вторую формулу из (35). Тогда придём к уравнению

2
√
εf ′(t) =

3

c

ct/2∫
0

σ̂(ξ)w2(ξ, τ)ϕ(ξ, τ)|τ=t−ξ/c dξ −
1

2
σ̂(ct/2)w3(ct/2, t/2), t ∈ [0, T ],

которое преобразуем к виду

σ̂(x) = σ̂0(x) + σ̂0(x)

(
w3
0(x, x/c)

w3(x, x/c)
− 1

)
+

+
6

cw3(x, x/c)

x∫
0

σ̂(ξ)w2(ξ, τ)ϕ(ξ, τ)|τ=(2x−ξ)/c dξ, x ∈ [0, cT/2], (39)

здесь

σ̂0(x) = −4
√
εf ′(2x/c)

w3
0(x, x/c)

.

Соотношения (37)–(39) образуют в области D+
T замкнутую систему уравнений относительно

функций w(x, t), ϕ(x, t) и σ̂(x). Из условий теоремы 2 следует, что функции w0(x, t), ϕ0(x, t)
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и σ̂0(x) непрерывны и положительны в D+
T . Поэтому найдутся положительные числа α и β

такие, что

α � w0(x) � β, α � ϕ0(x) � β, (x, t) ∈ D+
T , α � σ̂0(x) � β, x ∈ [0, cT/2]. (40)

Введём вектор-функции

ψ(x, t) = (w(x, t), ϕ(x, t), σ̂(x)) = (ψ1, ψ2, ψ3),

ψ0(x, t) = (w0(x, t), ϕ0(x, t), σ̂0(x)) = (ψ0
1 , ψ

0
2 , ψ

0
3).

Пусть M(T ) – множество функций ψ(x, t), непрерывных в D+
T и таких, что

‖ψ − ψ0‖ = max
k=1,2,3

max
(x,t)∈D+

T

|ψk(x, t)− ψ0
k(x, t)| � α

2
. (41)

Запишем систему уравнений (37)–(39) в операторном виде

ψ = A(ψ), (42)

где A = (A1,A2,A3) – нелинейный векторный оператор, а его компоненты определены пра-
выми частями уравнений (37)–(39) соответственно. Покажем, что оператор A является сжи-
мающим на множестве M(T ∗) при подходящем выборе T ∗.

Докажем сначала, что для некоторого T1 ∈ (0, T ] оператор A переводит множество M(T1)
в себя. Пусть ψ ∈ M(T ). Тогда из неравенств (40), (41) следуют априорные оценки для
компонент функции ψ(x, t) :

α

2
� ψk(x, t) � β +

α

2
, k = 1, 2, 3, (x, t) ∈ D+

T . (43)

Из уравнения (37), оценивая первую компоненту вектора A(ψ) − ψ0 с помощью неравенств
(43), находим, что

|A1(ψ)− w0(x, t)| � C1T, C1 =

(
β +

α

2

)4
, (x, t) ∈ D+

T . (44)

Действуя аналогично, из уравнения (38) получаем оценку

|A2(ψ)− ϕ0(x, t)| � C2T, C2 = 3

(
β +

α

2

)4
, (x, t) ∈ D+

T . (45)

Чтобы оценить разность |A3(ψ) − σ̂0(x)|, используем неравенство (44) для оценки второго
слагаемого правой части уравнения (39). При этом
∣∣∣∣w

3
0(x, x/c)

w3(x, x/c)
− 1

∣∣∣∣ = |w(x, x/c) − w0(x, x/c)|
w3(x, x/c)

(w2(x, x/c) + w(x, x/c)w0(x, x/c) + w2
0(x, x/c)) �

� 24

α3

(
β +

α

2

)6
T, x ∈ [0, cT/2].

Из уравнения (39) имеем оценку

|A3(ψ) − σ̂0(x)| � C3T, C3 =
24

α3

[
β

(
β +

α

2

)6
+

(
β +

α

2

)4]
, x ∈ [0, cT/2]. (46)

Выберем T1 из условия

T1 = min

(
T,

α

2C1
,

α

2C2
,

α

2C3

)
.
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Тогда из оценок (44)–(46) следует, что выполнено неравенство (41), если в нём положить T =
= T1. Следовательно, оператор A(ψ) отображает множество M(T1) на себя.

Покажем теперь, что оператор A(ψ) сжимает расстояние между любыми элементами мно-
жества M(T ∗) при некотором T ∗ ∈ (0, T1]. Пусть ψk = (wk, ϕk, σ̂k), k = 1, 2, – два произ-
вольных элемента множества M(T ). Запишем равенство (37) для k = 1 и k = 2 и вычтем
одно из другого. Тогда из полученного равенства следует оценка

|A1(ψ
1)−A1(ψ

2)| = |w1(x, t)− w2(x, t)| � 1

c

x∫
0

|σ̂1(ξ)− σ̂2(ξ)|w3
1(ξ, τ)|τ=t+(x−ξ)/c dξ +

+
1

c

x∫
0

σ̂2(ξ)(w
2
1(ξ, τ) + w1(ξ, τ)w2(ξ, τ) + w2

2(ξ, τ))|w1(ξ, τ)− w2(ξ, τ)|τ=t+(x−ξ)/c dξ +

+
1

c

x∫
0

|σ̂1(ξ)− σ̂2(ξ)|w3
1(ξ, τ)|τ=t−(x−ξ)/c dξ +

+
1

c

x∫
0

σ̂2(ξ)(w
2
1(ξ, τ) + w1(ξ, τ)w2(ξ, τ) + w2

2(ξ, τ))|w1(ξ, τ)− w2(ξ, τ)|τ=t−(x−ξ)/c dξ �

� C4T‖ψ1 − ψ2‖, (x, t) ∈ D+
T , (47)

в которой C4 = 4(β + α/2)3. Аналогично из равенства (38) имеем оценку

|A2(ψ
1)−A2(ψ

2)| = |ϕ1(x, t)− ϕ2(x, t)| �

� 3

c

x∫
0

[|σ1(ξ)− σ2(ξ)|w2
1(ξ, τ)ϕ1(ξ, τ) + σ2(ξ)(w1(ξ, τ) + w2(ξ, τ))|w1(ξ, τ) − w2(ξ, τ)|ϕ1(ξ, τ) +

+ σ2(ξ)w
2
2(ξ, τ)|ϕ1(ξ, τ)− ϕ2(ξ, τ)|]τ=t+(x−ξ)/c dξ +

+
3

c

x∫
0

[|σ1(ξ)− σ2(ξ)|w2
1(ξ, τ)ϕ1(ξ, τ) + σ2(ξ)(w1(ξ, τ) + w2(ξ, τ))|w1(ξ, τ)− w2(ξ, τ)|ϕ1(ξ, τ) +

+σ2(ξ)w
2
2(ξ, τ)|ϕ1(ξ, τ) − ϕ2(ξ, τ)|]τ=t−(x−ξ)/c dξ � C5‖ψ1 − ψ2‖T, (x, t) ∈ D+

T , (48)

в которой C5 = 12(β + α/2)3.
Из уравнения (39) находим, что

|A3(ψ
1)−A3(ψ

2)| = |σ̂1(x)− σ̂2(x)| �

� |w1(x, x/c) − w2(x, x/c)|
w3
1(x, x/c)w

3
2(x, x/c)

(w2
1(x, x/c) +w1(x, x/c)w2(x, x/c) + w2

2(x, x/c)) ×

×
(
σ̂0(x)w

3
0(x, x/c) +

6

c

x∫
0

σ̂1(ξ)w
2
1(ξ, τ)ϕ1(ξ, τ)|τ=(2x−ξ)/c dξ

)
+

+
6

cw3
2(x, x/c)

x∫
0

[|σ̂1(ξ)− σ̂2(ξ)|w2
1(ξ, τ)ϕ1(ξ, τ) + σ̂2(ξ)(w1(ξ, τ) + w2(ξ, τ)) ×

× |w1(ξ, τ) −w2(ξ, τ)|ϕ1(ξ, τ) + σ̂2(ξ)w
2
2(ξ, τ)|ϕ1(ξ, τ)− ϕ2(ξ, τ)|]τ=(2x−ξ)/c dξ, x ∈ [0, cT/2].
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Используем для оценки разности w1(x, x/c)−w2(x, x/c) соотношения (44) и неравенства (40),
(43) для остальных слагаемых. Тогда вычисления приводят к оценке

|A3(ψ
1)−A3(ψ

2)| � (C6T + C7T
2)‖ψ1 − ψ2‖, x ∈ [0, cT/2], (49)

где постоянные C6 и C7 вычисляются по формулам

C6 = 3
82β4

α6

(
β +

α

2

)6

+ 24
8

cα3

(
β +

α

2

)3
, C7 = 9

82

α6

(
β +

α

2

)10
.

Пусть ρ ∈ (0, 1). Учитывая, что C5 > C4, выберем T ∗ из условия

T ∗ = min

(
T1,

ρ

C5
,
−C6 +

√
C2
6 + 4ρC7

2C7

)
.

Тогда из оценок (47)–(49) следует, что

‖A(ψ1)−A(ψ2)‖ � ρ‖ψ1 − ψ2‖, (x, t) ∈ D+
T ∗ .

Так как ρ < 1, то это означает, что оператор A сжимает расстояние между элементами
множества M(T ∗). Из теоремы о сжимающих отображениях заключаем, что уравнение (42)
имеет решение на множестве M(T ∗), и притом только одно. Отсюда следует утверждение
теоремы 2.

3. Глобальная оценка условной устойчивости решений обратной задачи. Из уста-
новленного выше факта, что оператор A является сжимающим на множестве M(T ∗), нетруд-
но вывести оценку устойчивости решения обратной задачи на отрезке [0, cT ∗/2]. Однако это
будет локальная оценка, так как, вообще говоря, T ∗ < T. При априорном условии, что ре-
шения обратной задачи принадлежат заданному множеству Q(σ0, σ1, T ), можно получить
оценку устойчивости решения обратной задачи при любом конечном T. Эта оценка имеет
условный характер, но она является глобальной и поэтому зачастую полезна при конструиро-
вании вычислительных алгоритмов. Далее выводится оценка условной устойчивости решений
рассматриваемой обратной задачи.

Определение 2. Будем говорить, что функция f ∈ F(T ), если f ∈ C1([0, T ]) и для неё
выполнены условия (36).

Обозначим

‖f‖C1([0,T ]) = max

(
max
t∈[0,T ]

|f(t)|, max
t∈[0,T ]

|f ′(t)|
)
.

Теорема 3. Пусть для k = 1, 2 существуют решения σ̂k ∈ Q(σ0, σ1, T ) обратной задачи
с данными f = fk ∈ F(T ) в (7). Пусть, кроме того, для числа a > 0 выполнены условия (14)
и (21). Тогда найдётся положительная постоянная C = C(ε, a, σ0, σ1, T ) такая, что

|σ̂1(x)− σ̂2(x)| � C‖f1 − f2‖C1([0,T ]), x ∈ [0, cT/2]. (50)

Доказательство. Обозначим через uk(x, t), vk(x, t), k = 1, 2, функции, соответствующие
решению прямой задачи (5)–(7) при σ̂ = σ̂k(x), и пусть wk(x, t) = uk(x, t) + vk(x, t).

Тогда функции wk(x, t), k = 1, 2, положительны в D+
T (как следует из леммы 1) и для

них верны оценки
0 < a/2 � wk(x, t) � a, (x, t) ∈ D+

T , k = 1, 2. (51)

Кроме того, из леммы 2 следует положительность функций ϕk(x, t) = −(wk)t(x, t) и справед-
ливость неравенств

σ0a
3

32
� ϕk(x, t) � σ1a

3

2
, (x, t) ∈ D+

T , k = 1, 2. (52)
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Это означает также, что функции fk(t) = wk(0, t) должны удовлетворять условиям

σ0a
3

32
� −f ′

k(t) � σ1a
3

2
, t ∈ [0, T ], k = 1, 2. (53)

Введём обозначения

w1(x, t)− w2(x, t) = w(x, t), ϕ1(x, t)− ϕ2(x, t) = ϕ(x, t), σ̂1(x)− σ̂2(x) = σ(x),

f1(t)− f2(t) = f̄(t), Z(x) = max

(
max

t∈[x/c,T−x/c]
|w(x, t)|, max

t∈[x,T−x]
|ϕ(x, t)|, |σ(x)|

)
. (54)

Воспользуемся равенствами (37)–(39). Заменим в них функции w, ϕ, σ̂ на wk, ϕk, σ̂k,
k = 1, 2, и w0, ϕ0, σ̂0 – на w0k, ϕ0k, σ̂0k. При этом нужно заменить f на fk. Вычтем из
получившихся равенств при k = 1 соответствующие равенства при k = 2 и последовательно
оценим w(x, t), ϕ(x, t) и σ(x).

Из (37) выводим равенство

w(x, t) = 2
√
εf̄(t+ x/c)− 1

c

x∫
0

[σ(ξ)w3
1(ξ, τ) +

+ σ2(ξ)w(ξ, τ)(w
2
1(ξ, τ) +w1(ξ, τ)w2(ξ, τ) + w2

2(ξ, τ))]τ=t+(x−ξ)/c dξ −

−1

c

x∫
0

[σ(ξ)w3
1(ξ, τ)+σ2(ξ)w(ξ, τ)(w

2
1(ξ, τ)+w1(ξ, τ)w2(ξ, τ)+w2

2(ξ, τ))]τ=t−(x−ξ)/c dξ, (x, t)∈D+
T ,

из которого, используя неравенства (51) и априорное условие σ̂k∈Q(σ0, σ1, T ), находим оценку

|w(x, t)| � 2
√
ε ‖f̄‖C[0,T ] + C8

x∫
0

Z(ξ) dξ, C8 =
2a2

c
(a+ 3σ1), (x, t) ∈ DT . (55)

Аналогично, используя уравнение (38), получаем

ϕ(x, t) = 2
√
ε f̄ ′(t+ x/c)− 3

c

x∫
0

[σ(ξ)w2
1(ξ, τ)ϕ1(ξ, τ) +

+ σ2(ξ)w(ξ, τ)(w1(ξ, τ) + w2(ξ, τ))ϕ1(ξ, τ) + σ̂2(ξ)w
2
2(ξ, τ)ϕ(ξ, τ)]τ=t+(x−ξ)/c dξ −

− 3

c

x∫
0

[σ(ξ)w2
1(ξ, τ)ϕ1(ξ, τ) + σ2(ξ)w(ξ, τ)(w1(ξ, τ) + w2(ξ, τ))ϕ1(ξ, τ) +

+ σ̂2(ξ)w
2
2(ξ, τ)ϕ(ξ, τ)]τ=t−(x−ξ)/c dξ, (x, t) ∈ D+

T .

Из этого равенства и неравенств (51), (52) следует оценка

|ϕ(x, t)| � 2
√
ε‖f̄ ′‖C[0,T ] +C9

x∫
9

Z(ξ) dξ, C9 =
3a2σ1

c
(a2(a+ 2σ1) + 2), (x, t) ∈ D+

T . (56)

Наконец, используя равенство (39), приходим к соотношению

σ(x) = −4
√
ε f̄ ′

1(2x/c) +
w(x, x/c)

w3
1(x, x/c)w

3
2(x, x/c)

[w2
1(x, x/c) + w1(x, x/c)w2(x, x/c) + w2

2(x, x/c)] ×
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×
(
4
√
ε f ′

2(2x/c)−
6

c

x∫
0

σ̂1(ξ)w
2
1(ξ, τ)ϕ1(ξ, τ)|τ=(2x−ξ)/c dξ

)
+

6

cw3
2(x, x/c)

x∫
0

[|σ(ξ)|w2
1(ξ, τ)ϕ1(ξ, τ)+

+ σ̂2(ξ)|w(ξ, τ)|(w1(ξ, τ) + w2(ξ, τ))ϕ1(ξ, τ) + σ̂2(ξ)w
2
2(ξ, τ)|ϕ(ξ, τ)|]τ=(2x−ξ)/c dξ, x ∈ [0, cT/2].

При оценке слагаемых правой части этого равенства воспользуемся для w(x, x/c) неравен-
ством (55), а для оценки ϕk(x, t) и f ′

2(2x/c) – неравенствами (52) и (53) соответственно. Тогда
будем иметь

|σ(x)| � 4
√
ε‖f̄ ′‖C[0,T ] + C10

x∫
0

Z(ξ) dξ, x ∈ [0, cT/2],

C10 = 3
82a5σ1C8

2α6
[4
√
ε+ 3Tσ1a

2] +
24σ1
cα3

[a4(a+ 2σ1) + 2a2]. (57)

Из оценок (55)–(57) следует итоговое неравенство

Z(x) � 4
√
ε‖f̄‖C1[0,T ] +K

x∫
0

Z(ξ) dξ, x ∈ [0, cT/2], (58)

в котором K = max(C8, C9, C10). Применив к интегральному соотношению (58) неравенство
Гронуолла–Беллмана (см., например, [20]), получим

Z(x) � 4
√
ε‖f̄‖C1[0,T ] exp(Kx) � 4

√
ε‖f̄‖C1[0,T ] exp(KcT/2), x ∈ [0, cT/2].

Из этой оценки, с учётом обозначений (54), следует неравенство (50).
Работа выполнена в рамках государственного задания Института математики имени

С.Л. Соболева СО РАН (проект FWNF-2022-0009).
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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.955+517.957

ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ
ЛИУВИЛЛЯ В КЛАССЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ

БЕСКОНЕЧНОЗОННЫХ ФУНКЦИЙ
c© 2023 г. А. Б. Хасанов, Х. Н. Нормуродов, У. О. Худаёров

Для интегрирования нелинейного уравнения Лиувилля в классе периодических бесконеч-
нозонных функций применён метод обратной спектральной задачи. Введена эволюция
спектральных данных периодического оператора Дирака, коэффициент которого является
решением нелинейного уравнения Лиувилля. Доказана разрешимость задачи Коши для
бесконечной системы дифференциальных уравнений Дубровина в классе трижды непре-
рывно дифференцируемых периодических бесконечнозонных функций. Показано, что сум-
ма равномерно сходящегося функционального ряда, построенного с помощью решения сис-
темы уравнений Дубровина и формулы первого следа, удовлетворяет уравнениюЛиувилля.

DOI: 10.31857/S0374064123100084, EDN: OOBNJP

Введение. В настоящей работе рассматривается задача Коши для нелинейного уравнения
Лиувилля (см. [1, с. 14; 2]) вида

qxt = a(t)eq, q = q(x, t), x ∈ R, t > 0, (1)

с начальным условием

q(x, 0) = q0(x), q0(x+ π) = q0(x) ∈ C3(R), (2)

в классе действительных бесконечнозонных π-периодических по x функций:

q(x+ π, t) = q(x, t), q(x, t) ∈ C1,1
x,t (t > 0)

⋂
C(t � 0). (3)

Здесь a(t) ∈ C([0,∞)) – заданная непрерывная ограниченная функция. Нетрудно убедиться
в том, что условия совместности линейных уравнений

yx =

(
qx/2 −λ
λ −qx/2

)
y, yt =

1

2λ

(
0 b(t)eq

0 0

)
y, y =

(
y1
y2

)
,

эквивалентны уравнению (1) для функции q = q(x, t), x ∈ R, t > 0. Хорошо известно, что
нахождение явной формулы для решения нелинейного эволюционного уравнения Кортевега–
де Фриза (КдФ), модифицированного уравнения Кортевега–де Фриза (мКдФ), нелинейного
уравнения Шрёдингера (НУШ), уравнения синус-Гордона, уравнения Хирота и др. в классе
периодический функций существенно зависит от количества нетривиальных лакун в спектре
периодического оператора Штурма–Лиувилля и оператора Дирака. С помощью метода обрат-
ной спектральной задачи для оператора Штурма–Лиувилля и оператора Дирака с периоди-
ческим потенциалом, когда в спектре имеется только конечное число нетривиальных лакун, в
работах [3–8] была установлена полная интегрируемость нелинейных эволюционных уравне-
ний (КдФ, мКдФ, НУШ, синус-Гордона, Хироты и др.) в классе конечнозонных периодических
и квазипериодических функций. Кроме того, для конечнозонных решений нелинейных эволю-
ционных уравнений (КдФ, мКдФ, НУШ и др.) была выведена явная формула через тета-
функции Римана. Таким образом, в этих работах была доказана разрешимость задачи Ко-
ши для нелинейных эволюционных уравнений при любых конечнозонных начальных данных.
Более подробно эта теория изложена в монографиях [9, 10], а также в статье [11].
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В связи с этим класс периодических функций удобно разбить на два множества:
1) класс периодических конечнозонных функций;
2) класс периодических бесконечнозонных функций.
Известно [12], что если q(x) = 2a cos(2x), a �= 0, то в спектре оператора Штурма–

Лиувилля Ly ≡ −y′′+q(x)y, x ∈ R, открыты все лакуны, иначе говоря, q(x) – периодический
бесконечнозонный потенциал. Аналогичные примеры имеются для периодического оператора
Дирака (см. [13]).

В данной работе предлагается алгоритм построения периодических бесконечнозонных ре-
шений q(x, t), x ∈ R, t > 0, задачи (1)–(3) сведением её к обратной спектральной задаче для
оператора Дирака:

L(τ, t)y ≡ B
dy

dx
+Ω(x+ τ, t)y = λy, x ∈ R, t > 0, τ ∈ R, (4)

где

B =

(
0 1
−1 0

)
, Ω(x, t) =

(
P (x, t) Q(x, t)
Q(x, t) −P (x, t)

)
, y =

(
y1
y2

)
, P (x, t) = 0, Q(x, t) =

1

2
q′x(x, t).

Отметим, что задача Коши в классе периодических и почти-периодических бесконечнозонных
функций для нелинейных эволюционных уравнений без источника и с источником, а также с
дополнительным членом в различных постановках изучалась в работах [14–24].

1. Эволюция спектральных данных. Обозначим через

c(x, λ, τ, t) = (c1(x, λ, τ, t), c2(x, λ, τ, t))
т, s(x, λ, τ, t) = (s1(x, λ, τ, t), s2(x, λ, τ, t))

т

решения уравнения (4) с начальными условиями c(0, λ, τ, t) = (1, 0)т и s(0, λ, τ, t) = (0, 1)т

соответственно.
Функция

Δ(λ, τ, t) = c1(π, λ, τ, t) + s2(π, λ, τ, t)

называется функцией Ляпунова для уравнения (4).
Кроме того, для решений c(x, λ, τ, t) и s(x, λ, τ, t) при больших |λ| имеют место следую-

щие асимптотические формулы:

c(x, λ, τ, t) =

(
cos(λx)
sin(λx)

)
+

1

2λ

⎛
⎜⎝

1

2
[q′x(x+ τ, t) + q′x(τ, t)] sin(λx) + a(x, τ, t) sin(λx)

−1

2
[q′x(x+ τ, t)− q′x(τ, t)] cos(λx)− a(x, τ, t) cos(λx)

⎞
⎟⎠+

+O

(
e|Imλ|x

λ2

)
, |λ| → ∞, (5)

s(x, λ, τ, t) =

(
− sin(λx)
cos(λx)

)
+

1

2λ

⎛
⎜⎝

1

2
[q′x(x+ τ, t)− q′x(τ, t)] cos(λx) + a(x, τ, t) cos(λx)

−1

2
[q′x(x+ τ, t) + q′x(τ, t)] sin(λx) + a(x, τ, t) sin(λx)

⎞
⎟⎠+

+O

(
e|Imλ|x

λ2

)
, |λ| → ∞, (6)

где

a(x, τ, t) =
1

4

x∫
0

[q′s(s+ τ, t)]2 ds.

Из этих асимптотик при действительных λ получим

Δ(λ, τ, t) = 2 cos(λπ) +
1

λ
a(π, τ, t) sin(λπ) +O

(
1

λ2

)
, |λ| → ∞,
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Δ2(λ, τ, t)− 4 = −4 sin2(λπ) +
4a(π, τ, t)

λ
cos(λπ) sin(λπ) +O

(
1

λ2

)
, |λ| → ∞.

Вектор-функции

ψ±(x, λ, τ, t) = (ψ±
1 (x, λ, τ, t), ψ

±
2 (x, λ, τ, t))

т = c(x, λ, τ, t) +m±(λ, τ, t)s(x, λ, τ, t)

называются решениями Флоке уравнения (4).
Функции Вейля–Титчмарша определяются следующими формулами:

m±(λ, τ, t) =
s2(π, λ, τ, t) − c1(π, λ, τ, t) ∓

√
Δ2(λ, τ, t)− 4

2s1(π, λ, τ, t)
.

Спектр оператора Дирака L(τ, t) чисто непрерывен и состоит из множества

σ(L) = {λ ∈ R : |Δ(λ)| � 2} = R \
( ∞⋃

n=−∞
(λ2n−1, λ2n)

)
.

Интервалы (λ2n−1, λ2n), n ∈ Z \ {0}, называются лакунами, где λn – корни уравнения
Δ(λ)∓ 2 = 0. Они совпадают с собственными значениями периодической или антипериодиче-
ской (y(0, τ, t) = ±y(π, τ, t)) задачи для уравнения (4). Нетрудно доказать, что λ−1 = λ0 = 0,
т.е. λ = 0 является двукратным собственным значением периодической задачи для уравне-
ния (4).

Корни уравнения s1(π, λ, τ, t) = 0 обозначим через ξn(τ, t), n ∈ Z \ {0}, и при этом
ξn(τ, t) ∈ [λ2n−1, λ2n], n ∈ Z\{0}. Так как коэффициенты в уравнении (4) имеют вид P (x, t) ≡
≡ 0, Q(x, t) = q′x(x, t)/2, то λ−1 = λ0 = ξ0 = 0, т.е. ξ = 0 является собственным значением
задачи Дирихле.

Числа ξn(τ, t), n ∈ Z \ {0}, и знаки σn(τ, t) = sign {s2(π, ξn, τ, t) − c1(π, ξn, τ, t)}, n ∈
∈ Z \ {0}, называются спектральными параметрами оператора L(τ, t). Спектральные пара-
метры ξn(τ, t), σn(τ, t) = ±1, n ∈ Z\{0}, и границы спектра {λn(τ, t), n ∈ Z\{0}} называются
спектральными данными оператора Дирака L(τ, t).

Определение 1. Коэффициенты P (x, t) ≡ 0, Q(x, t) = q′x(x, t)/2 периодического опе-
ратора Дирака L(τ, t) называются бесконечнозонными функциями, если границы лакуны
(λ2n−1, λ2n), n ∈ Z, удовлетворяют условиям

. . . < λ−3 < ξ−1 < λ−2 < λ−1 < ξ0 < λ0 < λ1 < ξ1 < λ2 < . . . ,

где λ−1 = λ0 = ξ0 = 0.
Определение 2. Коэффициенты P (x, t) ≡ 0, Q(x, t) = q′x(x, t)/2 периодического опера-

тора Дирака L(τ, t) называются конечнозонными функциями, если существует такое конечное
число N, что для всех |n| > N выполняются равенства λ2n−1 = λ2n = ξn, n ∈ Z.

Задача восстановления коэффициента Ω(x, t) оператора L(τ, t) по спектральным данным
называется обратной задачей. Коэффициент Ω(x, t) оператора L(τ, t) определяется однознач-
но по спектральным данным λn(τ, t), ξn(τ, t), σn(τ, t) = ±1, n ∈ Z \ {0}.

Если с помощью начальной функции q0(x+ τ), τ ∈ R, построить оператор Дирака L(τ, 0)
вида

L(τ, 0)y ≡ B
dy

dx
+Ω0(x+ τ)y = λy, x ∈ R, τ ∈ R,

где

Ω0(x+ τ) =

(
0 q′0(x+ τ)/2

q′0(x+ τ)/2 0

)
, y =

(
y1
y2

)
,

то увидим, что границы спектра λn(τ), n ∈ Z, полученной задачи не зависят от параметра
τ ∈ R, т.е. λn(τ) = λn, n ∈ Z, а спектральные параметры от параметра τ зависят: ξ0n(τ),
σ0
n(τ), n ∈ Z, и являются периодическими функциями:

ξ0n(τ + π) = ξ0n(τ), σ0
n(τ + π) = σ0

n(τ), τ ∈ R, n ∈ Z.
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Решив прямую задачу, найдём спектральные данные {λn, ξ
0
n(τ), σ

0
n(τ), n ∈ Z \ {0}} опера-

тора L(τ, 0).
Обратная задача для оператора Дирака вида

Ly ≡
(

0 1
−1 0

)(
y′1
y′2

)
+

(
p(x) q(x)
q(x) −p(x)

)(
y1
y2

)
= λy, x ∈ R,

c периодическими коэффициентами p(x) = p(x+π), q(x) = q(x+π) в различных постановках
изучена в работах [25–32]. Следует отметить, что обратная задача в терминах спектральных
данных для оператора Хилла исследована в статьях [33–35].

Основной результат настоящей работы содержится в следующей теореме.
Теорема 1. Пусть q(x, t), x ∈ R, t > 0, – решение задачи (1)–(3). Тогда границы спектра

λn(τ, t), n ∈ Z \{0}, оператора L(τ, t) не зависят от параметров τ ∈ R и t, т.е. λn(τ, t) =
= λn, n ∈ Z\{0}, а спектральные параметры ξn(τ, t), σn(τ, t) = ±1, n ∈ Z\{0}, удовлетво-
ряют соответственно первой и второй системе дифференциальных уравнений Дубровина:

∂ξn(τ, t)

∂τ
= 2(−1)n−1σn(τ, t)hn(ξ(τ, t))ξn(τ, t), n ∈ Z \ {0}, (7)

∂ξn(τ, t)

∂t
= 2(−1)nσn(τ, t)hn(ξ(τ, t))gn(ξ(τ, t)), n ∈ Z \ {0}. (8)

Здесь знак σn(τ, t) = ±1, n ∈ Z \ {0}, меняется на противоположный при каждом столк-
новении точки ξn(τ, t), n ∈ Z \ {0}, с границами своей лакуны [λ2n−1, λ2n]. Кроме того,
выполняются следующие начальные условия:

ξn(τ, 0) = ξ0n(τ), σn(τ, 0) = σ0
n(τ), n ∈ Z \ {0}, (9)

где ξ0n(τ), σ0
n(τ) = ±1, n ∈ Z \ {0}, – спектральные параметры оператора Дирака L(τ, 0).

Последовательности hn(ξ) и gn(ξ), n ∈ Z\{0}, в уравнении (8) определяются по формулам

hn(ξ)=
√

(ξn(τ, t)−λ2n−1)(λ2n−ξn(t, τ)) fn(ξ), fn(ξ)=

√√√√√
∞∏

k=−∞
k 	=n

(λ2k−1−ξn(τ, t))(λ2k−ξn(τ, t))

(ξk(τ, t)− ξn(τ, t))2
,

gn(ξ) =
a(t)

2ξn(τ, t)
exp{q(τ, t)}, ξ(τ, t) = (. . . , ξ−1(τ, t), ξ1(τ, t), . . .).

Доказательство. Пусть π-периодическая по x функция q(x, t), x ∈ R, t > 0, удовле-
творяет уравнению (1). Обозначим через yn(x, τ, t) = (yn,1(x, τ, t), yn,2(x, τ, t))

т, n ∈ Z \ {0},
ортонормированные собственные вектор-функции оператора L(τ, t), рассматриваемого на от-
резке [0, π] с граничными условиями Дирихле

y1(0, τ, t) = 0, y1(π, τ, t) = 0,

соответствующие собственным значениям ξn = ξn(τ, t), n ∈ Z \ {0}. Дифференцируя по
переменной t тождество

ξn(τ, t) = (L(τ, t)yn, yn), n ∈ Z \ {0},

и используя симметричность оператора L(τ, t), получаем

∂ξn(τ, t)

∂t
= (Ω̇(x+ τ, t)yn, yn), n ∈ Z \ {0}. (10)
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Используя явный вид скалярного произведения

(y, z) =

π∫
0

[y1(x)z1(x) + y2(x)z2(x)] dx, y =

(
y1(x)
y2(x)

)
, z =

(
z1(x)
z2(x)

)
,

запишем равенство (10) в виде

∂ξn(τ, t)

∂t
=

π∫
0

yn,1yn,2qxt dx. (11)

Подставив (1) в (11), получим равенство

∂ξn(τ, t)

∂t
= a(t)I1(τ, t), (12)

где I1(τ, t) =
∫ π
0 yn,1yn,2e

q(x+τ,t) dx.
С помощью тождеств

yn,1(x, τ, t) =
1

ξn(τ, t)

(
y′n,2(x, τ, t) +

1

2
q′x(x+ τ, t)yn,2(x, τ, t)

)
,

yn,2(x, τ, t) =
1

ξn(τ, t)

(
−y′n,1(x, τ, t) +

1

2
q′x(x+ τ, t)yn,1(x, τ, t)

)

нетрудно вычислить интеграл

I1(τ, t) =

π∫
0

yn,1yn,2e
q(x+τ,t) dx =

=
1

ξn(τ, t)

π∫
0

yn,2e
q(x+τ,t)

(
y′n,2(x, τ, t) +

1

2
q′x(x+ τ, t)yn,2(x, τ, t)

)
dx =

=
1

2ξn(τ, t)

( π∫
0

[y2n,2(x, τ, t)e
q(x+τ,t)]′ dx

)
=

1

2ξn(τ, t)
eq(τ,t)[y2n,2(π, τ, t)− y2n,2(0, τ, t)]. (13)

Подставив (13) в тождество (12), будем иметь

∂ξn(τ, t)

∂t
=

a(t)

2ξn(τ, t)
exp{q(τ, t)}[y2n,2(π, τ, t) − y2n,2(0, τ, t)]. (14)

Так как собственные значения ξn(τ, t) задачи Дирихле для уравнения (4) простые, то
справедливо равенство

yn(x, τ, t) =
1

cn(τ, t)
s(x, ξn(τ, t), τ, t),

где

c2n(τ, t) =

π∫
0

[s21(x, ξn(τ, t), τ, t) + s22(x, ξn(τ, t), τ, t)] dx = −∂s1(π, ξn(τ, t), τ, t)

∂λ
s2(π, ξn(τ, t), τ, t).
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Используя это равенство, найдём

y2n,2(π, τ, t) − y2n,2(0, τ, t) = −
(
s2(π, ξn(τ, t), τ, t) −

1

s2(π, ξn(τ, t), τ, t)

)(
∂s1(π, ξn(τ, t), τ, t)

∂λ

)−1

.

Подставим в это соотношение равенство

s2(π, ξn(τ, t), τ, t) − c1(π, ξn(τ, t), τ, t) = s2(π, ξn(τ, t), τ, t) −
1

s2(π, ξn(τ, t), τ, t)
=

= σn(τ, t)
√

Δ2(ξn(τ, t))− 4

и получим

y2n,2(π, τ, t) − y2n,2(0, τ, t) = −σn(τ, t)
√

Δ2(ξn(τ, t))− 4

(
∂s1(π, ξn(τ, t), τ, t)

∂λ

)−1

. (15)

С учётом разложений

Δ2(λ)− 4 = −4π2
∞∏

k=−∞

(λ− λ2k−1)(λ− λ2k)

a2k
, s1(π, λ, t) = π

∞∏
k=−∞

ξk − λ

ak
,

где a0 = 1, ak = k при k �= 0, запишем равенство (15) в виде

y2n,2(π, t)− y2n,2(0, t) = 2(−1)nσn(τ, t)hn(ξ).

Подставив это выражение в тождество (14), получим (8). Аналогично можно доказать (7).
Если заменить граничные условия Дирихле на периодические (y(0, t) = y(π, t)) или на

антипериодические (y(0, t) = −y(π, t)) граничные условия, то вместо уравнения (14) получим
∂λn(τ, t)/∂t = 0, т.е. λn(τ, t) = λn(τ, 0), n ∈ Z \ {0}.

Теперь в уравнении L(τ, t)νn = λn(τ, t)νn, n ∈ Z\{0}, положим t = 0. Так как собственные
значения λn(τ, t) = λn(τ, 0), n ∈ Z \ {0}, периодической или антипериодической задач для
уравнения L(τ, 0)νn = λn(τ)νn, n ∈ Z \ {0}, не зависят от параметра τ ∈ R, то имеем
λn(τ, t) = λn(τ) = λn, n ∈ Z \ {0}. Теорема доказана.

Лемма 1. Справедливы следующие формулы следов:

q′τ (τ, t) = 2
∞∑

k=−∞
k 	=0

(−1)k−1σk(τ, t)hk(ξ(τ, t)), (16)

(
1

2
qτ (τ, t)

)2
+

1

2
qττ (τ, t) =

∞∑
k=−∞
k 	=0

(
λ2
2k−1 + λ2

2k

2
− ξ2k(τ, t)

)
. (17)

Доказательство. Применим теорему Миттаг-Лёффлера и получим равенства

s2(π, λ, τ, t) − c1(π, λ, τ, t)

s1(π, λ, τ, t)
=

∞∑
k=−∞
k 	=0

σk(τ, t)
√

Δ2(ξk(τ, t)) − 4

(λ− ξk(τ, t))

(
∂s1(π, ξk(τ, t), τ, t)

∂λ

)−1

=

=
1

λ

∞∑
k=−∞
k 	=0

σk(τ, t)
√

Δ2(ξk(τ, t))− 4

(
∂s1(π, ξk(τ, t), τ, t)

∂λ

)−1(
1− ξk(τ, t)

λ

)−1

=
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=
1

λ

∞∑
k=−∞
k 	=0

σk(τ, t)
√

Δ2(ξk(τ, t))− 4

(
∂s1(π, ξk(τ, t), τ, t)

∂λ

)−1{ ∞∑
n=−∞
k 	=0

(
1 +

(
ξk(τ, t)

λ

)n)}
=

=
1

λ

∞∑
k=−∞
k 	=0

2(−1)k−1σk(τ, t)hk(ξ(τ, t)) +O

(
1

λ2

)
, |λ| → ∞.

С другой стороны, используя асимптотики (5) и (6) для решений c(x, λ, τ, t) и s(x, λ, τ, t)
при больших |λ|, имеем

s2(π, λ, τ, t) − c1(π, λ, τ, t)

s1(π, λ, τ, t)
=

1

λ
q′τ (τ, t) +O

(
1

λ2

)
, |λ| → ∞.

Сравнив эти асимптотики, получим формулу (16).
Если y(x, τ, t) = (y1(x, τ, t), y2(x, τ, t))

т является решением периодической или антипери-
одической задачи для уравнения (4), соответствующей спектральному параметру λ �= 0, то
y1(x, τ, t) и y2(x, τ, t) являются решениями следующих граничных задач:

−y′′1 + q1(x+ τ, t)y1 = λ2y1, y1(0, τ, t) = ±y1(π, τ, t);

−y′′2 + q2(x+ τ, t)y2 = λ2y2, y2(0, τ, t) = ±y2(π, τ, t),

где
q1(x, t) =

1

4
q2x(x, t) +

1

2
qxx(x, t), q2(x, t) =

1

4
q2x(x, t)−

1

2
qxx(x, t).

Так как для функции q1(x+ τ, t) имеет место равенство

q1(τ, t) = λ2
0 +

∞∑
k=1

(λ2
2k−1 + λ2

2k − 2ξ2k(τ, t)),

отсюда следует формула (17). Лемма доказана.
Далее, учитывая формулы следов (16) и (17), систему (8) можно записать в замкнутой

форме:

∂ξn(τ, t)

∂t
= 2(−1)nσn(τ, t)

√
(ξn(τ, t) − λ2n−1)(λ2n − ξn(t, τ))fn(ξ)gn(ξ(τ, t)), (18)

где

gn(ξ) =
a(t)

2ξn(τ, t)
exp

{
C(t) + 2

τ∫
0

( ∞∑
k=−∞
k 	=0

(−1)k−1σk(s, t)hk(ξ(s, t))

)
ds

}
.

Здесь C(t) – некоторая ограниченная непрерывная функция.
В результате замены переменных

ξn(τ, t) = λ2n−1 + (λ2n − λ2n−1) sin
2 xn(τ, t), n ∈ Z \ {0}, (19)

систему дифференциальных уравнений Дубровина (18) и начальные условия (9) можно запи-
сать в виде одного уравнения в банаховом пространстве K :

dx(τ, t)

dt
= H(x(τ, t)), x(τ, 0) = x0(τ) ∈ K,

где

K =

{
x(τ, t) = (. . . , x−1(τ, t), x1(τ, t), . . .) : ‖x(τ, t)‖ =

∞∑
n=−∞
n 	=0

(λ2n − λ2n−1)|xn(τ, t)| < ∞
}
,
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H(x) = (. . . ,H−1(x),H1(x), . . .),

Hn(x) = (−1)nσ0
n(τ)gn(. . . , λ1 + (λ2 − λ1) sin

2 x1(τ, t), . . .)×

× fn(. . . , λ1 + (λ2 − λ1) sin
2 x1(τ, t), . . .) = (−1)nσ0

n(τ)gn(x(τ, t))fn(x(τ, t)).

Известно, что если q0(x + π) = q0(x) ∈ C3(R), то q′0(x) ∈ C2(R). Поэтому для длины лакун
оператора L(τ, 0) имеет место оценка (см. [26, с. 98])

γk ≡ λ2k − λ2k−1 =
|q22k|
2|k|2 +

δk
|k|3 , (20)

где

λ2k = k +
3∑

j=1

cjk
−j + 2−2|k|−2|q22k|+ |k|−3ε+k , λ2k−1 = k +

3∑
j=1

cjk
−j − 2−2|k|−2|q22k|+ |k|−3ε−k ,

∞∑
k=−∞

|q22k|2 < ∞,
∞∑

k=−∞
(ε±k )

2 < ∞, δk = ε+k − ε−k .

Отсюда, учитывая ξn(τ, t) ∈ [λ2n−1, λ2n], получаем

inf
k 	=n

|ξn(τ, t)− ξk(τ, t)| � a > 0.

Теперь, пользуясь этим неравенством и (19), (20), оценим функции

|fn(x(τ, t))|, |∂fn(x(τ, t))/∂xm|, |gn(x(τ, t))|, |∂gn(x(τ, t))/∂xm|.

Лемма 2. Справедливы следующие оценки:

C1 � |fn(x)| � C2,

∣∣∣∣∂fn(x)∂xm

∣∣∣∣ � C3γm, (21)

|gn(x)| � C4

|n| ,
∣∣∣∣∂gn(x)∂xm

∣∣∣∣ � C5γm
|n| , m, n ∈ Z \ {0}, (22)

где Cj > 0, j = 1, 5, не зависят от параметров m и n.
Доказательство. Оценки (21) доказаны в работе [14], поэтому докажем (22). Поскольку

функция a(t) ограничена, то найдётся такое число M > 0, что выполняется неравенство
|a(t)| � M, пользуясь которым и (19), (20), получим оценки

|gn(x(τ, t))|�
Me|C(t)|

2|λ2n−1+γn sin
2 xn(τ, t)|

exp

{ τ∫
0

∣∣∣∣
∞∑

k=−∞
k 	=0

(−1)k−1γkσ
0
k(s) sin(2xk(s, t))fk(x(s, t))

∣∣∣∣ds
}

�

� M

2A1|n|
exp

{
M1 +

τ∫
0

∞∑
k=−∞
k 	=0

C2γk ds

}
� C4

|n| ,

∣∣∣∣∂gn(x(τ, t))∂xm

∣∣∣∣� |a(t)|e|C(t)|

2|λ2n−1+γn sin
2xn(τ, t)|

exp

{ τ∫
0

∣∣∣∣
∞∑

k=−∞
k 	=0

(−1)k−1γkσ
0
k(s) sin(2xk(s, t))fk(x(s, t))

∣∣∣∣ds
}
×
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×
{∣∣∣∣

τ∫
0

(−1)m−1γmσ0
m(s)

[
2 cos(2xm(s, t))fm(x(s, t)) + sin(2xm(s, t))

∂fm(x(s, t))

∂xm(s, t)

]
ds

∣∣∣∣+

+

τ∫
0

∣∣∣∣
∞∑

k=−∞
k 	=m

(−1)k−1γkσ
0
k(s) sin(2xk(s, t))

∂fk(x(s, t))

∂xm(s, t)

∣∣∣∣ ds
}

�

� M

2A1|n|
exp

{
M1 +

τ∫
0

∞∑
k=−∞
k 	=0

C2γk ds

}{
B1γm|τ |+B2γ

2
m|τ |+ γm

τ∫
0

∞∑
k=−∞
k 	=m

C3γk ds

}
� C5γm

|n| .

Здесь M1 = supC(t), t � 0. Лемма доказана.
Лемма 3. Если периодическая бесконечнозонная функция q0(x) удовлетворяет условию

q0(x + π) = q0(x) ∈ C3(R), то вектор-функция H(x(τ, t)) удовлетворяет условию Липшица
в банаховом пространстве K, т.е. существует константа L > 0 такая, что для произ-
вольных элементов x(τ, t), y(τ, t) ∈ K выполняется неравенство

‖H(x(τ, t)) −H(y(τ, t))‖ � L‖x(τ, t)− y(τ, t)‖,

где

L = C
∞∑

n=−∞
n 	=0

γn
|n| < ∞. (23)

Доказательство. Сначала, используя лемму 2, оценим производную функции Fn(x) =
= gn(x)fn(x), n ∈ Z \ {0} :

∣∣∣∣∂Fn(x)

∂xm

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∂gn(x)∂xm

fn(x) +
∂fn(x)

∂xm
gn(x)

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∂fn(x)∂xm

∣∣∣∣|gn(x)|+
∣∣∣∣∂gn(x)∂xm

∣∣∣∣|fn(x)| �

� C3γm
C4

|n| + C2
C5γm
|n| � Cγm

|n| ,

где положительные константы C2, C3, C4 и C5 не зависят от m и n. Далее, используя
выражение

Hn(x(τ, t)) = (−1)nσ0
n(τ)Fn(x(τ, t)), n ∈ Z \ {0},

получаем равенство

|Hn(x(τ, t)) −Hn(y(τ, t))| = |Fn(x(τ, t)) − Fn(y(τ, t))|.

Применим к функции ϕ(t) = Fn(x+ t(y − x)) теорему Лагранжа о конечном приращении
на отрезке t ∈ [0, 1] и получим ϕ(1) − ϕ(0) = ϕ′(t∗), т.е.

Fn(x)− Fn(y) =
∞∑

m=−∞
m	=0

∂Fn(θ)

∂xm
(xm − ym),

где θ = x+ t∗(y − x). Отсюда следует, что

|Hn(x(τ, t)) −Hn(y(τ, t))| = |Fn(x(τ, t))− Fn(x(τ, t))| �

�
∞∑

m=−∞
m	=0

∣∣∣∣∂Fn(θ)

∂xm

∣∣∣∣|xm(τ, t)− ym(τ, t)| �
∞∑

m=−∞
m	=0

C

|n| |λ2m − λ2m−1||xm(τ, t)− ym(τ, t)| = C

|n|‖x− y‖.
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Теперь оценим норму

‖H(x)−H(y)‖ =
∞∑

n=−∞
n 	=0

(λ2n−λ2n−1)|Hn(x)−Hn(y)| �
∞∑

n=−∞
n 	=0

C

|n|(λ2n−λ2n−1)‖x−y‖ = L‖x−y‖.

Здесь

L =

∞∑
n=−∞
n 	=0

C

|n|(λ2n − λ2n−1) = C

∞∑
n=−∞
n 	=0

γn
|n| < ∞.

Таким образом, условие Липшица выполняется. Поэтому решение задачи Коши (8), (9) для
всех t > 0 и τ ∈ R существует и единственно. Лемма доказана.

Замечание 1. Теорема 1 и лемма 2 дают метод нахождения решения задачи (1)–(3).
Сначала найдём спектральные данные λn, ξ0n(τ), σ0

n(τ) = ±1, n ∈ Z \ {0}, операто-
ра Дирака L(τ, 0). Обозначим спектральные данные оператора L(τ, t) через λn, ξn(τ, t),
σn(τ, t) = ±1, n ∈ Z \ {0}. Теперь, решив задачу Коши (18), (9) при произвольном значе-
нии τ, найдём ξn(τ, t), σn(τ, t), n ∈ Z \ {0}. Из формулы следов (16) определим функцию
qτ (τ, t), т.е. найдём решение задачи (1)–(3).

До сих пор мы предполагали, что задача Коши (1)–(3) имеет решение. От этого предполо-
жения нетрудно освободиться, непосредственно убедившись, что полученная таким способом
функция qτ (τ, t), τ ∈ R, t > 0, действительно удовлетворяет уравнению (1).

Замечание 2. Функция qτ (τ, t), построенная с помощью систем уравнений Дубровина (8),
(9) и формулы следа (16), действительно удовлетворяет уравнению (1).

При этом мы также будем использовать вторую формулу следов (17). Продифференциро-
вав формулу (17) по t, будем иметь

1

2
qτ (τ, t)qτt(τ, t) +

1

2
(qτt(τ, t))τ = −

∞∑
k=−∞
k 	=0

2ξk(τ, t)
∂ξk(τ, t)

∂t
. (24)

Здесь использовали равенство (qτ (τ, t))tτ = (qτ (τ, t))τt. Далее, учитывая систему уравнений
(8), из (24) получаем

qτ (τ, t)z(τ, t) + zτ (τ, t) = −4
∞∑

k=−∞
k 	=0

(−1)kσk(τ, t)hk(ξ)a(t) exp{q(τ, t)}, (25)

где
z(τ, t) = qτt(τ, t). (26)

Теперь используем систему уравнений (7), соответствующую уравнению (4), а также формулу
следов (16). Тогда из (25) получим уравнение относительно z(τ, t) :

qτ (τ, t)z(τ, t) + zτ (τ, t) = 2a(t)eq(τ,t)qτ (τ, t). (27)

Нетрудно проверить, что функция

z(τ, t) = a(t)eq(τ,t) + C1(t)e
−q(τ,t)

является решением линейного уравнения (27). Выбрав C1(t) = 0, имеем z(τ, t) = a(t)eq(τ,t).

Отсюда и из обозначения (26) получим уравнение (1): qτt = a(t)eq(τ,t).
Замечание 3. Равномерная сходимость рядов в (16), (17) и (23) следует из равенств (20)

и оценки (21).
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Теорема 2. Если периодическая бесконечнозонная функция q0(x) удовлетворяет условию

q0(x+ π) = q0(x) ∈ C3(R),

то существует однозначно определяемое решение q′x(x, t), x ∈ R, t > 0, задачи (1)–(3),
которое определяется по формуле (16) и принадлежит классу C1,1

x,t (t > 0)
⋂

C(t � 0).
Следствие 1. Из результатов работ [29] и [33] следует, что если начальная функ-

ция q0(x) является действительной аналитической π-периодической функцией, то решение
q(x, t) задачи (1)–(3) является действительной аналитической функцией по переменной x.

Следствие 2. Если число π/2 является периодом (антипериодом) для начальной функ-
ции q0(x), то все корни уравнения Δ(λ)+2 = 0 (Δ(λ)−2 = 0) являются двукратными. Так
как функция Ляпунова, соответствующая коэффициенту q(x, t), совпадает с Δ(λ), то со-
гласно результатам работ [28] и [30] число π/2 является также периодом (антипериодом)
для решения q(x, t) по переменной x.

Теперь рассмотрим конечнозонный случай. Здесь решение q′τ (τ, t), τ ∈ R, t > 0, задачи
(1)–(3) определяется по формуле

q′τ (τ, t) = 2

N∑
k=−N
k 	=0

(−1)k−1σk(τ, t)h̄k(ξ(τ, t)),

при этом координаты ξ=ξ(τ, t)=(ξ−N (τ, t), . . . , ξ−1(τ, t), . . . , ξ−N (τ, t)), σ(τ, t) = (σ−N (τ, t), . . .
. . . , σ−1(τ, t), . . . , σ−N (τ, t)) удовлетворяют системе уравнений Дубровина

∂ξn(τ, t)

∂t
= 2(−1)nσn(τ, t)

√
(ξn(τ, t)− λ2n−1)(λ2n − ξn(t, τ))f̄n(ξ)ḡn(ξ(τ, t)), |n| � N,

∂ξn(τ, t)

∂t
= 0, |n| � N + 1,

с начальными условиями

ξn(τ, 0) = ξ0n(τ), σn(τ, 0) = σ0
n(τ), n = ±1,±2, . . . ,±N,

где ξ0n(τ), σ0
n(τ) = ±1, n = ±1,±2, . . . ,±N, – спектральные параметры конечнозонного опе-

ратора Дирака вида

L(τ, 0)y ≡
(

0 1
−1 0

)(
y′1
y′2

)
+

(
0 q′0(x+ τ)/2

q′0(x+ τ)/2 0

)(
y1
y2

)
= λ

(
y1
y2

)
, x ∈ R, τ ∈ R.

Здесь

h̄n(ξ) =

{√
(ξn(τ, t)− λ2n−1)(λ2n − ξn(t, τ))f̄n(ξ), |n| � N,

0, |n| � N + 1,

f̄n(ξ) =

√√√√√
N∏

k=−N
k 	=n

(λ2k−1 − ξn(τ, t))(λ2k − ξn(τ, t))

(ξk(τ, t)− ξn(τ, t))2
,

ḡn(ξ) =
a(t)

2ξn(τ, t)
exp

{
C(t) + 2

τ∫
0

( N∑
k=−N
k 	=0

(−1)k−1σk(s, t)h̄k(ξ(s, t))

)
ds

}
.

Нетрудно заметить, что задача (1)–(3) разрешима при всех конечнозонных начальных дан-
ных, так как

L = C
N∑

n=−N
n 	=0

γn
|n| , γn ≡ 0, |n| � N + 1.
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Рассматривается задача стабилизации переключаемой интервальной линейной системы с
медленными переключениями, недоступными для наблюдения. Решение предлагается ис-
кать в классе регуляторов переменной структуры. Для обеспечения работоспособности та-
кого регулятора необходимо построение наблюдателя переключающего сигнала. Настоя-
щая работа посвящена некоторым теоретическим вопросам, связанным с периодом кван-
тования времени работы нейронаблюдателя.
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1. Постановка задачи. Рассматривается непрерывная скалярная переключаемая интер-
вальная линейная система

ẋ = [Aσ]x+ [bσ]u, σ ∈ Sτ , (1)

где σ : R+ → I = {1, . . . ,m} – непрерывная справа кусочно-постоянная функция (переключа-
ющий сигнал) с конечным числом разрывов (переключений) на любом конечном промежутке;
Sτ – множество всех переключающих сигналов σ, для которых время между любыми дву-
мя соседними переключениями не меньше τ (τ > 0); I – множество индексов, нумерующих
режимы функционирования системы (1); [Aσ] = [A] ◦ σ – композиция отображения [A] : I →
→ {[A1], . . . , [Am]} ([Ai] ∈ IR

n×n, IR
n×n – множество всех квадратных интервальных мат-

риц порядка n) и переключающего сигнала σ, [bσ] = [b] ◦ σ – аналогичная композиция для
отображения [b] : I → {[b1], . . . , [bm]} ([bi] ∈ IR

n, IR
n – множество всех интервальных век-

торов размерности n); пары интервальных матриц ([Ai], [bi]), i = 1,m, определяют режимы
функционирования системы (1); x ∈ R

n – вектор состояния, u ∈ R
1 – управляющий вход.

Переключаемую интервальную систему (1) будем понимать как бесконечное семейство
обычных переключаемых систем вида

ẋ(t) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

A1x(t) + b1u при σ(t) = 1,

A2x(t) + b2u при σ(t) = 2,

. . . . . . . . . . . . . .
Amx(t) + bmu при σ(t) = m,

(2)

где Ai ∈ [Ai], bi ∈ [bi] (здесь под включением понимается принадлежность каждого элемента
матрицы Ai либо столбца bi соответствующему промежутку – элементу интервальной мат-
рицы [Ai] либо интервального столбца [bi]), i = 1,m, σ ∈ Sτ . При этом если t0, t1, . . . , tn,
. . . представляет собой последовательность моментов переключения, то tj − ti � τ для всех
j > i.

Далее предполагаем, что переключающий сигнал не доступен для наблюдения.
Задача. Требуется стабилизировать систему (1) в нулевом положении равновесия, т.е.

построить обратную связь u = u(x) такую, что для любых x(0) ∈ R
n, σ ∈ Sτ и любых

наборов {A1, . . . , Am} (Ai ∈ [Ai]), {b1, . . . , bm} (bi ∈ [bi]) норма ‖x(t)‖ соответствующего
решения системы (2), замкнутой этой обратной связью, стремится к нулю при t → ∞.

При этом вектор-функция x(t) определяется как решение линейной нестационарной сис-
темы с кусочно-постоянными коэффициентами

ẋ = Aσ(t)x+ bσ(t)u, x(0) = x0 ∈ R
n, σ ∈ Sτ ,
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где Aσ(t) ∈ {A1, . . . , Am}, bσ(t) ∈ {b1, . . . , bm}. Далее для векторов будем использовать нормы
‖x‖ = max

i
|xi| или ‖x‖2 =

√∑
i x

2
i , а для матриц, соответственно, ‖A‖ = max

i

∑
j |aij | или

‖A‖2 =
√

max
i

si(A∗A), где si(A
∗A) – собственные числа матрицы A∗A.

В работе [1] была рассмотрена подобная задача стабилизации для скалярной переключае-
мой линейной системы без интервальной неопределённости вида

ẋ = Aσx+ bσu, σ ∈ Sτ . (3)

При этом для её решения был использован подход, заключающийся в построении регулятора
переменной структуры (переключаемого регулятора)

u = uσ(x), (4)

каждый режим которого является стабилизирующей обратной связью u = ui(x) для, соот-
ветственно, i-го режима ẋ = Aix+ biu переключаемой системы (3), т.е. обеспечивает асимп-
тотическую устойчивость замкнутой системы

ẋ = Aix+ biui(x).

Отметим, что в предположении полной управляемости пары (Ai, bi) стабилизирующую об-
ратную связь для каждого режима системы (3) было предложено искать в форме линейной
статической обратной связи u = −kт

i x. Известно [2, с. 249], что такая обратная связь всегда
существует как решение задачи модального управления.

В настоящей статье для стабилизации системы (1) также предлагается использовать ука-
занный подход и искать стабилизирующую обратную связь в виде переключаемого регулятора
вида (4) с режимами в форме линейной статической обратной связи (u = −kт

i x)

u = −kσx, σ ∈ Sτ , (5)

где kσ = k ◦ σ – композиция отображения k : I → {kт
1 , . . . , k

т
m} (ki ∈ R

n) и переключающего
сигнала σ. Тогда система (1), замкнутая регулятором (4), будет иметь вид

ẋ = [Aσ]x− [bσ]kσx, σ ∈ Sτ . (6)

Теперь заметим, что при использовании переключаемого регулятора для стабилизации сис-
темы (1) необходимо решить две проблемы. Первая состоит в поиске для каждого интерваль-
ного режима

ẋ = [Ai]x+ [bi]u

стабилизирующей линейной статической обратной связи u = −kт
i x, существование которой

уже не гарантируется легко проверяемым критерием, как в случае обычных (не интервальных)
линейных систем. Вместе с этим поиск стабилизирующей обратной связи для каждого режи-
ма переключаемой системы (1) неразрывно связан с решением вопроса об устойчивости этой
системы, замкнутой соответствующим регулятором (5), поскольку известно, что устойчивость
каждого замкнутого режима

ẋ = ([Ai]x− [bi]k
т
i )x

системы (1) в отдельности ещё не является достаточным условием устойчивости замкнутой
переключаемой системы (6).

Вторая проблема состоит в том, что для реализации указанного регулятора необходимо
знать моменты переключения режимов и номера активных режимов в каждый момент време-
ни, для того чтобы обеспечить синхронность переключений регулятора. Но, по условию, такая
информация о переключаемой системе в режиме реального времени не доступна.

В п. 2 настоящей работы для решения первой проблемы предлагается использовать резуль-
таты статьи [3], позволяющие свести задачу нахождения стабилизирующей обратной связи для
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каждого интервального режима к решению системы линейных матричных неравенств, а для
решения задачи устойчивости замкнутой системы (6) будет предложена методика получения
оценок времени задержки τ для обеспечения устойчивости переключаемой интервальной сис-
темы c устойчивыми режимами на основе результатов работ [4, с. 64; 5, с. 88]. Решение второй
проблемы основано на методе построения нейронаблюдателя переключающего сигнала, изло-
женного в статье [1], и представлено в пп. 3, 4.

2. Выбор режимов переключаемого регулятора. Зафиксируем произвольный номер
i ∈ I и рассмотрим задачу поиска параметров вектора ki ∈ R

n, обеспечивающего устойчи-
вость любой системы из семейства

ẋ = ([Ai]− [bi]k
т
i )x. (7)

Для решения этой задачи может быть использован следующий подход. Для каждой интерваль-
ной матрицы [Ai] построим множество вершинных матриц Ar,i (r = 1, 2n2), т.е. таких матриц,
элементы которых принимают только крайние значения (либо aij , либо aij) из соответству-
ющих промежутков [a]ij = [aij, aij]. Аналогично строим множества вершинных векторов bq,i
(q = 1, 2n).

Далее в соответствии с методикой, изложенной в [3], по вершинным матрицам Ar,i и век-
торам bq,i интервальных семейств [Ai] и [bi] строятся специальные множества матриц Fl,i ∈
∈ R

n×n и векторов gl,i ∈ R
n (l = 1, κ, где κ = 2n

2+n), после чего вектор обратной связи ki
находим из системы линейных матричных неравенств{

PiF
т
l,i + Fl,iPi + zig

т
l,i + gl,iz

т
i < 0,

Pi > 0, l = 1, κ.
(8)

Если (zi, Pi) – решение системы (8), то kт
i = −zт

i P
−1
i . При этом функция

Vi(x) = xтPix

является общей квадратичной функцией Ляпунова для семейства систем (7).
Итак, пусть стабилизирующие обратные связи u = −kт

i x для каждого i-го режима систе-
мы (1) построены. Рассмотрим теперь вопрос об оценке времени задержки τ, которое гаран-
тирует устойчивость замкнутой системы (6) при любом σ ∈ Sτ .

Зафиксируем номер i ∈ {1, . . . ,m} и рассмотрим произвольную систему
ẋ = (A− bkт

i )x, (9)

где A ∈ [Ai], b ∈ [bi]. В работе [3] показано, что матрица такой системы может быть пред-
ставлена в виде

A− bkт
i =

κ∑
l=1

λlΨ
(i)
l (ki),

κ∑
l=1

λl = 1, λl � 0, (10)

где Ψ
(i)
l (ki) = Fl,i − gl,ik

т
i .

Пусть пара (zi, Pi) – решение системы (8). В [3] показано, что тогда для всех l = 1, κ
выполняется неравенство

(Ψ
(i)
l (ki))

тQi +QiΨ
(i)
l (ki) < 0,

где kт
i = −zт

i P
−1
i , Qi = P−1

i . Отсюда и из (10) имеем

(A− bkт
i )

тQi +Qi(A− bkт
i ) =

( κ∑
l=1

λlΨ
(i)
l (ki)

)т

Qi +Qi

κ∑
l=1

λlΨ
(i)
l (ki) =

=

κ∑
l=1

(λl(Ψ
(i)
l (ki))

тQi +QiΨ
(i)
l (ki)) = −

κ∑
l=1

λlH
(i)
l ,

где H
(i)
l = −((Ψ

(i)
l (ki))

тQi +QiΨ
(i)
l (ki)) – положительно определённые матрицы.
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Таким образом,

(A− bki)
тQi +Qi(A− bki) = −

κ∑
l=1

λlH
(i)
l ,

причём матрица H(i) =
∑κ

l=1 λlH
(i)
l является положительно определённой. Отсюда получаем,

что система (9) асимптотически устойчива, а в силу произвольности выбора матрицы A и
вектора b получаем, что обратная связь u = −kт

i x обеспечивает устойчивость семейства
замкнутых систем (7).

Далее пусть h
(i)
min – минимальное собственное значение матрицы H(i). Тогда имеем следу-

ющую цепочку соотношений:

h
(i)
min = min

‖x‖2=1
(xтH(i)x) = min

‖x‖2=1

(
xт
( κ∑

l=1

λlH
(i)
l

)
x

)
= min

‖x‖2=1

( κ∑
l=1

λl(x
тH

(i)
l x)

)
�

� min
‖x‖2=1

( κ∑
l=1

λl(h
(i)
l ‖x‖22)

)
� min

‖x‖2=1

(
‖x‖22
( κ∑

l=1

λlh
(i)
l

))
=

κ∑
l=1

λlh
(i)
l , (11)

где h
(i)
l – минимальные собственные значения матриц H

(i)
l . Обозначим μi = min

l
h
(i)
l . Тогда

из (11) получаем

h
(i)
min �

κ∑
l=1

λlh
(i)
l � μi

κ∑
l=1

λl = μi,

т.е.
h
(i)
min � μi. (12)

В соответствии с [4, с. 56] для любого решения x(t) системы (9) выполнено неравенство

‖x(t)‖2 � cie
−θi(t−s)‖x(s)‖2, t � s � 0,

где ci =
√

Mi/mi, θi = h
(i)
min/(2Mi), а mi и Mi – соответственно минимальное и максимальное

собственные значения матрицы Qi. В силу (12)

e−θi(t−s) � e−νi(t−s) при t > s � 0,

где νi = μi/(2Mi), а тогда для любого решения x(t) системы (9) получаем

‖x(t)‖ �
√
n‖x(t)‖2 � ci

√
ne−νi(t−s)‖x(s)‖2 � ci

√
ne−νi(t−s)‖x(s)‖ при t > s � 0.

Обозначив cii = ci
√
n, αii = −νi, запишем последнее неравенство в виде

‖x(t)‖ � ciie
αii(t−s)‖x(s)‖, t � s � 0. (13)

На основании изложенного выше и достаточного условия устойчивости переключаемой
линейной системы, полученного в работе [5], справедлива

Теорема 1. Пусть для переключаемой интервальной линейной системы (1) при любом
i ∈ I совместна система линейных матричных неравенств (8) и (zi, Pi) – её соответству-
ющее решение. Тогда переключаемый регулятор

u = −kσx, kт
i = −zт

i P
−1
i , σ ∈ Sτ , (14)

стабилизирует систему (1) при

τ >
2 ln c

|α| ,

где c = max
i

cii, α = max
i

αii.
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3. Построение нейронаблюдателя режимов замкнутой переключаемой системы.
Как уже было упомянуто выше, отсутствие информации о значении переключающего сигнала
в процессе функционирования переключаемой системы не даёт возможности непосредственно
использовать переключаемый регулятор (14). Для того чтобы обеспечить синхронность пе-
реключений самой системы и регулятора, необходимо построить наблюдатель, который бы
формировал в каждый момент времени оценку переключающего сигнала σ(t). В настоящей
работе, как и в статье [1], предлагается строить оценку переключающего сигнала на основе
нейросетевого подхода, который заключается в том, что в качестве упомянутого выше наблю-
дателя режимов используется нейронная сеть. Считаем, что выходом такой нейросети является
оценка σ̂(t) недоступного для измерения переключающего сигнала σ(t). При этом регулятор
переменной структуры будет иметь вид

u = −kσ̂x, (15)

где σ̂(t) – оценка переключающего сигнала, σ̂(t) ∈ {1, . . . ,m}, а векторы ki ∈ R
n выбираются

из условий устойчивости семейств матриц [Ai]− [bi]ki.
Пара – переключаемый регулятор и нейронная сеть – в [1] была названа нейрорегулято-

ром. Систему (1), замкнутую нейрорегулятором, можно представить переключаемой системой
следующего вида:

ẋ = ([Aσ]− [bσ]kσ̂)x, σ ∈ Sτ , σ̂ ∈ [S]εp , (16)

где εp = τ/p – достаточно малая положительная константа, p ∈ N – некоторый фиксиро-
ванный параметр алгоритма наблюдения, [S]εp – множество переключающих сигналов, для
которых моменты переключений принадлежат множеству {lεp, l ∈ N

⋃
{0}}. Перенумеруем

(от 1 до m2) все возможные режимы

ẋ = ([Ai]− [bi]kj)x, i, j = 1,m,

переключаемой системы (16), присвоив каждому (ij)-му режиму соответствующий номер s =
= (i−1)m+ j. Введём функцию ξ : {1, . . . ,m2} → {1, . . . ,m}, отображающую каждый номер
s в соответствующий ему индекс i, т.е. ξ(s) = i.

Как и в случае построения нейронаблюдателя для переключающего сигнала обычной пе-
реключаемой системы, рассмотренной в [1], работа нейронной сети в качестве наблюдателя
переключающего сигнала для переключаемой интервальной системы (1) также осуществля-
ется в процессе функционирования системы и состоит в том, что для заданной дискретной
последовательности моментов времени lεp, l ∈ N

⋃
{0}, по каждой паре измерений векто-

ра состояния (x(lεp), x((l + 1)εp)) нейронная сеть в момент времени t = (l + 1)εp должна
определять номер s текущего режима переключаемой системы (16). Также как и в [1] обозна-
чим выход нейросети в момент lεp через N [lεp]. На основе данной информации оценка σ̂[lε]
переключающего сигнала σ(t) строится следующим образом:

σ̂(t) ≡ ξ(N [lεp]) при t ∈ [lεp, (l + 1)εp), l ∈ N. (17)

В результате переключение векторов ki стабилизирующей обратной связи задаёт переключа-
ющий сигнал (17) с некоторым заданным начальным условием σ̂(0) = σ̂0 (σ̂0 ∈ {1, . . . ,m }).
Описанный наблюдатель далее обозначаем через Nεp . По аналогии с [1] введём дискретную
ошибку оценивания eσ [lτ ] (l ∈ N

⋃
{0}) сигнала σ(t) :

eσ[lτ ] = max
i=0,l−1

μ
(i+1)τ
iτ ,

где μ
(i+1)τ
iτ – количество промежутков вида [jεp, (j +1)εp) ⊂ [iτ, (i+1)τ ], для которых σ(t) �≡

�≡ σ̂(jεp).
Заметим, что построение описанного нейронаблюдателя для переключаемой интервальной

системы является существенно более сложной задачей по сравнению с обычной системой, рас-
смотренной в статье [1], поскольку в данном случае каждый режим, по сути, представляет
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собой континуальное семейство систем, в связи с чем теперь речь идёт о распознавании с
помощью нейросети различных семейств линейных динамических систем.

4. Квантование времени работы наблюдателя переключающего сигнала. Одной
из основных проблем обеспечения работоспособности переключаемого регулятора (15) явля-
ется правильный выбор величины εp (периода срабатывания нейронаблюдателя). Учитывая,
что режимы регулятора (15) могут переключаться только в дискретные моменты времени t =
= lεp и при этом ещё могут возникать ошибки в распознавании режимов замкнутой системы
(16), практически неизбежно будут возникать неустойчивые режимы на промежутках време-
ни, длина которых будет зависеть от величины εp. И для того чтобы при этом обеспечить
стремление нормы решения к нулю, необходимо рассчитать “правильное” значение величины
εp в зависимости от возможной ошибки оценивания переключающего сигнала и от величины
задержки τ. Решим этот вопрос.

Итак, для каждого замкнутого режима

ẋ = ([Ai]− [bi]kj)x, i �= j, (18)

построим интервальное расширение

ẋ = [Λij ]x, [Λij ] = {Λ ∈ R
n×n : |Λ− Λ◦

ij | � �Λij}, (19)

где Λ◦
ij – центральный элемент интервального семейства, �Λij – размах интервальной неопре-

делённости и Ai− bikj ∈ [Λij ] для любых A ∈ [Ai] и b ∈ [bi]. Знаки модуля | · | и неравенства
� относительно матриц далее понимаем поэлементно.

Рассмотрим следующие системы:

(Σ1) ẋ = Λ◦
ijx,

(Σ2) ẋ = (|Λ◦
ij |+�Λij)x,

(Σ3) ẋ = |Λ◦
ij |x.

Пусть J
(l)
ij – жорданова нормальная форма (ЖНФ) для матрицы системы Σl, r

(l)
ij – размер

максимальной клетки Жордана для J
(l)
ij , M

(l)
ij – соответствующая матрица преобразования к

ЖНФ J
(l)
ij . Обозначим

α
(l)
ij = max

λ
(ijl)
k ∈Spec J(l)

ij

Reλ(ijl)
k , c

(l)
ij = ‖(M (l)

ij )−1‖‖(Mij)
(l)‖, P

(1)
ij (t) =

r
(l)
ij −1∑
k=0

tk

k!
.

Тогда, в соответствии с [6, с. 57], для норм матриц Коши систем Σl, l = 1, 2, 3, выполняются
оценки

‖eΛ◦
ij (t−s)‖ � c

(1)
ij eα

(1)
ij (t−s)P

(1)
ij (t− s),

‖e(|Λ◦
ij |+�Λij)(t−s)‖ � c

(2)
ij eα

(2)
ij (t−s)P

(2)
ij (t− s),

‖e|Λ◦
ij |(t−s)‖ � c

(3)
ij eα

(3)
ij (t−s)P

(3)
ij (t− s) (20)

при любых t > s � 0.
Пусть теперь Λ – некоторая произвольная матрица из семейства [Λij ]. Тогда, в соответ-

ствии с [7, с. 88], для матрицы Коши системы

ẋ = Λx (21)
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при любых t > s � 0 имеем следующую оценку:

|eΛ(t−s) − eΛ
◦
ij(t−s)| � e(|Λ

◦
ij |+�Λij)(t−s) − e|Λ

◦
ij |(t−s)

или

eΛ
◦
ij(t−s) − e(|Λ

◦
ij |+�Λij)(t−s) + e|Λ

◦
ij |(t−s) � eΛ(t−s) � eΛ

◦
ij(t−s) + e(|Λ

◦
ij |+�Λij)(t−s) − e|Λ

◦
ij |(t−s).

Отсюда для любого решения системы (21) справедлива оценка

‖x(t)‖ = ‖eΛ(t−s)x(s)‖ � ‖eΛ(t−s)‖‖x(s)‖ � ‖eΛ◦
ij(t−s) + e(|Λ

◦
ij |+�Λij)(t−s) − e|Λ

◦
ij |(t−s)‖‖x(s)‖.

Учитывая (20) и неравенство

‖eΛ◦
ij (t−s) − e(|Λ

◦
ij |+�Λij)(t−s) + e|Λ

◦
ij |(t−s)‖ � ‖eΛ◦

ij (t−s)‖+ ‖e(|Λ◦
ij |+�Λij)(t−s)‖+ ‖e|Λ◦

ij |(t−s)‖,

получаем

‖x(t)‖ �
( 3∑

l=1

c
(l)
ij e

α
(l)
ij (t−s)P

(l)
ij (t− s)

)
‖x(s)‖, t > s � 0.

Введём обозначения

cij = 3max{c(1)ij , c
(2)
ij , c

(3)
ij }, αij = max{α(1)

ij , α
(2)
ij , α

(3)
ij }, rij = max{r(1)ij , r

(2)
ij , r

(3)
ij }

и окончательно будем иметь

‖x(t)‖ � cije
αij(t−s)Pij(t− s)‖x(s)‖, t > s � 0, (22)

где Pij(t) =
∑rij−1

k=0 tk/k!. И поскольку каждая система семейства (18) принадлежит также
семейству (19), то для любого решения режима (18) верна та же оценка (22). Обозначим

ρ = max
i	=j

αij, β = max
i	=j

cij , r = max
i	=j

rij.

Без ограничения общности будем считать, что ρ > 0.
Основываясь теперь на неравенствах (13), (22) и основном результате работы [1], сформу-

лируем достаточное условие устойчивости замкнутой системы (16).
Теорема 2. Пусть для замкнутой системы (16) при любом переключающем сигнале σ ∈

∈ Sτ и любом начальном условии x(0) ∈ R
n наблюдатель Nεp генерирует оценку σ̂ ∈ [S]εp

с ошибкой, удовлетворяющей условию

eσ[lτ ] � θ

для некоторого θ ∈ N, 0 � θ � [p/2].
Тогда если

τ >
2 ln h

|α| ,

где h = cθ+2βθP θ(εp)e
(ρ−α)θεp , то для любого начального условия x(0) ∈ R

n и любого пере-
ключающего сигнала σ ∈ Sτ норма соответствующего решения системы (16) стремится к
нулю:

‖x(t)‖ → 0, t → ∞.

Здесь P (t) =
∑r−1

k=0 t
k/k!.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 22-21-
00162).
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

УДК 517.958

СУЩЕСТВОВАНИЕ ДВУХ РЕШЕНИЙ ОБРАТНОЙ
ЗАДАЧИ ДЛЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

ДИНАМИКИ СОРБЦИИ

c© 2023 г. А. М. Денисов, Чжу Дунцинь

Рассмотрена обратная задача для нелинейной математической модели динамики сорбции
с неизвестным переменным кинетическим коэффициентом. Доказана теорема существова-
ния двух решений обратной задачи и обоснован итерационный метод её решения. Приведён
пример применения предложенного метода для численного решения обратной задачи.

DOI: 10.31857/S0374064123100102, EDN: OQCIPL

Рассмотрим следующую задачу для функций u(x, t) и a(x, t) :

ux + at = 0, (x, t) ∈ QT , (1)

at = γ(t)(u − ψ(a)), (x, t) ∈ QT , (2)

u(0, t) = μ(t), 0 � t � T, (3)

a(x, 0) = 0, 0 � x � l, (4)

где μ(t), γ(t), ψ(s) – заданные функции, а Qτ = {(x, t) : 0 � x � l, 0 � t � τ}.
Задачу (1)–(4) можно интерпретировать как математическую модель процесса динамики

сорбции [1, с. 174] с изменяющимся во времени кинетическим коэффициентом γ(t).
Определение 1. Решением задачи (1)–(4) будем называть пару функций u(x, t), a(x, t)

таких, что u, a, ux, at ∈ C(QT ) и u(x, t), a(x, t) удовлетворяют (1)–(4).
В работе [2] была доказана следующая лемма о существовании, единственности и свойствах

решения задачи (1)–(4).
Лемма 1. Пусть функции γ(t), μ(t) и ψ(s) удовлетворяют следующим условиям:

γ, μ ∈ C[0, T ], γ(t) > 0, μ(t) > 0, t ∈ [0, T ],

ψ ∈ C1(R), ψ(0) = 0, 0 < ψ′(s) � ψ1, s ∈ R, ψ1 = const.

Тогда существует единственная пара функций u(x, t), a(x, t), являющихся решением задачи
(1)–(4). Кроме того, u(x, t) > 0, a(x, t) � 0, (x, t) ∈ QT .

Далее, чтобы подчеркнуть зависимость решения задачи (1)–(4) от функции γ(t), будем
обозначать его u(x, t; γ), a(x, t; γ).

Легко видеть, что задача (1)–(4) имеет эволюционный характер и её решение на множестве
Qτ , τ ∈ (0, T ], однозначно определяется значениями функций μ(t), γ(t) на отрезке [0, τ ].

Сформулируем обратную задачу. Пусть функции ψ(s) и μ(t) заданы, а γ(t) неизвестна.
Требуется определить функцию γ(t) по следующей дополнительной информации о решении
задачи (1)–(4):

ux(l, t; γ) = h(t), 0 � t � T, (5)

где h(t) – заданная функция.
Пусть t0 ∈ (0, T ]. Дадим определение решения обратной задачи на отрезке [0, t0].
Определение 2. Функция γ(t) называется решением обратной задачи на отрезке [0, t0],

если γ ∈ C[0, t0], γ(t) > 0, t ∈ [0, t0], u(x, t; γ) и a(x, t; γ) удовлетворяют (1)–(5) для (x, t) ∈
∈ Qt0 .
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В статье [2] была доказана теорема существования решения обратной задачи, в которой
неизвестный коэффициент γ(t) в задаче (1)–(4) определялся по дополнительной информа-
ции u(l, t; γ) = g(t). Исследованию различных обратных задач для математических моделей
динамики сорбции посвящены работы [3–12] и ряд других.

Перейдём к исследованию сформулированной обратной задачи. Было показано [2], что су-
ществование и единственность решения задачи (1)–(4) на множестве Qt0 эквивалентно суще-
ствованию и единственности непрерывного решения u(x, t; γ), a(x, t; γ) системы интеграль-
ных уравнений

u(x, t; γ) = μ(t)e−γ(t)x + γ(t)

x∫
0

e−γ(t)(x−s)ψ(a(s, t; γ)) ds, (x, t) ∈ Qt0 , (6)

a(x, t; γ) =

t∫
0

μ(τ)γ(τ)e−γ(τ)x dτ −
t∫

0

γ(τ)ψ(a(x, τ ; γ)) dτ +

+

t∫
0

(γ(τ))2
x∫

0

e−γ(τ)(x−s)ψ(a(s, τ ; γ)) ds dτ, (x, t) ∈ Qt0 . (7)

Пусть функция γ(t) является решением обратной задачи на отрезке [0, t0]. Продиффе-
ренцировав уравнение (6) по x, положив x = l и использовав условие (5), имеем

γ(t)e−γ(t)l = −h(t)

μ(t)
+

γ(t)

μ(t)
ψ(a(l, t; γ)) − (γ(t))2

μ(t)

l∫
0

e−γ(t)(l−s)ψ(a(s, t; γ)) ds, 0 � t � t0. (8)

Уравнения (7) и (8) определяют нелинейное уравнение для функции γ(t).
Рассмотрим функцию F (z) = z exp(−zl) при z > 0. Она достигает максимального значе-

ния e−1/l при z = 1/l. На интервале (0, 1/l) F ′(z) > 0, а на множестве (1/l,+∞) F ′(z) < 0.
Для любого отрезка [a1, a2] ⊂ (0, 1/l) на отрезке [F (a1), F (a2)] существует обратная к F (z)

функция G1(s), отображающая [F (a1), F (a2)] на [a1, a2]. Аналогично, для любого отрезка
[b1, b2] ⊂ (1/l,+∞) на отрезке [F (b2), F (b1)] существует обратная к F (z) функция G2(s),
отображающая [F (b2), F (b1)] на [b1, b2].

Полагая в уравнении (8) t = 0, с учётом условия (4) и равенства ψ(0) = 0 будем иметь

γ(0) exp(−γ(0)l) = −h(0)/μ(0). (9)

Из этого равенства следует необходимое условие разрешимости обратной задачи:

0 < −h(0)/μ(0) < e−1/l. (10)

Очевидно, что если это условие выполнено, то уравнение (9) имеет два решения: первое

γ(0) = γ01 = G1(−h(0)/μ(0)) ∈ (0, 1/l)

и второе
γ(0) = γ02 = G2(−h(0)/μ(0)) ∈ (1/l,+∞).

Пусть d1 и d2 – положительные постоянные, d1 < d2. Рассмотрим множество

Γ = {γ(t) ∈ C[0, t0], d1 � γ(t) � d2, t ∈ [0, t0]}.

Лемма 2 [2]. Пусть функции μ(t) и ψ(s) удовлетворяют следующим условиям:

μ ∈ C[0, T ], μ(t) > 0, t ∈ [0, T ],
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ψ ∈ C1(R), ψ(0) = 0, 0 < ψ′(s) � ψ1, s ∈ R, ψ1 = const.

Тогда для любых функций γ1, γ2 ∈ Γ, t0 ∈ (0, T ], справедлива оценка

max
Qt0

|a(x, t, γ1)− a(x, t, γ2)| � c1t0‖γ1 − γ2‖C[0,t0],

где c1 – постоянная, не зависящая от t0 ∈ (0, T ] и γ ∈ Γ.
Пусть a и b – положительные постоянные такие, что

[γ01 − a, γ01 + a] ⊂ (0, 1/l), [γ02 − b, γ02 + b] ⊂ (1/l,+∞),

а t1, t2 ∈ (0, T ].
Определим множества

Γ1 = {γ(t) ∈ C[0, t1], γ01 − a � γ(t) � γ01 + a, t ∈ [0, t1]}, (11)

Γ2 = {γ(t) ∈ C[0, t2], γ02 − b � γ(t) � γ02 + b, t ∈ [0, t2]}.
Рассмотрим на множестве Γ1 оператор

(A1γ)(t) = G1

(
−h(t)

μ(t)
+
γ(t)

μ(t)
ψ(a(l, t; γ))− (γ(t))2

μ(t)

l∫
0

e−γ(t)(l−s)ψ(a(s, t; γ)) ds

)
, 0 � t � t1, (12)

а на множестве Γ2 – оператор

(A2γ)(t) = G2

(
−h(t)

μ(t)
+

γ(t)

μ(t)
ψ(a(l, t; γ)) − (γ(t))2

μ(t)

l∫
0

e−γ(t)(l−s)ψ(a(s, t; γ)) ds

)
, 0 � t � t2.

Сформулируем и докажем теорему о существовании двух решений обратной задачи.
Теорема. Предположим, что функции μ(t), h(t) и ψ(s) таковы, что μ, h ∈ C[0, T ],

μ(t) > 0, h(t) < 0 для t ∈ [0, T ] и выполнено условие (10); ψ ∈ C1(R), ψ(0) = 0, 0 <
< ψ′(s) � ψ1, s ∈ R, ψ1 = const. Тогда найдётся число t0 ∈ (0, T ] такое, что на отрезке
[0, t0] существуют два решения обратной задачи γ̄1(t) и γ̄2(t).

Доказательство. Из уравнения (8) и определений (11) и (12) следует, что существование
решения обратной задачи γ̄1 ∈ Γ1 на отрезке [0, t1] эквивалентно существованию решения
операторного уравнения

γ(t) = (A1γ)(t), 0 � t � t1, (13)

на множестве Γ1. Докажем существование решения уравнения (13) на множестве Γ1, исполь-
зуя принцип сжимающих отображений.

Найдём условия, при которых оператор A1 отображает множество Γ1 в себя.
Из леммы 1 и уравнения (7) следует, что для всех γ ∈ Γ1 справедлива оценка

0 � a(x, t; γ) � c2t1, (x, t) ∈ Qt1 , (14)

где c2 = (γ01 + a)‖μ‖C[0,T ] exp((γ01 + a)ψ1T ).
Обозначим через m минимальное значение функции μ(t) на отрезке [0, T ]. Из определе-

ния множества Γ1 и оценки (14) следует, что

max
[0,t1]

∣∣∣∣γ(t)μ(t)
ψ(a(l, t; γ)) − (γ(t))2

μ(t)

l∫
0

e−γ(t)(l−s)ψ(a(s, t; γ)) ds

∣∣∣∣ � c3t1, (15)

где c3 = m−12(γ01 + a)ψ1c2.
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Обозначим через ω(δ) модуль непрерывности функции −h(t)/μ(t) на отрезке [0, T ]. Вы-
берем число t1 так, что

F (γ01 − a) < F (γ01)− ω(t1)− c3t1 < F (γ01) + ω(t1) + c3t1 < F (γ01 + a). (16)

Из определений оператора A1, множества Γ1 и оценки (15) следует, что при t1, удовлетво-
ряющем условию (16), оператор A1 отображает множество Γ1 в себя.

Найдём условие, при выполнении которого оператор A1 является сжимающим на множе-
стве Γ1. Пусть γ1, γ2 ∈ Γ1. С учётом оценки (14) и леммы 2 имеем

∣∣∣∣γ1(t)μ(t)
ψ(a(l, t; γ1))−

(γ1(t))
2

μ(t)

l∫
0

e−γ1(t)(l−s)ψ(a(s, t; γ1)) ds −

− γ2(t)

μ(t)
ψ(a(l, t; γ2)) +

(γ2(t))
2

μ(t)

l∫
0

e−γ2(t)(l−s)ψ(a(s, t; γ2)) ds

∣∣∣∣ � c4t1‖γ1 − γ2‖C[0,t1], (17)

где c4 = m−1ψ1[c2 + (γ01 + a)(c1 + 2lc2) + (γ01 + a)2(l2c2 + lc1)].
Обозначим через gm максимум производной функции G1(s) на [F (γ01 − a), F (γ01 + a)].

Из определения оператора A1 и оценки (17) следует, что

‖A1γ1 −A1γ2‖C[0,t1] � gmc4t1‖γ1 − γ2‖C[0,t1].

Учитывая это неравенство, получаем, что если t1 удовлетворяет неравенству

gmc4t1 < 1, (18)

то оператор A1 является сжимающим на множестве Γ1.
Так как существует t1 ∈ (0, T ] такое, что для него выполнены неравенства (16) и (18), то

при этом t1 оператор A1 отображает множество Γ1 в себя и является сжимающим на этом
множестве. Следовательно, на Γ1 существует единственное решение обратной задачи γ̄1(t).

Совершенно аналогично доказывается, что существует t2 ∈ (0, T ] такое, что для него
оператор A2 отображает множество Γ2 в себя и является сжимающим на этом множестве.
Следовательно, на Γ2 существует единственное решение обратной задачи γ̄2(t). Выбрав t0 =
= min{t1, t2}, получим, что на отрезке [0, t0] существуют два решения обратной задачи γ̄1(t)
и γ̄2(t). Теорема доказана.

Приведём численный пример, иллюстрирующий существование двух решений обратной за-
дачи. Схема расчётов была следующей. На множестве Γ1 задавалась функция γ̄1(t), с которой
решалась задача (1)–(4) и вычислялась функция h(t) = ux(l, t; γ̄1). Очевидно, что функция
γ̄1(t) является решением обратной задачи для этой функции h(t). Другое решение обратной
задачи γ̄2(t) с этой функцией h(t) находилось в результате применения итерационного метода
для решения уравнения γ(t) = (A2γ)(t) на множестве Γ2. Приближённые значения решений
обратной задачи γ̄1ap(t) и γ̄2ap(t) определялись в результате применения итерационных ме-
тодов:

γn+1(t) = (A1γn)(t), γ0(t) = γ01, γn+1(t) = (A2γn)(t), γ0(t) = γ02, n ∈ N
⋃

{0}.

Расчёты проводились при l = 1, T = 1, μ(t) = t+0.2, ψ(s) = s(3− s)−1. Число итераций N
определялось из условия max

[0,T ]
|γN (t)− γN−1(t)| � 0.001.

На рис. 1 приведены функция γ̄1(t) = 0.6t2 + 0.2 (сплошная кривая) и найденное в ре-
зультате применения первого итерационного метода приближённое решение γ̄1ap(t) (точки), а
на рис. 2 – приближённое решение обратной задачи γ̄2ap(t) (точки), полученное в результате
применения второго итерационного метода; штриховыми линиями показаны значения γ01 и
γ02 соответственно.
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Рис. 1. Приближённое решение обратной задачи
γ̄1ap(t).

Рис. 2. Приближённое решение обратной задачи
γ̄2ap(t).
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Рассматривается задача для уравнения Бесселя целого порядка с комплексным физиче-
ским и спектральным параметрами в граничном условии. Спектральный параметр в гра-
ничное условие входит квадратично. Изучается вопрос базисности системы собственных
функций в случае появления кратного собственного значения.

DOI: 10.31857/S0374064123100114, EDN: OOJKGO

1. Постановка задачи. В работе [1] рассмотрена спектральная задача для уравнения
Бесселя целого порядка

R′′(r) +
1

r
R′(r) +

(
λ− n2

r2

)
R(r) = 0, 0 < r < 1, (1)

с граничным условием
R′(1) = dλ2R(1). (2)

В предположении ограниченности решений уравнения (1) получена система собственных
функций

Rk(r) = Jn(
√

λkr), k ∈ N,

отвечающих собственным значениям λk – корням характеристического уравнения

J ′
n(
√
λ) = d(

√
λ)3Jn(

√
λ). (3)

Для всех собственных значений задачи будем считать выполненным условие

−π/2 < arg
√

λk � π/2, k ∈ N.

2. Основные результаты. Получено уравнение

−4zJn(z)J
′
n(z) + n2J2

n(z) = z2[J2
n(z) + (J ′

n(z))
2] (4)

для кратных корней уравнения (3) и доказана их простота при n �= 0 (случай n = 0 доста-
точно подробно изучен в статье [2] и на нём здесь мы останавливаться не будем).

Доказано следующее утверждение: если d /∈ {J ′
n(z)Jn(z)/z

3}, где z – любой корень урав-
нения (4), то система

{
√
rRk(r) =

√
rJn(
√

λkr)}, k = 1, 2, . . . , l − 1, l + 1, . . . ,m− 1,m+ 1, . . . ,

собственных функций задачи (1), (2), умноженных на весовой множитель, без любых двух
собственных функций с номерами l и m является базисом Рисса в пространстве L2(0, 1).
Биортогонально сопряжённая к этой системе система {

√
rWk(r)} определяется по формуле

Wk(r) = A−1
k

[
Jn(
√

λkr)−
(λk − λm)Jn(

√
λk)

(λl − λm)Jn(
√
λl)

Jn(
√

λlr)−
(λk − λl)J0(

√
λk)

(λm − λl)Jn(
√
λm)

Jn(
√

λmr)

]
,
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где

Ak =

1∫
0

rJ2
n(
√

λkr) dr + 2dλkJ
2
n(
√

λk) =

=

(
d2λ3

k + 1− n2/λk

2

)
J2
n(
√

λk) + 2dλkJ
2
n(
√

λk), k = 1, 2, . . . , l − 1, l + 1, . . . ,m− 1,m+ 1, . . .

Рассмотрим случай появления кратного спектра. Имеют место утверждения.
Теорема 1. Если d = J ′

n(z)Jn(z)/z
3, где комплексное число z – любой корень уравне-

ния (4), то система {
√
rRk(r)}, k = 1, 2, . . . , l − 1, l + 1, . . . , собственных функций задачи

(1), (2), умноженных на весовой множитель, без одной собственной функции с номером l,
соответствующей кратному собственному значению λl = z2, является базисом Рисса в
пространстве L2(0, 1). Биортогонально сопряжённая к этой системе система {

√
rVk(r)}

определяется по формуле

Vk(r) = A−1
k

[
Jn(
√

λkr)−
(λl − λk)Jn(

√
λk)

Jn(
√
λl)

Zl(r)−
(
1− (λl − λk)Zl(1)

Jn(
√
λl)

)
Jn(

√
λk)

Jn(
√
λl)

Jn(
√

λlr)

]
,

где
Zl(r) =

r

4
√
λl
[Jn+1(

√
λlr)− Jn−1(

√
λlr)].

Теорема 2. Если d = J ′
n(z)Jn(z)/z

3, где комплексное число z – любой корень уравнения
(4), то система {√rRk(r)}, k = 1, 2, . . . ,m − 1,m + 1, . . . , собственных функций задачи
(1), (2), умноженных на весовой множитель, без одной собственной функции Rm(r), соот-
ветствующей простому собственному значению λm, при наличии кратного корня λl = z2,
m �= l, образует базис Рисса в пространстве L2(0, 1). Биортогонально сопряжённая к этой
системе система {

√
rVk(r)} определяется по формулам

Vl(r) = A−1
l

[
Zα
l (r)−

Zα
l (1)

Jn(
√
λm)

Jn(
√

λmr)

]
,

Vk(r) = A−1
k

[
Jn(
√

λkr)−
(λk − λm)Jn(

√
λk)

(λl − λm)Jn(
√
λl)

Jn(
√

λlr)−
(λk − λl)Jn(

√
λk)

(λm − λl)Jn(
√
λm)

Jn(
√

λmr)

]
, k �= l,

где

Zα
l (r) =

r

4
√
λl
[Jn+1(

√
λlr)− Jn−1(

√
λlr)] + αJn(

√
λlr), Zα

l (1) =
Jn(

√
λl)

λl − λm
,

Al =

1∫
0

rZα
l (r)Jn(

√
λlr)dr + d(λl + λm)Zα

l (1)Jn(
√

λl) = −
(
2d+ d2λ2

l +
1

4λl

)
J2
n(
√

λl).

Доказательство этих теорем проводится по схемам, разработанным в [3, 4] с использованием
результатов работ [5, 6]. Построение биортогонально сопряжённой системы основано, в свою
очередь, на формулах

1∫
0

rJn(
√

λmr)Jn(
√

λkr)dr + d(λm + λk)Jn(
√

λm)Jn(
√

λk) = 0,

1∫
0

rJn(
√

λmr)Zl(r)dr + d(λm + λl)Jn(
√

λm)Zl(1)− dJn(
√

λm)Jn(
√

λl) = 0,
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в которых λm, λk и λl – различные собственные значения задачи (1), (2), причём λl – кратный
корень.

Функция Zl(r) – это присоединённая функция для собственной функции Rl(r) = Jn(
√
λlr)

с кратным собственным значением. Действительно, пусть z – любой корень уравнения (4),
d = J ′

n(z)Jn(z)/z
3, λl = z2. Рассмотрим задачу для присоединённой функции

Z ′′
l (r) +

1

r
Z ′
l(r) +

(
λl −

n2

r2

)
Zl(r) = Rl(r), 0 < r < 1, (5)

Z ′
l(1) = dλ2

l Zl(1)− 2dλlRl(1). (6)

Решением задачи (5), (6) является корневая функция

Zα
l (r) =

r

4
√
λl
[Jn+1(

√
λlr)− Jn−1(

√
λlr)] + αJn(

√
λlr),

где α – любое комплексное число.
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