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Естественно ожидать, что решение волнового уравнения

𝑢𝑥𝑥+𝑢𝑦𝑦+𝑢𝑧𝑧−
1

𝑐2
𝑢𝑡𝑡=0, 𝑐=const> 0, (1)

достаточно быстро убывающее в некоторый начальный момент 𝑡= 𝑡0, имеет для больши́х
времён и расстояний асимптотику в виде расходящейся сферической волны

𝑢≈ 𝐹 (𝑅−𝑐𝑡,n)
𝑅

, 𝑅→∞, 𝑡→∞. (2)

Здесь 𝑅=
√︀
𝑥2+𝑦2+𝑧2 — длина вектора R=(𝑥, 𝑦, 𝑧)∈R3, а n=R/𝑅 — единичный вектор

направления, в котором точка (𝑥, 𝑦, 𝑧) удаляется на бесконечность.
Функция 𝐹 , которую называют диаграммой, определяется как предел при согласованном

росте 𝑅 и 𝑡:
𝐹 (𝑠,n)= lim

𝑡→∞
[𝑐𝑡𝑢(R, 𝑡)]

⃒⃒
𝑅=𝑠+𝑐𝑡

. (3)

Равномерной сходимости относительно параметра 𝑠∈R не предполагается.
Решение 𝑢 = 𝑢(R, 𝑡) удобно характеризовать начальными данными Коши 𝜙 = 𝜙(R) и

𝜓=𝜓(R):
𝑢|𝑡=𝑡0 =𝜙, 𝑢𝑡|𝑡=𝑡0 =𝜓

для произвольно фиксированного 𝑡0.
Существование предела (3) установлено для гладких быстро убывающих данных [1, 2]

для случая, когда данные являются обобщёнными функциями с компакным носителем [3],
и, наконец, для гладких данных в предположении, что 𝜑, 𝜓 и |∇𝜓| имеют при 𝑅→∞ оценку
𝑂(𝑅−3) [4]. Отметим, что в работе [1] для гладких быстро убывающих данных установлено,
что если отношение 𝑅/𝑡 имеет предел, отличный от ±𝑐, то предел (3) равен нулю.
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Функция (3) играет важную роль в разных разделах математической физики (см., на-
пример, [1–7]), причём особенно интересны решения с конечной энергией:

1

2

˚

R3

(︂
|∇𝑢|2+ 1

𝑐2
|𝑢𝑡|2

)︂
𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 <∞.

Приведём простой пример решения уравнения (1) с конечной энергией, для которого
конечного предела (3) не существует, и, следовательно, это решение не стремится на беско-
нечности к сферической волне.

Рассмотрим функцию

𝑉 (R, 𝑡)=
1

𝑐2𝑡2*−𝑅2
, (4)

где 𝑡*= 𝑡+𝑖𝜏 и для определённости 𝜏 > 0. Выражение (4) является частным случаем сплэш
импульса [8], широко используемого для моделирования коротких оптических импульсов.
Легко убедиться (непосредственной подстановкой), что функция (4) удовлетворяет уравне-
нию (1) в R3×R.

Первообразная функции (4) по 𝑡

𝑢(R, 𝑡)=

𝑡ˆ

−∞

𝑉 (R, 𝑡′) 𝑑𝑡′=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

2𝑐𝑅
ln
𝑐𝑡*−𝑅
𝑐𝑡*+𝑅

, 𝑅 ̸=0,

− 1

𝑐2𝑡*
, 𝑅=0,

(5)

очевидно, также удовлетворяет волновому уравнению (1).
Утверждение 1. Для функции (5) передел (3) бесконечен.
В самом деле, легко видеть, что при 𝑅= 𝑐𝑡+𝑠 (т.е. R=(𝑐𝑡+𝑠)n)

𝑢(R, 𝑡)=
1

2𝑐(𝑐𝑡+𝑠)
ln

𝑖𝑐𝜏−𝑠
2𝑐𝑡+ 𝑖𝑐𝜏+𝑠

=− ln(𝑐𝑡)

2𝑐2𝑡
+𝑂

(︂
1

𝑡

)︂
,

тогда в (3) получаем

𝐹 (𝑠,n)= lim
𝑡→∞

[𝑐𝑡𝑢((𝑐𝑡+𝑠)n, 𝑡)] =− 1

2𝑐
lim
𝑡→∞

ln(𝑐𝑡)=−∞.

Утверждение 2. Функция (5) имеет конечную энергию.
Действительно, 𝑢𝑡=𝑉 =𝑂(𝑅−2) при 𝑅→∞ и, следовательно, |𝑢𝑡|2 суммируема. Анало-

гичные элементарные выкладки показывают, что производные от 𝑢 функции по простран-
ственным переменным имеют порядок 𝑂(𝑅−2 ln𝑅), откуда вытекает суммируемость |∇𝑢|2.

Таким образом, показано, что решение волнового уравнения в важном классе функций
с конечной энергией может не иметь асимптотики (3). Вопрос о необходимых условиях
существования такой асимптотики остаётся открытым.
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FINITE-ENERGY SOLUTION OF THE WAVE EQUATION THAT DOES NOT TEND
TO A SPHERICAL WAVE AT INFINITY
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A solution of the wave equation with three spatial variables is given, which has a finite energy integral,
but does not tend to a spherical wave at infinity.
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