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Изучена окрестность особого режима второго порядка в задачах оптимального управ-
ления, аффинных по управлению из круга. Рассмотрен случай, когда гамильтонова
система имеет размерность 8 и является малым (в смысле действия группы Фулле-
ра) возмущением гамильтоновой системы обобщённой задачи Фуллера с управлением из
круга. Показано, что для такого класса задач существуют экстремали в виде логарифми-
ческих спиралей, которые приходят на особую экстремаль второго порядка за конечное
время, при этом управление совершает бесконечное число оборотов вдоль окружности.
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ВВЕДЕНИЕ

Экстремали в виде логарифмических спиралей могут возникать в окрестности особых
экстремалей второго порядка в аффинных по ограниченному управлению задачах. Для
задач, аффинных по скалярному управлению 𝑢, гамильтониан имеет вид

𝐻(𝑞, 𝑝, 𝑢)=𝐻0(𝑞, 𝑝)+𝑢𝐻1(𝑞, 𝑝),

где 𝑞 и 𝑝 — фазовая и сопряжённая переменные соответственно. Говорят, что экстремаль
(𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)) является особой на непустом промежутке (𝑡1, 𝑡2), если 𝐻1(𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡))= 0 для всех
𝑡∈ (𝑡1, 𝑡2). Особая экстремаль второго порядка задаётся условиями

𝐻1=0, (ad𝐻𝑘)𝐻1=0, ad𝐻𝑙(ad𝐻𝑘)𝐻1=0,

ad𝐻𝑗(ad𝐻𝑙)(ad𝐻𝑘)𝐻1=0, ad𝐻1(ad 𝐻0)
3𝐻1 ̸=0, 𝑗, 𝑙, 𝑘=0, 1.

Если эти условия выполнены в окрестности особой экстремали, то экстремаль имеет гло-
бальный второй порядок, а если только в точках самой экстремали, то локальный второй
порядок. Здесь (ad𝐹 )𝐺= {𝐹,𝐺} — скобка Пуассона функций 𝐹 и 𝐺. На оптимальной осо-
бой экстремали второго порядка также должно быть выполнено условие Келли (в строгой
форме) [1]

ad𝐻1(ad𝐻0)
3𝐻1< 0.
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Согласно теореме Келли–Коппа–Мойера [2] если особая экстремаль имеет глобальный
второй порядок и выполнено строгое условие Келли, то любая неособая экстремаль, выхо-
дящая на особую, должна быть четтеринг-экстремалью, т.е. экстремалью с бесконечным
числом точек переключения управления за конечное время.

Было показано, что для задач, аффинных по ограниченному скалярному управлению,
для которых решение содержит особые экстремали второго порядка, структура решений
определяется оптимальным синтезом в следующей модельной задаче (задача Фуллера) [3, 4]:

∞̂

0

𝑥2(𝑡) 𝑑𝑡→ inf, 𝑥̇= 𝑦, 𝑦̇=𝑢, |𝑢|⩽ 1, 𝑥(0)=𝑥0, 𝑥̇(0)= 𝑦0, 𝑥, 𝑦, 𝑢∈R.

Здесь начало координат является единственной особой экстремалью и имеет второй глобаль-
ный порядок. Гамильтонова система принципа максимума Понтрягина имеет размерность 4
и сводится к виду

𝑧̇1= 𝑧2, 𝑧̇2= 𝑧3, 𝑧̇3= 𝑧4, 𝑧̇4=−𝑢, 𝑢=sgn 𝑧1. (1)

Рис. 1. Оптимальные четтеринг-
траектории

В задаче Фуллера построен полный оптимальный синтез, содержащий четтеринг-траекто-
рии и особую экстремаль второго порядка (см., например, [3]). Оптимальные четтеринг-

траектории попадают в начало координат за конечное время,
при этом управления на них совершают бесконечное число
переключений с 1 на −1 (рис. 1).

В работах [3; 5, гл. 3] была доказана фундаментальная
теорема о расслоении в окрестности особой экстремали вто-
рого порядка (в том числе локального), дающая полное описа-
ние оптимального синтеза, и показано, что фазовое простран-
ство расслаивается над многообразием особых траекторий на
двумерные слои, заполненные оптимальными четтеринг-
траекториями, аналогичными решениям в модельной задаче.
Теорема о расслоении применима в случае, когда гамильто-

нова система задачи в окрестности особой экстремали второго порядка сводится к виду

𝑧̇1= 𝑧2+𝑓1(𝑧, 𝑤, 𝑢), 𝑧̇2= 𝑧3+𝑓2(𝑧, 𝑤, 𝑢), 𝑧̇3= 𝑧4+𝑓3(𝑧, 𝑤, 𝑢),

𝑧̇4=𝛼(𝑤)+𝛽(𝑤)𝑢+𝑓4(𝑧, 𝑤, 𝑢), 𝑤̇=𝐹 (𝑧, 𝑤, 𝑢), 𝑢=sgn 𝑧1. (2)

Здесь функции 𝑓𝑖(𝑧, 𝑤, 𝑢) по сравнению с 𝑧𝑖+1 имеют малый порядок относительно действия
группы Фуллера 𝑔𝜆(𝑧)= (𝜆4𝑧1, 𝜆

3𝑧2, 𝜆
2𝑧3, 𝜆𝑧4):

lim
𝜆→0

|𝑓𝑖(𝑔𝜆(𝑧), 𝑤, 𝑢)|
𝜆5−𝑖

<𝐶, 𝑖=1, 4,

где 𝐶 — некоторая положительная константа. При этом функции 𝛼(𝑤) и 𝛽(𝑤) таковы, что
выполнены условие Келли в строгой форме и ограничение на управление |𝑢|⩽1. Заметим, что
уравнения на переменные 𝑧 системы (2) являются возмущением гамильтоновой системы (1)
задачи Фуллера. Цель данной работы — показать, что результаты такого же типа можно
получить и в случае векторного управления.

Рассмотрим задачу оптимального управления, аффинную по двумерному управлению.
Соответствующий гамильтониан можно записать в виде

𝐻(𝑞, 𝑝, 𝑢)=𝐻0(𝑞, 𝑝)+𝑢1𝐻1(𝑞, 𝑝)+𝑢2𝐻2(𝑞, 𝑝),
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где 𝑞 и 𝑝 — фазовая и сопряжённая переменные соответственно. Будем называть (𝑞𝑠, 𝑝𝑠)
особой экстремалью второго порядка, если:

1) функции 𝐻𝑖, (ad𝐻𝑘)𝐻𝑖, ad𝐻𝑙(ad𝐻𝑘)𝐻𝑖, ad𝐻𝑗(ad𝐻𝑙)(ad𝐻𝑘)𝐻𝑖, 𝑖 = 1, 2, 𝑗, 𝑘, 𝑙 = 0, 2,
обращаются в нуль в точках (𝑞𝑠, 𝑝𝑠), набор их дифференциалов в точках (𝑞𝑠, 𝑝𝑠) имеет
постоянный ранг;

2) билинейная форма 𝐵𝑖𝑗=ad𝐻𝑖(ad𝐻0)
3𝐻𝑗

⃒⃒
(𝑞𝑠,𝑝𝑠)

, 𝑖, 𝑗=1, 2, имеет ранг 2, симметрическая
и отрицательно определённая;

3) остальные (независимые от перечисленных) скобки пятого порядка от функций 𝐻𝑗 ,
𝑗=0, 2, обращаются в нуль в точках (𝑞𝑠, 𝑝𝑠).

Модельной задачей с двумерным управлением и особой экстремалью второго порядка
будем называть обобщение задачи Фуллера на случай управления из круга:

∞̂

0

⟨𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡)⟩ 𝑑𝑡→ inf, 𝑥̇= 𝑦, 𝑦̇=𝑢, ‖𝑢‖⩽ 1, 𝑥(0)=𝑥0, 𝑦(0)= 𝑦0, 𝑥, 𝑦, 𝑢∈R2. (3)

Здесь ⟨·, ·⟩ и ‖ ·‖ — скалярное произведение и евклидова норма в пространстве R2. В за-
даче (3), так же как и в задаче Фуллера, начало координат является единственной особой
экстремалью и имеет второй глобальный порядок. Доказано, что оптимальная траектория
задачи (3) попадает в начало координат за конечное время [5, гл. 7]. Но, в отличие от
задачи Фуллера, полный оптимальный синтез в (3) не известен. Известны два семейства
решений: логарифмические спирали (рис. 2) и четтеринг-траектории [5, гл. 7; 6].

Рис. 2. Логарифмические спирали в модельной задаче

Для задач, аффинных по управлению из круга, с гамильтоновыми системами достаточно
большой размерности (32 и выше) доказано [7, 8], что в окрестности особой экстремали второ-
го порядка существует семейство экстремалей в форме логарифмических спиралей, которые
попадают на особую экстремаль за конечное время, при этом управление совершает счётное
число оборотов по границе круга. В случае когда размерность гамильтоновой системы меньше
32, решения в виде логарифмических спиралей найдены только для некоторых конкретных
задач оптимального управления: стабилизация перевёрнутого сферического маятника [9],
управление балкой Тимошенко [10], управление космической ракетой на орбите [11].

В настоящей работе исследуется окрестность особого режима второго порядка в задаче,
аффинной по управлению из круга, для которой гамильтонова система принципа максимума
Понтрягина имеет ту же размерность 8, что и гамильтонова система модельной задачи (3).
Аналогично случаю со скалярным управлением рассматриваемая задача является малым
возмущением задачи (3) относительно действия группы Фуллера. Будет показано, что в
возмущённой задаче сохраняется семейство экстремалей в виде логарифмических спиралей.
Непосредственно применить результаты работ [7, 8] здесь нельзя, тем не менее можно
адаптировать разработанный подход и к данной задаче.
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Изложение построено следующим образом. В п. 1 описывается семейство логарифми-
ческих спиралей в модельной задаче (3) с управлением из круга. В п. 2 рассматривается
задача, аффинная по управлению из круга, гамильтонова система которой является малым
возмущением гамильтоновой системы модельной задачи относительно действия группы Фул-
лера; доказывается теорема о существовании семейства решений гамильтоновой системы в
виде логарифмических спиралей.

1. ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ СПИРАЛИ В МОДЕЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ
С УПРАВЛЕНИЕМ ИЗ КРУГА

Гамильтонова система принципа максимума Понтрягина задачи (3) имеет вид

𝜓̇=−𝜑, 𝜑̇=𝑥, 𝑥̇= 𝑦, 𝑦̇=𝑢, 𝑢=𝜓/‖𝜓‖, (4)

где 𝜑 и 𝜓 — сопряжённые переменные.
Введём новые координаты 𝑧𝑖∈R2, 𝑖=1, 4, сводящие гамильтонову систему (4) модельной

задачи к удобному виду

𝑧1𝑖=𝐻𝑖, 𝑧2𝑖=(ad𝐻0)𝐻𝑖, 𝑧3𝑖=(ad𝐻0)
2𝐻𝑖, 𝑧4𝑖=(ad𝐻0)

3𝐻𝑖, 𝑖=1, 2,

где
𝐻0=−1

2
⟨𝑥, 𝑥⟩+⟨𝜑, 𝑦⟩, 𝐻1=𝜓1, 𝐻2=𝜓2.

В координатах 𝑧 система (4) записывается как

𝑧̇1= 𝑧2, 𝑧̇2= 𝑧3, 𝑧̇3= 𝑧4, 𝑧̇4=−𝑢, 𝑢= 𝑧1/‖𝑧1‖. (5)

Система (5) обладает решениями в форме логарифмических спиралей [5, 6], которые могут
быть записаны следующим образом:

𝑧*𝑚(𝑡)=−𝐴𝑚−1(𝑇
*− 𝑡)5−𝑚𝑒i𝛼 ln |𝑇 *−𝑡|, 𝑢*(𝑡)= 𝑒i𝛼 ln |𝑇 *−𝑡|, 0⩽ 𝑡<𝑇 *, 𝑚=1, 4. (6)

Здесь i — мнимая единица; 𝐴0=−1/126, 𝐴𝑙+1=−𝐴𝑙(4− 𝑙+i𝛼), 𝑙=0, 1, 2, угол между 𝑧3(0) и
𝑧4(0) равен 2 arctg𝛼, 𝛼2=5, и |𝑧4(0)|2=(

√
6/2)|𝑧3(0)|. Траектории 𝑧*𝑚(𝑡) попадают в нуль за

конечное время 𝑇 *, и оптимальное управление 𝑢*(𝑡) совершает бесконечное число оборотов
вдоль окружности 𝑆1.

2. ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ СПИРАЛИ В ВОЗМУЩЁННОЙ ЗАДАЧЕ

Рассмотрим задачу оптимального управления, аффинную по управлению из круга, га-
мильтонова система которой является малым возмущением гамильтоновой системы модель-
ной задачи относительно действия группы Фуллера:

∞̂

0

(𝑔0(𝑥)+𝑢1𝑔1(𝑥)+𝑢2𝑔2(𝑥)) 𝑑𝑥→inf
𝑢
, 𝑥̇=ℎ0(𝑥)+𝑢1ℎ1(𝑥)+𝑢2ℎ2(𝑥), 𝑢=(𝑢1,𝑢2):‖𝑢‖⩽1. (7)

Здесь 𝑥∈R4, 𝑥(0)= 𝑥0, 𝑔𝑖 : R4→R, ℎ𝑖 : R4 →R4, 𝑖=0, 1, 2. Функции 𝑔𝑖 и ℎ𝑖 предполагаются
достаточно гладкими. Допустимые управления — измеримые функции, допустимые траекто-
рии абсолютно непрерывны. Гамильтонова система принципа максимума Понтрягина имеет
размерность 8 и записывается в виде

𝑥̇=∇𝜓 (𝐻0(𝑥, 𝜓)+𝑢1𝐻1(𝑥, 𝜓)+𝑢2𝐻2(𝑥, 𝜓)), 𝑢=(𝐻1, 𝐻2)/
√︀
𝐻2

1 +𝐻
2
2 ,

𝜓̇=−∇𝑥 (𝐻0(𝑥, 𝜓)+𝑢1𝐻1(𝑥, 𝜓)+𝑢2𝐻2(𝑥, 𝜓)), (8)

где 𝜓 ∈ (R4)* — сопряжённые переменные, 𝐻𝑖(𝑥, 𝜓)=𝜓ℎ𝑖(𝑥)−𝜆0𝑔𝑖(𝑥), 𝑖=0, 1, 2.
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Пусть система (8) имеет особую экстремаль второго порядка. Предположим, что в
окрестности особой экстремали существует невырожденная замена переменных (𝑥, 𝜓)→ 𝑧,
𝑧=(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4), в результате которой систему (8) можно записать как

𝑧̇1=𝑧2+𝑓1(𝑧, 𝑢), 𝑧̇2=𝑧3+𝑓2(𝑧, 𝑢), 𝑧̇3=𝑧4+𝑓3(𝑧, 𝑢), 𝑧̇4=𝛽(𝑧)𝑢+𝑓4(𝑧, 𝑢), 𝑢=𝑧1/‖𝑧1‖, (9)

здесь функции 𝑓𝑖 : R10→R2, 𝑖=1, 4, малы относительно действия группы Фуллера:

lim
𝜆→0

‖𝑓𝑖(𝑔𝜆(𝑧), 𝑢)‖
𝜆5−𝑖

<𝐶, т.е. 𝑓𝑖(𝑔𝜆(𝑧), 𝑢)= (𝜆5−𝑖+𝑜(𝜆5−𝑖))𝐹𝑖(𝑧, 𝑢) при 𝜆→ 0,

𝐹𝑖 : R10→R2 — ограниченные вектор-функции; матрица 𝛽(𝑧)∈𝑀2×2(R) имеет вид

𝛽(𝑔𝜆(𝑧))=𝐵+(𝜆+𝑜(𝜆))𝑏(𝑧), 𝜆→ 0,

где 𝐵 = 𝛽(0) — симметричная отрицательно определённая матрица, 𝑏(𝑧) — ограниченная
матрица. Если выполнены сформулированные выше условия, то верна следующая

Теорема. В достаточно малой окрестности начала координат существует семейство
решений системы (9) в форме логарифмических спиралей:

𝑧𝑚(𝑡)= 𝑘𝑚(𝑡) (𝑇 − 𝑡)5−𝑚𝑒i𝛼 ln |𝑇−𝑡| 𝑒𝑖𝜙𝑚(𝑡), 𝑚=1, 4,

𝑢(𝑡)= 𝑒i𝛼 ln |𝑇−𝑡| 𝑒𝑖𝜙0(𝑡), 𝑡⩽𝑇,

𝑧𝑚(𝑡)=𝑢(𝑡)= 0, 𝑡⩾𝑇,

и все их возможные повороты. Здесь 𝑇 > 0, 𝛼=±
√
5, функции 𝑘𝑚(𝑡), 𝜙𝑚(𝑡) и 𝜙0(𝑡) огра-

ничены.
Схема доказательства.
1. Для гамильтоновой системы задачи (7) проводится разрешение особенности (раздутие

особенности) в окрестности особой экстремали второго порядка.
2. Показывается, что существует инвариантное подпространство, на котором раздутие

системы для задачи (7) совпадает с раздутием системы для задачи (3).
3. Доказывается, что периодическое решение для задачи (3) является гиперболическим

циклом для задачи (7).
4. Проводится обратный ход процедуры раздутия особенности.
Заметим, что схема доказательства совпадает с этапами вывода аналогичного результата

для случая большой размерности. Однако сами доказательства существенно различаются.
Доказательство. Шаг 1 (раздутие особенности). Раздутием особенности в начале ко-

ординат для системы (9) назовём отображение 𝐵 : 𝑧 ↦→ (𝜇, 𝑧):

𝑧4=
𝑧4
𝜇
, 𝑧3=

𝑧3
𝜇2
, 𝑧2=

𝑧2
𝜇3
, 𝑧1=

𝑧1
𝜇4
,

4𝜇24=
⟨−𝐵−1𝑧4, 𝑧4⟩12

|𝐴3|24
+
⟨−𝐵−1𝑧3, 𝑧3⟩6

|𝐴2|12
+
⟨−𝐵−1𝑧2, 𝑧2⟩4

|𝐴1|8
+
⟨−𝐵−1𝑧1, 𝑧1⟩3

|𝐴0|6
, (10)

где 𝜇∈R+, 𝐴𝑗 , 𝑗=0, 3, определены в (6), 𝑧 ∈R8 лежит на сфере

𝑆=

{︂
⟨−𝐵−1𝑧4, 𝑧4⟩12

|𝐴3|24
+
⟨−𝐵−1𝑧3, 𝑧3⟩6

|𝐴2|12
+
⟨−𝐵−1𝑧2, 𝑧2⟩4

|𝐴1|8
+
⟨−𝐵−1𝑧1, 𝑧1⟩3

|𝐴0|6
=4

}︂
.

Нетрудно видеть, что замена (10) индуцирована действием группы Фуллера 𝑔𝜆 с пара-
метром 𝜆=1/𝜇: 𝑧= 𝑔1/𝜇(𝑧), что эквивалентно 𝑧= 𝑔𝜇(𝑧), и сопоставляет точке 𝑧=0 сферу 𝑆.
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Система (9) обыкновенных дифференциальных уравнений в координатах (𝜇, 𝑧) принимает
вид

𝜇′=𝜇ℳ, 𝑢= 𝑧1/‖𝑧1‖, 𝑧′1= 𝑧2−4𝑧1ℳ+𝑓1(𝑔𝜇(𝑧), 𝑢)/𝜇
3, 𝑧′2= 𝑧3−3𝑧2ℳ+𝑓2(𝑔𝜇(𝑧), 𝑢)/𝜇

2,

𝑧′3= 𝑧4−2𝑧3ℳ+𝑓3(𝑔𝜇(𝑧), 𝑢)/𝜇, 𝑧′4=𝛽(𝑔𝜇(𝑧))𝑢−𝑧4ℳ+𝑓4(𝑔𝜇(𝑧), 𝑢), (11)

где штрихом обозначено дифференцирование по переменной 𝑠:

𝑑𝑠=
1

𝜇
𝑑𝑡, (12)

а ℳ задаётся условием

ℳ(𝜇, 𝑧)=
1

96

(︂
24

|𝐴3|24
⟨𝐵−1𝑧4, 𝑧4⟩11

⟨
𝐵−1𝑧4, 𝛽(𝑔𝜇(𝑧))

𝑧1
‖𝑧1‖

+𝑓4(𝑔𝜇(𝑧), 𝑢)

⟩
+

+
12

|𝐴2|12
⟨𝐵−1𝑧3, 𝑧3⟩5

⟨
𝐵−1𝑧3, 𝑧4+

𝑓3(𝑔𝜇(𝑧), 𝑢)

𝜇

⟩
+

8

|𝐴1|8
⟨𝐵−1𝑧2, 𝑧2⟩3

⟨
𝐵−1𝑧2, 𝑧3+

𝑓2(𝑔𝜇(𝑧), 𝑢)

𝜇2

⟩
−

− 6

|𝐴0|6
⟨𝐵−1𝑧1, 𝑧1⟩2

⟨
𝐵−1𝑧1, 𝑧2+

𝑓1(𝑔𝜇(𝑧), 𝑢)

𝜇3

⟩)︂
.

Решения системы (11) лежат на цилиндре 𝑄=𝑆×{𝜇∈R}.
Шаг 2 (инвариантное подпространство решений). Опишем решения (11) на нулевом

сечении цилиндра 𝑄0 = 𝑄∩{𝜇 = 0}. Для этого сначала применим разложение Тейлора к
правой части (11) в окрестности нулевого сечения 𝑄0:

𝜇′=𝜇ℳ, 𝑢=𝑧1/‖𝑧1‖, 𝑧′1=𝑧2−4𝑧1ℳ+(𝜇+𝑜(𝜇))𝐹1(𝑧, 𝑢), 𝑧′2=𝑧3−3𝑧2ℳ+(𝜇+𝑜(𝜇))𝐹2(𝑧, 𝑢),

𝑧′3=𝑧4−2𝑧3ℳ+(𝜇+𝑜(𝜇))𝐹3(𝑧, 𝑢), 𝑧′4=𝐵𝑢−𝑧4ℳ+(𝜇+𝑜(𝜇))𝐹4(𝑧, 𝑢), (13)

где ℳ(𝜇, 𝑧)=ℳ0(𝑧)+𝜇ℳ1(𝑧),

ℳ0(𝑧)=
1

96

(︂
24

|𝐴3|24
⟨𝐵−1𝑧4, 𝑧4⟩11

⟨
𝑧4,

𝑧1
‖𝑧1‖

⟩
+

12

|𝐴2|12
⟨𝐵−1𝑧3, 𝑧3⟩5⟨𝐵−1𝑧3, 𝑧4⟩+

+
8

|𝐴1|8
⟨𝐵−1𝑧2, 𝑧2⟩3⟨𝐵−1𝑧2, 𝑧3⟩−

6

|𝐴0|6
⟨𝐵−1𝑧1, 𝑧1⟩2⟨𝐵−1𝑧1, 𝑧2⟩

)︂
.

Подставляя 𝜇=0 в систему (13), получаем систему уравнений на 𝑄0

𝜇′=0, 𝑢= 𝑧1/‖𝑧1‖, 𝑧′1= 𝑧2−4𝑧1ℳ0, 𝑧′2= 𝑧3−3𝑧2ℳ0,

𝑧′3= 𝑧4−2𝑧3ℳ0, 𝑧′4=𝐵𝑢−𝑧4ℳ0. (14)

Отсюда следует, что нулевое сечение цилиндра 𝑄0 является инвариантным подпространством
для системы (11). С точностью до линейной замены переменных система (14) совпадает с
раздутием системы для задачи (3). Действительно, применив к системе (14) замену

𝑧1=𝐺−1𝑧1, 𝑧2=𝐺−1𝑧2, 𝑧3=𝐺−1𝑧3, 𝑧4=𝐺−1𝑧4, 𝑢̂=𝐺𝑢, 𝐺=
√
−𝐵, (15)

имеем

𝜇′=0, 𝑢̂=𝐺𝑧1/‖𝑧1‖, 𝑧′1= 𝑧2−4𝑧1ℳ0, 𝑧′2= 𝑧3−3𝑧2ℳ0,

𝑧′3= 𝑧4−2𝑧3ℳ0, 𝑧′4=−𝑢̂−𝑧4ℳ0, (16)
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где

ℳ0(𝑧)=
1

96

(︂
−24‖𝑧4‖22

|𝐴3|24

⟨
𝑧4,

𝐺𝑧1
‖𝑧1‖

⟩
+
12‖𝑧3‖10

|𝐴2|12
⟨𝑧3, 𝑧4⟩+

8‖𝑧2‖6

|𝐴1|8
⟨𝑧2, 𝑧3⟩+

6‖𝑧1‖4

|𝐴0|6
⟨𝑧1, 𝑧2⟩

)︂
.

Система (16) совпадает с раздутием гамильтоновой системы задачи (3) в случае, когда
управление меняется в эллипсе, заданном матрицей 𝐺. Используя (6), (10) и (12), получаем
частное решение системы (16):

𝜇*(𝑠)= 0, 𝑧*𝑚(𝑠)=𝐺𝐴𝑚−1𝑒
−i𝛼𝑠, 𝑚=1, 4, 𝑢̂*(𝑠)=𝐺𝑒−i𝛼𝑠. (17)

Таким образом, применив обратную замену (15) к (17), найдём частное решение си-
стем (14) и (11):

𝜇*(𝑠)= 0, 𝑧*𝑚(𝑠)=𝐺2𝐴𝑚−1𝑒
−i𝛼𝑠, 𝑚=1, 4, 𝑢*(𝑠)= 𝑒−i𝛼𝑠.

Заметим, что это решение является циклом. Обозначим его через 𝜉0(𝑠)= (0, 𝑧*(𝑠)).
Шаг 3 (гиперболичность периодического решения). Докажем следующее утверждение.
Лемма. Периодическое решение 𝜉0(𝑠) является гиперболическим циклом.
Доказательство. Исследуем систему уравнений в вариациях на решении 𝜉0(𝑠) для (11):

ℎ′=𝐹𝜉(𝜉
0(𝑠))ℎ. (18)

Здесь 𝐹 — правая часть (11), а 𝐹𝜉 — якобиан для 𝐹 . Так как 𝐹 не зависит явно от 𝑠
и 𝜉0(𝑠) — периодическая траектория, то 𝐹𝜉(𝜉

0(𝑠)) — непрерывная периодическая матрица.
Следовательно, по теореме Ляпунова [12, теорема 2.2.6] существует такое невырожденное
периодическое преобразование ℎ̂= 𝑃 (𝑠)ℎ (преобразование Ляпунова), что в координатах ℎ̂
система (18) принимает вид

ℎ̂′= 𝐽ℎ̂, (19)

где 𝐽 — постоянная матрица. При этом собственные значения матрицы 𝐽 являются харак-
теристическими показателями цикла 𝜉0(𝑠). Для (18) матрица 𝑃 (𝑠)∈𝑀9×9(R) имеет вид

𝑃 (𝑠)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 𝑃* 0 0 0
0 0 𝑃* 0 0
0 0 0 𝑃* 0
0 0 0 0 𝑃*

⎞⎟⎟⎟⎟⎠, 𝑃*=

(︂
cos(𝛼𝑠) − sin(𝛼𝑠)
sin(𝛼𝑠) cos(𝛼𝑠)

)︂
,

здесь 0 — нулевая матрица соответствующего размера. Идея выбора матрицы 𝑃 основана
на форме решения 𝜉0(𝑠), а именно, преобразование 𝑃 переводит цикл 𝜉0(𝑠) в неподвижную
точку. В результате прямых вычислений получаем матрицу системы (19):

𝐽 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 0 0 0 0 0 0 0 0

* 9 −7
√
5

4 −127
252 −25

√
5

63
67
252

73
√
5

252
53
252 −47

√
5

252

*
√
5 4 0 1 0 0 0 0

* −15 9
√
5

4
631
84

4
√
5

21
17
84 −73

√
5

84 −53
84

47
√
5

84

* −15
√
5

4
45
16

715
√
5

336
377
84 −67

√
5

336 − 29
336 −53

√
5

336
235
336

* 35
2 −21

√
5

8 −379
72 −25

√
5

18
211
72

√
5

72
125
72 −47

√
5

72

* 35
√
5

2 −105
8 −379

√
5

72 −125
18

139
√
5

72
509
72

53
√
5

72 −163
72

* 105
4 −63

√
5

16 −379
48 −25

√
5

12
67
48

73
√
5

48
101
48 −95

√
5

48

* −105
√
5

4 −1701
16

379
√
5

48
125
12 −67

√
5

48 −365
48 −5

√
5

48
283
48

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.
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Собственные значения матрицы 𝐽 имеют вид

𝜆1=−1, 𝜆2=0, 𝜆3=4, 𝜆4=5, 𝜆5=24,

𝜆6,7=
1

2

(︁
5+

√︁
47±12

√
34i

)︁
≈ 4.65903±4.0511i,

𝜆8,9=
1

2

(︁
5−

√︁
47±12

√
34i

)︁
≈ 0.340974±4.0511i.

Получаем, что периодическое решение 𝜉0(𝑠) имеет один характеристический показатель с
отрицательной действительной частью, семь характеристических показателей с положитель-
ной действительной частью и один нулевой характеристический показатель. Лемма доказана.

В силу гиперболичности цикла 𝜉0(𝑠) имеет место сжатие по направлению 𝜇 и растяжение
по остальным направлениям [12]. Применяя к 𝜉0(𝑠) теорему об инвариантных многообразиях
[13], получаем, что система (11) имеет решение 𝜉(𝑠) = (𝜇(𝑠), 𝑧(𝑠)) ∈ R9, удовлетворяющее
условию ⃦⃦

𝜉(𝑠+𝑠0)−𝜉0(𝑠)
⃦⃦
𝑒𝑐𝑠→ 0 при 𝑠→+∞ (20)

для некоторых 𝑠0 и 𝑐> 0.
Таким образом, построено двумерное устойчивое многообразие цикла 𝜉0(𝑠) для систе-

мы (10) (рис. 3). Далее покажем, что это многообразие состоит из логарифмических спиралей.

Рис. 3. Решения системы (10)

Шаг 4 (обратный ход процедуры раздутия особенности). Пусть 𝑇 — момент попадания
решения 𝑧(𝑡) системы (9) в начало координат и 𝜉(𝑠) — решение системы (11), удовлетворя-
ющее условию (20). Из условия (20) могут быть получены следующие оценки [9]:

𝜇(𝑠)=𝜅𝑒−𝑠(1+𝑜(𝑒−𝑐𝜇𝑠)) при 𝑠→∞,

𝑒−𝑠(𝑡)=𝜅−1(𝑇 − 𝑡)(1+𝑜(𝑒−𝑐𝜇𝑠(𝑡))) при 𝑡→𝑇 −0,

𝑒−i𝛼𝑠(𝑡)= 𝑒i𝛼 ln(𝑇−𝑡)𝑒−i𝛼(ln𝜅+𝑜((𝑇−𝑡)𝑐𝜇 )) при 𝑡→𝑇 −0, (21)

где 𝜅 и 𝑐𝜇 — некоторые положительные постоянные.
Применяя (21) (аналогично [7]) к решению 𝜉(𝑠) системы (11), получаем окончательные

асимптотические формулы для решения 𝑧(𝑡) гамильтоновой системы (9) в форме логариф-
мических спиралей:

𝑧𝑚(𝑡)= |𝐺2𝐴𝑚−1|(𝑇 − 𝑡)5−𝑚(1+𝑜((𝑇 − 𝑡)𝜎))𝑒iArg (𝐺2𝐴𝑚−1)𝑒i𝛼 ln(𝑇−𝑡)𝑒i𝛼(𝛾+𝑜((𝑇−𝑡)
𝜎)),

𝑢(𝑡)= 𝑒iArg(𝐴0)𝑒i𝛼 ln(𝑇−𝑡)𝑒i𝛼(𝛾+𝑜((𝑇−𝑡)
𝜎)) при 𝑡→𝑇 −0,

где 𝜎 > 0, 𝛾= 𝑠0− ln𝜅∈R. Теорема доказана.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследовалась окрестность особого режима второго порядка в задачах опти-
мального управления, аффинных по управлению из круга. Рассмотрен случай, когда га-
мильтонова система имеет размерность 8 и является малым (в смысле действия группы
Фуллера) возмущением гамильтоновой системы обобщённой задачи Фуллера с управлением
из круга. Показано, что для такого класса задач сохраняются экстремали в виде логариф-
мических спиралей. Мы надеемся, что полученный результат может быть полезен не только
с теоретической точки зрения, но и в приложениях (см. [9–11]).

Авторы благодарны рецензенту за полезные комментарии.
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We study the neighbourhood of a singular second-order extremal in optimal control problems that are
affine in control in a disk. We consider the case when the Hamiltonian system has dimension 8 and is
a small (in the sense of the action of the Fuller group) perturbation of the Hamiltonian system of the
generalized Fuller problem with control in a disk. For this class of problems we prove the existence of
extremals in the form of logarithmic spirals, which reach the singular second-order extremal in a finite
time, while the control performs an infinite number of rotations around the circle.

Keywords: two-dimensional control in a disk, singular extremal, blow-up of a singularity, logarithmic
spiral, Hamiltonian system of Pontryagin’s maximum principle
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