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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Задача управляемости требует существования функции управления, переводящей систему
из заданного начального состояния в требуемое конечное состояние, причём эти состояния
могут выбираться произвольно в фазовом пространстве. Для решения этой задачи в слу-
чае бесконечномерного банахова пространства весьма эффективны методы многозначного
анализа (см., например, статью [1] и библиографию в ней). В работах [2, 3] получены ре-
зультаты об управляемости для систем, которые можно описать в терминах полулинейных
дифференциальных и функционально-дифференциальных включений в бесконечномерных
банаховых пространствах.

Актуальной задачей современной математики является моделирование процессов в систе-
мах управления с обратной связью. Зачастую это достигается с помощью дифференциальных
включений и вариационных неравенств различного типа в конечномерных и бесконечномер-
ных пространствах. Большой интерес представляет исследование систем управления, дина-
мика которых описывается дифференциальными или функционально-дифференциальными
уравнениями или включениями с управляющим параметром в бесконечномерном банаховом
пространстве. Во многих случаях налагаемые на выбор управления ограничения обратной
связи рассматриваются как решения так называемых sweeping процессов в гильбертовых
пространствах. Фундаментальные результаты о существовании, единственности и непрерыв-
ной зависимости решений для таких процессов были получены в [4–7].

В то же время имеется большое число работ, посвящённых теории дробного анализа
и дифференциальных уравнений и включений дробного порядка, имеющей многочленные
приложения в различных областях прикладной математики, физики, инженерии, биологии,
экономики и др. (см. монографии [8, 9]). В [10–13] исследованы вопросы разрешимости
дифференциальных уравнений, включений и краевых задач для них в случае дробного
порядка производной из интервала (0, 1).
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С использованием теории топологической степени уплотняющих мультиотображений в
настоящей статье устанавливается общий принцип управляемости для систем с обратной
связью, описываемых полулинейным дифференциальным включением дробного порядка и
sweeping процессом в гильбертовом пространстве.

Пусть 𝐸 — банахово пространство и 𝐻 — гильбертово пространство. Рассматривает-
ся система управления с обратной связью, описываемая следующими дифференциальным
включением и sweeping процессом:

𝐶𝐷𝛼
0 𝑥(𝑡)∈𝐴𝑥(𝑡)+𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))+𝐵𝑢(𝑡), 𝑡∈ [0, 𝑎], (1)

𝑥(0)=𝑥0, (2)

−𝑦′(𝑡)∈𝑁𝐶(𝑡)(𝑦(𝑡))+𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))+ 𝑙𝑦(𝑡), 𝑡∈ [0, 𝑎], (3)

𝑦(0)= 𝑦0 ∈𝐶(0), (4)

𝑥(𝑎)=𝑥1, (5)

где 𝐶𝐷𝛼
0 — дробная производная Капуто–Герасимова порядка 𝛼 ∈ (0, 1), 𝐶 : [0, 𝑎] ⊸ 𝐻 —

многозначное отображение с замкнутыми выпуклыми значениями, 𝐴 : 𝐷(𝐴)⊂𝐸→𝐸 — ли-
нейный замкнутый оператор, порождающий равномерно ограниченную 𝐶0-полугруппу опе-
раторов {𝑇 (𝑡), 𝑡⩾ 0} в 𝐸. Функция внешнего управления 𝑢(·) принадлежит пространству
𝐿∞([0, 𝑎];𝑈), 𝑈 — банахово пространство управлений, 𝐵 : 𝑈→𝐸 — ограниченный линейный
оператор. Для внутреннего управления 𝑦 через 𝑁𝐶(𝑡)(𝑦) обозначается нормальный конус,
определённый по выпуклому замкнутому множеству 𝐶(𝑡)⊂𝐻 как

𝑁𝐶(𝑡)(𝑦)=

{︃
{𝜉 ∈𝐻 : ⟨𝜉, 𝑐−𝑦⟩⩽ 0 для всех 𝑐∈𝐶(𝑡)}, если 𝑦 ∈𝐶(𝑡),
∅, если 𝑦 /∈𝐶(𝑡),

(6)

𝐹 : [0, 𝑎]×𝐸×𝐻⊸𝐸 — многозначное отображение типа Каратеодори, 𝑔 : [0, 𝑎]×𝐸×𝐻→𝐻 —
нелинейное однозначное отображение, 𝑥0, 𝑥1 ∈𝐸 и 𝑦0 ∈𝐻 наперёд заданы, число 𝑙 > 0.

Задача управляемости формулируется следующим образом: для данных 𝑥0, 𝑥1 исследо-
вать вопрос существования решений 𝑥∈𝐶([0, 𝑎];𝐸), 𝑦∈𝐶([0, 𝑎];𝐻) системы (1)–(4) и функции
управления 𝑢∈𝐿∞([0, 𝑎];𝑈) таких, чтобы выполнялось условие (5).

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

2.1. ПОНЯТИЯ ДРОБНОГО ИНТЕГРАЛА И ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ

Определение 1. Дробным интегралом порядка 𝛼>0 от функции 𝑔 : [0, 𝑎]→𝐸 называется
функция

𝐼𝛼0 𝑔(𝑡)=
1

Γ(𝛼)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝑔(𝑠) 𝑑𝑠,

где Γ(𝛼)=
´∞
0 𝑥𝛼−1𝑒−𝑥 𝑑𝑥 — гамма-функция Эйлера.

Определение 2. Дробной производной Капуто–Герасимова порядка 𝛼∈ (0, 1) функции
𝑔 ∈𝐶1([0, 𝑎];𝐸) называется функция

𝐶𝐷𝛼
0 𝑔(𝑡)=

1

Γ(1−𝛼)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)−𝛼𝑔′(𝑠) 𝑑𝑠.
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2.2. МЕРЫ НЕКОМПАКТНОСТИ

Введём следующие обозначения множеств: 𝑃 (𝐸)={𝐴⊆𝐸 : 𝐴 ̸=∅}; 𝑃𝑏(𝐸)={𝐴∈𝑃 (𝐸) : 𝐴 —
ограничено}; 𝑃𝑣(𝐸)={𝐴∈𝑃 (𝐸) : 𝐴 — выпукло}; 𝐽(𝐸)={𝐴∈𝑃 (𝐸) : 𝐴 — замкнуто}; 𝐽𝑏(𝐸)=
= {𝐴∈𝑃 (𝐸) : 𝐴 — замкнуто и ограничено}; 𝐽𝑣(𝐸)= {𝐴∈𝑃 (𝐸) : 𝐴 — замкнуто и выпукло};
𝐾(𝐸)= {𝐴∈𝑃𝑏(𝐸) : 𝐴 — компактно}; 𝐾𝑣(𝐸)=𝑃𝑣(𝐸)∩𝐾(𝐸).

Определение 3. Пусть (𝒜,⩾) — частично упорядоченное множество. Тогда функция
𝛽 : 𝑃𝑏(𝐸) → 𝒜 называется мерой некомпактности (далее МНК ) в 𝐸, если для любого
Ω∈𝑃𝑏(𝐸) выполняется равенство 𝛽(coΩ)= 𝛽(Ω), где coΩ обозначает замыкание выпуклой
оболочки Ω.

МHK 𝛽 называется:
– монотонной, если для любых Ω0,Ω1 ∈𝑃𝑏(𝐸) из Ω0⊆Ω1 следует, что 𝛽(Ω0)⩽𝛽(Ω1);
– несингулярной, если для любого 𝑎∈𝐸 и любого Ω∈𝑃𝑏(𝐸) выполнено 𝛽({𝑎}∪Ω)=𝛽(Ω);
– инвариантной относительно объединения с компактным множеством, если 𝛽(Ω∪𝐾)=

=𝛽(Ω) для любого Ω∈𝑃𝑏(𝐸) и относительно компактного множества 𝐾 ⊂𝐸;
– вещественной, если 𝒜 — множество вещественных чисел R с естественным упорядо-

чением.
Если 𝒜 — конус в банаховом пространстве, то МНК 𝛽 называется:
– алгебраически полуаддитивной, если 𝛽(Ω0+Ω1)⩽𝛽(Ω0)+𝛽(Ω1) для любых Ω0,Ω1∈𝑃𝑏(𝐸);
– правильной, если 𝛽(Ω)=0 равносильно относительной компактности Ω.
Примером вещественной МНК в пространстве 𝐸, обладающей всеми перечисленными

выше свойствами, является МНК Хаусдорфа

𝜒𝐸(Ω)= inf{𝜀> 0, для которых Ω имеет конечную 𝜀-сеть},

которая удовлетворяет также свойству полуоднородности 𝜒𝐸(𝜆Ω)= |𝜆|𝜒𝐸(Ω) для всех 𝜆∈R
и Ω∈𝑃𝑏(𝐸). Более того, если ℒ : 𝐸→𝐸 — линейный ограниченный оператор, то 𝜒𝐸(ℒ(Ω))⩽
⩽ ‖ℒ‖𝜒𝐸(Ω) для любого Ω∈𝑃𝑏(𝐸).

Норма множества 𝑀 ∈𝑃𝑏(𝐸) определяется по формуле ‖𝑀‖=sup𝑥∈𝑀 ‖𝑥‖𝐸 .

2.3. МНОГОЗНАЧНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

Следующие понятия и утверждения можно найти в монографиях [14, 15].
Определение 4. Пусть 𝑋 — метрическое пространство. Многозначное отображение

(мультиотображение) ℱ : 𝑋→𝑃 (𝐸) называется:
– полунепрерывным сверху (п.н.с.), если ℱ−1(𝑉 ) = {𝑥 ∈𝑋 : ℱ(𝑥)⊂ 𝑉 } — открытое под-

множество 𝑋 для любого открытого множества 𝑉 ⊂𝐸;
– замкнутым, если график Γℱ = {(𝑥, 𝑦) : 𝑦 ∈ℱ(𝑥)} — замкнутое подмножество 𝑋×𝐸;
– компактным, если ℱ(𝑋) относительно компактно в 𝐸.
Определение 5. Мультиотображение ℱ : 𝑋 ⊆𝐸→𝐾(𝐸) называется уплотняющим от-

носительно МНК 𝛽 (𝛽-уплотняющим), если для любого ограниченного множества Ω⊆𝑋,
не являющегося относительно компактным, выполнено условие 𝛽(ℱ(Ω)) ̸⩾𝛽(Ω).

Справедлива следующая теорема о неподвижной точке для уплотняющих мультиотоб-
ражений.

Теорема 1. Пусть ℳ — выпуклое замкнутое подмножество 𝐸 и ℱ : ℳ→𝐾𝑣(ℳ) —
замкнутое 𝛽-уплотняющее мультиотображение, где 𝛽 — несингулярная мера некомпакт-
ности в 𝐸. Тогда множество неподвижных точек ℱ : Fixℱ := {𝑥 : 𝑥∈ℱ(𝑥)} непустое.
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2.4. ИЗМЕРИМЫЕ МУЛЬТИФУНКЦИИ

Сформулируем необходимые далее понятия (см., например, [14, 15]).
Определение 6. Мультифункция 𝐺 : [0, 𝑎]→𝐾(𝐸) для 𝑝⩾ 1 называется:
– 𝐿𝑝-интегрируемой, если она допускает 𝐿𝑝-интегрируемое сечение по Бохнеру, т.е. су-

ществует функция 𝑔 ∈𝐿𝑝([0, 𝑎];𝐸) такая, что 𝑔(𝑡)∈𝐺(𝑡) для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑎];
– 𝐿𝑝-интегрально ограниченной, если существует функция 𝜉 ∈𝐿𝑝([0, 𝑎]) такая, что

‖𝐺(𝑡)‖ := sup{‖𝑔‖𝐸 : 𝑔(𝑡)∈𝐺(𝑡)}⩽ 𝜉(𝑡) для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑎].

Множество всех 𝐿𝑝-интегрируемых сечений мультифункции 𝐺 : [0, 𝑎]→𝐾(𝐸) обозначает-
ся 𝒮𝑝𝐺.

Определение 7. Последовательность функций {𝜉𝑛} ⊂ 𝐿𝑝([0, 𝑎];𝐸), 𝑝 ⩾ 1, называется
𝐿𝑝-полукомпактной, если она 𝐿𝑝-интегрально ограничена, т.е.

‖𝜉𝑛(𝑡)‖𝐸 ⩽ 𝑣(𝑡) для всех 𝑛∈N и п.в. 𝑡∈ [0, 𝑎],

где 𝑣 ∈𝐿𝑝+([0, 𝑎]) и множество {𝜉𝑛(𝑡)} относительно компактно в 𝐸 для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑎].
Определение 8. Мультифункция 𝐺 называется измеримой, если 𝐺−1(𝑉 ) измеримо (от-

носительно меры Лебега на отрезке [0, 𝑎]) для любого открытого подмножества 𝑉 ⊂𝐸.
Для 𝐿𝑝-интегрируемой мультифункции 𝐺 определён многозначный интеграл

𝑡ˆ

0

𝐺(𝑠)𝑑𝑠 :=

{︂ 𝑡ˆ

0

𝑔(𝑠) 𝑑𝑠 : 𝑔 ∈𝒮𝑝𝐺

}︂
для любого 𝑡∈ [0, 𝑎].

Лемма 1 (см. [14], теорема 4.2.1). Пусть последовательность функций {𝜉𝑛}⊂𝐿1([0, 𝑎];𝐸)
является 𝐿1-интегрально ограниченной. Предположим, что 𝜒𝐸({𝜉𝑛}(𝑡))⩽ 𝑘(𝑡) для п.в. 𝑡∈
∈ [0, 𝑎] и для всех 𝑛∈N, где 𝑘∈𝐿1

+([0, 𝑎]). Тогда для любого 𝛿 > 0 существуют компактное
множество 𝐾𝛿 ⊂ 𝐸, множество 𝑚𝛿 ⊂ [0, 𝑎] с лебеговой мерой mes𝑚𝛿 < 𝛿 и множество
функций 𝐺𝛿 ⊂𝐿1([0, 𝑎];𝐸) со значениями в 𝐾𝛿 такие, что для любого 𝑛 ∈N существует
функция 𝑏𝑛 ∈𝐺𝛿, для которой

‖𝜉𝑛(𝑡)−𝑏𝑛(𝑡)‖𝐸 ⩽ 2𝑘(𝑡)+𝛿, 𝑡∈ [0, 𝑎]∖𝑚𝛿.

Более того, последовательность {𝑏𝑛} может быть выбрана так, что 𝑏𝑛≡ 0 на 𝑚𝛿 и эта
последовательность слабо компактна.

2.5. SWEEPING ПРОЦЕССЫ

Напомним некоторые понятия и определения, которые понадобятся в дальнейшем.
Пусть 𝑀 — непустое замкнутое множество в гильбертовом пространстве 𝐻 и 𝑥 ∈𝐻,

тогда расстояние от 𝑥 до 𝑀 , обозначаемое как 𝑑(𝑥,𝑀), определяется по формуле

𝑑(𝑥,𝑀)= inf{‖𝑥−𝑧‖ : 𝑧 ∈𝑀},

а проекция элемента 𝑥 на 𝑀 как

𝑝𝑟𝑀 (𝑥)= {𝑧 ∈𝑀 : 𝑑(𝑥,𝑀)= ‖𝑥−𝑧‖}.

Если 𝑧∈𝑝𝑟𝑀 (𝑥) и 𝑐⩾0, то вектор 𝑐(𝑥−𝑧) называется проксимально нормальным для 𝑀
в точке 𝑧. Множество всех таких векторов образует конус, называемый проксимальным
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нормальным конусом для 𝑀 в точке 𝑧. Он обозначается как 𝑁𝑃
𝑀 (𝑧). Предельный нормальный

конус определяется как

𝑁𝐿
𝑀 (𝑧)= {𝜂 ∈𝐻 : 𝜂𝑛⇀𝜂, 𝜂𝑛 ∈𝑁𝑃

𝑀 (𝑧𝑛), 𝑧𝑛→ 𝑧}.

Для фиксированного 𝑟>0 множество 𝑀 называется 𝑟-prox регулярным, если для каждого
𝑧 ∈𝑀 и произвольного 𝜂∈𝑁𝐿

𝑀 (𝑧) такого, что ‖𝜂‖< 1, выполняется 𝑧= 𝑝𝑟𝑀 (𝑧+𝑟𝜂). Если 𝑀
является 𝑟-prox регулярным, то справедливы следующие свойства (см. [6]):

– для каждого 𝑧 ∈𝑀 все нормальные конусы, определённые выше, совпадают (в таком
случае их обозначают более просто 𝑁𝑀 (𝑧));

– для любого 𝑧∈𝐻 такого, что 𝑑(𝑧,𝑀)<𝑟, множество 𝑝𝑟𝑀 (𝑧) является одноэлементным.
Пусть мультифункция 𝐶 : [0, 𝑎]→ 𝐽(𝐻) такова, что
(A1) для каждого 𝑡∈ [0, 𝑎] множество 𝐶(𝑡) является 𝑟-prox регулярным;
(A2) существует абсолютно непрерывная функция 𝜗 : [0, 𝑎]→R такая, что для каждого

𝑥∈𝐻 и 𝑠, 𝑡∈ [0, 𝑎]
|𝑑(𝑥,𝐶(𝑡))−𝑑(𝑥,𝐶(𝑠))|⩽ |𝜗(𝑡)−𝜗(𝑠)|.

Теорема 2 [6]. Предположим, что мультифункция 𝐶(·) удовлетворяет условиям (A1)
и (A2). Пусть ℎ : [0, 𝑎]→𝐻 — интегрируемое отображение. Тогда для каждого 𝜂0 ∈𝐶(0)
sweeping процесс с возмущением

−𝑦′(𝑡)∈𝑁𝐶(𝑡)(𝑦(𝑡))+ℎ(𝑡) для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑎], 𝑦(0)= 𝜂0,

имеет единственное абсолютно непрерывное решение 𝑦. Более того, справедлива оценка

‖𝑦′(𝑡)+ℎ(𝑡)‖⩽ ‖ℎ(𝑡)‖+ |𝜗′(𝑡)| для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑎]. (7)

Теорема 3 [6]. Предположим, что мультифункция 𝐶(·) удовлетворяет условиям (A1)
и (A2). Пусть 𝑓 : [0, 𝑎]×𝐻→𝐻 удовлетворяет условиям:

– для каждого 𝑥∈𝐻 функция 𝑓(·, 𝑥) : [0, 𝑎]→𝐻 измерима;
– для любого 𝛿 > 0 существует неотрицательная функция 𝑘𝛿 ∈𝐿1[0, 𝑎] такая, что для

каждого (𝑥, 𝑦)∈𝐵𝛿(0)×𝐵𝛿(0) имеем

‖𝑓(𝑡, 𝑥)−𝑓(𝑡, 𝑦)‖⩽ 𝑘𝛿(𝑡)‖𝑥−𝑦‖ для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑎];

– существует неотрицательная функция 𝜍∈𝐿1[0,𝑎] такая, что для каждого 𝑥∈
⋃︀
𝑠∈[0,𝑎]𝐶(𝑠)

‖𝑓(𝑡, 𝑥)‖⩽ 𝜍(𝑡)(1+‖𝑥‖) для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑎].

Тогда для любого 𝜂0 ∈𝐶(0) возмущённый sweeping процесс

−𝑦′(𝑡)∈𝑁𝐶(𝑡)(𝑦(𝑡))+𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡)) для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑎], 𝑦(0)= 𝜂0,

имеет единственное абсолютно непрерывное решение 𝑦.
Для мультифункции 𝐶 : [0, 𝑎]→𝐽𝑣(𝐻) рассмотрим следующий sweeping процесс с возму-

щением:
−𝑦′(𝑡)∈𝑁𝐶(𝑡)(𝑦(𝑡))+ℎ(𝑡)+ 𝑙𝑦(𝑡), (8)

где ℎ : [0, 𝑎]→𝐻 — ограниченная измеримая функция и 𝑙 > 0.
Будем полагать, что мультифункция 𝐶 удовлетворяет следующим свойствам:
(A2′) существует 𝐿𝐶 > 0 такое, что для любых 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 𝑎] выполняется оценка

𝑑𝐻(𝐶(𝑡1), 𝐶(𝑡2))⩽𝐿𝐶 |𝑡1− 𝑡2|, (9)
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где 𝑑𝐻(𝐶1, 𝐶2) — хаусдорфово расстояние между 𝐶1, 𝐶2⊂𝐻, определённое как

𝑑𝐻(𝐶1, 𝐶2)=max
{︁
sup
𝑎∈𝐶2

𝑑(𝑎,𝐶1), sup
𝑏∈𝐶1

𝑑(𝑏, 𝐶2)
}︁
;

(A3) множество
⋃︀
𝑡∈[0,𝑎]𝐶(𝑡) относительно компактно.

Заметим, что условие (A2′) является частным случаем (A2), где 𝑣(𝑡)=𝐿𝐶𝑡.
При выполнении условия (A2′) для начального условия 𝑦(0)∈𝐶(0) sweeping процесс (8)

допускает единственное абсолютно непрерывное решение 𝑦(𝑡), удовлетворяющее (8) для п.в.
𝑡∈ [0, 𝑎] (теорема 3).

Пусть отображение 𝑔 : [0, 𝑎]×𝐸×𝐻→𝐻 при всех фиксированных (𝑥, 𝑦)∈𝐸×𝐻 является
измеримой на отрезке [0, 𝑎] функцией и подчиняется следующим условиям:

(g1) существуют константы 𝑚1,𝑚2> 0 такие, что для всех 𝑡∈R, 𝑥1, 𝑥2 ∈𝐸 и 𝑦1, 𝑦2 ∈𝐻

‖𝑔(𝑡, 𝑥1, 𝑦1)−𝑔(𝑡, 𝑥2, 𝑦2)‖𝐻 ⩽𝑚1‖𝑥1−𝑥2‖𝐸+𝑚2‖𝑦1−𝑦2‖𝐻 , 𝑡∈ [0, 𝑎];

(g2) существует функция 𝜎 ∈𝐿1
+([0, 𝑎]) такая, что

‖𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑦)‖𝐻 ⩽𝜎(𝑡)(1+‖𝑥‖𝐸+‖𝑦‖𝐻) для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑎].

Из теорем 2 и 3 следует, что при выполнении условий (A1), (A2′), (A3), (g1), (g2) для
каждого 𝑥∈𝐶([0, 𝑎];𝐸) задача (3), (4) имеет единственное решение 𝑦𝑥 ∈𝐶([0, 𝑎];𝐻).

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Будем полагать, что мультиотображение 𝐹 : [0, 𝑎]×𝐸×𝐻→𝐾𝑣(𝐸) задачи (1), (2) удо-
влетворяет следующим условиям:

(B1) для всех (𝑥, 𝑦)∈𝐸×𝐻 мультифункция 𝐹 (·, 𝑥, 𝑦) : [0, 𝑎]→𝐾𝑣(𝐸) допускает измеримое
сечение;

(B2) для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑎] многозначное отображение 𝐹 (𝑡, ·, ·) : 𝐸×𝐻→𝐾𝑣(𝐸) полунепрерывно
сверху;

(B3) для каждого 𝑟>0 существует функция 𝜔𝑟 ∈𝐿∞
+ ([0, 𝑎]) такая, что ‖𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑦)‖𝐸⩽𝜔𝑟(𝑡)

для всех (𝑥, 𝑦)∈𝐸×𝐻, ‖𝑥‖𝐸 <𝑟, ‖𝑦‖𝐻 <𝑟;
(B4) существует функция 𝜇∈𝐿∞

+ ([0, 𝑎]) такая, что для любого ограниченного множества
Ω⊂𝐸 и 𝑦∈𝐻 справедливо неравенство 𝜒𝐸(𝐹 (𝑡,Ω, 𝑦))⩽𝜇(𝑡)𝜒𝐸(Ω) для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑎], где 𝜒𝐸 —
МНК Хаусдорфа в 𝐸.

В свою очередь, на оператор 𝐴 наложим следующее условие:
(A) оператор 𝐴 : 𝐷(𝐴)⊂𝐸→𝐸 порождает ограниченную 𝐶0-полугруппу {𝑇 (𝑡)}𝑡⩾0 линей-

ных операторов в 𝐸.
Обозначим 𝑀 =sup{‖𝑇 (𝑡)‖; 𝑡⩾ 0}.
Для функции 𝑥∈𝐶([0, 𝑎];𝐸) рассмотрим мультифункцию Φ𝐹 : [0, 𝑎]→𝐾𝑣(𝐸), определяе-

мую равенством
Φ𝐹 (𝑡)=𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦𝑥(𝑡)).

Из условий (B1)–(B3) следует, что мультифункция Φ𝐹 является 𝐿∞-интегрируемой. По-
этому суперпозиционный мультиоператор 𝒫∞

𝐹 : 𝐶([0, 𝑎];𝐸)→ 𝑃 (𝐿∞([0, 𝑎];𝐸)), заданный по
формуле

𝒫∞
𝐹 (𝑥)= {𝑓 ∈𝐿∞([0, 𝑎];𝐸) : 𝑓(𝑡)∈𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦𝑥(𝑡)) для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑎]},

корректно определён.
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Определение 9. Интегральным решением задачи (1), (2) на отрезке [0, 𝑎] называется
функция 𝑥∈𝐶([0, 𝑎];𝐸), определяемая как

𝑥(𝑡)=𝒢(𝑡)𝑥0+
𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡−𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠+
𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡−𝑠)𝐵𝑢(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡∈ [0, 𝑎],

где 𝑓 ∈𝒫∞
𝐹 (𝑥), 𝑢∈𝐿∞([0, 𝑎];𝑈),

𝒢(𝑡)=
∞̂

0

𝜉𝛼(𝜃)𝑇 (𝑡
𝛼𝜃) 𝑑𝜃, 𝒯 (𝑡)=𝛼

∞̂

0

𝜃𝜉𝛼(𝜃)𝑇 (𝑡
𝛼𝜃) 𝑑𝜃, 𝜉𝛼(𝜃)=

1

𝛼
𝜃−1−1/𝛼Ψ𝛼(𝜃

−1/𝛼),

Ψ𝛼(𝜃)=
1

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1𝜃−𝛼𝑛−1Γ(𝑛𝛼+1)

𝑛!
sin(𝑛𝜋𝛼), 𝜃∈R+.

Замечание. 𝜉𝛼(𝜃)⩾ 0,
´∞
0 𝜉𝛼(𝜃) 𝑑𝜃=1,

´∞
0 𝜃𝜉𝛼(𝜃) 𝑑𝜃=1/Γ(𝛼+1).

Лемма 2 [13]. Оператор-функции 𝒢 и 𝒯 обладают следующими свойствами:
– для каждого 𝑡∈ [0, 𝑎] 𝒢(𝑡) и 𝒯 (𝑡) являются линейными ограниченными операторами,

более того

‖𝒢(𝑡)𝑥‖𝐸 ⩽𝑀‖𝑥‖𝐸 , ‖𝒯 (𝑡)𝑥‖𝐸 ⩽
𝑀

Γ(𝛼)
‖𝑥‖𝐸 ; (10)

– оператор-функции 𝒢(𝑡) и 𝒯 (𝑡) являются сильно непрерывными для всех 𝑡∈ [0, 𝑎].
Для достижения поставленной цели стандартно предположим, что соответствующая ли-

нейная задача управляемости разрешима, т.е. будем полагать, что оператор управления
𝑊 : 𝐿∞([0, 𝑎];𝑈)→𝐸, заданный как

𝑊𝑢=

𝑎ˆ

0

(𝑎−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑎−𝑠)𝐵𝑢(𝑠) 𝑑𝑠,

имеет ограниченный правый обратный оператор 𝑊−1 : 𝐸→𝐿∞([0, 𝑎];𝑈).

Пусть оператор 𝑊−1 удовлетворяет условию регулярности:
(W) существует функция 𝛾∈𝐿∞

+ ([0, 𝑎]) такая, что для каждого ограниченного множества
Ω⊂𝐸

𝜒𝑈 (𝑊
−1(Ω)(𝑡))⩽ 𝛾(𝑡)𝜒𝐸(Ω) для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑎],

где 𝜒𝑈 — МНК Хаусдорфа в 𝑈 .
Пусть 𝑀1, 𝑀2 — положительные константы такие, что

‖𝐵‖⩽𝑀1, ‖𝑊−1‖⩽𝑀2. (11)

Рассмотрим оператор 𝑆 : 𝐿∞([0, 𝑎];𝐸)→𝐶([0, 𝑎];𝐸):

𝑆(𝑓)(𝑡)=

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡−𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠+

+

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡−𝑠)
[︂
𝐵𝑊−1

(︂
𝑥1−𝒢(𝑎)𝑥0−

𝑎ˆ

0

(𝑎−𝜏)𝛼−1𝒯 (𝑎−𝜏)𝑓(𝜏) 𝑑𝜏
)︂
(𝑠)

]︂
𝑑𝑠=:𝑆′(𝑓)+𝑆′′

2 (𝑓).

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 11 2024



1506 ПЕТРОСЯН

Лемма 3. Пусть последовательность {𝜂𝑛}⊂𝐿𝑝([0, 𝑎];𝐸), где 1/𝛼<𝑝⩽∞, ограничена и
𝜂𝑛⇀𝜂0 в 𝐿1([0, 𝑎];𝐸). Тогда 𝑆′(𝜂𝑛)⇀𝑆′(𝜂0) в 𝐶([0, 𝑎];𝐸).

Доказательство. Для числа 𝑑> 0 рассмотрим оператор 𝑆′
𝑑 : 𝐿

1([0, 𝑎];𝐸)→𝐶([0, 𝑎];𝐸):

𝑆′
𝑑(𝜂𝑛)=

{︃
0, 𝑡⩽ 𝑑,´ 𝑡−𝑑
0 (𝑡−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡−𝑠)𝜂𝑛(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡> 𝑑.

Поскольку интеграл в последнем выражении является непрерывной функцией на [0, 𝑡−𝑑],
то имеем сходимость

𝑆′
𝑑(𝜂𝑛)⇀𝑆′

𝑑(𝜂0) (12)

в пространстве 𝐶([0, 𝑎];𝐸). Пусть 𝜓 — непрерывный линейный функционал на 𝐶([0, 𝑎];𝐸),
т.е. 𝜓 ∈𝐶*([0, 𝑎];𝐸). Тогда получаем

(𝜓, 𝑆′(𝜂𝑛))= (𝜓, 𝑆′
𝑑(𝜂𝑛))+(𝜓, 𝑆′(𝜂𝑛)−𝑆′

𝑑(𝜂𝑛)), 𝑛=0, 1, 2, . . . (13)

Из определения оператора 𝑆′
𝑑 следует его представление

(𝑆′(𝜂𝑛)−𝑆′
𝑑(𝜂𝑛))(𝑡)=

{︃´ 𝑡
0 (𝑡−𝑠)

𝛼−1𝒯 (𝑡−𝑠)𝜂𝑛(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡⩽ 𝑑,´ 𝑡
𝑡−𝑑(𝑡−𝑠)

𝛼−1𝒯 (𝑡−𝑠)𝜂𝑛(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡> 𝑑,

откуда с учётом леммы 2 вытекают оценки

‖𝑆′(𝜂𝑛)−𝑆′
𝑑(𝜂𝑛)‖𝐶([0,𝑎];𝐸)⩽

{︃´ 𝑡
0 (𝑡−𝑠)

𝛼−1‖𝒯 (𝑡−𝑠)‖ ‖𝜂𝑛(𝑠)‖ 𝑑𝑠, 𝑡⩽ 𝑑,´ 𝑡
𝑡−𝑑(𝑡−𝑠)

𝛼−1‖𝒯 (𝑡−𝑠)‖ ‖𝜂𝑛(𝑠)‖ 𝑑𝑠, 𝑡> 𝑑.

Следовательно, для 𝑝∈ (1/𝛼,∞) имеем

‖𝑆′(𝜂𝑛)−𝑆′
𝑑(𝜂𝑛)‖𝐶([0,𝑎];𝐸)⩽

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︂ 𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)
(𝛼−1)𝑝
𝑝−1 𝑑𝑠

)︂𝑝−1
𝑝
(︂ 𝑡ˆ

0

‖𝒯 (𝑡−𝑠)‖𝑝 ‖𝜂𝑛(𝑠)‖𝑝 𝑑𝑠
)︂1

𝑝

, 𝑡⩽ 𝑑,

(︂ 𝑡ˆ

𝑡−𝑑

(𝑡−𝑠)
(𝛼−1)𝑝
𝑝−1 𝑑𝑠

)︂𝑝−1
𝑝
(︂ 𝑡ˆ

𝑡−𝑑

‖𝒯 (𝑡−𝑠)‖𝑝 ‖𝜂𝑛(𝑠)‖𝑝 𝑑𝑠
)︂1

𝑝

, 𝑡 > 𝑑

⩽

⩽
𝑀𝑑

𝛼− 1
𝑝

Γ(𝛼)

[︂
𝑝−1

𝛼𝑝−1

]︂ 𝑝−1
𝑝

‖𝜂𝑛‖𝐿𝑝 .

В свою очередь, для 𝑝=∞ получаем

‖𝑆′(𝜂𝑛)−𝑆′
𝑑(𝜂𝑛)‖𝐶([0,𝑎];𝐸)⩽

𝑀𝑑𝛼

Γ(𝛼)
‖𝜂𝑛‖𝐿∞ .

Тогда для произвольного 𝜖>0 можно подобрать 𝑑>0 такое, что справедлива следующая
оценка:

‖𝑆′(𝜂𝑛)−𝑆′
𝑑(𝜂𝑛)‖𝐶([0,𝑎];𝐸)⩽

𝜖

4‖𝜓‖𝐶*([0,𝑎];𝐸)
. (14)

С учётом (12) (𝜓, 𝑆′
𝑑(𝜂𝑛))→ (𝜓, 𝑆′

𝑑(𝜂0)), но тогда для данного 𝜖 можно подобрать 𝑛0 такое,
что

(𝜓, 𝑆𝑑(𝜂𝑛0)−𝑆𝑑(𝜂0))<𝜖/2. (15)
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Теперь, используя (13)–(15), получаем неравенство

(𝜓, 𝑆′(𝜂𝑛)−𝑆′(𝜂0))= (𝜓, 𝑆′
𝑑(𝜂𝑛)−𝑆′

𝑑(𝜂0))+(𝜓, 𝑆′(𝜂𝑛)−𝑆′
𝑑(𝜂𝑛))+(𝜓, 𝑆′

𝑑(𝜂0)−𝑆′(𝜂0))<

<
𝜖

2
+2‖𝜓‖𝐶*([0,𝑎];𝐸)

𝜖

4‖𝜓‖𝐶*([0,𝑎];𝐸)
= 𝜖,

доказывающее утверждение леммы.
Лемма 4. Пусть Δ — ограниченное подмножество 𝐿∞([0, 𝑎];𝐸) такое, что 𝜒𝐸(Δ(𝑡))⩽

⩽𝜅(𝑡) для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑎], где 𝜅∈𝐿∞
+ [0, 𝑎]. Тогда

𝜒𝐸(𝑆
′(Δ)(𝑡))⩽

2𝑀

Γ(𝛼)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝜅(𝑠) 𝑑𝑠.

Доказательство. Пусть ‖Δ‖⩽𝐾. Тогда, используя оценку (10), можно утверждать, что
𝑆′
𝑑(Δ) является 𝑀𝑑𝛼𝐾/Γ(𝛼)-сетью в пространстве 𝐶([0, 𝑎];𝐸) для множества 𝑆′(Δ) и

𝜒𝐸(𝑆
′
𝑑(Δ)(𝑡))⩽ 2

𝑀

Γ(𝛼)

𝑡−𝑑ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝜅(𝑠) 𝑑𝑠.

Теперь остаётся лишь сослаться на малость 𝑑. Лемма доказана.
Используя лемму 3, по аналогии с доказательством леммы 4.2.1 из [14] устанавливается

справедливость следующего утверждения.
Лемма 5. Оператор 𝑆′ удовлетворяет следующим свойствам:
– если 1/𝛼<𝑝<∞, то существует константа 𝑞⩾ 0 такая, что

‖𝑆′(𝜉)(𝑡)−𝑆′(𝜂)(𝑡)‖𝐸 ⩽ 𝑞

𝑡ˆ

0

‖𝜉(𝑠)−𝜂(𝑠)‖𝐸 𝑑𝑠, 𝜉, 𝜂 ∈𝐿1([0, 𝑎];𝐸);

– для каждого компактного множества 𝐾⊂𝐸 и ограниченной последовательноси {𝜂𝑛}⊂
⊂ 𝐿1([0, 𝑎];𝐸) такой, что {𝜂𝑛(𝑡)} ⊂ 𝐾 для п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝑎], слабая сходимость 𝜂𝑛 ⇀ 𝜂0 в
𝐿1([0, 𝑎];𝐸) влечёт сходимость 𝑆′(𝜂𝑛)→𝑆′(𝜂0) в 𝐶([0, 𝑇 ];𝐸).

Лемма 6. Пусть Ω⊂𝐶([0, 𝑎];𝐸) — непустое ограниченное множество и Ω(𝑡) относи-
тельно компактно в 𝐸 при каждом 𝑡∈ [0, 𝑎]. Тогда множество{︂

𝑆′ ∘𝒫∞
𝐹 (Ω)(𝑡)=

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡−𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠 : 𝑓 ∈𝒫∞
𝐹 (Ω)

}︂
является равностепенно непрерывным в 𝐶([0, 𝑎];𝐸).

Доказательство. Зафиксируем 𝜖 > 0 и возьмём 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 𝑎] такие, что 0< 𝑡1 < 𝑡2 ⩽ 𝑎.
Тогда для произвольного 𝑓 ∈𝒫∞

𝐹 (Ω) имеем

‖𝑆′(𝑓)(𝑡2)−𝑆′(𝑓)(𝑡1)‖𝐸 ⩽

⃦⃦⃦⃦ 𝑡2ˆ

0

(𝑡2−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡2−𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠−
𝑡1ˆ

0

(𝑡1−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡1−𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠
⃦⃦⃦⃦
𝐸

⩽

⩽

⃦⃦⃦⃦ 𝑡2ˆ

𝑡1

(𝑡2−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡2−𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠
⃦⃦⃦⃦
𝐸

+

+

⃦⃦⃦⃦ 𝑡1ˆ

0

((𝑡2−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡2−𝑠)−(𝑡1−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡1−𝑠))𝑓(𝑠) 𝑑𝑠
⃦⃦⃦⃦
𝐸

=:𝑍1+𝑍2.
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Используя лемму 2 и условие (B3), можно подобрать 𝛿1>0, для которого из неравенства
|𝑡2− 𝑡1|<𝛿1 для 𝑓 ∈𝒫∞

𝐹 (𝑥), 𝑥∈Ω, следует оценка

𝑍1⩽
𝑀‖𝜔𝑟Ω‖∞

Γ(𝛼)

(𝑡2− 𝑡1)𝛼

𝛼
<
𝜖

6
.

Для оценки 𝑍2 возьмём

𝑑< 𝛿2 :=

[︂
𝜖Γ(1+𝛼)/6

𝑀‖𝜔𝑟Ω‖∞(2𝛼+1)

]︂ 1
𝛼

.

Тогда для 𝑡1<𝑑 и 𝑡2− 𝑡1<𝑑 получим

𝑍2⩽

𝑡1ˆ

0

(𝑡2−𝑠)𝛼−1‖𝒯 (𝑡2−𝑠)‖ ‖𝑓(𝑠)‖ 𝑑𝑠+
𝑡1ˆ

0

(𝑡1−𝑠)𝛼−1‖𝒯 (𝑡1−𝑠)‖ ‖𝑓(𝑠)‖ 𝑑𝑠⩽

⩽

𝑡2ˆ

0

(𝑡2−𝑠)𝛼−1‖𝒯 (𝑡2−𝑠)‖ ‖𝑓(𝑠)‖ 𝑑𝑠+
𝑡1ˆ

0

(𝑡1−𝑠)𝛼−1‖𝒯 (𝑡1−𝑠)‖ ‖𝑓(𝑠)‖ 𝑑𝑠⩽

⩽
𝑀‖𝜔𝑟Ω‖∞
Γ(1+𝛼)

(2𝛼+1)𝑑𝛼<
𝜖

6
.

Для 𝑡1>𝑑 имеем

𝑍2⩽

⃦⃦⃦⃦𝑡1−𝑑ˆ
0

((𝑡2−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡2−𝑠)−(𝑡1−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡1−𝑠))𝑓(𝑠) 𝑑𝑠
⃦⃦⃦⃦
𝐸

+

+

⃦⃦⃦⃦ 𝑡1ˆ

𝑡1−𝑑

((𝑡2−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡2−𝑠)−(𝑡1−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡1−𝑠))𝑓(𝑠) 𝑑𝑠
⃦⃦⃦⃦
𝐸

=: 𝐼1+𝐼2.

Возьмём 𝑑 настолько малым, чтобы

𝐼2⩽
𝑀‖𝜔𝑟Ω‖∞𝑑𝛼(2+2𝛼)

Γ(1+𝛼)
<
𝜖

6
.

Поскольку 𝜒𝐸(Ω(𝑡))≡0, то по лемме 1 для любого 𝛿3>0 существуют компактное множе-
ство 𝐾𝛿3 ⊂𝐸, множество 𝑚𝛿3 ⊆ [0, 𝑎] с лебеговой мерой mes(𝑚𝛿3)<𝛿3 и множество функций
Δ⊂𝐿1([0, 𝑎];𝐸) со значениями в 𝐾𝛿3 такие, что существует функция 𝑏∈Δ, для которой

‖𝑓(𝑡)−𝑏(𝑡)‖𝐸 ⩽ 𝛿3, 𝑡∈ [0, 𝑎]∖𝑚𝛿3 . (16)

Более того, функция 𝑏 ∈Δ может быть выбрана так, что 𝑏(𝑡)≡ 0 на 𝑚𝛿3 и множество Δ
слабо компактно в 𝐿1([0, 𝑎];𝐸). Тогда для 𝐼1 имеет место оценка

𝐼1=

⃦⃦⃦⃦𝑡1−𝑑ˆ
0

((𝑡2−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡2−𝑠)−(𝑡1−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡1−𝑠))(𝑓(𝑠)−𝑏(𝑠)+𝑏(𝑠)) 𝑑𝑠
⃦⃦⃦⃦
𝐸

⩽

⩽

⃦⃦⃦⃦𝑡1−𝑑ˆ
0

((𝑡2−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡2−𝑠)−(𝑡1−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡1−𝑠))(𝑓(𝑠)−𝑏(𝑠)) 𝑑𝑠
⃦⃦⃦⃦
𝐸

+

+

⃦⃦⃦⃦𝑡1−𝑑ˆ
0

((𝑡2−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡2−𝑠)−(𝑡1−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡1−𝑠))𝑏(𝑠) 𝑑𝑠
⃦⃦⃦⃦
𝐸

⩽

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 11 2024



О СИСТЕМАХ УПРАВЛЕНИЯ 1509

⩽

⃦⃦⃦⃦ ˆ

[0,𝑡1−𝑑]∖𝑚𝛿3

((𝑡2−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡2−𝑠)−(𝑡1−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡1−𝑠))(𝑓(𝑠)−𝑏(𝑠)) 𝑑𝑠
⃦⃦⃦⃦
𝐸

+

+

⃦⃦⃦⃦ ˆ

[0,𝑡1−𝑑]∩𝑚𝛿3

((𝑡2−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡2−𝑠)−(𝑡1−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡1−𝑠))(𝑓(𝑠)−𝑏(𝑠)) 𝑑𝑠
⃦⃦⃦⃦
𝐸

+

+

⃦⃦⃦⃦ ˆ

[0,𝑡1−𝑑]∖𝑚𝛿3

((𝑡2−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡2−𝑠)−(𝑡1−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡1−𝑠))𝑏(𝑠) 𝑑𝑠
⃦⃦⃦⃦
𝐸

+

+

⃦⃦⃦⃦ ˆ

[0,𝑡1−𝑑]∩𝑚𝛿3

((𝑡2−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡2−𝑠)−(𝑡1−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡1−𝑠))𝑏(𝑠) 𝑑𝑠
⃦⃦⃦⃦
𝐸

=

=

⃦⃦⃦⃦ ˆ

[0,𝑡1−𝑑]∖𝑚𝛿3

((𝑡2−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡2−𝑠)−(𝑡1−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡1−𝑠))(𝑓(𝑠)−𝑏(𝑠)) 𝑑𝑠
⃦⃦⃦⃦
𝐸

+

+

⃦⃦⃦⃦ ˆ

[0,𝑡1−𝑑]∩𝑚𝛿3

((𝑡2−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡2−𝑠)−(𝑡1−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡1−𝑠))(𝑓(𝑠)−𝑏(𝑠)) 𝑑𝑠
⃦⃦⃦⃦
𝐸

+

+

⃦⃦⃦⃦ ˆ

[0,𝑡1−𝑑]∖𝑚𝛿3

((𝑡2−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡2−𝑠)−(𝑡1−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡1−𝑠))𝑏(𝑠) 𝑑𝑠
⃦⃦⃦⃦
𝐸

=:𝑁1+𝑁2+𝑁3.

Используя (16), можно подобрать 𝛿3> 0 настолько малым, что при mes(𝑚𝛿3)< 2𝜖𝑑1−𝛼/6
выполняются оценки 𝑁1 < 𝜖/6 и 𝑁2 < 𝜖/6. Заметим, что функции из Δ принимают свои
значения в 𝐾𝛿3 , поэтому Δ ⊂ 𝐿∞([0, 𝑎];𝐸). Тогда, используя лемму 5, можно подобрать
𝛿4 > 0 таким, что при |𝑡2− 𝑡1|< 𝛿4 выполняется неравенство 𝑁3 < 𝜖/6. Таким образом, для
произвольного 𝜖> 0 можно подобрать 𝛿=min {𝛿1, 𝛿2, 𝛿3, 𝛿4} таким, что

‖𝑆′(𝑓)(𝑡2)−𝑆′(𝑓)(𝑡1)‖𝐸⩽𝑍1+𝑍2⩽𝑍1+𝐼1+𝐼2⩽𝑍1+𝐼2+𝑁1+𝑁2+𝑁3<𝜖

для всех 𝑓 ∈𝒫∞
𝐹 (Ω) и |𝑡2−𝑡1|<𝛿, поэтому множество 𝑆′∘𝒫∞

𝐹 (Ω) равностепенно непрерывно.
Лемма доказана.

Оператор 𝑆′′ может быть представлен следующим образом:

𝑆′′(𝑓)=𝑆′(𝐵𝑊−1(𝑥1−𝒢(𝑎)𝑥0−Π𝑆′(𝑓))),

где Π: 𝐶([0, 𝑎];𝐸)→𝐸, Π𝑥=𝑥(𝑎) — ограниченный линейный оператор. Учитывая, что опе-
раторы 𝑊−1, 𝐵 и 𝑆′ также линейны и ограничены, можем сделать вывод, что и оператор
𝑆′′ подчиняется условиям лемм 4–6. Но тогда и оператор 𝑆=𝑆′+𝑆′′ удовлетворяет условиям
этих лемм.

Введём теперь оператор 𝐺 : 𝐶([0, 𝑎];𝐸)⊸𝐶([0, 𝑎];𝐸), заданный формулой

𝐺(𝑥)(𝑡)=𝒢(𝑡)𝑥0+
𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡−𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠+

+

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝒯 (𝑡−𝑠)
[︂
𝐵𝑊−1

(︂
𝑥1−𝒢(𝑎)𝑥0−

𝑎ˆ

0

(𝑎−𝜏)𝛼−1𝒯 (𝑎−𝜏)𝑓(𝜏) 𝑑𝜏
)︂
(𝑠)

]︂
𝑑𝑠,

где 𝑓 ∈𝒫∞
𝐹 (𝑥).
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Ясно, что функция 𝑥∈𝐶([0, 𝑎];𝐸) является неподвижной точкой мультиоператора 𝐺 тогда
и только тогда, когда функция 𝑥∈𝐶([0, 𝑎];𝐸) — интегральное решение задачи (1), (2), (5).
Поэтому мы вправе свести исходную задачу к задаче о существовании неподвижных точек 𝐺.

Введём в пространстве 𝐶([0, 𝑎];𝐸) меру некомпактности 𝜈 : 𝑃𝑏(𝐶([0, 𝑎];𝐸))→R2
+ со зна-

чениями в конусе R2
+, определённую как 𝜈(Ω)= (𝜙(Ω),mod𝐶(Ω)), где вторая компонента —

модуль равностепенной непрерывности

mod𝐶(Ω)= lim
𝛿→0

sup
𝑥∈Ω

max
|𝑡1−𝑡2|⩽𝛿

‖𝑥(𝑡1)−𝑥(𝑡2)‖,

а 𝜙(Ω) — модуль послойной некомпактности

𝜙(Ω)= sup
𝑡∈[0,𝑎]

𝑒−𝑝𝑡𝜒𝐸(Ω(𝑡)),

здесь константа 𝑝> 0 выбрана так, что

𝜚 :=
2𝑀‖𝜇‖∞
Γ(𝛼)

(︂
1+

4𝑀𝑀1‖𝛾‖∞
Γ(𝛼)

)︂
sup
𝑡∈[0,𝑎]

(︂ 𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝑒−𝑝(𝑡−𝑠) 𝑑𝑠

)︂
< 1.

Последнее неравенство реализуется следующим образом. Возьмем 𝑑> 0 таким, что

2𝑀‖𝜇‖∞
Γ(𝛼)

(︂
1+

4𝑀𝑀1‖𝛾‖∞
Γ(𝛼)

)︂
𝑑𝛼

𝛼
<

1

2
,

и по нему найдём 𝑝> 0 таким, что

2𝑀‖𝜇‖∞
Γ(𝛼)

(︂
1+

4𝑀𝑀1‖𝛾‖∞
Γ(𝛼)

)︂
1

𝑝𝑑1−𝛼
<

1

2
.

Тогда справедливы оценки

2𝑀‖𝜇‖∞
Γ(𝛼)

(︂
1+

4𝑀𝑀1‖𝛾‖∞
Γ(𝛼)

)︂
sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

(︂ 𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝑒−𝑝(𝑡−𝑠) 𝑑𝑠

)︂
⩽

⩽
2𝑀‖𝜇‖∞
Γ(𝛼)

(︂
1+

4𝑀𝑀1‖𝛾‖∞
Γ(𝛼)

)︂
sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

(︂ 𝑡−𝑑ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝑒−𝑝(𝑡−𝑠) 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

𝑡−𝑑

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝑒−𝑝(𝑡−𝑠) 𝑑𝑠

)︂
⩽

⩽
2𝑀‖𝜇‖∞
Γ(𝛼)

(︂
1+

4𝑀𝑀1‖𝛾‖∞
Γ(𝛼)

)︂(︂
1

𝑑1−𝛼
𝑒−𝑝𝑑

𝑝
+
𝑑𝛼

𝛼

)︂
⩽

⩽
2𝑀‖𝜇‖∞
Γ(𝛼)

(︂
1+

4𝑀𝑀1‖𝛾‖∞
Γ(𝛼)

)︂(︂
1

𝑝𝑑1−𝛼
+
𝑑𝛼

𝛼

)︂
< 1.

Известно (см. [14]), что МНК 𝜈 — монотонная, несингулярная, алгебраически полуадди-
тивная и правильная.

Сформулируем условия, при которых мультиоператор 𝐺 является уплотняющим.
Теорема 4. При выполнении условий (A), (A1), (A2 ′), (A3), (B1)–(B4), (W) мульти-

оператор 𝐺 является 𝜈-уплотняющим.
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Доказательство. Пусть Ω ⊂ 𝐶([0, 𝑎];𝐸) — непустое ограниченное множество и 𝑦𝑥 ∈
∈𝐶([0, 𝑎];𝐻) — решение задачи (3), (4), соответствующее функции 𝑥∈𝐶([0, 𝑎];𝐸). Предпо-
ложим, что 𝜈(𝐺(Ω))⩾𝜈(Ω). Покажем, что Ω относительно компактно. Заметим, что теорему
достаточно доказать для оператора 𝑆 ∘𝒫∞

𝐹 . Поскольку МНК 𝜈 несингулярна, имеем

𝜈(𝑆 ∘𝒫∞
𝐹 (Ω))⩾ 𝜈(Ω). (17)

Из (17) следует, что
𝜙(𝑆 ∘𝒫∞

𝐹 (Ω))⩾𝜙(Ω). (18)

С учётом условия (B4) для 0⩽ 𝑠⩽ 𝑎 получаем оценку

𝜒𝐸(𝒫∞
𝐹 (Ω)(𝑠))=𝜒𝐸({𝑓(𝑠) : 𝑓 ∈𝒫∞

𝐹 (Ω)})⩽𝜇(𝑠)𝜒𝐸({𝑥(𝑠) : 𝑥∈Ω})=

=𝜇(𝑠)𝑒𝑝𝑠𝑒−𝑝𝑠𝜒𝐸({𝑥(𝑠) : 𝑥∈Ω})⩽𝜇(𝑠)𝑒𝑝𝑠 sup
𝑡∈[0,𝑎]

𝑒−𝑝𝑠𝜒𝐸({𝑥(𝑠) : 𝑥∈Ω})=𝜇(𝑠)𝑒𝑝𝑠𝜙(Ω),

используя которую и лемму 4, выводим

𝜒𝐸(𝑆
′ ∘𝒫∞

𝐹 (Ω)(𝑡))⩽
2𝑀

Γ(𝛼)
𝜙(Ω)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝜇(𝑠)𝑒𝑝𝑠 𝑑𝑠⩽
2𝑀‖𝜇‖∞
Γ(𝛼)

𝜙(Ω)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝑒𝑝𝑠 𝑑𝑠.

Далее, справедливы неравенства

𝜒𝐸

(︂{︂
𝐵𝑊−1

(︂
𝑥1−𝒢(𝑎)𝑥0−

𝑎ˆ

0

(𝑎−𝜏)𝛼−1𝒯 (𝑎−𝜏)𝑓(𝜏) 𝑑𝜏
)︂
(𝑠) : 𝑓 ∈𝒫∞

𝐹 (Ω)

}︂)︂
⩽

⩽𝑀1𝛾(𝑠)𝜒𝐸

(︂{︂(︂ 𝑎ˆ

0

(𝑎−𝜏)𝛼−1𝒯 (𝑎−𝜏)𝑓(𝜏) 𝑑𝜏
)︂
(𝑠) : 𝑓 ∈𝒫∞

𝐹 (Ω)

}︂)︂
⩽

⩽𝑀1𝛾(𝑠)
2𝑀

Γ(𝛼)
𝜙(Ω)

𝑎ˆ

0

(𝑎−𝑠)𝛼−1𝜇(𝑠)𝑒𝑝𝑠 𝑑𝑠⩽
2𝑀𝑀1

Γ(𝛼)
‖𝜇‖∞‖𝛾‖∞𝜙(Ω)

𝑎ˆ

0

(𝑎−𝑠)𝛼−1𝑒𝑝𝑠 𝑑𝑠.

Снова используя лемму 4, получаем

𝜒𝐸(𝑆
′′ ∘𝒫∞

𝐹 (Ω(𝑡)))⩽

⩽
𝑀

Γ(𝛼)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝜒𝐸

(︂{︂
𝐵𝑊−1

(︂
𝑥1−𝒢(𝑎)𝑥0−

𝑎ˆ

0

(𝑎−𝜏)𝛼−1𝒯 (𝑎−𝜏)𝑓(𝜏) 𝑑𝜏
)︂
(𝑠) : 𝑓 ∈𝒫∞

𝐹 (Ω)

}︂)︂
𝑑𝑠⩽

⩽
4𝑀2𝑀1

Γ2(𝛼)
‖𝜇‖∞ ‖𝛾‖∞𝜙(Ω)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝑒𝑝𝑠 𝑑𝑠

𝑎ˆ

0

(𝑎−𝜏)𝛼−1𝑒𝑝𝜏 𝑑𝜏.

Таким образом, приходим к следующей оценке:

sup
𝑡∈[0,𝑎]

𝑒−𝑝𝑡𝜒𝐸(𝑆 ∘𝒫∞
𝐹 (Ω(𝑡)))⩽

2𝑀‖𝜇‖∞
Γ(𝛼)

𝜙(Ω) sup
𝑡∈[0,𝑎]

(︂ 𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝑒−𝑝(𝑡−𝑠) 𝑑𝑠

)︂
+

+
8𝑀2𝑀1

Γ2(𝛼)
‖𝜇‖∞ ‖𝛾‖∞𝜙(Ω) sup

𝑡∈[0,𝑎]

(︂ 𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝑒−𝑝(𝑡−𝑠) 𝑑𝑠

)︂
=
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=
2𝑀‖𝜇‖∞
Γ(𝛼)

(︂
1+

4𝑀𝑀1‖𝛾‖∞
Γ(𝛼)

)︂
𝜙(Ω) sup

𝑡∈[0,𝑎]

(︂ 𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝑒−𝑝(𝑡−𝑠) 𝑑𝑠

)︂
= 𝜌𝜙(Ω),

поэтому для 𝜌< 1
𝜙(𝑆 ∘𝒫∞

𝐹 (Ω))⩽ 𝜌𝜙(Ω). (19)

Сравнивая неравенства (18) и (19), приходим к равенству 𝜙(Ω)=0.
Перейдём теперь к оценке модуля равностепенной непрерывности. Из (17) следует, что

mod𝐶(𝑆 ∘𝒫∞
𝐹 (Ω))⩾mod𝐶(Ω). По лемме 6 можно утверждать, что множество 𝑆 ∘𝒫∞

𝐹 (Ω) рав-
ностепенно непрерывно, поэтому mod𝐶(𝑆 ∘𝒫∞

𝐹 (Ω))= 0. Значит, mod𝐶(Ω)=0.
Таким образом, 𝜈(Ω)=(0, 0), и заключаем, что Ω — относительно компактное множество,

а 𝐺 — уплотняющий мультиоператор относительно МНК 𝜈. Теорема доказана.
Следующее утверждение устанавливается аналогично следствию 5.1.2 из [14].
Теорема 5. Мультиоператор 𝐺 — п.н.св.
Теперь докажем главное утверждение настоящей статьи.
Теорема 6. При выполнении условий (A), (A1), (A2 ′), (A3), (B1)–(B4), (W) и условия

подлинейного роста:
(B ′3) существует функция 𝜍 ∈𝐿∞

+ ([0, 𝑎]) такая, что

‖𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑦)‖𝐸 ⩽ 𝜍(𝑡)(1+‖𝑥‖𝐸+‖𝑦‖𝐻) для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑎],

задача управляемости (1)–(5) имеет решение.
Доказательство. Заметим, что из условия (A3) следует существование константы 𝐾>0

такой, что ‖𝑦𝑥‖𝐶([0,𝑎];𝐻)⩽𝐾.
Введём в пространстве 𝐶([0, 𝑎];𝐸) норму ‖𝑥‖*=max𝑡∈[0,𝑎] 𝑒

−𝑝𝑡‖𝑥(𝑡)‖𝐸 , где константа 𝑝>0
выбрана таким образом, что для числа 𝑑> 0 выполняется следующее неравенство:

𝑀‖𝜍‖∞(1+𝐾)

Γ(𝛼)

(︂
1+

𝑀𝑀1𝑀2𝑎
𝛼

Γ(𝛼+1)

)︂(︂
1

𝑝𝑑1−𝛼
+
𝑑𝛼

𝛼

)︂
⩽𝑁 < 1.

В пространстве 𝐶([0, 𝑎];𝐸) с нормой ‖·‖* рассмотрим замкнутый шар

𝐵𝑟(0)= {𝑥∈𝐶([0, 𝑎];𝐸) : ‖𝑥‖*⩽ 𝑟},

где 𝑟 > 0 таково, что

𝑀‖𝑥0‖𝐸+
𝑀𝑀1𝑀2𝑎

𝛼

Γ(𝛼+1)
(‖𝑥1‖𝐸+𝑀‖𝑥0‖𝐸)+

𝑀‖𝜍‖∞(1+𝐾)𝑎𝛼

Γ(𝛼+1)

(︂
1+

𝑀𝑀1𝑀2𝑎
𝛼

Γ(𝛼+1)

)︂
+𝑁𝑟⩽ 𝑟.

Покажем, что мультиоператор 𝐺 преобразует шар 𝐵𝑟(0) в себя. Возьмём произвольную
функцию 𝑥∈𝐵𝑟(0). Пусть 𝑦𝑥 ∈𝐶([0, 𝑎];𝐻) — соответствующее решение задачи (3), (4). Для
𝑧 ∈ 𝐺(𝑥) и произвольного 𝑓 ∈ 𝒫∞

𝐹 (𝑥), используя лемму 2, условия (B3) и (11), получаем
оценку

𝑒−𝑝𝑡‖𝑧(𝑡)‖𝐸 ⩽ 𝑒−𝑝𝑡‖𝒢(𝑡)𝑥0‖𝐸+𝑒−𝑝𝑡
𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1‖𝒯 (𝑡−𝑠)‖𝐿(𝐸)‖𝑓(𝑠)‖𝐸 𝑑𝑠+

+𝑒−𝑝𝑡
𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1‖𝒯 (𝑡−𝑠)‖𝐿(𝐸)

⃦⃦⃦⃦
𝐵𝑊−1

(︂
𝑥1−𝒢(𝑎)𝑥0−

𝑎ˆ

0

(𝑎−𝜏)𝛼−1𝒯 (𝑎−𝜏)𝑓(𝜏) 𝑑𝜏
)︂
(𝑠)

⃦⃦⃦⃦
𝐸

𝑑𝑠⩽

⩽𝑀‖𝑥0‖𝐸+𝑒−𝑝𝑡
𝑀

Γ(𝛼)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝜍(𝑠)(1+‖𝑥(𝑠)‖𝐸+‖𝑦𝑥(𝑠)‖𝐻) 𝑑𝑠+
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+𝑒−𝑝𝑡
𝑀𝑀1𝑀2

Γ(𝛼)

(︂
‖𝑥1‖𝐸+𝑀‖𝑥0‖𝐸+

⃦⃦⃦⃦ 𝑎ˆ

0

(𝑎−𝜏)𝛼−1𝒯 (𝑎−𝜏)𝑓(𝜏) 𝑑𝜏
⃦⃦⃦⃦
𝐸

)︂ 𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1 𝑑𝑠⩽

⩽𝑀‖𝑥0‖𝐸+𝑒−𝑝𝑡
𝑀

Γ(𝛼)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝜍(𝑠)(1+‖𝑥(𝑠)‖𝐸+‖𝑦𝑥(𝑠)‖𝐻) 𝑑𝑠+

+𝑒−𝑝𝑡
𝑀𝑀1𝑀2

Γ(𝛼)

(︂
‖𝑥1‖𝐸+𝑀‖𝑥0‖𝐸+

⃦⃦⃦⃦ 𝑎ˆ

0

(𝑎−𝜏)𝛼−1𝒯 (𝑎−𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏
⃦⃦⃦⃦
𝐸

)︂
𝑎𝛼

𝛼
⩽

⩽𝑀‖𝑥0‖𝐸+𝑒−𝑝𝑡
𝑀

Γ(𝛼)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝜍(𝑠)(1+‖𝑥(𝑠)‖𝐸+‖𝑦𝑥(𝑠)‖𝐻) 𝑑𝑠+

+
𝑀𝑀1𝑀2𝑎

𝛼

Γ(𝛼+1)
(‖𝑥1‖𝐸+𝑀‖𝑥0‖𝐸)+𝑒−𝑝𝑡

𝑀2𝑀1𝑀2𝑎
𝛼

Γ(𝛼+1)Γ(𝛼)

𝑎ˆ

0

(𝑎−𝜏)𝛼−1𝜍(𝜏)(1+‖𝑥(𝜏)‖𝐸+‖𝑦𝑥(𝜏)‖𝐻) 𝑑𝜏⩽

⩽𝑀‖𝑥0‖𝐸+𝑒−𝑝𝑡
𝑀

Γ(𝛼)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝜍(𝑠)(1+‖𝑥(𝑠)‖𝐸+𝐾) 𝑑𝑠+

+
𝑀𝑀1𝑀2𝑎

𝛼

Γ(𝛼+1)
(‖𝑥1‖𝐸+𝑀‖𝑥0‖𝐸)+𝑒−𝑝𝑡

𝑀2𝑀1𝑀2𝑎
𝛼

Γ(𝛼+1)Γ(𝛼)

𝑎ˆ

0

(𝑎−𝜏)𝛼−1𝜍(𝜏)(1+‖𝑥(𝜏)‖𝐸+𝐾) 𝑑𝜏 ⩽

⩽𝑀‖𝑥0‖𝐸+𝑒−𝑝𝑡
𝑀‖𝜍‖∞(1+𝐾)

Γ(𝛼)

(︂ 𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝑒𝑝𝑠𝑒−𝑝𝑠‖𝑥(𝑠)‖𝐸 𝑑𝑠
)︂
+

+
𝑀𝑀1𝑀2𝑎

𝛼

Γ(𝛼+1)
(‖𝑥1‖𝐸+𝑀‖𝑥0‖𝐸)+

+𝑒−𝑝𝑡
𝑀2𝑀1𝑀2𝑎

𝛼‖𝜍‖∞(1+𝐾)

Γ(𝛼+1)Γ(𝛼)

(︂ 𝑎ˆ

0

(𝑎−𝜏)𝛼−1 𝑑𝑠+

𝑎ˆ

0

(𝑎−𝜏)𝛼−1𝑒𝑝𝜏𝑒−𝑝𝜏‖𝑥(𝜏)‖𝐸 𝑑𝜏
)︂
⩽

⩽𝑀‖𝑥0‖𝐸+
𝑀‖𝜍‖∞(1+𝐾)𝑎𝛼

Γ(𝛼+1)
+‖𝑥‖*

𝑀‖𝜍‖∞(1+𝐾)

Γ(𝛼)
𝑒−𝑝𝑡

(︂ 𝑡−𝑑ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝑒𝑝𝑠 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

𝑡−𝑑

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝑒𝑝𝑠 𝑑𝑠

)︂
+

+
𝑀𝑀1𝑀2𝑎

𝛼

Γ(𝛼+1)
(‖𝑥1‖𝐸+𝑀‖𝑥0‖𝐸)+

𝑀2𝑀1𝑀2𝑎
2𝛼‖𝜍‖∞(1+𝐾)

Γ2(𝛼+1)
+

+‖𝑥‖*
𝑀2𝑀1𝑀2𝑎

𝛼‖𝜍‖∞(1+𝐾)

Γ(𝛼+1)Γ(𝛼)
𝑒−𝑝𝑡

(︂ 𝑎−𝑑ˆ

0

(𝑎−𝜏)𝛼−1𝑒𝑝𝜏 𝑑𝑠+

𝑎ˆ

𝑎−𝑑

(𝑎−𝜏)𝛼−1𝑒𝑝𝜏 𝑑𝜏

)︂
⩽

⩽𝑀‖𝑥0‖𝐸+
𝑀‖𝜍‖∞(1+𝐾)𝑎𝛼

Γ(𝛼+1)
+‖𝑥‖*

𝑀‖𝜍‖∞(1+𝐾)

Γ(𝛼)

(︂
𝑒−𝑝𝑡

1

𝑑1−𝛼
𝑒𝑝(𝑡−𝑑)−1

𝑝
+
𝑑𝛼

𝛼

)︂
+

+
𝑀𝑀1𝑀2𝑎

𝛼

Γ(𝛼+1)
(‖𝑥1‖𝐸+𝑀‖𝑥0‖𝐸)+

𝑀2𝑀1𝑀2𝑎
2𝛼‖𝜍‖∞(1+𝐾)

Γ2(𝛼+1)
+

+‖𝑥‖*
𝑀2𝑀1𝑀2𝑎

𝛼‖𝜍‖∞(1+𝐾)

Γ(𝛼+1)Γ(𝛼)

(︂
𝑒−𝑝𝑡

1

𝑑1−𝛼
𝑒𝑝(𝑎−𝑑)−1

𝑝
+
𝑑𝛼

𝛼

)︂
⩽
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⩽𝑀‖𝑥0‖𝐸+
𝑀𝑀1𝑀2𝑎

𝛼

Γ(𝛼+1)
(‖𝑥1‖𝐸+𝑀‖𝑥0‖𝐸)+

𝑀‖𝜍‖∞(1+𝐾)𝑎𝛼

Γ(𝛼+1)

(︂
1+

𝑀𝑀1𝑀2𝑎
𝛼

Γ(𝛼+1)

)︂
+

+‖𝑥‖*
𝑀‖𝜍‖∞(1+𝐾)

Γ(𝛼)

(︂
1+

𝑀𝑀1𝑀2𝑎
𝛼

Γ(𝛼+1)

)︂(︂
1

𝑝𝑑1−𝛼
+
𝑑𝛼

𝛼

)︂
⩽ 𝑟.

Таким образом, ‖𝑧‖*⩽𝑟. Из теорем 4 и 5 известно, что мультиоператор 𝐺 является п.н.св.
и 𝜈-уплотняющим. Тогда, ссылаясь на теорему 1, получаем доказательство существования
решения задачи управляемости (1)–(5). Теорема доказана.

4. ПРИМЕР

Исследования многих авторов (см. монографию [9] и библиографию в ней) посвящены
уравнению вида

𝐷𝛼
𝑡 𝑥(𝑠, 𝑡)=

𝑑2𝑥(𝑠, 𝑡)

𝑑𝑠2
. (20)

Поскольку порядок 𝛼 производной по времени в уравнении (20) может быть любого
вещественного порядка, включая 𝛼=1, его называют дробным диффузионно-волновым урав-
нением [16]. При 𝛼=1 уравнение (20) становится классическим уравнением диффузии, при
0< 𝛼 < 1 имеет место так называемая сверхмедленная диффузия. Важно, что уравнение
дробной диффузии связано с динамическими процессами во фрактальных средах: порядок
полученного уравнения зависит от фрактала, который служит моделью пористого матери-
ала [17].

Пусть R2 — двумерная плоскость точек 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2). Через R2
++ = {𝜉 = (𝜉1, 𝜉2) : 𝜉1, 𝜉2 ⩾ 0}

обозначим первый квадрант, а через 𝐿2(R2
++) и 𝐿2([0, 1]×[0, 1]) — гильбертовы пространства

функций, суммируемых с квадратом на соответствующих множествах.
Рассмотрим следующую дробную управляемую систему диффузионного типа:

𝐶𝐷𝛼
𝑡 (𝑣(𝑡, 𝜉))= (△−𝑐)𝑣(𝑡, 𝜉)+

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜈𝑖(𝑡)𝜑𝑖(𝜉, 𝑣(𝑡, 𝜉), 𝑦(𝑡, 𝜉))+𝐵𝑢(𝑡), (𝑡, 𝜉)∈ [0, 𝑎]×R2
++; (21)

𝑣(0, 𝜉)= 𝑣0(𝜉), 𝜉 ∈R2
++; 𝑣(𝑡, 𝜉)= 0, (𝑡, 𝜉)∈ [0, 𝑎]×𝜕R2

++; (22)

−𝑦′𝑡(𝑡, 𝜉)∈𝑁𝑀 (𝑦(𝑡, 𝜉))+𝑚𝜒(𝜉)𝑣(𝑡, 𝜉)+ 𝑙𝑦(𝑡, 𝜉), (𝑡, 𝜉)∈ [0, 𝑎]× [0, 1]× [0, 1]; (23)

𝑦(0, 𝜉)= 𝑦0(𝜉)∈𝑀, 𝜉 ∈ [0, 1]× [0, 1]; (24)

𝑣(𝑎, 𝜉)= 𝑣1(𝜉), 𝜉 ∈R2
++, (25)

где 0< 𝛼 < 1, △= 𝜕2/𝜕𝜉21 +𝜕
2/𝜕𝜉22 — оператор Лапласа; 𝑐 > 0; 𝑚𝜒 — характеристическая

функция для множества [0, 1]× [0, 1], т.е.

𝑚𝜒(𝜉)=

⎧⎨⎩1, (𝜉1, 𝜉2)∈ [0, 1]× [0, 1],

0, (𝜉1, 𝜉2)∈R2
++ ∖ [0, 1]× [0, 1];

𝑣0, 𝑦0, 𝑣1 — заданные функции; 𝑀 — замкнутый единичный шар в 𝐿2([0, 1]× [0, 1]); 𝑁𝑀 —
нормальный конус ко множеству 𝑀 в точке 𝑦(𝑡, 𝜉), определяемый по формуле (6); 𝑦(𝑡, 𝜉) —
решение sweeping процесса (23), соответствующего функции 𝑣(𝑡, 𝜉).

Состояние управляемой системы описывается функцией 𝑣 : [0,𝑎]×R2
++→R, 𝑣(𝑡,·)∈𝐿2(R2

++),
𝑡∈ [0, 𝑎].

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 11 2024



О СИСТЕМАХ УПРАВЛЕНИЯ 1515

Предполагается, что управляющие воздействия на систему делятся на два типа: с обрат-
ной связью и абсолютное. Управление с обратной связью характеризуется 𝑘 источниками
внешних воздействий, свойства которых зависят от решения 𝑦(𝑡, 𝜉) sweeping процесса (23).
Плотности источников описываются функциями 𝜑𝑖 : R2

++×R×R→R, 𝑖= 1, 𝑘, причём при
всех 𝑡∈ [0, 𝑎], для которых

‖𝑦(𝑡)‖𝐿2([0,1]×[0,1])=

1ˆ

0

1ˆ

0

𝑦2(𝑡, (𝜉1, 𝜉2)) 𝑑𝜉1 𝑑𝜉2=1,

имеет место равенство 𝜑𝑖(𝜉, 𝑣, 𝑦)= 0, 𝜉 ∈R2
++, 𝑖=1, 𝑘.

Интенсивности внешних воздействий регулируются управлениями 𝜈𝑖 : [0, 𝑎]→R, 𝑖=1, 𝑘, —
измеримыми функциями, удовлетворяющими условиям обратной связи

𝜈(𝑡)= (𝜈1(𝑡), . . . , 𝜈𝑘(𝑡))∈𝑊 (𝑣(𝑡, ·)), 𝑡∈ [0, 𝑎], (26)

где 𝑊 — п.н.св. мультиотображение из 𝐿2(R2
++) в R𝑚 с выпуклыми замкнутыми значениями,

которое глобально ограничено, т.е. ‖𝑊 (𝑥)‖⩽𝒲 для всех 𝑥∈𝐿2(R2
++), где 𝒲 > 0.

Ограниченный линейный оператор 𝐵 : 𝑈 → 𝐿∞[0, 𝑎] из банахова пространства управле-
ний 𝑈 определяет абсолютное управление. Функция управления 𝑢∈𝐿2([0, 𝑎];𝑈).

Рассмотрим дифференциальный оператор 𝐴=△−𝑐𝐼 с областью определения 𝐻2
0 (R2

++).
Граничная задача

(𝜆𝐼−𝐴)𝑧= 𝑓, 𝜆⩾ 0; 𝑧|Γ=0

для 𝑓 ∈𝐿2(R2
++), Γ=𝜕R2

++ разрешима, и операторы, сопоставляющие функции 𝑓 решение 𝑧,
ограничены. Применяя формулу Грина к выражению

´
Ω 𝑧△𝑧 𝑑𝑥, где Ω=R2

++, получаем для
𝜆> 0 следующую оценку:

(𝜆+𝑐)‖𝑧‖2⩽ (𝜆+𝑐)⟨𝑧, 𝑧⟩−
ˆ

Ω

𝑧△𝑧 𝑑𝑥= ⟨(𝜆𝐼−𝐴)𝑧, 𝑧⟩⩽ ‖𝑓‖ ‖𝑧‖.

Тогда для резольвенты 𝑅(𝜆,𝐴)= (𝜆𝐼−𝐴)−1 имеем

‖𝑅(𝜆,𝐴)‖⩽ 1

𝜆+𝑐
для 𝜆> 0.

Это означает, что оператор 𝐴 порождает сильно непрерывную полугруппу 𝑒𝐴𝑡, удовлетво-
ряющую оценке ‖𝑒𝐴𝑡‖⩽ 𝑒−𝑐𝑡, 𝑡⩾ 0.

Предполагается, что функции 𝜑𝑖, 𝑖=1, 𝑘, удовлетворяют следующим условиям:
(C1) 𝜑𝑖(·, 𝑣, 𝑦) : R2

++→R измерим для всех (𝑣, 𝑦)∈R×R;
(C2) |𝜑𝑖(𝜉, 𝑣, 𝑦)|⩽𝜔𝑖(𝜉) для п.в. (𝜉, 𝑣, 𝑦)∈R2

++×R×R, где 𝜔𝑖 ∈𝐿2
+(R2

++);
(C3) |𝜑𝑖(𝜉, 𝑣1, 𝑦)−𝜑𝑖(𝜉, 𝑣2, 𝑦)|⩽𝜇𝑖|𝑣1−𝑣2| для всех 𝑣1, 𝑣2 ∈R и (𝜉, 𝑦)∈R2

++×R.
Тогда отображение ℎ : 𝐿2(R2

++)×𝐿2([0, 1]× [0, 1])×ℬ𝒲(R𝑘) → 𝐿2(R2
++), где ℬ𝒲(R𝑘) =

= {𝜈 ∈R𝑘 : ‖𝜈‖⩽𝒲}, определённое как

ℎ(𝑣, 𝑦, 𝜈)(𝜉)=
𝑘∑︁
𝑖=1

𝜈𝑖𝜑𝑖(𝜉, 𝑣(𝜉), 𝑦(𝜉)), 𝜉 ∈R2
++,

𝜇-липшицево по 𝑣, где

𝜇=𝒲
[︂ 𝑘∑︁
𝑖=1

𝜇2𝑖

]︂1/2
, 𝑦(𝜉)=

⎧⎨⎩𝑦(𝜉), (𝜉1, 𝜉2)∈ [0, 1]× [0, 1],

0, (𝜉1, 𝜉2)∈R2
++ ∖ [0, 1]× [0, 1],
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и компактно по 𝜈, т.e. множество ℎ(𝑣, 𝑦,ℬ𝒲(R𝑘)) относительно компактно в 𝐿2(R2
++) для

всех (𝑣, 𝑦)∈𝐿2(R2
++)×𝐿2([0, 1]× [0, 1]).

В таком случае мультиотображение 𝐹 : 𝐿2(R2
++)×𝐿2([0, 1]× [0, 1])→𝐾𝑣(𝐿2(R2

++))

𝐹 (𝑥, 𝑦)=ℎ(𝑥, 𝑦,𝑊 (𝑥))

удовлетворяет условиям (B1), (B2), (B′3), (B4) c 𝜍(𝑡)≡𝜔 :=𝒲
[︀∑︀𝑘

𝑖=1 ‖𝜔𝑖‖2𝐿2

]︀1/2 в условии (B′3)
и 𝜇(𝑡)≡𝜇 в условии (B4).

Тогда система для пространств 𝐸 =𝐿2(R2
++), 𝐻 =𝐿2([0, 1]× [0, 1]) может быть записана

в следующем виде:

𝐶𝐷𝛼
𝑡 𝑥(𝑡)∈𝐴𝑥(𝑡)+𝐹 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))+𝐵𝑢(𝑡), 𝑡∈ [0, 𝑎],

−𝑦′(𝑡)∈𝑁𝑀 (𝑦(𝑡))+𝑚𝜒(𝜉)𝑥(𝑡)+ 𝑙𝑦(𝑡), 𝑡∈ [0, 𝑎].

Поэтому имеет место следующая
Теорема 7. При выполнении условий (A), (A1), (A2 ′), (A3), (C1)–(C3) и (W) систе-

ма (21)–(25) является управляемой.
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