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ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе рассматривается задача Коши для одномерной по пространственной
переменной параболической системы второго порядка с коэффициентами, удовлетворяющими
двойному условию Дини. Начальная функция предполагается непрерывной и ограниченной
вместе со своей производной первого порядка.

Из общей теории краевых задач для параболических систем (см. [1; 2, c. 707]) следует
однозначная разрешимость задачи Коши для параболической системы второго порядка с
гёльдеровскими коэффициентами в пространстве 𝐻2+𝛼,1+𝛼/2(𝐷), где 0<𝛼< 1. В статье [3]
эти результаты были обобщены на случай растущих при 𝑡→+∞ решений.

Из результатов работы [4], где рассматривался случай параболического уравнения высо-
кого порядка с гёльдеровскими коэффициентами, вытекает, в частности, однозначная раз-
решимость в пространстве 𝐻1+𝛼,(1+𝛼)/2(𝐷), 0 < 𝛼 < 1, задачи Коши для параболического
уравнения второго порядка с начальной функцией из класса 𝐻1+𝛼(R).

Задача Коши для одного параболического уравнения в пространстве Дини–Гёльдера
𝐻1+𝜔,1/2+𝜔̂(𝐷), где 𝜔, 𝜔̂ — некоторые модули непрерывности, при тройном условии Дини
на коэффициенты уравнения рассматривалась в [5], при двойном условии Дини на эти
коэффициенты — в [6]. В [7, 8] задача Коши для параболического уравнения исследована
в пространствах Зигмунда.

В статьях [9, 10] установлена разрешимость задачи Коши для параболической системы с
одной пространственной переменной, с гёльдеровскими коэффициентами, с начальной функ-
цией из класса 𝐻1+𝛼(R) в пространстве 𝐻1+𝛼,(1+𝛼)/2(𝐷), 0<𝛼<1. Вопрос о единственности
решения этой задачи не рассматривался.
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В статье [11] доказана теорема об однозначной разрешимости задачи Коши для пара-
болических систем в весовом пространстве Гёльдера 𝐶2,𝛼

𝜆,𝛼(R
𝑛+1
+ ) функций, которые могут

расти определённым образом при 𝑡→+∞ вместе со своими пространственными производ-
ными первого порядка, а их временна́я производная первого порядка и пространственные
производные второго порядка могут расти как при 𝑡→+0, так и при 𝑡→+∞. При этом
предполагается, что коэффициенты системы локально гёльдеровы, младшие коэффициен-
ты могут расти определённым образом при 𝑡→+0, а правая часть системы может расти
определённым образом как при 𝑡→+0, так и при 𝑡→+∞.

Теорема о единственности решения задачи Коши для параболических систем второ-
го порядка из пространства функций, принадлежащих классу Тихонова, пространственные
производные первого и второго порядков которых принадлежат классу Тихонова в каждом
слое R𝑛× (𝑡1, 𝑇 ], 𝑡1 ∈ (0, 𝑇 ), доказана в [12–14]. При этом предполагается, что коэффици-
енты систем при младших членах ограничены и непрерывны, а при старших ограничены,
равномерно непрерывны и Дини-непрерывны по пространственной переменной.

В [15] установлена однозначная разрешимость в пространстве 𝐶2,1(𝐷) задачи Коши для
однородной параболической системы, коэффициенты которой удовлетворяют двойному усло-
вию Дини, с начальной функцией, непрерывной и ограниченной вместе со своими произ-
водными первого и второго порядков. Пространство 𝐶2,1(𝐷) совпадает с пространством
𝐻2+𝛼,1+𝛼/2(𝐷) при подстановке в определение последнего 𝛼=0, причём нормы в этих про-
странствах эквивалентны.

Естественно возникает вопрос: справедливы ли описанные выше результаты из работ
[4, 9, 10] при подстановке 𝛼=0 в определения пространств 𝐻1+𝛼,(1+𝛼)/2(𝐷) и 𝐻1+𝛼(R)? В
настоящей статье на него дан положительный ответ. А именно при сформулированных выше
условиях на коэффициенты параболической системы и на начальную функцию доказано,
что сумма объёмного потенциала и потенциала Пуассона является решением задачи Коши
из пространства 𝐶1,0(𝐷) (см. п. 1), которое совпадает с пространством 𝐻1+𝛼,(1+𝛼)/2(𝐷) при
подстановке в определение последнего 𝛼=0, и нормы в этих пространствах эквивалентны.
Также доказана единственность классического решения задачи Коши в пространстве функ-
ций, ограниченных и непрерывных вместе со своей пространственной производной первого
порядка в замыкании полосы.

Заметим, что достаточно слабые условия на коэффициенты системы и на начальную
функцию не позволяют воспользоваться известными методами исследования характера глад-
кости решения задачи Коши в классах Гёльдера и Дини–Гёльдера. Используемый в насто-
ящей работе метод опирается на подход из [15] и на свойства фундаментальных матриц
решений параболических систем.

1. НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Следуя [16, c. 151], модулем непрерывности называем непрерывную, неубывающую, по-
луаддитивную функцию 𝜔 : [0,+∞)→ R, для которой 𝜔(0) = 0. Модуль непрерывности 𝜔
удовлетворяет условию Дини, если

̃︀𝜔(𝑧)≡ 𝑧ˆ

0

𝑦−1𝜔(𝑦) 𝑑𝑦 <+∞, 𝑧 > 0, (1)

и двойному условию Дини, если

̃︀̃︀𝜔(𝑧)≡ 𝑧ˆ

0

𝑦−1 𝑑𝑦

𝑦ˆ

0

𝑥−1𝜔(𝑥) 𝑑𝑥<+∞, 𝑧 > 0. (2)
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Обозначим через 𝒟 множество модулей непрерывности, удовлетворяющих условию Ди-
ни (1), а через 𝒟2 — двойному условию Дини (2).

Функция 𝜈(𝑧), 𝑧 > 0, называется почти убывающей, если для некоторой постоянной
𝐶 > 0 выполняется неравенство 𝜈(𝑧1)⩽𝐶𝜈(𝑧2), 𝑧1 ⩾ 𝑧2 > 0. В отдельных случаях мы будем
требовать, чтобы модуль непрерывности 𝜔 удовлетворял следующему условию:

Условие А. Существует такое 𝜀∈ (0, 1), что функция 𝜔(𝑧)𝑧−𝜀, 𝑧 > 0, почти убывает.
Через 𝐶1(R) обозначим пространство (вектор-)функций, непрерывных и ограниченных

на R вместе со своей производной первого порядка ℎ′, с нормой

‖ℎ;R‖1=sup
𝑥∈R

|ℎ(𝑥)|+sup
𝑥∈R

|ℎ′(𝑥)|.

Здесь и далее для числового вектора 𝑎 (числовой матрицы 𝐴) под |𝑎| (соответственно |𝐴|)
понимаем максимум из модулей его компонент (её элементов).

Обозначим 𝐷 = {(𝑥, 𝑡) ∈ R2 : 𝑥 ∈ R, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 )}, где 𝑇 > 0 — фиксированное число, 𝐷0 =
= {(𝑥, 𝑡)∈𝐷 : 𝑡=0}.

Пусть Ω⊂𝐷 — произвольная область. Через 𝐶0(Ω) обозначим пространство непрерывных
и ограниченных в Ω (вектор-)функций с нормой ‖𝑢; Ω‖0=sup(𝑥,𝑡)∈Ω |𝑢(𝑥, 𝑡)|. Под значениями
функций и их производных на границе произвольной области Ω понимаем их предельные
значения “изнутри” Ω.

Введём пространства

𝐶1,0(Ω)=
{︀
𝑢∈𝐶0(Ω): 𝜕𝑥𝑢∈𝐶0(Ω)

}︀
, ‖𝑢; Ω‖1,0=

1∑︁
𝑘=0

‖𝜕𝑘𝑥𝑢; Ω‖0,

𝐶1,0(Ω)=

{︂
𝑢∈𝐶1,0(Ω): ‖𝑢; Ω‖1= ‖𝑢; Ω‖1,0+ sup

(𝑥,𝑡),(𝑥,𝑡+Δ𝑡)∈Ω,
Δ𝑡̸=0

|Δ𝑡𝑢(𝑥, 𝑡)|
|Δ𝑡|1/2

<∞
}︂
,

𝐶
0

1,0(Ω)= {𝑢∈𝐶1,0(Ω): 𝜕𝑘𝑥𝑢(𝑥, 0)=0, 𝑘=0, 1},

𝐶
0

1,0(Ω)= {𝑢∈𝐶1,0(Ω): 𝜕𝑘𝑥𝑢(𝑥, 0)=0, 𝑘=0, 1}.

Заметим, что пространство 𝐶1,0(Ω) совпадает с пространством Гёльдера 𝐻1+𝛼,(1+𝛼)/2(Ω)
(см. [2, c. 16]) при подстановке в определение последнего 𝛼= 0. При этом нормы в этих
пространствах эквивалентны.

Положим 𝐶2,1(Ω)={𝑢∈𝐶0(Ω): 𝜕𝑙𝑡𝜕
𝑘
𝑥𝑢∈𝐶0(Ω), 1⩽2𝑙+𝑘⩽2}. Обозначим через 𝐶2,1(𝐷∖𝐷0)

пространство (вектор-)функций, непрерывных вместе со своими производными 𝜕𝑡𝑢, 𝜕𝑘𝑥𝑢
(𝑘=1, 2) в 𝐷∖𝐷0.

Пусть 𝒟𝑙𝑜𝑐
𝑥 (𝐷∖𝐷0) — пространство (вектор-)функций 𝑓 таких, что для каждой ограни-

ченной области Ω, для которой Ω⊂𝐷∖𝐷0, существует такой модуль непрерывности 𝜔Ω∈𝒟,
что

|Δ𝑥𝑓(𝑥, 𝑡)|⩽𝜔Ω(|Δ𝑥|), (𝑥, 𝑡), (𝑥+Δ𝑥, 𝑡)∈Ω,

где Δ𝑥𝑓(𝑥, 𝑡)= 𝑓(𝑥+Δ𝑥, 𝑡)−𝑓(𝑥, 𝑡).
Введём пространство 𝐶1/2(𝐷∖𝐷0) (вектор-)функций 𝑓 , непрерывных в 𝐷∖𝐷0, для кото-

рых ‖𝑓 ;𝐷∖𝐷0‖1/2=sup(𝑥,𝑡)∈𝐷∖𝐷0
|𝑓(𝑥, 𝑡)|𝑡1/2<+∞.

Пусть число 𝑚∈N фиксировано. Рассмотрим равномерно параболический по И.Г. Пет-
ровскому (см. [17]) оператор

𝐿𝑢= 𝜕𝑡𝑢−
2∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘(𝑥, 𝑡)𝜕
𝑘
𝑥𝑢, 𝑢=(𝑢1, . . . , 𝑢𝑚)

т,
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где 𝐴𝑘 = ‖𝑎𝑖𝑗𝑘‖, 𝑘=0, 1, 2, — 𝑚×𝑚-матрицы, элементами которых являются вещественные
функции, определённые в 𝐷, и выполнены условия:

a) собственные числа 𝜇𝑟, 𝑟=1,𝑚, матрицы 𝐴2 подчиняются неравенствам Re𝜇𝑟(𝑥, 𝑡)⩾ 𝛿
для некоторого 𝛿 > 0 и всех (𝑥, 𝑡)∈𝐷;

b) |𝑎𝑖𝑗𝑘(𝑥+Δ𝑥, 𝑡+Δ𝑡)−𝑎𝑖𝑗𝑘(𝑥, 𝑡)|⩽𝜔0(|Δ𝑥|+|Δ𝑡|1/2), (𝑥, 𝑡), (𝑥+Δ𝑥, 𝑡+Δ𝑡)∈𝐷, где 𝜔0∈𝒟2 —
модуль непрерывности, удовлетворяющий условию А.

Пусть

𝑍(𝑥, 𝑡;𝐴2(𝜉, 𝜏))=
1

2𝜋

+∞ˆ

−∞

𝑒𝑖𝑥𝑦 exp{−𝑦2𝑡𝐴2(𝜉, 𝜏)} 𝑑𝑦, (𝑥, 𝑡)∈R×(0,+∞), (𝜉, 𝜏)∈𝐷. (3)

Имеют место следующие оценки (см. [18, с. 298, 306]):

|𝜕𝑙𝑡𝜕𝑘𝑥𝑍(𝑥, 𝑡;𝐴2(𝜉, 𝜏))|⩽𝐶(𝑙, 𝑘)𝑡−(2𝑙+𝑘+1)/2 exp{−𝑐𝑥2/𝑡},

|𝜕𝑙𝑡𝜕𝑘𝑥𝑍(𝑥, 𝑡;𝐴2(𝜉+Δ𝜉, 𝜏+Δ𝜏))−𝜕𝑙𝑡𝜕𝑘𝑥𝑍(𝑥, 𝑡;𝐴2(𝜉, 𝜏))|⩽

⩽𝐶(𝑙, 𝑘)[𝜔0(|Δ𝜉|)+𝜔0(|Δ𝜏 |1/2)]𝑡−(2𝑙+𝑘+1)/2 exp{−𝑐𝑥2/𝑡},

(𝑥, 𝑡)∈𝐷, (𝜉+Δ𝜉, 𝜏+Δ𝜏), (𝜉, 𝜏)∈𝐷, 𝑙, 𝑘⩾ 0.

Обозначим 𝐷* = {(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)∈𝐷×𝐷 : 𝑡 > 𝜏}. Матрицу Γ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏), (𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)∈𝐷*, называ-
ем фундаментальной матрицей решений (ФМР) системы 𝐿𝑢 = 0, если её элементы Γ𝑖𝑗 ,
𝑖, 𝑗 =1,𝑚, являются непрерывными функциями в своей области определения и для любой
финитной и непрерывной (вектор-)функции ℎ : R→R𝑚, ℎ=(ℎ1, . . . , ℎ𝑚)

т, и любого 𝜏0∈ [0, 𝑇 )
(вектор-)функция (потенциал Пуассона)

𝑢(𝑥, 𝑡)=

+∞ˆ

−∞

Γ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏0)ℎ(𝜉) 𝑑𝜉, 𝑥∈R, 𝑡∈ [𝜏0, 𝑇 ],

является ограниченным решением задачи Коши

𝐿𝑢=0 в R×(𝜏0, 𝑇 ], 𝑢(𝑥, 𝜏0)=ℎ(𝑥), 𝑥∈R,

удовлетворяющим (в случае 𝑚⩾ 2) для любого 𝜎 ∈ (0, 𝑇 −𝜏0] условиям

|𝜕𝑘𝑥𝑢(𝑥, 𝑡)|⩽𝐶(𝜎), (𝑥, 𝑡)∈R× [𝜏0+𝜎, 𝑇 ], 𝑘=1, 2, (4)

для некоторой постоянной 𝐶(𝜎).
Из результатов [14] о единственности решения задачи Коши для параболических систем

следует единственность ФМР системы 𝐿𝑢= 0, если 𝑚⩾ 2. В случае 𝑚= 1 требование (4)
можно опустить и воспользоваться теоремой о единственности решения задачи Коши для
одного уравнения (см. [2, с. 29]).

Известно (см. [19, 20]), что при выполнении условий a), b) у системы 𝐿𝑢=0 существует
ФМР Γ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏), справедливы оценки

|𝜕𝑙𝑡𝜕𝑘𝑥Γ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)|⩽𝐶(𝑡−𝜏)−(2𝑙+𝑘+1)/2 exp{−𝑐(𝑥−𝜉)2/(𝑡−𝜏)} (5)

и, кроме того, для разности

𝑊 (𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)≡Γ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)−𝑍(𝑥−𝜉, 𝑡−𝜏 ;𝐴2(𝜉, 𝜏))

выполнены неравенства

|𝜕𝑙𝑡𝜕𝑘𝑥𝑊 (𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)|⩽𝐶̃︀𝜔0((𝑡−𝜏)1/2)(𝑡−𝜏)−(2𝑙+𝑘+1)/2 exp{−𝑐(𝑥−𝜉)2/(𝑡−𝜏)}, (6)

(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)∈𝐷*, 2𝑙+𝑘⩽ 2.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 11 2024



ОБ ОДНОЗНАЧНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ КОШИ 1475

Здесь и далее через 𝐶, 𝑐 обозначаем положительные постоянные, зависящие от чисел 𝑇 , 𝑚
и коэффициентов оператора 𝐿.

Рассмотрим задачу Коши: найти (вектор-)функцию 𝑢∈𝐶2,1(𝐷∖𝐷0), являющуюся реше-
нием параболической системы

𝐿𝑢(𝑥, 𝑡)= 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡)∈𝐷∖𝐷0, (7)

и удовлетворяющую начальному условию

𝑢(𝑥, 0)=ℎ(𝑥), 𝑥∈R. (8)

Основным результатом настоящей работы являются следующие две теоремы.
Теорема 1. Пусть выполнены условия a) и b). Пусть 𝑢 ∈𝐶

0

1,0(𝐷) — решение задачи
Коши

𝐿𝑢(𝑥, 𝑡)= 0, (𝑥, 𝑡)∈𝐷∖𝐷0, 𝑢(𝑥, 0)=0, 𝑥∈R. (9)

Тогда 𝑢≡ 0 в 𝐷.
Теорема 2. Пусть выполнены условия a) и b). Тогда для любой функции ℎ∈𝐶1(R) и

любой функции 𝑓 ∈𝐶1/2(𝐷∖𝐷0)∩𝒟𝑙𝑜𝑐
𝑥 (𝐷∖𝐷0), удовлетворяющей условию: для любого 𝐵> 0

существует модуль непрерывности 𝜔𝐵 такой, что выполняется неравенство

|𝑓(𝑥, 𝑡)|⩽𝜔𝐵(𝑡
1/2)𝑡−1/2, 𝑥∈ [−𝐵,𝐵], 0<𝑡⩽𝑇, (10)

существует единственное решение задачи (7), (8) из пространства 𝐶1,0(𝐷) и для него
справедливы представление

𝑢(𝑥, 𝑡)=

+∞ˆ

−∞

Γ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 0)ℎ(𝜉) 𝑑𝜉+

𝑡ˆ

0

𝑑𝜏

+∞ˆ

−∞

Γ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)𝑓(𝜉, 𝜏) 𝑑𝜉≡

≡ (𝑃ℎ)(𝑥, 𝑡)+(𝑉 𝑓)(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡)∈𝐷, (11)

и оценка
‖𝑢;𝐷‖1⩽𝐶(‖ℎ;R‖1+‖𝑓 ;𝐷∖𝐷0‖1/2). (12)

Замечание 1. Если условие 𝑓 ∈ 𝒟𝑙𝑜𝑐
𝑥 (𝐷 ∖𝐷0) не выполнено, то регулярного решения

системы (7) может не существовать (см. [21]).

2. СВОЙСТВА ПОТЕНЦИАЛА ПУАССОНА

Приведём сведения о ФМР параболических систем и потенциале Пуассона 𝑃ℎ (см. (11)),
которые будут использованы в дальнейшем. Для оператора

𝐿1𝑢= 𝜕𝑡𝑢−𝐴2(𝑥, 𝑡)𝜕
2
𝑥𝑢−𝐴1(𝑥, 𝑡)𝜕𝑥𝑢

ФМР системы 𝐿1𝑢=0 может быть представлена в виде

Γ1(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)=𝑍(𝑥−𝜉, 𝑡−𝜏 ;𝐴2(𝜉, 𝜏))+𝑊1(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏), (𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)∈𝐷*,

где для 𝑊1 выполнены оценки (6). Справедливо равенство

+∞ˆ

−∞

Γ1(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏) 𝑑𝜉=𝐸, 𝑥∈R, 0⩽ 𝜏 < 𝑡⩽𝑇,

где 𝐸 — единичная 𝑚×𝑚-матрица.
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Для ФМР Γ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏) в дальнейшем будут полезны представление

Γ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)=Γ1(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)+𝑊2(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏), (𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)∈𝐷*,
где

𝑊2(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)=

𝑡ˆ

𝜏

𝑑𝜂

+∞ˆ

−∞

Γ(𝑥, 𝑡; 𝑦, 𝜂)𝐴0(𝑦, 𝜂)Γ1(𝑦, 𝜂; 𝜉, 𝜏) 𝑑𝑦,

и оценки [15]

|𝜕𝑘𝑥𝑊2(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)|⩽𝐶(𝑡−𝜏)(1−𝑘)/2 exp{−𝑐(𝑥−𝜉)2/(𝑡−𝜏)}, (𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)∈𝐷*, 𝑘=0, 1, 2.

Лемма 1. Пусть выполнены условия a), b). Тогда для интеграла W2 справедливо нера-
венство

|Δ𝑡𝑊2(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)|⩽𝐶(Δ𝑡)| ln(Δ𝑡/𝑇 )|(𝑡−𝜏)−1/2 exp{−𝑐(𝑥−𝜉)2/(𝑡−𝜏)}, (13)

𝑥, 𝜉 ∈R, 0⩽ 𝜏 < 𝑡< 𝑡+Δ𝑡⩽𝑇, Δ𝑡⩽ 𝑡−𝜏.
Доказательство. Положим

𝜈(𝑦, 𝜂; 𝜉, 𝜏)=𝐴0(𝑦, 𝜂)Γ1(𝑦, 𝜂; 𝜉, 𝜏)

и заметим, что выполнена оценка

|𝜈(𝑦, 𝜂; 𝜉, 𝜏)|⩽𝐶(𝜂−𝜏)−1/2 exp{−𝑐(𝑦−𝜉)2/(𝜂−𝜏)}, (𝑦, 𝜂; 𝜉, 𝜏)∈𝐷*. (14)

Имеет место представление

Δ𝑡𝑊2(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)=

𝑡+Δ𝑡ˆ

𝑡−Δ𝑡

𝑑𝜂

+∞ˆ

−∞

Γ(𝑥, 𝑡+Δ𝑡; 𝑦, 𝜂)𝜈(𝑦, 𝜂; 𝜉, 𝜏) 𝑑𝜉−

−
𝑡ˆ

𝑡−Δ𝑡

𝑑𝜂

+∞ˆ

−∞

Γ(𝑥, 𝑡; 𝑦, 𝜂)𝜈(𝑦, 𝜂; 𝜉, 𝜏) 𝑑𝜉+

𝑡−Δ𝑡ˆ

𝜏

𝑑𝜂

+∞ˆ

−∞

Δ𝑡Γ(𝑥, 𝑡; 𝑦, 𝜂)𝜈(𝑦, 𝜂; 𝜉, 𝜏) 𝑑𝜉≡

≡
3∑︁
𝑖=1

𝐼𝑖(𝑥, 𝑡,Δ𝑡; 𝜉, 𝜏), 𝑥, 𝜉 ∈R, 0⩽ 𝜏 < 𝑡< 𝑡+Δ𝑡⩽𝑇, Δ𝑡⩽ 𝑡−𝜏.

Оценки для интегралов 𝐼1 и 𝐼2 сразу следуют из (5):

|𝐼𝑗(𝑥, 𝑡,Δ𝑡; 𝜉, 𝜏)|⩽𝐶(Δ𝑡)1/2 exp{−𝑐(𝑥−𝜉)2/(𝑡−𝜏)}, 𝑗=1, 2. (15)

Оценим 𝐼3:

|𝐼3(𝑥, 𝑡,Δ𝑡; 𝜉, 𝜏)|⩽𝐶Δ𝑡(𝑡−𝜏)−1/2 exp{−𝑐(𝑥−𝜉)2/(𝑡−𝜏)}
𝑡−Δ𝑡ˆ

𝜏

(𝑡−𝜂)−1 𝑑𝜂⩽

⩽𝐶Δ𝑡| ln(Δ𝑡/𝑇 )|(𝑡−𝜏)−1/2 exp{−𝑐(𝑥−𝜉)2/(𝑡−𝜏)}. (16)

Из (15), (16) следует неравенство (13). Лемма доказана.
Лемма 2. Пусть выполнены условия a) и b). Тогда для любой (вектор-)функции ℎ∈𝐶1(R)

для потенциала Пуассона 𝑃ℎ справедливы включение 𝑃ℎ ∈ 𝐶1,0(𝐷) и оценка ‖𝑃ℎ;𝐷‖1 ⩽
⩽𝐶‖ℎ;R‖1. При этом имеют место предельные соотношения

lim
(𝑥,𝑡)→(𝑥0,+0)

𝜕𝑘𝑥(𝑃ℎ)(𝑥, 𝑡)=
𝑑𝑘ℎ

𝑑𝑥𝑘
(𝑥0), 𝑥0 ∈R, 𝑘=0, 1,

в которых стремление к пределу равномерно по 𝑥0∈R, если 𝑘=0, и равномерно по 𝑥0∈ [−𝐵,𝐵]
для любого 𝐵> 0, если 𝑘=1.
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Доказательство. Достаточно доказать оценки

|𝜕𝑘𝑥(𝑃ℎ)(𝑥, 𝑡)|⩽𝐶ℎ, 𝑘=0, 1, (17)

|Δ𝑡(𝑃ℎ)(𝑥, 𝑡)|⩽𝐶ℎ|Δ𝑡|1/2, (𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡+Δ𝑡)∈𝐷, (18)

и, в силу гладкости ℎ, предельные соотношения

lim
𝑡→+0

𝜕𝑘𝑥(𝑃ℎ)(𝑥, 𝑡)=
𝑑𝑘ℎ

𝑑𝑥𝑘
(𝑥), 𝑥∈R, 𝑘=0, 1, (19)

в которых стремление к пределу равномерно по 𝑥∈R, если 𝑘=0, и равномерно по 𝑥∈ [−𝐵,𝐵]
для любого 𝐵> 0, если 𝑘=1. Здесь и далее обозначаем 𝐶ℎ=𝐶‖ℎ;R‖1.

Для доказательства (17) и (19) при 𝑘=0 используем представление

(𝑃ℎ)(𝑥, 𝑡)=ℎ(𝑥)+

+∞ˆ

−∞

Γ1(𝑥, 𝑡; 𝜉, 0)[ℎ(𝜉)−ℎ(𝑥)] 𝑑𝜉+
+∞ˆ

−∞

𝑊2(𝑥, 𝑡; 𝜉, 0)ℎ(𝜉) 𝑑𝜉≡

≡ℎ(𝑥)+𝐼1(𝑥, 𝑡)+𝐼2(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡)∈𝐷. (20)

Справедливы неравенства

|𝐼1(𝑥, 𝑡)|⩽𝐶ℎ

+∞ˆ

−∞

|𝑥−𝜉|𝑡−1/2 exp{−𝑐(𝑥−𝜉)2/𝑡} 𝑑𝜉⩽𝐶ℎ𝑡
1/2, (21)

|𝐼2(𝑥, 𝑡)|⩽𝐶ℎ

+∞ˆ

−∞

𝑡1/2 exp{−𝑐(𝑥−𝜉)2/𝑡} 𝑑𝜉⩽𝐶ℎ𝑡, (22)

из которых вытекают оценка (17) и предельное соотношение (19) при 𝑘=0.
Докажем (17) при 𝑘=1. Имеет место представление

𝜕𝑥(𝑃ℎ)(𝑥, 𝑡)=

+∞ˆ

−∞

𝜕𝑥Γ1(𝑥, 𝑡; 𝜉, 0)[ℎ(𝜉)−ℎ(𝑥)] 𝑑𝜉+
+∞ˆ

−∞

𝜕𝑥𝑊2(𝑥, 𝑡; 𝜉, 0)ℎ(𝜉) 𝑑𝜉≡

≡ 𝐽1(𝑥, 𝑡)+𝐽2(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡)∈𝐷.

Из оценок

|𝐽1(𝑥, 𝑡)|⩽𝐶ℎ

+∞ˆ

−∞

|𝑥−𝜉|𝑡−1 exp{−𝑐(𝑥−𝜉)2/𝑡}𝑑𝜉⩽𝐶ℎ,

|𝐽2(𝑥, 𝑡)|⩽𝐶ℎ

+∞ˆ

−∞

exp{−𝑐(𝑥−𝜉)2/𝑡} 𝑑𝜉⩽𝐶ℎ𝑡
1/2

следует (17) при 𝑘=1.
Докажем теперь (19) при 𝑘=1. Воспользуемся представлением

𝜕𝑥(𝑃ℎ)(𝑥, 𝑡)=ℎ′(𝑥)+

+∞ˆ

−∞

𝑍(𝑥−𝜉, 𝑡;𝐴2(𝑥, 0))[ℎ
′(𝜉)−ℎ′(𝑥)] 𝑑𝜉+

+

+∞ˆ

−∞

[︀
𝜕𝑥𝑍(𝑥−𝜉, 𝑡;𝐴2(𝜉, 0))−𝜕𝑥𝑍(𝑥−𝜉, 𝑡;𝐴2(𝑧, 0))|𝑧=𝑥

]︀
[ℎ(𝜉)−ℎ(𝑥)] 𝑑𝜉+

+

+∞ˆ

−∞

𝜕𝑥𝑊1(𝑥, 𝑡; 𝜉, 0)[ℎ(𝜉)−ℎ(𝑥)] 𝑑𝜉+
+∞ˆ

−∞

𝜕𝑥𝑊2(𝑥, 𝑡; 𝜉, 0)ℎ(𝜉) 𝑑𝜉≡ℎ′(𝑥)+

4∑︁
𝑖=1

𝑅𝑖(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡)∈𝐷.
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Оценим слагаемое 𝑅1. Зафиксируем произвольно число 𝐵 > 0 и рассмотрим модуль
непрерывности (вектор-)функции ℎ′ на отрезке [−2𝐵, 2𝐵]:

𝜔
(2𝐵)
ℎ′ (𝑧)= sup

|Δ𝑥|⩽𝑧, 𝑥,𝑥+Δ𝑥∈[−2𝐵,2𝐵]
|Δ𝑥ℎ

′(𝑥)|.

Учитывая неравенства

|𝜉−𝑥|⩾ |𝜉|−|𝑥|⩾ |𝜉|
2
, |𝑥|⩽𝐵, |𝜉|⩾ 2𝐵, (23)

получаем

|𝑅1(𝑥, 𝑡)|⩽
(︂ ˆ

|𝜉|⩽2𝐵

+
ˆ

|𝜉|⩾2𝐵

)︂
|𝑍(𝑥−𝜉, 𝑡;𝐴2(𝑥, 0))| |ℎ′(𝜉)−ℎ′(𝑥)| 𝑑𝜉⩽

⩽𝐶𝜔
(2𝐵)
ℎ′ (𝑡1/2)+𝐶ℎ exp{−𝑐𝐵2/𝑡}, 𝑥∈ [−𝐵,𝐵], 0<𝑡⩽𝑇,

откуда следует предельное соотношение

lim
𝑡→+0

𝑅1(𝑥, 𝑡)= 0, (24)

в котором стремление к нулю равномерно по 𝑥∈ [−𝐵,𝐵].
Оценим интегралы 𝑅𝑖, 𝑖=2, 3, 4:

|𝑅2(𝑥, 𝑡)|⩽𝐶ℎ

+∞ˆ

−∞

|𝑥−𝜉|𝜔0(|𝑥−𝜉|)𝑡−1 exp{−𝑐(𝑥−𝜉)2/𝑡} 𝑑𝜉⩽𝐶ℎ𝜔0(𝑡
1/2),

|𝑅3(𝑥, 𝑡)|⩽𝐶ℎ

+∞ˆ

−∞

|𝑥−𝜉|̃︀𝜔0(𝑡
1/2)𝑡−1 exp{−𝑐(𝑥−𝜉)2/𝑡} 𝑑𝜉⩽𝐶ℎ̃︀𝜔0(𝑡

1/2),

|𝑅4(𝑥, 𝑡)|⩽𝐶ℎ

+∞ˆ

−∞

exp{−𝑐(𝑥−𝜉)2/𝑡} 𝑑𝜉⩽𝐶ℎ𝑡
1/2.

Из полученных оценок и соотношения (24) вытекает справедливость (19) при 𝑘=1.
Неравенство (18) докажем с помощью представления (20). В силу (21), (22) достаточно

рассмотреть случай 0<Δ𝑡< 𝑡. Тогда (18) следует из оценок

|Δ𝑡𝐼1(𝑥, 𝑡)|⩽𝐶ℎΔ𝑡

+∞ˆ

−∞

|𝑥−𝜉|𝑡−3/2 exp{−𝑐(𝑥−𝜉)2/𝑡} 𝑑𝜉⩽𝐶ℎ(Δ𝑡)
1/2,

|Δ𝑡𝐼2(𝑥, 𝑡)|⩽𝐶ℎΔ𝑡| ln(Δ𝑡/𝑇 )|
+∞ˆ

−∞

𝑡−1/2 exp{−𝑐(𝑥−𝜉)2/𝑡} 𝑑𝜉⩽𝐶ℎ(Δ𝑡)
1/2,

(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡+Δ𝑡)∈𝐷, 0<Δ𝑡< 𝑡.

Лемма доказана.

3. СВОЙСТВА ОБЪЁМНОГО ПОТЕНЦИАЛА

Лемма 3. Пусть выполнены условия a) и b). Тогда для любой функции 𝑓 ∈𝐶1/2(𝐷∖𝐷0),
удовлетворяющей условию: для любого 𝐵>0 существует модуль непрерывности 𝜔𝐵 такой,
что выполняется неравенство (10), для объёмного потенциала 𝑉 𝑓 (см. (11)) справедливы
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включение 𝑉 𝑓 ∈𝐶1,0(𝐷) и оценка ‖𝑉 𝑓 ;𝐷‖1⩽𝐶‖𝑓 ;𝐷∖𝐷0‖1/2. При этом имеют место пре-
дельные соотношения

lim
(𝑥,𝑡)→(𝑥0,+0)

𝜕𝑘𝑥(𝑉 𝑓)(𝑥, 𝑡)= 0, 𝑥0 ∈R, 𝑘=0, 1,

в которых стремление к нулю равномерно по 𝑥0∈R, если 𝑘=0, и равномерно по 𝑥0∈ [−𝐵,𝐵]
для любого 𝐵> 0, если 𝑘=1.

Доказательство. Достаточно доказать оценки

|𝜕𝑘𝑥(𝑉 𝑓)(𝑥, 𝑡)|⩽𝐶𝑓 𝑡
(1−𝑘)/2, 𝑘=0, 1, (25)

|Δ𝑡(𝑉 𝑓)(𝑥, 𝑡)|⩽𝐶𝑓 |Δ𝑡|1/2, (26)

(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡+Δ𝑡)∈𝐷, и предельные соотношения

lim
𝑡→+0

𝜕𝑘𝑥(𝑉 𝑓)(𝑥, 𝑡)= 0, 𝑥∈R, 𝑘=0, 1, (27)

в которых стремление к нулю равномерно по 𝑥∈R, если 𝑘=0, и равномерно по 𝑥∈ [−𝐵,𝐵]
для любого 𝐵> 0, если 𝑘=1. Здесь и далее обозначаем 𝐶𝑓 =𝐶‖𝑓 ;𝐷∖𝐷0‖1/2.

Оценки (25) сразу следуют из (5). Докажем оценку (26). В силу (25) достаточно рас-
смотреть случай 0< 2Δ𝑡< 𝑡. Тогда (26) следует из представления

Δ𝑡(𝑉 𝑓)(𝑥, 𝑡)=

𝑡+Δ𝑡ˆ

𝑡

𝑑𝜏

+∞ˆ

−∞

Γ(𝑥, 𝑡+Δ𝑡; 𝜉, 𝜏)𝑓(𝜉, 𝜏) 𝑑𝜉+

𝑡ˆ

0

𝑑𝜏

+∞ˆ

−∞

Δ𝑡Γ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)𝑓(𝜉, 𝜏) 𝑑𝜉≡

≡ 𝐽1(𝑥, 𝑡,Δ𝑡)+𝐽2(𝑥, 𝑡,Δ𝑡), 𝑥∈R, 0< 2Δ𝑡< 𝑡< 𝑡+Δ𝑡⩽𝑇,

и справедливых при 𝑥∈R, 0< 2Δ𝑡< 𝑡< 𝑡+Δ𝑡⩽𝑇 неравенств

|𝐽1(𝑥, 𝑡,Δ𝑡)|⩽𝐶𝑓

𝑡+Δ𝑡ˆ

𝑡

𝜏−1/2 𝑑𝜏 ⩽𝐶𝑓 (Δ𝑡)
1/2,

|𝐽2(𝑥, 𝑡,Δ𝑡)|⩽𝐶𝑓 (Δ𝑡)
1/2

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝜏)−1/2𝜏−1/2 𝑑𝜏 ⩽𝐶𝑓 (Δ𝑡)
1/2.

Наконец, докажем, что выполнены предельные соотношения (27). Из оценки (25) сразу
следует, что (27) имеет место при 𝑘=0. Пусть 𝑘=1. Зафиксируем произвольно 𝐵> 0 и в
силу неравенств (23) имеем

|𝜕𝑥(𝑉 𝑓)(𝑥, 𝑡)|=
⃒⃒⃒⃒ 𝑡ˆ

0

𝑑𝜏

(︂ ˆ

|𝜉|⩽2𝐵

+
ˆ

|𝜉|⩾2𝐵

)︂
𝜕𝑥Γ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)𝑓(𝜉, 𝜏) 𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑓 (𝜔2𝐵(𝑡

1/2)+exp{−𝑐𝐵2/𝑡}),

𝑥∈ [−𝐵,𝐵], 0<𝑡⩽𝑇 , откуда следует соотношение (27) при 𝑘=1. Лемма доказана.
Замечание 2. В случае одного параболического уравнения утверждение леммы 3 сле-

дует из [6] при дополнительном условии: существует такой модуль непрерывности 𝜔, что
выполняется неравенство |𝑓(𝑥, 𝑡)|⩽𝜔(𝑡1/2)𝑡−1/2 для любых (𝑥, 𝑡)∈𝐷∖𝐷0.

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ

Доказательство теоремы 1. Пусть 𝑢∈𝐶
0

1,0(𝐷) — решение задачи (9). Для любых числа

𝑠> 0, ограниченной вектор-функции 𝑣 : 𝐷→R𝑚 и множества 𝐷̂⊂𝐷 положим

𝜔(𝑠; 𝑣; 𝐷̂)= sup
|𝑧1−𝑧2|⩽𝑠, 𝑧1,𝑧2∈𝐷̂

|𝑣(𝑧1)−𝑣(𝑧2)|. (28)
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Для произвольного числа 𝑅> 0 обозначим

ℬ𝑅= {𝑥∈R : |𝑥|<𝑅}. (29)

Зафиксируем произвольно точку (𝑥0, 𝑡0) ∈𝐷 и докажем, что 𝑢(𝑥0, 𝑡0) = 0. Достаточно
показать, что для любого 𝜎 > 0 справедливо неравенство

|𝑢(𝑥0, 𝑡0)|<𝜎. (30)

Зафиксируем произвольно 𝜎>0 и рассмотрим полосу 𝐷𝑡1 ={(𝑥, 𝑡)∈𝐷 : 𝑡1<𝑡⩽𝑇}, где 𝑡1∈
∈ (0, 𝑇/2) — такое число, что (𝑥0, 𝑡0)∈𝐷𝑡1 . Для произвольного 𝑅>𝑅0=max{1, |𝑥0|} рассмот-
рим функцию 𝜁𝑅 ∈𝐶∞(R), обладающую свойствами [22, c. 18]

0⩽ 𝜁𝑅(𝑥)⩽ 1, 𝑥∈R; 𝜁𝑅(𝑥)= 1, |𝑥|⩽𝑅; 𝜁𝑅(𝑥)= 0, |𝑥|⩾ 2𝑅;⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑘𝜁𝑅
𝑑𝑥𝑘

(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑅−𝑘, 𝑥∈R, 𝑘=1, 2.

Положим 𝑢𝑅(𝑥, 𝑡)=𝑢(𝑥, 𝑡)𝜁𝑅(𝑥), (𝑥, 𝑡)∈𝐷. Вектор-функция 𝑢𝑅 является решением задачи

𝐿𝑣(𝑥, 𝑡)= 𝑓𝑅(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡)∈𝐷𝑡1 , 𝑣(𝑥, 𝑡1)=ℎ𝑅,𝑡1(𝑥), 𝑥∈R,

где

𝑓𝑅(𝑥, 𝑡)≡𝐿𝑢𝑅(𝑥, 𝑡)=−𝐴2(𝑥, 𝑡)

[︂
2𝜕𝑥𝑢(𝑥, 𝑡)

𝑑𝜁𝑅
𝑑𝑥

(𝑥)+𝑢(𝑥, 𝑡)
𝑑2𝜁𝑅
𝑑𝑥2

(𝑥)

]︂
−𝐴1(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡)

𝑑𝜁𝑅
𝑑𝑥

(𝑥) (31)

и ℎ𝑅,𝑡1(𝑥)≡𝑢𝑅(𝑥, 𝑡1). Так как 𝑢𝑅 ∈𝐶2,1(𝐷𝑡1), то в силу теоремы о единственности решения
задачи Коши [14] имеет место представление

𝑢𝑅(𝑥, 𝑡)=

+∞ˆ

−∞

Γ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝑡1)ℎ𝑅,𝑡1(𝜉) 𝑑𝜉+

𝑡ˆ

𝑡1

𝑑𝜏

+∞ˆ

−∞

Γ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)𝑓𝑅(𝜉, 𝜏) 𝑑𝜉≡

≡𝑃𝑅,𝑡1(𝑥, 𝑡)+𝑉𝑅,𝑡1(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡)∈𝐷𝑡1 . (32)

Оценим потенциалы в (32). Рассмотрим сначала потенциал

𝑃𝑅,𝑡1(𝑥, 𝑡)=
ˆ

|𝜉|⩽2𝑅

Γ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝑡1)ℎ𝑅,𝑡1(𝜉) 𝑑𝜉, (𝑥, 𝑡)∈𝐷𝑡1 .

Из соотношений (см. обозначения (28), (29))

|ℎ𝑅,𝑡1(𝜉)|=
⃒⃒
[𝑢(𝜉, 𝑡1)−𝑢(𝜉, 0)]𝜁𝑅(𝜉)

⃒⃒
⩽𝐶𝜔(𝑡1;𝑢;ℬ2𝑅× [0, 𝑇 ]), 𝜉 ∈ℬ2𝑅,

вытекает неравенство
|𝑃𝑅,𝑡1(𝑥, 𝑡)|⩽𝐶𝜔̂(𝑅, 𝑡1), (𝑥, 𝑡)∈𝐷𝑡1 , (33)

где 𝜔̂(𝑅, 𝑡1)=𝜔(𝑡1;𝑢;ℬ2𝑅× [0, 𝑇 ]).
Далее рассмотрим потенциал 𝑉𝑅,𝑡1. Используя равенство (31), получаем

|𝑓𝑅(𝑥, 𝑡)|⩽𝐶‖𝑢;𝐷‖1,0𝑅−1, (𝑥, 𝑡)∈𝐷𝑡1 , (34)
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и, следовательно,
|𝑉𝑅,𝑡1(𝑥, 𝑡)|⩽𝐶‖𝑢;𝐷‖1,0𝑅−1, (𝑥, 𝑡)∈𝐷𝑡1 . (35)

Из (33), (35), в силу представления (32), имеем неравенство

|𝑢𝑅(𝑥, 𝑡)|⩽𝐶[‖𝑢;𝐷‖1,0𝑅−1+ 𝜔̂(𝑅, 𝑡1)], (𝑥, 𝑡)∈𝐷𝑡1 .

Отсюда следует оценка
|𝑢(𝑥0, 𝑡0)|⩽𝐶[‖𝑢;𝐷‖1,0𝑅−1+ 𝜔̂(𝑅, 𝑡1)],

из которой, выбирая последовательно достаточно большое 𝑅>𝑅0, а затем достаточно малое
𝑡1= 𝑡1(𝑅)∈ (0, 𝑇/2), получаем (30). Теорема 1 доказана.

Доказательство теоремы 2. Единственность решения из пространства 𝐶1,0(𝐷) зада-
чи (7), (8) вытекает из теоремы 1. Докажем, что существует решение этой задачи из про-
странства 𝐶1,0(𝐷) и оно имеет вид (11). В силу условий на функцию 𝑓 объёмный потенциал
𝑉 𝑓 (см. (11)) является регулярным решением параболической системы 𝐿𝑢= 𝑓 в 𝐷∖𝐷0 (см.
[23, c. 104]). Кроме того, потенциал Пуассона 𝑃ℎ (см. (11)) является регулярным решением
параболической системы 𝐿𝑢= 0 в 𝐷 ∖𝐷0. Отсюда и из лемм 2, 3 следует, что существует
решение задачи (7), (8) из пространства 𝐶1,0(𝐷), которое имеет вид (11) и удовлетворяет
оценке (12). Теорема 2 доказана.
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ON THE UNIQUE SOLVABILITY OF THE CAUCHY PROBLEM IN THE CLASS 𝐶1,0(𝐷)
FOR PARABOLIC SYSTEMS ON THE PLANE
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The Cauchy problem for Petrovskii second-order parabolic systems in a strip on the plane is considered.
The coefficients of the system satisfy the double Dini condition. The unique solvability of the problem
in the space of functions that are continuous and bounded together with their spatial derivatives of
the first order in the closure of the strip is established and corresponding estimates are obtained. An
integral representation of the solution is given.
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