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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим уравнение

𝐿𝑢(𝑥)≡
𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝜕
𝛼𝑗

0𝑥𝑢(𝑥)+𝜆𝑢(𝑥)= 𝑓(𝑥), 𝑥∈ (0, 1); (1)

где 𝛽1> 0, 𝜆, 𝛽𝑗 ∈R — заданные числа; 𝛼1 ∈ (𝑛−1, 𝑛], 𝑛∈N, 𝛼1>𝛼2> . . .>𝛼𝑚;

𝜕𝛼𝑠𝑥𝑢(𝑥)= sign𝑛(𝑥−𝑠)𝐷𝛼−𝑛
𝑠𝑥 𝑢(𝑛)(𝑥), 𝑛−1<𝛼⩽𝑛, 𝑛∈N, (2)

— производная Герасимова–Капуто [1, c. 11]; оператор дробного интегро-дифференцирования
порядка 𝛼 в смысле Римана–Лиувилля по переменной 𝑥 определяется следующим образом
[1, c. 9]:

𝐷𝛼
𝑠𝑥𝑢(𝑥)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sign(𝑥−𝑠)
Γ(−𝛼)

𝑥ˆ

𝑠

𝑢(𝑡)𝑑𝑡

|𝑥− 𝑡|𝛼+1
, 𝛼< 0,

𝑢(𝑥), 𝛼=0,

sign𝑛(𝑥−𝑠) 𝑑
𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝐷𝛼−𝑛
𝑠𝑥 𝑢(𝑥), 𝑛−1<𝛼⩽𝑛, 𝑛∈N,

Γ( · ) — гамма-функция Эйлера.
Теория дифференциальных уравнений дробного порядка в последние десятилетия непре-

рывно развивается. Многие явления в механике жидкости, теории вязкоупругости, динамики

1452



ЗАДАЧА НАЙМАРКА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ДРОБНОГО ПОРЯДКА 1453

населения и в других областях науки можно описать математическими моделями с таки-
ми уравнениями. Обширный обзор литературы по дробному исчислению и его применению
можно найти в монографии [2].

Работы [3–7] посвящены дифференциальным уравнениям с операторами непрерывно и
дискретно распределённого порядка. Начальная задача для обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения второго порядка с оператором непрерывно распределённого дифференциро-
вания и неравенство Ляпунова для этого уравнения рассматривались в статьях [8, 9].

Для уравнения (1) методом функции Грина исследованы основные двухточечные крае-
вые задачи [10, 11]. Также изучена краевая задача с локальным смещением, связывающим
значения искомого решения на концах рассматриваемого интервала со значениями в его
внутренних точках, и нелокальная задача с интегральным смещением [12]. В [13] решена
обобщённая краевая задача для уравнения (1).

В настоящей статье для уравнения (1) сформулирована и решена задача с краевыми
условиями в форме линейных функционалов.

Регулярным решением уравнения (1) назовём функцию 𝑢 = 𝑢(𝑥) из класса 𝐴𝐶𝑛[0, 1]
(имеющую на отрезке [0, 1] абсолютно непрерывные производные до порядка 𝑛−1 и удо-
влетворяющую этому уравнению во всех точках интервала (0, 1)).

Задача. Найти регулярное решение уравнения (1) в интервале (0, 1), удовлетворяющее
условию

ℓ[𝑢] = 𝑏, (3)

где 𝑏=(𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛)
т — заданный вектор-столбец, 𝑏𝑘 ∈R; ℓ=(ℓ1, ℓ2, . . . , ℓ𝑛)

т — вектор-
столбец, ℓ𝑘, 𝑘=1, 𝑛, — заданные линейные ограниченные функционалы с областью опреде-
ления 𝐷(ℓ𝑘)⊂𝐴𝐶𝑛[0, 1].

2. ФУНКЦИЯ 𝐺𝜇𝑚(𝑥)

Введём в рассмотрение функцию [10]

𝐺𝜇𝑚(𝑥)=𝐺𝜇𝑚(𝑥; 𝜈1, . . . , 𝜈𝑚; 𝛾1, . . . , 𝛾𝑚)≡
∞̂

0

𝑒−𝑡S𝜇𝑚(𝑥; 𝜈1𝑡, . . . , 𝜈𝑚𝑡; 𝛾1, . . . , 𝛾𝑚) 𝑑𝑡,

где

𝜈1=− 𝜆

𝛽1
, 𝜈𝑗 =−𝛽𝑗

𝛽1
, 𝛾1=𝛼1, 𝛾𝑗 =𝛼1−𝛼𝑗 , 𝑗=2,𝑚,

S𝜇𝑚(𝑥; 𝑧1, . . . , 𝑧𝑚; 𝛾1, . . . , 𝛾𝑚)= (ℎ1 *ℎ2 * . . .*ℎ𝑚)(𝑥),

ℎ𝑗 =ℎ𝑗(𝑥)≡𝑥𝜇𝑗−1𝜑(𝛾𝑗 , 𝜇𝑗 ; 𝑧𝑗𝑥
𝛾𝑗 ),

a через

(𝑔*ℎ)(𝑥)=
𝑥ˆ

0

𝑔(𝑡)ℎ(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡, 𝜑(𝜌, 𝜁; 𝑧)=

∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

𝑘!Γ(𝜌𝑘+𝜁)

обозначены соответственно свёртка Лапласа функций 𝑔(𝑥) и ℎ(𝑥) и функция Райта [14].
Далее считаем, что параметры функции 𝐺𝜇𝑚(𝑥)

𝑥> 0, 𝜈𝑗 ∈R, 𝛾𝑗 > 0, 𝜇𝑗 > 0.

Заметим, что функция 𝐺𝜇𝑚(𝑥) не зависит от распределения чисел 𝜇𝑗 >0, а зависит лишь
от их суммы 𝜇=

∑︀𝑚
𝑗=1 𝜇𝑗 .
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Для функции 𝐺𝜇𝑚(𝑥) справедливы равенства

𝐺𝜇𝑚(𝑥)=𝑂(𝑥𝜇−1) при 𝑥→ 0, (4)

𝐷𝜈
0𝑥𝐺

𝜇
𝑚(𝑥)=𝐺𝜇−𝜈𝑚 (𝑥), если 𝜇>𝜈, (5)

𝐺𝜇𝑚(𝑥)−
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜈𝑗𝐷
−𝛾𝑗
0𝑥 𝐺𝜇𝑚(𝑥)=

𝑥𝜇−1

Γ(𝜇)
. (6)

Приведём утверждения, которые нам понадобятся в дальнейшем.
Лемма 1. Пусть 𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥) — произвольные функции такие, что

𝑢(𝑥)∈𝐴𝐶𝑛[0, 1], 𝐷𝛼1−𝑛
0𝑥 𝑣(𝑥)∈𝐶𝑛[0, 1], 𝑣(𝑥)∈𝐿[0, 1].

Тогда справедлива формула

(𝐿𝑢*𝑣)(𝑥)= (𝑢*𝐿*𝑣)(𝑥)+

𝑛−1∑︁
𝑙=0

𝑢(𝑙)(𝑡)ℒ𝑘𝑣(𝑥− 𝑡)|𝑡=𝑥𝑡=0 , (7)

где

ℒ𝑘=
𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝐷
𝛼𝑗−𝑘
𝑥𝑡 , 𝐿*𝑣(𝑥)=

𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝐷
𝛼𝑗

0𝑥𝑣(𝑥)+𝜆𝑣(𝑥). (8)

Доказательство. Найдём свёртку Лапласа функций 𝐿𝑢(𝑥) и 𝑣(𝑥):

(𝐿𝑢*𝑣)(𝑥)=
𝑥ˆ

0

𝐿𝑢(𝑡)𝑣(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡=
𝑥ˆ

0

[︂ 𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝜕
𝛼𝑗

0𝑡 𝑢(𝑡)+𝜆𝑢(𝑡)

]︂
𝑣(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡. (9)

Пользуясь определением дробной производной Герасимова–Капуто (2), из равенства (9) име-
ем

𝑥ˆ

0

[︂ 𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝜕
𝛼𝑗

0𝑡 𝑢(𝑡)+𝜆𝑢(𝑡)

]︂
𝑣(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡=

𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗

𝑥ˆ

0

𝐷
𝛼𝑗−𝑛
0𝑡 𝑢(𝑛)(𝑡)𝑣(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡+𝜆

𝑥ˆ

0

𝑢(𝑡)𝑣(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡. (10)

Далее с учётом формулы дробного интегрирования по частям [2, c. 15]

𝑏ˆ

𝑎

𝑔(𝑥)𝐷𝛼
𝑎𝑥ℎ(𝑥) 𝑑𝑥=

𝑏ˆ

𝑎

ℎ(𝑥)𝐷𝛼
𝑏𝑥𝑔(𝑥) 𝑑𝑥, 𝛼⩽ 0, (11)

из соотношения (10) получим равенство

(𝐿𝑢*𝑣)(𝑥)=
𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗

𝑥ˆ

0

𝑢(𝑛)(𝑡)𝐷
𝛼𝑗−𝑛
𝑥𝑡 𝑣(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡+𝜆

𝑥ˆ

0

𝑢(𝑡)𝑣(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡. (12)

Проинтегрировав первое слагаемое в правой части (12) 𝑛 раз по частям, будем иметь

(𝐿𝑢*𝑣)(𝑥)=
𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑢(𝑛−𝑘)(𝑡)𝐷
𝛼𝑗−𝑛−1+𝑘
𝑥𝑡 𝑣(𝑥− 𝑡)|𝑡=𝑥𝑡=0+

𝑥ˆ

0

𝑢(𝑡)

(︂ 𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝐷
𝛼𝑗

𝑥𝑡 𝑣(𝑥− 𝑡)+𝜆𝑣(𝑥− 𝑡)
)︂
𝑑𝑡,

т.е. справедлива формула (7). Лемма доказана.
Дифференциальное выражение 𝐿*𝑣(𝑥), определённое формулой (8), назовём сопряжён-

ным к дифференциальному выражению 𝐿𝑢(𝑥), а соотношение (7) — формулой Лагранжа
для дифференциальных операторов 𝐿 и 𝐿*.
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Лемма 2. Функция 𝐺𝛼1
𝑚 (𝑥) является решением уравнения

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜈𝑗𝐷
𝛼𝑗

0𝑥(𝑥)𝐺
𝛼1
𝑚 (𝑥)+𝜆𝐺𝛼1

𝑚 (𝑥)= 0 (13)

и удовлетворяет условиям

lim
𝑥→0

(︂ 𝑚∑︁
𝑗=1

𝜈𝑗𝐷
𝛼𝑗−1
0𝑥

)︂
𝐺𝛼1
𝑚 (𝑥)= 1, (14)

lim
𝑥→0

(︂ 𝑚∑︁
𝑗=1

𝜈𝑗𝐷
𝛼𝑗−𝑙−1
0𝑥

)︂
𝐺𝛼1
𝑚 (𝑥)= 0, 𝑙=1, 𝑛−1. (15)

Доказательство. В силу равенств (4)–(6) имеем

lim
𝑥→0

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜈𝑗𝐷
𝛼𝑗−1
0𝑥 𝐺𝛼1

𝑚 (𝑥)= lim
𝑥→0

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜈𝑗𝐺
𝛼1−𝛼𝑗+1
𝑚 (𝑥)= 1.

В частности, из них также следует формула [10]

𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝐺
𝜇−𝛼𝑗
𝑚 (𝑥)+𝜆𝐺𝜇𝑚(𝑥)=

𝛽1𝑥
𝜇−𝛼1−1

Γ(𝜇−𝛼1)
, 𝜇>𝛼1, (16)

с учётом которой получаем

lim
𝑥→0

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜈𝑗𝐺
𝛼1−𝛼𝑗+𝑙+1
𝑚 (𝑥)= lim

𝑥→0

(︂
−𝜆
𝛽1
𝐺𝛼1+𝑙+1
𝑚 (𝑥)+

𝑥𝑙

Γ(𝑙+1)

)︂
=0, 𝑙=1, 𝑛−1.

Из формулы (16) также следует справедливость равенства (13). Лемма доказана.
Функция 𝐺𝛼1

𝑚 (𝑥), удовлетворяющая свойствам (13)–(15), является фундаментальным ре-
шением уравнения (1).

Известно [15], что решение задачи Коши для уравнения (1) с условиями 𝑢(𝑛−𝑘)(0) = 𝑢𝑘
(𝑘=1, 𝑛) имеет вид

𝑢(𝑥)=

𝑥ˆ

0

𝑓(𝑡)𝒲𝛼(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡+𝒲(𝑥)𝑢, (17)

где 𝒲𝛼(𝑥)=(1/𝛽1)𝐺
𝛼1
𝑚 (𝑥), 𝒲(𝑥)=(𝒲0(𝑥),𝒲1(𝑥), . . . ,𝒲𝑛−1(𝑥)), 𝒲𝑙(𝑥)=ℒ𝑙+1𝒲𝛼(𝑥), 𝑙=0, 𝑛−1,

𝑢=(𝑢(0), 𝑢′(0), . . . , 𝑢(𝑛−1)(0))т.
Воспользовавшись формулой (16), получаем, что

𝒲𝑙(𝑥)=
𝑥𝑙

Γ(𝑙+1)
−𝜆𝐺𝛼1+𝑙+1

𝑚 (𝑥).

Лемма 3. Справедливо предельное соотношение

lim
𝑥→0

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝒲𝑙(𝑥)=

{︃
1, 𝑙= 𝑘,

0, 𝑙 ̸= 𝑘,
𝑙, 𝑘=0, 𝑛−1.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 11 2024
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Доказательство. Если 𝑙= 𝑘, то

lim
𝑥→0

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝒲𝑙(𝑥)= lim

𝑥→0

[︂
𝑥𝑙−𝑘

Γ(𝑙−𝑘+1)
−𝜆𝐺𝛼1+𝑙−𝑘+1

𝑚 (𝑥)

]︂
=1, 𝑛−1<𝛼1⩽𝑛, 𝑘=0, 𝑛−1.

При 𝑙 ̸= 𝑘 имеем

lim
𝑥→0

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝒲𝑙(𝑥)= lim

𝑥→0

[︂
𝑥𝑙−𝑘

Γ(𝑙−𝑘+1)
−𝜆𝐺𝛼1+𝑙−𝑘+1

𝑚 (𝑥)

]︂
=0, 𝛼1+ 𝑙−𝑘+1> 1.

Лемма доказана.
Имеет место следующее утверждение.
Лемма 4. Пусть 𝜕𝑖𝐾(𝑥, 𝑡)/𝜕𝑥𝑖 ∈ 𝐶([0, 1]× [0, 1]), 𝑖 = 0, 𝑝; ℓ — линейный ограниченный

функционал в пространстве 𝐶𝑝[0, 1]. Тогда справедливо соотношение

ℓ

[︂ 1ˆ

0

𝐾(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡

]︂
=

1ˆ

0

ℓ[𝐾(𝑥, 𝑡)] 𝑑𝑡. (18)

Заметим, что в формуле (18) функционал ℓ применяется к 𝐾(𝑥, 𝑡) как к функции пере-
менной 𝑥.

Доказательство. В силу наложенных на 𝐾(𝑥, 𝑡) условий можем записать

1ˆ

0

𝐾(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡= lim
𝑚→∞

1

𝑚

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐾

(︂
𝑥,

𝑖

𝑚

)︂
.

Так как 𝐾(𝑥, 𝑖/𝑚)∈𝐶𝑝[0, 1] для любого 𝑖 и ℓ[𝐾(𝑥, 𝑡)] и как функция переменной 𝑡 является
непрерывной на отрезке [0, 1], то

ℓ

[︂ 1ˆ

0

𝐾(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡

]︂
= ℓ

[︂
lim
𝑚→∞

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐾

(︂
𝑥,

𝑖

𝑚

)︂
1

𝑚

]︂
= lim
𝑚→∞

ℓ

[︂ 𝑚∑︁
𝑖=0

𝐾

(︂
𝑥,

𝑖

𝑚

)︂
1

𝑚

]︂
=

= lim
𝑚→∞

𝑚∑︁
𝑖=0

ℓ

[︂
𝐾

(︂
𝑥,

𝑖

𝑚

)︂]︂
1

𝑚
=

1ˆ

0

ℓ[𝐾(𝑥, 𝑡)] 𝑑𝑡.

Лемма доказана.

3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Теорема. Пусть 𝑛⩾ 2, 𝐷(ℓ𝑘)=𝐶𝑛−2[0, 1], 𝑘=1, 𝑛, функция 𝑓(𝑥) представима в виде

𝑓(𝑥)=𝐷𝛼1−𝑛
0𝑥 𝑔(𝑥), 𝑔(𝑥)∈𝐿[0, 1], 𝑥1−𝜇𝑓(𝑥)∈𝐶[0, 1],

и выполняется условие
det𝐴 ̸=0, (19)

где 𝐴= ‖ℓ𝑖[𝒲𝑗(𝑥)]‖ — квадратная матрица, 𝑖, 𝑗=1, 𝑛.
Тогда существует единственное регулярное решение задачи (1), (3)

𝑢(𝑥)=

1ˆ

0

𝑓(𝑡)𝐺(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡+𝒲(𝑥)𝐴−1𝑏, (20)

где
𝐺(𝑥, 𝑡)=𝒲𝛼(𝑥− 𝑡)−𝒲(𝑥)𝐴−1ℓ[𝒲𝛼(𝑥− 𝑡)].
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Доказательство. Подставив представление (17) в условие (3), с учётом леммы 4 получим
систему алгебраических линейных уравнений для определения 𝑢 следующего вида:

𝐴𝑢= 𝑏−ℱ , ℱ =

1ˆ

0

𝑓(𝑡)ℓ[𝒲𝛼(𝑥− 𝑡)] 𝑑𝑡.

Если det𝐴 ̸=0, то существует обратная матрица 𝐴−1 и тогда

𝑢=𝐴−1𝑏−𝐴−1ℱ .

Подставляя теперь найденные значения 𝑢 в (17), после несложных преобразований получа-
ем (20).

Докажем, что функция 𝑢(𝑥), определяемая равенством (20), действительно является
регулярным решением уравнения (1). Учитывая соотношения (4) и

𝑚∑︁
𝑗=2

𝜈𝑗𝐺
𝛼𝑗+𝜇
𝑚 (𝑥)=𝐺𝜇𝑚(𝑥)−𝜈1𝐺𝛼1+𝜇

𝑚 (𝑥)− 𝑥𝜇−1

Γ(𝜇)

(см. (6) и (16)) и используя свойства свертки Лапласа, закон композиции операторов дробного
интегро-дифференцирования и формулу дробного интегрирования по частям (11), будем
иметь

𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗
𝛽1
𝜕
𝛼𝑗

0𝑥

𝑥ˆ

0

𝐺𝛼1
𝑚 (𝑥− 𝑡)𝑓(𝑡) 𝑑𝑡=

𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗
𝛽1
𝐷
𝛼𝑗−𝑛
0𝑥

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝑓 *𝐺𝛼1

𝑚 )(𝑥)=

=
𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑔*

𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗
𝛽1
𝐷
𝛼𝑗−𝑛−1
0𝑥 𝐺𝛼1−𝛼1+𝑛−𝑛

𝑚

)︂
(𝑥)=

𝑑

𝑑𝑥

[︂
𝐷
𝛼𝑗−𝑛
0𝑥 𝑔*

(︂
− 𝜆

𝛽1
𝐺𝛼1+1
𝑚 +1

)︂]︂
(𝑥)=

=
𝑑

𝑑𝑥

[︂
𝑓 *

(︂
− 𝜆

𝛽1
𝐺𝛼1+1
𝑚 +1

)︂]︂
(𝑥)=−𝜆

𝑥ˆ

0

𝑓(𝑡)𝒲𝛼(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡+𝑓(𝑥),

откуда следует справедливость равенства
𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝜕
𝛼𝑗

0𝑥

(︀
𝑓 *

[︀
𝒲𝛼(𝑥)−𝒲(𝑥)𝐴−1ℓ[𝒲𝛼(𝑥)]

]︀
+𝒲(𝑥)𝐴−1𝑏

)︀
+

+𝜆
(︀
𝑓 *

[︀
𝒲𝛼(𝑥)−𝒲(𝑥)𝐴−1ℓ[𝒲𝛼(𝑥)]

]︀
+𝒲(𝑥)𝐴−1𝑏

)︀
= 𝑓(𝑥).

С учётом формулы (18) нетрудно проверить, что функция (20) удовлетворяет краевым
условиям (3):

ℓ[𝑓 *𝒲𝛼(𝑥)]−𝐴𝐴−1ℓ[𝑓 *𝒲𝛼(𝑥)]+𝐴𝐴−1𝑏= 𝑏,

так как 𝐴= ℓ[𝒲(𝑥)], 𝐴𝐴−1=𝐸 — единичная матрица.
Покажем, что если условие разрешимости (19) нарушается, то решение задачи (1), (3),

вообще говоря, неединственно. Более точно, однородная задача в этом случае имеет нетри-
виальное решение.

Рассмотрим функцию ̃︀𝑢(𝑥)=𝒲(𝑥)𝐶,

где 𝒲(𝑥)= (𝒲𝑛(𝑥),𝒲𝑛−1(𝑥), . . . ,𝒲1(𝑥)), 𝐶=(𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛)
т, 𝐶𝑖, 𝑖=1, 𝑛, — произвольные

постоянные.
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Из (17) следует, что функция ̃︀𝑢(𝑥) является решением уравнения

𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝜕
𝛼𝑗

0𝑥 ̃︀𝑢(𝑥)+𝜆̃︀𝑢(𝑥)= 0. (21)

Так как det𝐴=0, то по предположению найдётся такой ненулевой вектор ̃︀𝐶, что

ℓ[̃︀𝑢(𝑥)] = ℓ[𝒲(𝑥)] ̃︀𝐶 =𝐴 ̃︀𝐶 =0.

Таким образом, показано, что функция ̃︀𝑢(𝑥) =𝒲(𝑥) ̃︀𝐶 является решением однородного
уравнения (21) и удовлетворяет нулевым условиям ℓ[̃︀𝑢(𝑥)] = 0. Теорема доказана.
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For an ordinary differential equation with a fractional discretely distributed differentiation operator,
the Naimark problem is studied, where the boundary conditions are specified in the form of linear
functionals. This allows us to cover a fairly wide class of linear local and nonlocal conditions. A necessary
and sufficient condition for the unique solvability of the problem is obtained. A representation of the
solution to the problem under study is found in terms of special functions. The theorem of existence
and uniqueness of the solution is proven.

Keywords: Naimark problem, Gerasimov–Caputo fractional derivative, functional
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