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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Уравнения с параметром и некоторыми разрывными операторами исследованы в работах
[1–3]. В данной статье будем рассматривать нелинейное уравнение с параметром и разрывным
оператором в общей операторной постановке.

Пусть 𝐸 – вещественное рефлексивное банахово пространство, 𝐸* – сопряжённое с 𝐸
пространство, 𝐴 : 𝐸→𝐸* – линейный самосопряжённый оператор, 𝑇 : 𝐸→𝐸* – разрывное,
компактное или антимонотонное отображение, ограниченное на 𝐸.

В работах [4–6] изучена проблема существования решений уравнения

𝐴𝑢=𝜆𝑇𝑢 (1)

в зависимости от параметра 𝜆>0. В [7] получена оценка сверху величины бифуркационного
параметра, а в [8] рассмотрен вопроc об оценках нормы оператора 𝐴 для такого уравнения с
разрывным оператором 𝑇 . В данной статье, являющейся продолжением этих исследований,
конкретизируются оценки параметра 𝜆 и нормы оператора 𝐴 в уравнении (1).

2. ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Через (𝑧, 𝑥) будем обозначать значение функционала 𝑧∈𝐸* на элементе 𝑥∈𝐸. Приведём
необходимые определения.

Определение 1. Линейный оператор 𝐴 : 𝐸 → 𝐸* называется самосопряжённым, если
(𝐴𝑥, ℎ)= (𝐴ℎ, 𝑥) для любых 𝑥, ℎ∈𝐸.

Определение 2. Оператор 𝐴 : 𝐸→𝐸* называется коэрцитивным, если

(𝐴𝑢, 𝑢)⩾𝛼(‖𝑢‖)‖𝑢‖

для любого 𝑢∈𝐸, где 𝛼 : R+→R — непрерывная на R+ функция и lim𝑡→+∞ 𝛼(𝑡)=+∞.
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Определение 3. Оператор 𝐴 : 𝐸→𝐸* называется положительно определённым, если
существует постоянная 𝛼>0 такая, что неравенство (𝐴𝑢, 𝑢)⩾𝛼‖𝑢‖2 верно для любого 𝑢∈𝐸.

Определение 4. Отображение 𝑇 : 𝐸→𝐸* называется компактным на 𝐸, если оно огра-
ниченные множества из 𝐸 переводит в предкомпактные в 𝐸*.

Определение 5. Отображение 𝑇 : 𝐸→𝐸* называется монотонным на 𝐸, если

(𝑇𝑥−𝑇𝑦, 𝑥−𝑦)⩾ 0

для любых 𝑥, 𝑦 ∈𝐸.
Определение 6. Отображение 𝑇 : 𝐸→𝐸* называется антимонотонным, если отобра-

жение −𝑇 монотонно.
Определение 7. Отображение 𝑇 : 𝐸→𝐸* называется квазипотенциальным, если суще-

ствует функционал 𝑓 : 𝐸→R, для которого верно равенство

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)=
1ˆ

0

(𝑇 (𝑥+ 𝑡ℎ), ℎ) 𝑑𝑡

для любых 𝑥, ℎ∈𝐸, при этом 𝑓 называют квазипотенциалом оператора 𝑇 .
Определение 8. Отображение 𝑇 : 𝐸→𝐸* называется ограниченным на 𝐸, если суще-

ствует постоянная 𝛽 > 0 такая, что ‖𝑇𝑥‖⩽𝛽 для любого 𝑥∈𝐸.
Определение 9. Элемент 𝑥∈𝐸 называется точкой разрыва оператора 𝑇 : 𝐸→𝐸*, ес-

ли найдётся значение ℎ ∈ 𝐸, для которого либо lim𝑡→0(𝑇 (𝑥+ 𝑡ℎ), ℎ) не существует, либо
lim𝑡→0(𝑇 (𝑥+ 𝑡ℎ), ℎ) ̸=(𝑇𝑥, ℎ).

Определение 10. Элемент 𝑥 ∈ 𝐸 называется регулярной точкой для оператора 𝑇 :
𝐸→𝐸*, если для некоторого ℎ∈𝐸 справедливо неравенство

lim
𝑡→+0

(𝑇 (𝑥+ 𝑡ℎ), ℎ)< 0.

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Пусть выполняются следующие условия:
1) 𝐴 — линейный самосопряжённый оператор, действующий из вещественного рефлек-

сивного банахова пространства 𝐸 в сопряжённое пространство 𝐸*;
2) отображение 𝑇 компактное или антимонотонное, квазипотенциальное (с квазипо-

тенциалом 𝑓) и ограниченное на 𝐸 с константой 𝛽 > 0, 𝑓(0)= 0 и для некоторого 𝑢0 ∈𝐸
значение 𝑓(𝑢0)> 0;

3) уравнение (1) имеет ненулевое решение.
Тогда для параметра 𝜆 и нормы оператора 𝐴 справедливы оценки

𝜆>
1

2𝛽
inf
𝑢∈𝑈

(𝐴𝑢, 𝑢)

‖𝑢‖
,

1

2𝛽
‖𝑇𝑢‖ inf

𝑢∈𝑈

(𝐴𝑢, 𝑢)

‖𝑢‖
< ‖𝐴𝑢‖⩽𝜆𝛽,

где 𝑈 = {𝑢∈𝐸 : 𝑓(𝑢)> 0}.
Доказательство. Рассмотрим множество 𝑈 ={𝑢∈𝐸 : 𝑓(𝑢)>0}. В силу условия 2) теоре-

мы существует значение 𝑢0∈𝐸, для которого 𝑓(𝑢0)>0. Поэтому данное множество непусто.
Пусть 𝑣 ∈ 𝑈 . Тогда 𝑔(𝜆) = (𝐴𝑣, 𝑣)/2−𝜆𝑓(𝑣) – линейная убывающая функция на R+,

обращающаяся в нуль при 𝜆(𝑣)=(𝐴𝑣, 𝑣)/(2𝑓(𝑣)). Положим 𝜆0=𝜆(𝑣), 𝑓𝜆(𝑣)=(𝐴𝑣, 𝑣)/2−𝜆𝑓(𝑣).
Следовательно, для любого 𝜆>𝜆0 значение 𝑓𝜆(𝑣)< 0.
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Из квазипотенциальности и ограниченности отображения 𝑇 получаем

𝑓(𝑣)=

1ˆ

0

(𝑇 (𝑡𝑣), 𝑣) 𝑑𝑡⩽𝛽‖𝑣‖,

где 𝛽 – положительная константа из неравенства ‖𝑇𝑢‖⩽𝛽, справедливого для любого 𝑢∈𝐸.
Поэтому

𝜆>
(𝐴𝑣, 𝑣)

2𝑓(𝑣)
⩾

(𝐴𝑣, 𝑣)

2𝛽‖𝑣‖
.

Поскольку последние неравенства справедливы для произвольного 𝑣 ∈𝑈 , то

𝜆>
1

2𝛽
inf
𝑢∈𝑈

(𝐴𝑢, 𝑢)

‖𝑢‖
.

Из уравнения (1) в силу ограниченности отображения 𝑇 имеем

‖𝐴𝑢‖=𝜆‖𝑇𝑢‖⩽𝜆𝛽.

С другой стороны,

‖𝐴𝑢‖=𝜆‖𝑇𝑢‖> 1

2𝛽
‖𝑇𝑢‖ inf

𝑢∈𝑈

(𝐴𝑢, 𝑢)

‖𝑢‖
.

Теорема доказана.
Приведём условия, при которых выполняется условие 3) теоремы 1. Пусть пространство 𝐸

представляет собой прямую сумму замкнутых подпространств 𝐸1 =ker𝐴 и 𝐸2, причём су-
ществует постоянная 𝛼> 0 такая, что (𝐴𝑢, 𝑢)⩾𝛼‖𝑢‖2 для любого 𝑢∈𝐸2; если 𝐸1 ̸= {0}, то

lim
𝑢∈𝐸1, ‖𝑢‖→+∞

𝑓(𝑢)=−∞;

для компактного отображения 𝑇 выполняется неравенство

lim
𝑡→+0

(𝑇 (𝑢+ 𝑡ℎ)−𝑇𝑢, ℎ)⩾ 0

для всех 𝑢, ℎ∈𝐸, а для антимонотонного отображения 𝑇 любая точка разрыва оператора 𝑇
при 𝜆 > 𝜆0 > 0 регулярная для 𝐴𝑢−𝜆𝑇𝑢. Тогда для любого 𝜆 > 𝜆0 уравнение (1) имеет
ненулевое решение (см. теорему 2 из [4] и следствие 1 из [5]).

Кроме того, справедлива
Теорема 2. Если 𝐴 – положительно определённый оператор на всём пространстве 𝐸,

то оператор 𝐴−𝜆𝑇 коэрцитивный при любом 𝜆> 0, а если 𝐸1 ̸= {0}, то оператор 𝐴−𝜆𝑇
некоэрцитивный.

Доказательство. Из положительной определённости оператора 𝐴 с константой 𝛼> 0 и
ограниченности отображения 𝑇 с постоянной 𝛽 > 0 имеем

(𝐴𝑢, 𝑢)−𝜆(𝑇𝑢, 𝑢)⩾𝛼‖𝑢‖2−𝜆𝛽‖𝑢‖=(𝛼‖𝑢‖−𝜆𝛽)‖𝑢‖=𝛼(‖𝑢‖)‖𝑢‖ для любого 𝑢∈𝐸,

где lim𝑡→+∞ 𝛼(𝑡)= lim𝑡→+∞(𝛼𝑡−𝜆𝛽)=+∞, т.е. оператор 𝐴−𝜆𝑇 коэрцитивный на всём про-
странстве 𝐸.

В случае когда 𝐸1 ̸= {0} для 0 ̸=𝑢∈𝐸1 и 0 ̸= 𝑡∈R, имеем

(𝐴(𝑡𝑢), 𝑡𝑢)−𝜆(𝑇 (𝑡𝑢), 𝑡𝑢)
|𝑡| ‖𝑢‖

=
−𝜆(𝑇 (𝑡𝑢), 𝑡𝑢)

|𝑡| ‖𝑢‖
⩽
𝜆(𝑇 (𝑡𝑢), 𝑡𝑢)

|𝑡| ‖𝑢‖
⩽
𝜆𝛽‖𝑡𝑢‖
|𝑡| ‖𝑢‖

=𝜆𝛽,

т.е. оператор 𝐴−𝜆𝑇 некоэрцитивный. Теорема доказана.
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4. ПРИЛОЖЕНИЯ

Если 𝐴 – положительно определённый оператор, то будут справедливы соответствующие
теоремы для эллиптических и обыкновенных дифференциальных уравнений в коэрцитивном
случае.

Действительно, выполнение условий теоремы 1 для эллиптических краевых задач с пара-
метром и разрывными по фазовой переменной нелинейностями проверяется аналогично тому,
как это сделано в [4, 5]. Поэтому для параметра и дифференциального оператора в задачах
на собственные значения для уравнений эллиптического типа с разрывными нелинейностями
имеют место аналогичные оценки [9], уточняющие оценки из [10–14].

Применив теорему 1 к краевой задаче для обыкновенного дифференциального уравнения
второго порядка с параметром и разрывной правой частью, получим оценки параметра и
дифференциального оператора, согласующиеся с оценками из [15].
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