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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим в области 𝐷=𝐷+∪𝐷1∪𝐷2 уравнения Лаврентьева–Бицадзе

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+sgn 𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
=0. (1)

Область эллиптичности 𝐷+ уравнения (1) представляет собой единичный полукруг в
верхней полуплоскости: 𝐷+={(𝑟, 𝜃) : 0<𝑟<1, 0<𝜃<𝜋}; 𝐷1∪𝐷2 — область гиперболичности,
где 𝐷1 — треугольник в нижней полуплоскости, ограниченный осью 𝑂𝑥 и отрезками 𝛾1 =
= {(𝑥, 𝑦) : 𝑦=−𝑥−1, −1<𝑥<−1/2}, 𝛾2 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑦= 𝑥, −1/2<𝑥< 0}, 𝐷2 — треугольник в
нижней полуплоскости, ограниченный осью 𝑂𝑥 и отрезками 𝛾3={(𝑥, 𝑦) : 𝑦=−𝑥, 0<𝑥<1/2},
𝛾4= {(𝑥, 𝑦) : 𝑦=𝑥−1, 1/2<𝑥< 1}.

Исследуем задачу типа Геллерстедта о нахождении функции

𝑢(𝑥, 𝑦)∈𝐶(𝐷)∩𝐶2(𝐷+)∩𝐶2(𝐷1)∩𝐶2(𝐷2),

удовлетворяющей уравнению (1) в области 𝐷, неоднородному граничному условию на по-
луокружности

𝑢(cos 𝜃, sin 𝜃)= 𝑓(𝜃), 𝜃∈ [0, 𝜋], (2)

где 𝑓(𝜃) — функция из класса Гёльдера на отрезке [0, 𝜋], 𝑓(𝜋) = 0, и условиям на парал-
лельных характеристиках 𝛾1 и 𝛾3:

𝑢(𝑥, 𝑦)|𝛾1 =0, (3)(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛾3

=0. (4)

Классическую постановку задачи Геллерстедта см. в книгах [1, с. 328; 2, с. 6].
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На линии изменения типа уравнения (1) зададим условие непрерывности производных
искомого решения по 𝑥:

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑥,−0)=

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑥,+0), 𝑥∈ (−1, 0)∪(0, 1). (5)

На градиент искомого решения накладывается следующее условие гладкости на всём
замыкании области эллиптичности, кроме концевых точек 𝐴(−1, 0), 𝐵(1, 0) линии изменения
типа уравнения и начала координат 𝑂(0, 0): ∇𝑢∈𝐶1(𝐷+). В точках 𝐴, 𝐵, 𝑂 допускается
наличие степенных особенностей порядка меньше единицы у первых частных производных
решения.

Кроме того, на линии изменения типа уравнения зададим условия сопряжения

𝜕𝑢(𝑥,+0)

𝜕𝑦
=−𝜕𝑢(𝑥,−0)

𝜕𝑦
, 𝑥∈ (−1, 0);

𝜕𝑢(𝑥,+0)

𝜕𝑦
=
𝜕𝑢(𝑥,−0)

𝜕𝑦
, 𝑥∈ (0, 1). (6)

Условия (5) и (6) представляют собой аналог классического условия Франкля склеива-
ния решения на линии изменения типа [3]. Задачи Геллерстедта с условиями сопряжения
Франкля на линии изменения типа и с данными на внутренних или внешних характеристи-
ках были изучены в работах [4–6]. Настоящая статья является продолжением исследований,
начатых в [6].

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Справедлива следующая
Лемма. Решение задачи (1)–(6) удовлетворяет условию

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑥,−0)− 𝜕𝑢

𝜕𝑦
(𝑥,−0)=0, 𝑥∈ (−1, 0)∪(0, 1).

Доказательство повторяет доказательство соответствующей леммы в работе [6].
Из леммы следует, что решение 𝑢(𝑥, 𝑦) задачи (1)–(6) также является решением следу-

ющей краевой задачи для уравнения Лапласа в полукруге:

△𝑢(𝑥, 𝑦)= 0, (𝑥, 𝑦)∈𝐷+; 𝑢(cos 𝜃, sin 𝜃)= 𝑓(𝜃), 𝜃∈ [0, 𝜋];(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

=0, 𝑥∈ (−1, 0);

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

=0, 𝑥∈ (0, 1). (7)

Решение задачи (7) будем искать в виде 𝑢(𝑥, 𝑦)=𝑈(𝑥, 𝑦)+𝑉 (𝑥, 𝑦), где

𝑈(𝑥, 𝑦)=
𝑢(𝑥, 𝑦)+𝑢(−𝑥, 𝑦)

2
, 𝑉 (𝑥, 𝑦)=

𝑢(𝑥, 𝑦)−𝑢(−𝑥, 𝑦)
2

,

т.е. функция 𝑈(𝑥, 𝑦) будет чётной по переменной 𝑥, а 𝑉 (𝑥, 𝑦) — нечётной по переменной 𝑥.
Тогда введённые функции будут решениями следующих краевых задач в четверти круга
𝐷+

1 = {(𝑟, 𝜃) : 0<𝑟< 1, 0<𝜃<𝜋/2}:

△𝑈(𝑥, 𝑦)= 0 в 𝐷+
1 , 𝑈(cos 𝜃, sin 𝜃)=

𝑓(𝜃)+𝑓(𝜋−𝜃)
2

, 𝜃∈ [0, 𝜋/2],

𝜕𝑈

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

=0, 𝑦 ∈ (0, 1),

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑥
− 𝜕𝑈

𝜕𝑦

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

=0, 𝑥∈ (0, 1); (8)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 10 2024



ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ГЕЛЛЕРСТЕДТА 1431

△𝑉 (𝑥, 𝑦)= 0 в 𝐷+
1 , 𝑉 (cos 𝜃, sin 𝜃)=

𝑓(𝜃)−𝑓(𝜋−𝜃)
2

, 𝜃∈ [0, 𝜋/2],

𝑉 (0, 𝑦)= 0, 𝑦 ∈ (0, 1),

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑥
− 𝜕𝑉

𝜕𝑦

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

=0, 𝑥∈ (0, 1). (9)

В полярной системе координат задачи (8) и (9) соответственно будут иметь вид

𝜕2𝑈

𝜕𝑟2
+
1

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+

1

𝑟2
𝜕2𝑈

𝜕𝜃2
=0 в 𝐷+

1 , 𝑈(cos 𝜃, sin 𝜃)=
𝑓(𝜃)+𝑓(𝜋−𝜃)

2
, 𝜃∈ [0, 𝜋/2],

𝜕𝑈

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜋/2

=0,

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑟
− 1

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝜃

)︂⃒⃒⃒⃒
𝜃=0

=0, 𝑟∈ (0, 1),

и

𝜕2𝑉

𝜕𝑟2
+
1

𝑟

𝜕𝑉

𝜕𝑟
+

1

𝑟2
𝜕2𝑉

𝜕𝜃2
=0 в 𝐷+

1 , 𝑉 (cos 𝜃, sin 𝜃)=
𝑓(𝜃)−𝑓(𝜋−𝜃)

2
, 𝜃∈ [0, 𝜋/2],

𝑉 |𝜃=𝜋/2=0,

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑟
− 1

𝑟

𝜕𝑉

𝜕𝜃

)︂⃒⃒⃒⃒
𝜃=0

=0, 𝑟∈ (0, 1).

Используя метод разделения переменных, найдём решения полученных задач:

𝑈(𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃)=𝐶+
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛𝑟
𝛼 cos(𝛼(𝜃−𝜃0)),

𝑉 (𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃)=
∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛𝑟
𝛽 sin(𝛽(𝜃−𝜃1)).

С помощью спектрального метода [7] преобразуем решение задачи (8):

𝑈(𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃)=𝐶+

∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛𝑟
2𝑛+1/2 cos

(︀
(2𝑛+1/2)(𝜋/2−𝜃)

)︀
, (10)

где 𝐶 – произвольная постоянная, а коэффициенты 𝐴𝑛 однозначно определяются из разло-
жения

∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 cos
(︀
(2𝑛+1/2)(𝜋/2−𝜃)

)︀
=
𝑓(𝜃)+𝑓(𝜋−𝜃)

2
−𝐶, 𝜃∈ [0, 𝜋/2].

Отметим, что система косинусов в формуле (10) образует базис, в отличие от решения
аналогичной задачи в работе [6], где система косинусов образует базис только вместе с
константой [7].

Для нахождения коэффициентов 𝐴𝑛 используется биортогональная система в явном виде,
полученная в статье [8]. Сделаем замену переменной 𝜃=(𝜋−𝜙)/2 и получим равенство

∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 cos((𝑛+1/4)𝜙)=
𝑓((𝜋−𝜙)/2)+𝑓((𝜋+𝜙)/2)

2
−𝐶 =Φ(𝜙), 𝜙∈ [0, 𝜋].

Применяя формулы [8], вычислим коэффициенты

𝐴𝑛=
2

𝜋

𝜋̂

0

Φ(𝜙)ℎ𝑛(𝜙) 𝑑𝜙,

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 10 2024
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где

ℎ𝑛(𝜙)=
2
√︀
2 cos𝜙/2

𝜋

[︂ 𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
−1/2 cos((𝑛−𝑘)𝜙)−𝐶

𝑛
−1/2/2

]︂
.

Вернёмся к переменной 𝜃:

𝐴𝑛=
2

𝜋

𝜋/2ˆ

0

(︂
𝑓(𝜃)+𝑓((𝜋−𝜃)/2)

2
−𝐶

)︂
ℎ𝑛(𝜃) 𝑑𝜃,

здесь

ℎ𝑛(𝜃)=
2
√
2 sin 𝜃

𝜋

[︂ 𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
−1/2 cos(𝑛−𝑘)(𝜋−2𝜃)−𝐶𝑛

−1/2/2

]︂
.

Ряд (10) даёт решение задачи (8). Пространство решений соответствующей однородной
задачи одномерно. Так как в силу принципа максимума и принципа Зарембы–Жиро [1, с. 26]
ненулевой экстремум решения достигается только в нуле, то разность двух таких решений
с одинаковыми значениями в точке (0, 0) тождественно равна нулю в области 𝐷+.

Аналогично находим решение задачи (9):

𝑉 (𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃)=

∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛𝑟
2𝑛+1/2 sin

(︀
(2𝑛+1/2)(𝜋/2−𝜃)

)︀
, (11)

где коэффициенты 𝐵𝑛 определяются из разложения

∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛 sin
(︀
(2𝑛−1/2)(𝜋/2−𝜃)

)︀
=
𝑓(𝜃)−𝑓(𝜋−𝜃)

2
, 𝜃∈ [0, 𝜋/2].

Получив решение задачи в области 𝐷+ в виде 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑈(𝑥, 𝑦)+𝑉 (𝑥, 𝑦) и обозначив
𝜏(𝑥)=𝑢(𝑥, 0), в силу непрерывности решения во всей области получим формулу для решения
в области гиперболичности 𝐷1∪𝐷2:

𝑢(𝑥, 𝑦)= 𝜏(𝑥+𝑦)−𝜏(−1).

Единственность построенного решения вытекает из упомянутых принципов максимума
и Зарембы–Жиро для уравнения Лапласа. Решение 𝑢(𝑥, 𝑦) можно однозначно построить в
виде биортогонального ряда в 𝐷+, а далее однозначно продолжить на 𝐷1 и 𝐷2. Таким
образом, справедлива следующая

Теорема. Задача (1)–(6) имеет решение, которое в области 𝐷+ представимо в виде
𝑢(𝑥, 𝑦)=𝑈(𝑥, 𝑦)+𝑉 (𝑥, 𝑦), где функции 𝑈(𝑥, 𝑦) и 𝑉 (𝑥, 𝑦) определяются формулами (10) и (11)
соответственно.

Замечание 1. Из результатов работы [9] следует, что если в задаче (1)–(6) краевое
условие (4) заменить на 𝑢(𝑥, 𝑦)|𝛾3 =0, то решение задачи существует и единственно.

Замечание 2. При 𝑓(𝜃)=0, 𝜃∈ [0, 𝜋], соответствующая однородная задача (1)–(6) имеет
нетривиальное решение.
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conditions on parallel characteristics in the hyperbolic part of the equation.
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