
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 2024, том 60, № 10, с. 1394–1406

ТЕОРИЯ УПРАВЛЕНИЯ

УДК 517.977.1

РЕГУЛЯТОРЫ ФИНИТНОЙ СТАБИЛИЗАЦИИ
ДЛЯ ГИБРИДНЫХ ЛИНЕЙНЫХ

НЕПРЕРЫВНО-ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМ

© 2024 г. В. Е. Хартовский

Гродненский государственный университет имени Янки Купалы, Республика Беларусь
e-mail: hartows@mail.ru

Поступила в редакцию 11.06.2024 г., после доработки 11.06.2024 г.; принята к публикации 02.08.2024 г.

Для гибридных линейных автономных непрерывно-дискретных систем предложены ме-
тоды проектирования регуляторов двух видов, обеспечивающих их финитную стаби-
лизацию. Построение регулятора финитной стабилизации по состоянию (первый вид)
основано на известных значениях решения системы управления в дискретные момен-
ты времени, кратные шагу квантования. Найден наблюдатель, позволяющий в режиме
реального времени с нулевой ошибкой получить необходимые значения решения по дан-
ным наблюдаемого выходного сигнала. Регулятор финитной стабилизации по выходу
(второй вид) использует в качестве обратной связи наблюдаемый выходной сигнал; его
конструкция представляет собой модификацию регулятора финитной стабилизации по
состоянию путём включения в его контур указанного наблюдателя.
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ВВЕДЕНИЕ

К гибридным системам относятся системы, в структуре которых имеется несколько уров-
ней разнородного описания, а вектор-состояние содержит непрерывные и дискретные ком-
поненты. Такие системы встречаются, например, в прикладных задачах управления меха-
ническими и электроэнергетическими системами, в управлении летательными аппаратами,
технологическими процессами, трафиком в компьютерных сетях (см. [1–5]). Исследованию
различных классов гибридных систем посвящены работы [6–17].

В настоящей статье изучаются линейные автономные гибридные непрерывно-дискретные
системы с импульсным управляющим воздействием, которые можно интерпретировать как
непрерывные системы при воздействии регуляторов дискретного действия. Различные свой-
ства управляемости и наблюдаемости линейных непрерывно-дискретных систем изучены в
работах [13, 14], в них же предложены методы построения необходимого програмного управ-
ления и вычисления решения по измерениям наблюдаемого выхода. Однако хорошо известно,
что более универсальным управлением, в сравнении с программным, является управление по
типу обратной связи. В представленном исследовании предлагаются подходы к проектиро-
ванию регуляторов с обратной связью, обеспечивающих финитную стабилизацию замкнутой
системы [18], т.е. равенство нулю решения системы через конечное время. Строятся регуля-
торы двух видов. Первый вид — регулятор финитной стабилизации по состоянию. Получен
критерий существования и предложен метод построения такого регулятора. Для реализации
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обратной связи в этом регуляторе необходимо иметь возможность определять состояния си-
стемы в дискретные моменты времени, кратные шагу квантования. Для этого предложен так
называемый “поточечный наблюдатель”, позволяющий по наблюдаемому выходному сигналу
в режиме реального времени и с нулевой ошибкой восстанавливать необходимые данные,
а также доказан критерий его существования. Второй вид разработанного регулятора —
регулятор финитной стабилизации по выходу, основанный на использовании обратной связи
в виде наблюдаемого выходного сигнала. Идея его построения заключается в модификации
регулятора финитной стабилизации по состоянию путём встраивания в него дополнитель-
ного контура, выполняющего функцию поточечного наблюдателя. Показано, что регулятор
финитной стабилизации по выходу существует тогда и только тогда, когда существуют
регулятор финитной стабилизации по состоянию и поточечный наблюдатель.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Пусть объект управления описывается линейной непрерывно-дискретной системой с им-
пульсным управляющим воздействием и известным выходным сигналом, измеряемым в дис-
кретные моменты времени:

𝑥̇1(𝑡)=𝐴11𝑥1(𝑡)+𝐴12𝑥2(𝑡𝑘)+
𝑚∑︁
𝑗=0

𝐵1𝑗𝑢(𝑡𝑘−𝑗), 𝑡∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1), (1)

𝑥2(𝑡𝑘+1)=𝐴21𝑥1(𝑡𝑘)+𝐴22𝑥2(𝑡𝑘)+

𝑚∑︁
𝑗=0

𝐵2𝑗𝑢(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘=0, 1, . . . , (2)

𝑦(𝑡𝑘)=

𝑚∑︁
𝑗=0

(𝐶1𝑗𝑥1(𝑡𝑘−𝑗)+𝐶2𝑗𝑥2(𝑡𝑘−𝑗)) , 𝑘=𝑚,𝑚+1, . . . , (3)

где 𝐴𝑖𝑗 ∈R𝑛𝑖×𝑛𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2; 𝐵𝑖𝑗 ∈R𝑛𝑖×𝑟, 𝐶𝑖𝑗 ∈R𝑙×𝑛𝑖 , 𝑖= 1, 2, 𝑗 = 0,𝑚, 𝑢 — управление, 𝑦 —
наблюдаемый выходной сигнал, 𝑡𝑘 = 𝑘ℎ, 𝑘=Z, ℎ> 0 — шаг квантования.

Считаем, что начальное условие для системы (1), (2) имеет вид

𝑥1(0)= 𝑎1, 𝑥2(0)= 𝑎2, 𝑎𝑖 ∈R𝑛𝑖 , 𝑖=1, 2, 𝑢(𝑡𝑗)= 0, 𝑗 < 0. (4)

Под решением системы (1), (2) с начальным условием (4) понимается пара функций
{𝑥1(𝑡), 𝑡⩾ 0, 𝑥2(𝑡𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . .}, удовлетворяющих начальному условию (4) и уравнени-
ям (1), (2), где 𝑥1(𝑡), 𝑡 ⩾ 0, — непрерывная и дифференцируемая при 𝑡 ̸= 𝑡𝑗 , 𝑗 = 0, 1, . . .,
функция, 𝑥2(𝑡𝑘), 𝑘=0, 1, . . ., — дискретная функция. В уравнении (1) при 𝑡= 𝑡𝑘 понимается
правосторонняя производная.

В работе исследуется задача финитной стабилизации системы (1), (2). Под задачей финит-
ной стабилизации будем понимать [18] задачу проектирования регулятора с обратной связью,
который обеспечивает равенство нулю решению замкнутой системы, начиная с некоторо-
го момента времени 𝑡0 = 𝑘0ℎ (𝑘0 ∈N), независимо от начального состояния (4). Финитную
стабилизацию будем осуществлять регуляторами двух типов:

а) регулятор с обратной связью по состоянию, реализация которого предполагает, что в
каждый момент времени измерению доступен вектор 𝑋(𝑡𝑘):

𝑢(𝑡𝑘)=

𝑚1∑︁
𝑗=0

(𝑉 𝑗
11𝑋(𝑡𝑘−𝑗)+𝑉

𝑗
12𝑥3(𝑡𝑘−𝑗)), 𝑥3(𝑡𝑘+1)=

𝑚1∑︁
𝑗=0

(𝑉 𝑗
21𝑋(𝑡𝑘−𝑗)+𝑉

𝑗
22𝑥3(𝑡𝑘−𝑗)),

𝑘= 𝑘1, 𝑘1+1, . . . , 𝑘1=𝑚+𝑚1; (5)
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б) регулятор с обратной связью по неполным измерениям, в котором обратная связь
строится по наблюдаемому выходному сигналу (3):

𝑢(𝑡𝑘)=

𝑚2∑︁
𝑗=0

(𝑈 𝑗
11𝑦(𝑡𝑘−𝑗)+𝑈

𝑗
12𝑥4(𝑡𝑘−𝑗)), 𝑥4(𝑡𝑘+1)=

𝑚2∑︁
𝑗=0

(𝑈 𝑗
21𝑦(𝑡𝑘−𝑗)+𝑈

𝑗
22𝑥4(𝑡𝑘−𝑗)),

𝑘= 𝑘2, 𝑘2+1, . . . , 𝑘2=2𝑚+𝑚2. (6)

Здесь 𝑋(𝑡𝑘)= col[𝑥1(𝑡𝑘), 𝑥2(𝑡𝑘)], 𝑘=0, 1, . . .; 𝑥𝑖 ∈R𝑛𝑖 , 𝑖=3, 4, — вспомогательные переменные,
удовлетворяющие начальному условию

𝑥𝑖+2(𝑡𝑘)= 𝑎𝑖+2 𝑘, 𝑘=0,𝑚+𝑚𝑖, 𝑖=1, 2, (7)

где 𝑎𝑖+2 𝑘 ∈R𝑛𝑖+2 — любые заданные векторы, 𝑉𝑖𝑗 , 𝑈𝑖𝑗 — постоянные матрицы подходящих
размеров. Для определённости считаем, что при использовании регуляторов (5) и (6) 𝑢(𝑡𝑘)=0,
𝑘=0, 𝑘𝑖−1, 𝑖=1, 2.

Определение 1. Регулятор вида (5) (вида (6)), для которого существует число 𝑘0 ∈N
такое, что, какими бы ни были начальные условия (4), (7) для решения замкнутой сис-
темы (1), (2), (5) (замкнутой системы (1)–(3), (6)), выполняются равенства

𝑥1(𝑡)= 0, 𝑡⩾ 𝑡𝑘0 , 𝑥2(𝑡𝑘)= 0, 𝑥3(𝑡𝑘)= 0, 𝑘= 𝑘0, 𝑘0+1, . . . (8)(︁
𝑥1(𝑡)= 0, 𝑡⩾ 𝑡𝑘0 , 𝑥2(𝑡𝑘)= 0, 𝑥4(𝑡𝑘)= 0, 𝑘= 𝑘0, 𝑘0+1, . . .

)︁
, (9)

назовём регулятором финитной стабилизации по состоянию (регулятором финитной ста-
билизации по выходу).

Для реализации регулятора (5) необходимо иметь возможность определения в режиме
реального времени векторов 𝑋(𝑡𝑘). Поэтому, а также для дальнейшего проектирования
внутреннего контура регулятора (6), предварительно решим задачу построения наблюдателя,
который позволит при любом управлении 𝑢(𝑡𝑘) в режиме реального времени на основании
наблюдений (3) получать точные значения решения в точках 𝑡𝑘, т.е. величины 𝑋(𝑡𝑘).

Введём систему с дискретным временем

𝑍(𝑡𝑘+1)=

𝑚3∑︁
𝑗=0

(︀ ̂︀𝐴𝑗𝑍(𝑡𝑘−𝑗)+ ̂︀𝐹𝑗𝑊 (𝑡𝑘−𝑗)
)︀
+

𝑚∑︁
𝑗=0

̂︀𝐵𝑗𝑢(𝑡𝑘−𝑗),

𝑉 (𝑡𝑘)=

𝑚3∑︁
𝑗=0

̂︀𝑄𝑗𝑍(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘= 𝑘3, 𝑘3+1, . . . , 𝑘3⩾𝑚3+𝑚, (10)

𝑍(𝑡𝑗)= 𝑑𝑗 , 𝑗= 𝑘3−𝑚3, 𝑘3, (11)

с дискретным входом 𝑊 (𝑡𝑘) и дискретным выходом 𝑉 (𝑡𝑘), где ̂︀𝐴𝑗 , ̂︀𝐹𝑗 , ̂︀𝐵𝑗 , ̂︀𝑄𝑗 и 𝑑𝑗 — некоторые
постоянные матрицы и векторы подходящих размеров. Равенства (11) определяют начальные
условия для системы (10).

Определение 2. Под поточечным наблюдателем для системы (1)–(3) с заданным управ-
лением 𝑢(𝑡𝑘) будем понимать систему вида (10), для которой существует момент времени 𝑡̃︀𝑘3
такой, что при любом начальном условии (11) и входном воздействии 𝑊 (𝑡𝑗), равным выхо-
ду (3), 𝑊 (𝑡𝑘)= 𝑦(𝑡𝑘), 𝑘= 𝑘3, 𝑘3+1, . . ., выход 𝑉 (𝑡𝑘) системы (10), начиная с момента време-
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ни 𝑡̃︀𝑘3 , совпадает в точках 𝑡𝑘, 𝑘=̃︀𝑘3,̃︀𝑘3+1, . . ., с решением системы (1)–(3), порождающим
выход (3), т.е. с векторами 𝑋(𝑡𝑘) : 𝑉 (𝑡𝑘)=𝑋(𝑡𝑘), 𝑘=̃︀𝑘3,̃︀𝑘3+1, . . .

Для формулировки основных результатов обозначим 𝑛=𝑛1+𝑛2 и введём матрицы

𝐸1= 𝑒𝐴11ℎ, 𝐸2=

ℎˆ

0

𝑒𝐴11(ℎ−𝜏) 𝑑𝜏, 𝐴=

[︂
𝐸1 𝐸2𝐴12

𝐴21 𝐴22

]︂
, 𝐵𝑗 =

[︂
𝐸2𝐵1𝑗

𝐵2𝑗

]︂
, 𝐶𝑗 =

[︀
𝐶1𝑗 𝐶2𝑗

]︀
,

𝐵(𝜆)=
𝑚∑︁
𝑗=0

𝜆𝑗𝐵𝑗 , 𝐶(𝜆)=
𝑚∑︁
𝑗=0

𝜆𝑗𝐶𝑗 .

Сформулируем критерии существования поточечного наблюдателя и регуляторов финит-
ной стабилизации по состоянию и по выходу.

Теорема 1. Для существования поточечного наблюдателя (10) для системы (1)–(3)
необходимо и достаточно, чтобы

rank

[︂
𝐼𝑛−𝜆𝐴
𝐶(𝜆)

]︂
=𝑛 при любом 𝜆∈C. (12)

Теорема 2. Для существования регулятора финитной стабилизации по состоянию (5)
для системы (1), (2) необходимо и достаточно, чтобы

rank
[︀
𝐼𝑛−𝜆𝐴, 𝐵(𝜆)

]︀
=𝑛 при любом 𝜆∈C. (13)

Теорема 3. Для существования регулятора финитной стабилизации по выходу (6) (для
системы (1)–(3)) необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия (12) и (13).

Доказательства теорем 1–3 приводятся в пп. 3–5 и носят конструктивный характер, т.е.
содержат способы построения регуляторов и наблюдателя.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Следуя [13, 14], для описания функции 𝑋(𝑡𝑘), 𝑘=0, 1, . . ., получим систему с дискретным
временем.

Применив формулу Коши к уравнению (1), имеем

𝑥1(𝑡𝑘+1)= 𝑒𝐴11ℎ𝑥1(𝑡𝑘)+

ℎˆ

0

𝑒𝐴11(ℎ−𝜏) 𝑑𝜏

(︂
𝐴12𝑥2(𝑡𝑘)+

𝑚∑︁
𝑗=0

𝐵1𝑗𝑢(𝑡𝑘−𝑗)

)︂
, 𝑘=0, 1, . . . (14)

Учитывая (14), запишем систему

𝑋(𝑡𝑘+1)=𝐴𝑋(𝑡𝑘)+
𝑚∑︁
𝑗=0

𝐵𝑗𝑢(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘=0, 1, . . . , (15)

𝑦(𝑡𝑘)=
𝑚∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗𝑋(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘=𝑚,𝑚+1, . . . (16)

Начальные условия для системы (15) в силу (4) имеют вид

𝑋(0)= col[𝑎1, 𝑎2], 𝑢(𝑡𝑗)= 0, 𝑗 < 0. (17)
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Справедлива следующая
Лемма 1. Для того чтобы регулятор (5) (регулятор (6)) был регулятором финит-

ной стабилизации по состоянию (по выходу) для системы (1), (2) (для системы (1)–(3))
необходимо и достаточно, чтобы этот регулятор обеспечивал решению системы (15), (5)
(решению системы (15), (16), (6)) при некотором 𝑘0 ∈N равенства

𝑋(𝑡𝑘)= 0, 𝑥3(𝑡𝑘)= 0, 𝑘= 𝑘0, 𝑘0+1, . . . (18)(︀
𝑋(𝑡𝑘)= 0, 𝑥4(𝑡𝑘)= 0, 𝑘= 𝑘0, 𝑘0+1, . . .

)︀
, (19)

какими бы ни были начальные условия (17), (7).
Если замкнуть систему (15) регулятором (5)

(︀
регулятором (6) и в полученной системе

выход 𝑦(𝑡𝑘) заменить выражением
∑︀𝑚

𝑗=0𝐶𝑗𝑋(𝑡𝑘−𝑗)
)︀
, то получим однородную разностную

систему. Запишем эту систему для случая уравнений (15), (5):

̃︀𝑋(𝑡𝑘+1)=

𝑘1∑︁
𝑗=0

̃︀𝐴𝑗
̃︀𝑋(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘= 𝑘1, 𝑘1+1, . . . , (20)

где ̃︀𝑋(𝑡𝑘)=col[𝑋(𝑡𝑘), 𝑥3(𝑡𝑘)], ̃︀𝐴𝑗 ∈R(𝑛+𝑛3)×(𝑛+𝑛3) — некоторые матрицы. Характеристической
матрице системы (20)

̃︀Δ(𝜆)=

[︂
𝜆𝑘1+1𝐼𝑛̃−

𝑘1∑︁
𝑗=0

𝜆𝑘1−𝑗 ̃︀𝐴𝑗

]︂
поставим в соответствие матрицу

̃︁𝑊 (𝜆)= [𝐼𝑛̃−𝜆 ̃︀𝐴(𝜆)], где ̃︀𝐴(𝜆)= 𝑘1∑︁
𝑗=0

𝜆𝑗 ̃︀𝐴𝑗 , (21)

которую будем называть матрицей, ассоциированной с характеристической матрицей си-
стемы (20).

Лемма 2. Для того чтобы существовало число 𝑘0∈N такое, что решение системы (20)
будет удовлетворять равенствам ̃︀𝑋(𝑡𝑘) = 0, 𝑘 = 𝑘0, 𝑘0+1, . . ., независимо от начального
условия ̃︀𝑋(𝑡𝑗), 𝑗 = 0, 𝑘1, этой системы, необходимо и достаточно, чтобы определитель
матрицы (21) был тождественно равен единице, т.е.

det̃︁𝑊 (𝜆)≡ 1. (22)

Доказательство. Введём матрицу и вектор

Θ=

⎡⎢⎢⎣
̃︀𝐴0

̃︀𝐴1 . . . ̃︀𝐴𝑘1−1
̃︀𝐴𝑘1

𝐼𝑛̃ 0𝑛̃×𝑛̃ . . . 0𝑛̃×𝑛̃ 0𝑛̃×𝑛̃

. . . . . . . . . . . . . . .
0𝑛̃×𝑛̃ 0𝑛̃×𝑛̃ . . . 𝐼𝑛̃ 0𝑛̃×𝑛̃

⎤⎥⎥⎦, 𝜃(𝑡𝑘)=

⎡⎣ ̃︀𝑋(𝑡𝑘)
. . .̃︀𝑋(𝑡𝑘−𝑘1)

⎤⎦,
где 0𝑛×𝑘 ∈R𝑛×𝑘 — нулевая матрица. В силу (20) вектор 𝜃(𝑡𝑘) удовлетворяет системе

𝜃(𝑡𝑘+1)=Θ𝜃(𝑡𝑘), 𝑘= 𝑘1, 𝑘1+1, . . . (23)

Равенства ̃︀𝑋(𝑡𝑘)=0, 𝑘= 𝑘0, 𝑘0+1, . . ., при любом начальном условии ̃︀𝑋(𝑡𝑗), 𝑗=0, 𝑘1, для
системы (20) возможны в том и только в том случае, когда 𝜃(𝑡𝑘)=0, 𝑘=𝑘0+𝑘1, 𝑘0+𝑘1+1, . . .,
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независимо от начальных условий системы (23). Это равносильно тому, что матрица Θ явля-
ется нильпотентной. Покажем, что необходимым и достаточным условием нильпотентности
матрицы Θ является условие (22). Определим матрицу

Ω(𝜆)=

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐼𝑛 0𝑛×𝑛 . . . 0𝑛×𝑛

𝜆𝐼𝑛 𝐼𝑛 . . . 0𝑛×𝑛

. . . . . . . . . . . .

𝜆𝑘1𝐼𝑛 𝜆𝑘1−1𝐼𝑛 . . . 𝐼𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦.

Непосредственными вычислениями убеждаемся, что

(𝐼𝑛+𝑛3 −𝜆Θ)Ω(𝜆)=

⎡⎢⎢⎢⎣
̃︁𝑊 (𝜆) −

∑︀𝑘1
𝑖=1 𝜆

𝑖 ̃︀𝐴𝑖 −
∑︀𝑘1

𝑖=2 𝜆
𝑖−1 ̃︀𝐴𝑖 . . . −𝜆 ̃︀𝐴𝑘1

0𝑛×𝑛 𝐼𝑛 0𝑛×𝑛 . . . 0𝑛×𝑛

. . . . . . . . . . . . . . .

0𝑛×𝑛 0𝑛×𝑛 0𝑛×𝑛 . . . 𝐼𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦. (24)

Из равенства (24) следует, что det(𝐼𝑛+𝑛3−𝜆Θ)=det̃︁𝑊 (𝜆), поэтому условие det(𝐼𝑛+𝑛3−𝜆Θ)≡1
равносильно условию (22); это же условие является необходимым и достаточным для того,
чтобы матрица Θ была нильпотентной. Лемма доказана.

Обозначим через R𝑚×𝑘[𝜆] множество полиномиальных матриц.
Лемма 3 [19]. Условие

rank
[︀
𝐼−𝜆𝐷1, 𝐷2(𝜆)

]︀
=𝑛 при любом 𝜆∈C, (25)

где 𝐷1 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐷2(𝜆) ∈ R𝑛×𝑟[𝜆], является необходимым и достаточным для того, чтобы
нашлись матрицы Φ1(𝜆)∈R𝑟×𝑛[𝜆], Φ2(𝜆)∈R𝑟×𝑟[𝜆] такие, что det𝐷Φ(𝜆)≡ 1, где

𝐷Φ(𝜆)=

[︃
𝐼𝑛−𝜆𝐷1 −𝐷2(𝜆)

−𝜆Φ1(𝜆) 𝐼𝑟−𝜆Φ2(𝜆)

]︃
.

Следствие. Условие (25) необходимо и достаточно для того, чтобы нашлись матрицы
Φ11(𝜆),Φ21(𝜆)∈R𝑟×𝑛[𝜆], Φ12(𝜆),Φ21(𝜆)∈R𝑟×𝑟[𝜆] такие, что det ̃︀𝐷Φ(𝜆)≡ 1, где

̃︀𝐷Φ(𝜆)=

[︃
𝐼𝑛−𝜆𝐷1−𝜆𝐷2(𝜆)Φ11(𝜆) −𝜆𝐷2(𝜆)Φ12(𝜆)

−𝜆Φ21(𝜆) 𝐼𝑟−𝜆Φ22(𝜆)

]︃
.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Достаточность. В силу условия (12) и следствия существуют матрицы 𝑀11(𝜆),𝑀12(𝜆)∈
∈R𝑛×𝑙[𝜆] и 𝑀21(𝜆),𝑀22(𝜆)∈R𝑙×𝑙[𝜆] такие, что

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐼𝑛−𝜆𝐴−𝜆𝑀11(𝜆)𝐶(𝜆) −𝜆𝑀12(𝜆)

−𝜆𝑀21(𝜆)𝐶(𝜆) 𝐼𝑙−𝜆𝑀22(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
⃒≡ 1. (26)
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Пусть 𝑀𝑖𝑘(𝜆)=
∑︀𝑚3

𝑗=0 𝜆
𝑗𝑀 𝑗

𝑖𝑘, где 𝑀 𝑗
𝑖𝑘 — постоянные матрицы подходящих размеров. Наблю-

датель вида (10) определим системой

𝑍1(𝑡𝑘+1)=𝐴𝑍1(𝑡𝑘)+

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
11

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖𝑍1(𝑡𝑘−𝑗−𝑖)+

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
12𝑍2(𝑡𝑘−𝑗)−

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
11𝑊 (𝑡𝑘−𝑗)+

𝑚∑︁
𝑗=0

𝐵𝑗𝑢(𝑡𝑘−𝑗),

𝑍2(𝑡𝑘+1)=

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
21

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖𝑍1(𝑡𝑘−𝑗−𝑖)+

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
22𝑍2(𝑡𝑘−𝑗)−

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
21𝑊 (𝑡𝑘−𝑗),

𝑘= 𝑘3, 𝑘3+1, . . . , 𝑘3⩾𝑚3+𝑚, (27)

с выходом

𝑉 (𝑡𝑘)=
[︀
𝐼𝑛, 0𝑛×𝑙

]︀
𝑍(𝑡𝑘), 𝑘= 𝑘3, 𝑘3+1, . . . , (28)

где 𝑍 =col[𝑍1, 𝑍2].
Начальные условия для системы (27) возьмём в виде 𝑍1(𝑡𝑘) = 𝑏1𝑘, 𝑘 = 𝑘3−(𝑚+𝑚3), 𝑘3,

𝑍2(𝑡𝑘)= 𝑏2𝑘, 𝑘= 𝑘3−𝑚3, 𝑘3, где 𝑏1𝑘 ∈R𝑛, 𝑏2𝑘 ∈R𝑙 — любые векторы.
Пусть 𝑋(𝑡𝑘) — любое решение системы (15), а 𝑦(𝑡𝑘) — отвечающий этому решению вы-

ход (16). Положим 𝑊 (𝑡𝑘)= 𝑦(𝑡𝑘), 𝑘= 𝑘3, 𝑘3+1, . . ., и обозначим через 𝜀(𝑡𝑘)=𝑉 (𝑡𝑘)−𝑋(𝑡𝑘)=
= 𝑍1(𝑡𝑘)−𝑋(𝑡𝑘), 𝑘 = 𝑘3, 𝑘3+1, . . . , ошибку оценивания решения 𝑋(𝑡𝑘) системы (15), (16)
наблюдателем (27), (28). Легко видеть, что в этом случае ошибка оценивания 𝜀(𝑡𝑘) является
векторной компонентой решения следующей линейной автономной однородной разностной
системы:

𝜀(𝑡𝑘+1)=𝐴𝜀(𝑡𝑘)+

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
11

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖𝜀(𝑡𝑘−𝑗−𝑖)+

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
12𝑍2(𝑡𝑘−𝑗),

𝑍2(𝑡𝑘+1)=

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
21

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖𝜀(𝑡𝑘−𝑗−𝑖)+

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
22𝑍2(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘= 𝑘3, 𝑘3+1, . . . (29)

В силу тождества (26) определитель матрицы, ассоциированной с характеристической мат-
рицей системы (29), тождественно равен единице. Поэтому найдётся момент времени 𝑡̃︀𝑘3
такой, что решение системы (29), независимо от её начального условия, удовлетворяет соот-
ношениям 𝜀(𝑡𝑘)= 0, 𝑍2(𝑡𝑘)= 0, 𝑘=̃︀𝑘3,̃︀𝑘3+1, . . . Отсюда следует, что выполняется равенство

𝑉 (𝑡𝑘)=𝑋(𝑡𝑘), 𝑘=̃︀𝑘3,̃︀𝑘3+1, . . . (30)

Необходимость. Если для системы (1)–(3) существует поточечный наблюдатель (10), то
при любой фиксированной функции 𝑢(𝑡𝑘) найдутся 𝛼, 𝛽 ∈N такие, что существует взаимно
однозначное соответствие между множеством выходов {𝑦(𝑡𝑘), 𝑘= 𝑡𝛼, 𝑡𝛼+1, . . .} и множеством
решений {𝑋(𝑡𝑘)}, где 𝑘 = 𝛼+𝛽, 𝛼+𝛽+1, . . . Покажем, что для существования такого вза-
имно однозначного соответствия необходимо условие (12). При этом, не нарушая общности
рассуждений, примем, что 𝑢(𝑡𝑘)= 0, 𝑘=0, 1, . . .

Обозначим 𝐶𝐴=
∑︀𝑚

𝑗=0𝐶𝑗𝐴
𝑚−𝑗 . Очевидно, что имеют место равенства

𝑦(𝑡𝛼+𝑗)=𝐶𝐴𝐴
𝑗𝑋(𝑡𝛼−𝑚), 𝑗=0, 𝛽, 𝑋𝛼+𝛽+1=𝐴𝛽+𝑚+1𝑋(𝑡𝛼−𝑚), 𝛼, 𝛽 ∈N. (31)
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Из (31) следует, что существование указанного взаимно однозначного соответствия возможно
в том и только в том случае, когда найдётся число 𝛽0∈N такое, что при 𝛽⩾𝛽0 выполняется
равенство

rank

⎡⎣ 𝐶𝐴

. . .

𝐶𝐴𝐴
𝛽

⎤⎦=rank

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐶𝐴

. . .

𝐶𝐴𝐴
𝛽

𝐴𝛽+𝑚+1

⎤⎥⎥⎥⎦ ,
которое, в свою очередь, возможно тогда и только тогда, когда

rank

⎡⎣ 𝐶𝐴

. . .

𝐶𝐴𝐴
𝑛−1

⎤⎦=rank

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐶𝐴

. . .

𝐶𝐴𝐴
𝑛−1

𝐴𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ . (32)

Последнее условие равносильно соотношению [20]

rank

[︃
𝜆𝐼𝑛−𝐴
𝐶𝐴

]︃
=𝑛, 𝜆∈C, 𝜆 ̸=0. (33)

Условие (33) равносильно условию (12). Теорема доказана.

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

Необходимость. Предположим, что существует регулятор (5) такой, что при любых на-
чальных условиях (4), (7) выполняются равенства (8). Тогда имеют место соотношения (18).
Поэтому для матрицы (21) согласно лемме 2 выполняется тождество (22), которое запишем
более подробно, учитывая обозначения (5):⃒⃒⃒⃒

⃒𝐼𝑛−𝜆𝐴−𝜆𝐵(𝜆)𝑉11(𝜆) −𝜆𝐵(𝜆)𝑉12(𝜆)

−𝜆𝑉21(𝜆) 𝐼𝑛3 −𝜆𝑉22(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
⃒≡ 1, (34)

где 𝑉𝑖𝑘(𝜆)=
∑︀𝑚1

𝑗=0 𝜆
𝑗𝑉 𝑗

𝑖𝑘. Легко видеть, что если условие (13) нарушается, то тождество (34)
выполняться не может. Необходимость условия (34) доказана.

Достаточность. Поскольку выполняется условие (13), то в силу следствия 8 найдутся
матрицы 𝐿11(𝜆), 𝐿21(𝜆)∈R𝑟×𝑛[𝜆], 𝐿12(𝜆), 𝐿22(𝜆)∈R𝑟×𝑟[𝜆] такие, что⃒⃒⃒⃒

⃒𝐼𝑛−𝜆𝐴−𝜆𝐵(𝜆)𝐿11(𝜆) −𝜆𝐵(𝜆)𝐿12(𝜆)

−𝜆𝐿21(𝜆) 𝐼𝑟−𝜆𝐿22(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
⃒≡ 1. (35)

Пусть 𝐿𝑖𝑗(𝜆) =
∑︀𝑚1

𝑘=0 𝜆
𝑘𝐿𝑘

𝑖𝑗 , где 𝐿𝑘
𝑖𝑗 — постоянные матрицы подходящих размеров. По-

строим регулятор

𝑢(𝑡𝑘)=

𝑚1∑︁
𝑗=0

(︀
𝐿𝑗
11𝑋(𝑡𝑘−𝑗)+𝐿

𝑗
12𝑥3(𝑡𝑘−𝑗)

)︀
, 𝑥3(𝑡𝑘+1)=

𝑚1∑︁
𝑗=0

(︀
𝐿𝑗
21𝑋(𝑡𝑘−𝑗)+𝐿

𝑗
22𝑥3(𝑡𝑘−𝑗)

)︀
,

𝑘= 𝑘1, 𝑘1+1, . . . , 𝑘1=𝑚+𝑚1, (36)

где 𝑥3 ∈ R𝑟 — вспомогательная переменная. При замыкании системы (1), (2) регулято-
ром (36) следует доопределить начальные условия, задав значения (7) (при 𝑖=3). В силу
тождества (35) и лемм 1, 2 найдётся число 𝑘0>0 такое, что какими бы ни были начальные
условия (4), (7) (при 𝑖=3) замкнутой системы (15), (36), будут выполняться равенства (8).
Теорема доказана.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 10 2024



1402 ХАРТОВСКИЙ

5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3

Необходимость. Предположим, что существует регулятор (6) такой, что при любых
начальных условиях (4), (7) выполняются равенства (9). В этом случае имеют место со-
отношения (19), поэтому определитель матрицы, ассоциированной с характеристической
матрицей системы (15), (16), (6), согласно лемме 2 тождественно равен единице. Запишем
это тождество более подробно, учитывая обозначения (6):⃒⃒⃒⃒

⃒𝐼𝑛−𝜆𝐴−𝜆𝐵(𝜆)𝑈11(𝜆)𝐶(𝜆) −𝜆𝐵(𝜆)𝑈12(𝜆)

−𝜆𝑈21(𝜆)𝐶(𝜆) 𝐼𝑛4 −𝜆𝑈22(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
⃒≡ 1, (37)

где 𝑈𝑖𝑘(𝜆) =
∑︀𝑚2

𝑗=0 𝜆
𝑗𝑈 𝑗

𝑖𝑘. Легко видеть, что если условия (12) или (13) нарушаются, то
тождество (37) выполняться не может. Необходимость условий (12), (13) доказана.

Достаточность. Предполагаем, что построены регулятор финитной стабилизации по
состоянию (36) и поточечный наблюдатель (27), (28). Регулятор финитной стабилизации по
выходу (6) определим следующими уравнениями:

𝑢(𝑡𝑘)=

𝑚1∑︁
𝑗=0

(︀
𝐿𝑗
11𝑥42(𝑡𝑘−𝑗)+𝐿

𝑗
12𝑥41(𝑡𝑘−𝑗)

)︀
, 𝑥41(𝑡𝑘+1)=

𝑚1∑︁
𝑗=0

(︀
𝐿𝑗
21𝑥42(𝑡𝑘−𝑗)+𝐿

𝑗
22𝑥41(𝑡𝑘−𝑗)

)︀
,

𝑥42(𝑡𝑘+1)=𝐴𝑥42(𝑡𝑘)+

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
11

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖𝑥42(𝑡𝑘−𝑗−𝑖)+

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
12𝑥43(𝑡𝑘−𝑗)−

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
11𝑦(𝑡𝑘−𝑗)+

+
𝑚∑︁
𝑗=0

𝐵𝑗

𝑚1∑︁
𝑖=0

(︀
𝐿𝑖
11𝑥42(𝑡𝑘−𝑗−𝑖)+𝐿

𝑖
12𝑥41(𝑡𝑘−𝑗−𝑖)

)︀
,

𝑥43(𝑡𝑘+1)=

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
21

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖𝑥42(𝑡𝑘−𝑗−𝑖)+

𝑚3∑︁
𝑗=1

𝑀 𝑗
22𝑥43(𝑡𝑘−𝑗)−

𝑚3∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
21𝑦(𝑡𝑘−𝑗),

𝑘= 𝑘2, 𝑘2+1, . . . , 𝑘2=𝑚+max{𝑚1, 𝑚3}. (38)

Здесь 𝑥4𝑘, 𝑘=1, 3, — вспомогательные переменные.
Замечание. Соотношения (38) получены на основании (27), (30), (36) и соответствующих

замен обозначений.
Для того чтобы показать, что построенный регулятор (38) является регулятором фи-

нитной стабилизации по выходу, докажем, что для системы (15), (16), замкнутой регулято-
ром (38), выполняются условия леммы 2.

Выпишем матрицу, ассоциированную с характеристической матрицей системы (15), (38):

𝑊 (𝜆)=

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐼𝑛−𝜆𝐴 −𝜆𝐵(𝜆)𝐿12(𝜆) −𝜆𝐵(𝜆)𝐿11(𝜆) 0𝑛×𝑙

0𝑟×𝑛 𝐼𝑟−𝜆𝐿22(𝜆) −𝜆𝐿21(𝜆) 0𝑟×𝑙

𝜆𝑀11(𝜆)𝐶(𝜆) −𝜆𝐵(𝜆)𝐿12(𝜆) 𝐼𝑛−𝜆𝐴−𝜆𝑀11(𝜆)𝐶(𝜆)−𝜆𝐵(𝜆)𝐿11(𝜆) −𝜆𝑀12(𝜆)

𝜆𝑀21(𝜆)𝐶(𝜆) 0𝑙×𝑟 −𝜆𝑀21(𝜆)𝐶(𝜆) 𝐼𝑙−𝜆𝑀22(𝜆)

⎤⎥⎥⎥⎦.
Определив матрицу

Γ=

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐼𝑛 0𝑛×𝑟 0𝑛×𝑛 0𝑛×𝑙

0𝑟×𝑛 𝐼𝑟 0𝑟×𝑛 0𝑟×𝑙

−𝐼𝑛 0𝑛×𝑟 𝐼𝑛 0𝑛×𝑙

0𝑙×𝑛 0𝑙×𝑟 0𝑙×𝑛 𝐼𝑙

⎤⎥⎥⎥⎦,
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вычислим

Γ𝑊 (𝜆)Γ−1=

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐼𝑛−𝜆𝐴−𝜆𝐵(𝜆)𝐿11(𝜆) −𝜆𝐵(𝜆)𝐿12(𝜆) −𝜆𝐵(𝜆)𝐿11(𝜆) 0𝑛×𝑙

−𝜆𝐿21(𝜆) 𝐼𝑟−𝜆𝐿22(𝜆) −𝜆𝐿21(𝜆) 0𝑟×𝑙

0𝑛×𝑛 −0𝑛×𝑟 𝐼𝑛−𝜆𝐴−𝜆𝑀11(𝜆)𝐶(𝜆) −𝜆𝑀12(𝜆)

0𝑙×𝑛 0𝑙×𝑟 −𝜆𝑀21(𝜆)𝐶(𝜆) 𝐼𝑙−𝜆𝑀22(𝜆)

⎤⎥⎥⎥⎦.
Учитывая тождества (26) и (35), заключаем, что det𝑊 (𝜆) = det Γ𝑊 (𝜆)Γ−1 ≡ 1. Поэтому в
силу леммы 2 найдётся число 𝑘0>0 такое, что имеют место равенства (9). Теорема доказана.

6. ПРИМЕР

Пусть система (1)–(3) определяется матрицами

𝐴11=

[︂
0 1
0 0

]︂
, 𝐴12=

[︂
−1
2

]︂
, 𝐴21= [0 1], 𝐴22=1,

𝐵11=

[︂
−1/2
−1

]︂
, 𝐵12=0, 𝐶11= [−1 −1], 𝐶12=0.

Тогда

𝑒𝐴11𝑡=

[︂
1 𝑡
0 1

]︂
,

1ˆ

0

𝑒𝐴11(1−𝜏) 𝑑𝜏 =

[︂
1 1/2
0 1

]︂
, 𝐴=

⎡⎣1 1 0
0 1 2
0 1 0

⎤⎦ , 𝐵=

⎡⎣−1
−1
0

⎤⎦ , 𝐶 = [−1 −1 0].

Нетрудно убедиться, что условия теоремы 3 для данной системы выполнены. Построим
для неё регулятор финитной стабилизации по выходу (6). Согласно доказательству тео-
ремы 3 на первом этапе необходимо иметь матрицы регулятора финитной стабилизации
по состоянию (5) и поточечного наблюдателя (10). Эти матрицы определяются на основа-
нии следствия 8 так, чтобы выполнялись тождества (26), (35). Можно проверить, что эти
тождества обеспечат матрицы

𝑀11(𝜆)=

⎡⎣ 𝜆
−3
2𝜆

⎤⎦ , 𝑀12(𝜆)=

⎡⎣ −𝜆
3

−2𝜆

⎤⎦ , 𝑀21(𝜆)=−1, 𝑀22(𝜆)= 1,

𝐿11(𝜆)=
[︀
𝜆 −3 −3

]︀
, 𝐿12(𝜆)=−1, 𝐿21(𝜆)= [−𝜆 3 3], 𝐿22(𝜆)= 1. (39)

Используя матрицы (39), выпишем регулятор (38):

𝑢(𝑡𝑘)= [0 −3 −3]𝑥42(𝑡𝑘)+[1 0 0]𝑥42(𝑡𝑘−1)−𝑥41(𝑡𝑘),

𝑥41(𝑡𝑘+1)= [0 3 3]𝑥42(𝑡𝑘)+[−1 0 0]𝑥42(𝑡𝑘−1)+𝑥41(𝑡𝑘),

𝑥42(𝑡𝑘+1)=

⎡⎣ 1 −2 −1
−3 −5 −1
0 1 0

⎤⎦𝑥42(𝑡𝑘)+
⎡⎣2 1 0
1 0 0
2 2 0

⎤⎦𝑥42(𝑡𝑘−1)+

⎡⎣03
0

⎤⎦𝑥43(𝑡𝑘)+
⎡⎣−1

0
−2

⎤⎦𝑥43(𝑡𝑘−1)−

−

⎡⎣03
0

⎤⎦ 𝑦(𝑡𝑘)−
⎡⎣−1

0
−2

⎤⎦ 𝑦(𝑡𝑘−1)−

⎡⎣−1
−1
0

⎤⎦𝑥41(𝑡𝑘),
𝑥43(𝑡𝑘+1)= [−1 −1 0]𝑥42(𝑡𝑘)+𝑥43(𝑡𝑘)−𝑦(𝑡𝑘), 𝑘=3, 4, . . . (40)
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Для доказательства того, что полученный регулятор (40) является регулятором финитной
стабилизации по выходу, можно воспользоваться леммой 2. Действительно, определитель
матрицы

𝑊 (𝜆)=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1−𝜆 −𝜆 0 𝜆 −𝜆2 3𝜆 3𝜆 0
0 1−𝜆 −2𝜆 𝜆 −𝜆2 3𝜆 3𝜆 0
0 −𝜆 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1−𝜆 𝜆2 −3𝜆 −3𝜆 0
𝜆2 𝜆2 0 𝜆 1−𝜆−2𝜆2 −𝜆2+2𝜆 3𝜆 𝜆2

−3𝜆 −3𝜆 0 𝜆 3𝜆−𝜆2 1+5𝜆 𝜆 −3𝜆
2𝜆2 2𝜆2 0 0 −2𝜆2 −𝜆−2𝜆2 1 2𝜆2

−𝜆 −𝜆 0 0 𝜆 𝜆 0 1−𝜆

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
тождественно равен единице.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получены критерии существования поточечного наблюдателя, регулятора финитной ста-
билизации по состоянию и регулятора финитной стабилизации по выходу. Доказательства
этих критериев являются конструктивными в том смысле, что содержат методы построения
соответствующих объектов.

Проверку выполнения условия (12) можно заменить проверкой условия (32), которое
представляет собой сравнение рангов двух постоянных матриц. Рассуждая аналогично, мож-
но показать, что проверку условия (13) можно заменить проверкой выполнения равенства
рангов двух постоянных матриц:

rank
[︀
𝐵𝐴, . . . , 𝐴

𝑛−1𝐵𝐴

]︀
=rank

[︀
𝐵𝐴, . . . , 𝐴

𝑛−1𝐵𝐴, 𝐴
𝑛
]︀
, 𝐵𝐴=

𝑚∑︁
𝑗=0

𝐴𝑚−𝑗𝐵𝑗 .

Можно показать, что критерии существования поточечного наблюдателя (теорема 1) и
финитного регулятора по состоянию (теорема 2) при 𝑚=0 являются критериями (следуя
терминологии [13, 14]) слабой финальной наблюдаемости и полной управляемости, запи-
санными в иной форме. Распространение идей работ [13, 14] на случай 𝑚 ∈ N позволяет
переформулировать теорему 3 так: для того чтобы существовал финитный регулятор по вы-
ходу (6), необходимо и достаточно, чтобы система (1)–(3) была слабо финально наблюдаемой
и полностью управляемой.
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REGULATORS OF FINITE STABILIZATION FOR HYBRID LINEAR
CONTINUOUS-DISCRETE SYSTEMS
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For hybrid linear autonomous continuous-discrete systems, methods for designing two types of regu-
lators that provide finite stabilization are proposed. The implementation of one of them, a regulators
for finite stabilization by state, is based on knowledge of the values of the control system solution at
discrete moments of time, multiples of the quantization step. For this purpose, an observer has been
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built that makes it possible to obtain the necessary solution values based on the observed output signal
in real time and with zero error. The second type of regulator — the regulator of finite stabilization
by output — uses the observed output signal as feedback, and its design is a modification of the finite
state stabilization regulator by state by including the above observer in its circuit.

Keywords: linear hybrid continuous-discrete system, observed output signal, controller, observer, finite
stabilization
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