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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Изучается задача построения возможных управлений 𝑢 ∈ 𝐶(𝐼,R𝑟) и соответствующих
функций состояний 𝑥∈𝐶1(𝐼,R𝑛) на основе системы соотношений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=𝐴(𝑡)𝑥+𝑄(𝑡)𝑢, (1)

𝑥(𝑡𝑠)=𝑥𝑠, 𝑠=0,𝑚, (2)
𝑏𝑖ˆ

𝑎𝑖

Ψ𝑖(𝜏)𝑥(𝜏) 𝑑𝜏 =𝜇𝑖, 𝑖=1, 𝑘, (3)

где 𝐴∈𝐶(𝐼,R𝑛×𝑛), 𝑄∈𝐶(𝐼,R𝑛×𝑟), Ψ𝑖 ∈𝐶(𝐼,R𝑛×𝑛), 𝑢∈R𝑟, 𝜇𝑖 ∈R𝑛, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ 𝐼 = [0, 𝜔], 𝑖=1, 𝑘,
0= 𝑡0<𝑡1< . . .< 𝑡𝑚⩽𝜔, 𝜔> 0.

Соотношения (3) представляют собой обобщения интегральных условий, рассматрива-
емых при 𝑖 ∈ N в работах [1, с. 264; 2, гл. 9, § 5] и являющихся в теории управления
изопериметрическими ограничениями [3, с. 19].

При описании структуры решения задачи и соответствующего алгоритма его построения
понадобятся дополнительные данные. С этой целью введём матрицы Φ𝑖 ∈𝐶(𝐼,R𝑟×𝑛), 𝑃𝑙 ∈
∈𝐶(𝐼,R𝑟×𝑛), 𝑙=1,𝑚, возможно, базисного типа [4, гл. 4] — структурные функции управления,
в принципе аналогичные классическим функциям [5, § 30; 6, гл. 4]. Развёрнутое описание
основных алгоритмов на основе таких функций дано в книге [7], где уделено особое внимание
выбору базисных функций. Основными приёмами такого выбора можно руководствоваться
при анализе задачи (1)–(3).

Соотношения (1), (2) представляют собой классическую задачу управления с начальным
состоянием системы, описываемым условием Коши 𝑥(𝑡0) = 𝑥0. Очевидно, возможны и дру-
гие начальные состояния этой системы. Соотношения 𝑥(𝑡𝜈) = 𝑥𝜈 (𝜈 = 1,𝑚−1) — заданные
промежуточные состояния системы. Условие (3) формально обобщает условие из [3, с. 19]
в линейном случае. Цель работы — получить достаточные условия разрешимости задачи
(1)–(3), а также замкнутые соотношения для функций 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡).
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Задача состоит из двух частей, определяемых условиями (2) и (3) соответственно, кото-
рые с точки зрения теории уравнений первого рода не имеют принципиальных различий.
В рамках эквивалентности задаче (1)–(3) рассматриваем совокупность 𝑚+𝑘+1 соотноше-
ний, состоящую из уравнения (1), 𝑚 уравнений типа (3), порождаемых условиями (2), и
𝑘 уравнений (3). На основании (1) 𝑚+1 точечных условий (2) порождают 𝑚 интегральных
соотношений типа (3). Поэтому для изучения разрешимости и построения этих функций
используем единый метод, который опишем применительно к системе (3), представленной
в операторном виде

𝑇𝑖𝑥=𝜇𝑖, 𝑖=1, 𝑘, (4)

где 𝑇𝑖 — интегральные операторы, определяемые левыми частями в (3). Суть метода состоит
в использовании представлений типа [5, § 30; 6, гл. 4] для точного представления функции
𝑥(𝑡) (см. [4, гл. 4]).

Для построения решения системы (4) введём функции 𝑆𝑖∈C(𝐼,R𝑛×𝑛) типа [4, гл. 4], при
этом воспользуемся поэтапным по 𝑖= 1, 𝑘 введением и частичным исключением промежу-
точных вспомогательных функций.

На первом этапе функцию 𝑥(𝑡) ищем из первого уравнения в следующем виде:

𝑥(𝑡)=𝑆1(𝑡)𝑐1+𝑦1(𝑡), (5)

где 𝑐1 — постоянный вектор, 𝑦1(𝑡) — произвольная функция.
Вид функции (5) соответствует специфике решений уравнений первого рода. Величину 𝑐1

выберем так, чтобы первое уравнение выполнялось при любой функции 𝑦1(𝑡). После подста-
новки (5) в первое уравнение системы (4) и необходимых упрощений придём к выражению

𝑇1𝑆1𝑐1=𝜇1−𝑇1𝑦1. (6)

Предполагая, что det(𝑇1𝑆1) ̸=0, из (5), (6) получаем

𝑥(𝑡)=𝑀1(𝑦1)+𝑞1(𝑡), (7)

где 𝑀1 : C(𝐼,R𝑛)→C(𝐼,R𝑛) — линейный однородный оператор:

𝑀1(𝑦1)= 𝑦1−𝑆1(𝑇1𝑆1)−1𝑇1𝑦1, 𝑞1(𝑡)=𝑆1(𝑇1𝑆1)
−1𝜇1. (8)

Произвольную функцию 𝑦1(𝑡) доопределим таким образом, чтобы выполнялось второе
уравнение системы (4) (2-й этап, 𝑖=2), т.е.

𝑇2𝑀1(𝑦1)=𝜇2−𝑇2𝑞1. (9)

С этой целью функцию 𝑦1(𝑡) строим в виде

𝑦1(𝑡)=𝑆2(𝑡)𝑐2+𝑦2(𝑡), (10)

где 𝑐2 и 𝑦2 — величины, аналогичные 𝑐1 и 𝑦1 соответственно.
Подставив (10) в (9), получим

𝑇2𝑀1𝑆2𝑐2=𝜇2−𝑇2𝑞1−𝑇2𝑀1𝑦2. (11)

Из (11) при det(𝑇2𝑀1𝑆2) ̸=0 находим

𝑐2=(𝑇2𝑀1𝑆2)
−1(𝜇2−𝑇2𝑞1−𝑇2𝑀1𝑦2),
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а затем, в силу (10),

𝑦1= 𝑦2−𝑆2(𝑇2𝑀1𝑆2)
−1𝑇2𝑀1𝑦2+𝑆2(𝑇2𝑀1𝑆2)

−1(𝜇2−𝑇2𝑞1). (12)

Здесь и ниже аргумент 𝑡 будем опускать.
На основании (12) соотношение (7) примет вид

𝑥(𝑡)=𝑀2(𝑦2)+𝑞2, (13)

где 𝑀2 — оператор, аналогичный 𝑀1:

𝑀2(𝑦2)=𝑀1(𝑦2)−𝑀1𝑆2(𝑇2𝑀1𝑆2)
−1𝑇2𝑀1𝑦2, (14)

𝑞2= 𝑞1+𝑀1𝑆2(𝑇2𝑀1𝑆2)
−1(𝜇2−𝑇2𝑞1). (15)

В силу (7), (8) и (13)–(15) на 𝑟-м этапе (𝑖= 𝑟) приходим к равенству (алгоритму)

𝑥(𝑡)=𝑀𝑟(𝑦𝑟)+𝑞𝑟, (16)

где при выполнении условия
det(𝑇𝑟𝑀𝑟−1𝑆𝑟) ̸=0 (17)

имеют место рекуррентные соотношения

𝑀𝑟(𝑦𝑟)=𝑀𝑟−1(𝑦𝑟)−𝑀𝑟−1𝑆𝑟(𝑇𝑟𝑀𝑟−1𝑆𝑟)
−1𝑇𝑟𝑀𝑟−1(𝑦𝑟), (18)

𝑞𝑟 = 𝑞𝑟−1+𝑀𝑟−1𝑆𝑟(𝑇𝑟𝑀𝑟−1𝑆𝑟)
−1(𝜇𝑟−𝑇𝑟𝑞𝑟−1), (19)

𝑀0= J — тождественный оператор.
Иными словами, при выполнении условия (17) решение системы (4) определяется фор-

мулой
𝑥(𝑡)=𝑀(𝑡, 𝑦)+𝑞(𝑡), (20)

где 𝑦 — произвольная вспомогательная функция, 𝑀(𝑡, 𝑦), 𝑞(𝑡) — соответственно линейный
однородный интегральный оператор, действующий из C(𝐼,R𝑛) в C(𝐼,R𝑛), и функция, по-
строенные по алгоритму (16)–(19), при этом 𝑦𝑘 = 𝑦, 𝑞𝑘 = 𝑞, 𝑀𝑘(𝑦𝑘) =𝑀(𝑡, 𝑦). Аргумент 𝑡 в
𝑀(𝑡, 𝑦) означает явную зависимость 𝑀𝑘 от 𝑡.

Определение. Решение (𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)) задачи (1)–(3) называем замкнутым, если оно пред-
ставимо с помощью конечного числа квадратур и алгебраических операций с матрицантом
𝑋(𝑡) свободной системы и остальными исходными величинами задачи (1)–(3).

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ (1)–(3)

Введём интегральные операторы

𝐻𝑙𝑢=

𝑡𝑙ˆ

𝑡0

𝑋−1(𝜏)𝑄(𝜏)𝑢(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑙=1,𝑚,

𝑁𝑖𝑢=

𝑏𝑖ˆ

𝑎𝑖

Ψ𝑖(𝜏)𝑋(𝜏) 𝑑𝜏

𝜏ˆ

𝑡0

𝑋−1(𝑠)𝑄(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑖=1, 𝑘,

а также матрицы 𝐻𝑗+1𝐺𝑗𝑃𝑗+1, 𝑗=0,𝑚−1, 𝐹𝑝+1𝐾𝑝Φ𝑝+1, 𝑝=0, 𝑘−1; здесь 𝐺𝑗 , 𝐾𝑝 — линейные
однородные операторы, аналогичные 𝑀𝑖, при этом 𝐺0=𝐾0≡J — тождественный оператор,
𝐹𝑝+1(𝑧)=𝑁𝑝+1𝐺𝑚(𝑧) (𝑧 ∈R𝑟).
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По предложенному в п. 1 методу выведем алгоритм построения решений задачи (1)–(3).
Сначала решим первую часть задачи, т.е. найдём управление 𝑢(𝑡), подчинённое услови-

ям (2). Поскольку

𝑥(𝑡)=𝑋(𝑡)𝑥0+𝑋(𝑡)

𝑡ˆ

𝑡0

𝑋−1(𝜏)𝑄(𝜏)𝑢(𝜏) 𝑑𝜏, (21)

то, согласно (2),
𝑡𝑠ˆ

𝑡0

𝑋−1(𝜏)𝑄(𝜏)𝑢(𝜏) 𝑑𝜏 =𝑋−1(𝑡𝑠)𝑥𝑠−𝑥0. (22)

Соотношение (22) представляет собой условие типа (3). Совокупность соотношений (3),
(21), (22) эквивалентна задаче (1)–(3).

На первом этапе будем искать управление в виде

𝑢(𝑡)=𝑃1(𝑡)𝑐1+𝑧1,

где 𝑐1 — постоянный вектор, 𝑧1 — произвольная вспомогательная функция, определяемая на
следующем этапе (𝑠=2), и т.д. В результате при выполнении условия det(𝐻𝑗+1𝐺𝑗𝑃𝑗+1) ̸=0
получим выражение типа (20):

𝑢(𝑡)=𝐺(𝑡, 𝑧)+𝜙(𝑡), (23)

где 𝑧 — вспомогательная вектор-функция, 𝐺(𝑡, 𝑧), 𝜙(𝑡) — соответственно линейный однород-
ный интегральный оператор, действующий из 𝐶(𝐼,R𝑟) в 𝐶(𝐼,R𝑟), и функция, найденные по
алгоритму

𝐺𝑗+1(𝑧𝑗+1)=𝐺𝑗(𝑧𝑗+1)−𝐺𝑗𝑃𝑗+1(𝐻𝑗+1𝐺𝑗𝑃𝑗+1)
−1𝐻𝑗+1𝐺𝑗(𝑧𝑗+1), (24)

𝜙𝑗+1=𝜙𝑗+𝐺𝑗𝑃𝑗+1(𝐻𝑗+1𝐺𝑗𝑃𝑗+1)
−1[𝑋−1(𝑡𝑗+1)𝑥𝑗+1−𝑥0−𝐻𝑗+1𝜙𝑗 ], (25)

𝑗=0,𝑚−1, при этом 𝜙0=0, 𝐺𝑚(𝑧𝑚)=𝐺(𝑡, 𝑧), 𝜙𝑚=𝜙(𝑡), 𝑧𝑚= 𝑧.
Выполнение условия det(𝐻𝑗+1𝐺𝑗𝑃𝑗+1) ̸= 0 обеспечивает реализуемость процесса (24) и

(25) построения 𝐺(𝑡, 𝑧) и 𝜙(𝑡), начиная с

𝐺1(𝑧1)= 𝑧1−𝑃1(𝐻1𝑃1)
−1𝐻1𝑧1, 𝜙1=𝑃1(𝐻1𝑃1)

−1[𝑋−1(𝑡1)𝑥1−𝑥0].

Соотношение (23) является решением задачи (1), (2); оно принимается за основу при
анализе условий (3), т.е. при получении решения второй части задачи, а вместе с тем задачи
(1)–(3). На основании (21), (23) имеем

𝑥(𝑡)=𝑋(𝑡)𝑥0+𝑋(𝑡)

𝑡ˆ

𝑡0

𝑋−1(𝜏)𝑄(𝜏) [𝐺(𝜏, 𝑧)+𝜙(𝜏)] 𝑑𝜏. (26)

Далее подставим (26) в (3):
𝑏𝑖ˆ

𝑎𝑖

Ψ𝑖(𝜏)𝑋(𝜏) 𝑑𝜏

𝜏ˆ

𝑡0

𝑋−1(𝑠)𝑄(𝑠)𝐺(𝑠, 𝑧) 𝑑𝑠=𝜇𝑖−
𝑏𝑖ˆ

𝑎𝑖

Ψ𝑖(𝜏)𝑋(𝜏)

[︂
𝑥0+

𝜏ˆ

𝑡0

𝑋−1(𝑠)𝑄(𝑠)𝜙(𝑠) 𝑑𝑠

]︂
𝑑𝜏. (27)

Запишем эту систему в следующем виде:

𝐹𝑖𝑧=𝜆𝑖, 𝑖=1, 𝑘, (28)

где 𝜆𝑖 — правые части в (27).
Система (28) аналогична (22), поэтому при выполнении условия det(𝐹𝑝+1𝐾𝑝Φ𝑝+1) ̸= 0

получим выражение типа (23):
𝑧(𝑡)=𝐾(𝑡, 𝑦)+𝑔(𝑡), (29)
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где 𝑦, 𝐾(𝑡, 𝑦), 𝑔(𝑡) — величины, аналогичные принятым в (23) и получаемые по алгоритму
типа (24), (25), т.е.

𝐾𝑝+1(𝑦𝑝+1)=𝐾𝑝(𝑦𝑝+1)−𝐾𝑝Φ𝑝+1(𝐹𝑝+1𝐾𝑝Φ𝑝+1)
−1𝐹𝑝+1𝐾𝑝(𝑦𝑝+1), (30)

𝑔𝑝+1= 𝑔𝑝+𝐾𝑝Φ𝑝+1(𝐹𝑝+1𝐾𝑝Φ𝑝+1)
−1[𝜆𝑝+1−𝐾𝑝+1𝑔𝑝], (31)

𝑝=0, 𝑘−1, при этом 𝑔0=0, 𝐾𝑚(𝑦𝑚)=𝐾(𝑡, 𝑦), 𝑔𝑚= 𝑔(𝑡), 𝑦𝑚= 𝑦.
Выполнение условия det(𝐹𝑝+1𝐾𝑝Φ𝑝+1) ̸=0 обеспечивает реализуемость процесса (30), (31)

построения 𝐾(𝑡, 𝑦) и 𝑔(𝑡), начиная с

𝐾1(𝑦1)= 𝑦1−Φ1(𝐹1Φ1)
−1𝐹1𝑦1, 𝑔1=Φ1(𝐹1Φ1)

−1𝜆1.

Подставив (29) в (23), получим

𝑢(𝑡)=𝐺(𝑡,𝐾(𝜏, 𝑦)+𝑔(𝜏))+𝜙(𝑡). (32)

Из (21) с учётом (32) имеем

𝑥(𝑡)=𝑋(𝑡)𝑥0+𝑋(𝑡)

𝑡ˆ

𝑡0

𝑋−1(𝜏)𝑄(𝜏)[𝐺(𝜏,𝐾(𝑠, 𝑦)+𝑔(𝑠))+𝜙(𝜏)] 𝑑𝜏. (33)

Таким образом, справедливо
Утверждение. Пусть выполнены соотношения

det(𝐻𝑗+1𝐺𝑗𝑃𝑗+1) ̸=0, 𝑗=0,𝑚−1, det(𝐹𝑝+1𝐾𝑝Φ𝑝+1) ̸=0, 𝑝=0, 𝑘−1.

Тогда задача (1)–(3) имеет замкнутое решение (32), (33).
Отметим, что формула (23) определяет управление, удовлетворяющее условиям (2) и

зависящее от произвольной функции 𝑧= 𝑧(𝑡). Формулы (23), (29) задают управление (32),
содержащее произвольную функцию 𝑦= 𝑦(𝑡).

3. ПРИМЕР

Рассмотрим следующую задачу:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=𝑢, 𝑥(0)= 3, 𝑥(2)= 4, (34)

2ˆ

0

𝑥(𝜏) 𝑑𝜏 =0. (35)

Из (34) имеем уравнение
2ˆ

0

𝑢(𝜏) 𝑑𝜏 =1 (36)

относительно функции 𝑢(𝑡), которую будем искать в виде

𝑢(𝑡)= 𝑐1+𝑧(𝑡). (37)

Из (36), (37) получим

𝑐1=
1

2
− 1

2

2ˆ

0

𝑧(𝜏) 𝑑𝜏. (38)
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Подставим (38) в (37):

𝑢(𝑡)=
1

2
+𝑧(𝑡)− 1

2

2ˆ

0

𝑧(𝜏) 𝑑𝜏. (39)

Используя (39) в соотношении

𝑥(𝑡)= 3+

𝑡ˆ

0

𝑢(𝜏) 𝑑𝜏, (40)

находим

𝑥(𝑡)=
3

2
+
𝑡

2
+

𝑡ˆ

0

[︂
𝑧(𝜏)− 1

2

2ˆ

0

𝑧(𝑠) 𝑑𝑠

]︂
𝑑𝜏. (41)

Подставим теперь (41) в (35) и в результате упрощений получим уравнение
2ˆ

0

(1−𝜏)𝑧(𝜏) 𝑑𝜏 =−7, (42)

где функцию 𝑧(𝑡) будем искать в виде

𝑧(𝑡)=̃︀𝑐1𝑡+𝑦(𝑡). (43)

Из (42), (43) находим

̃︀𝑐1= 21

2
+
3

2

2ˆ

0

(1−𝜏)𝑦(𝜏) 𝑑𝜏. (44)

Подстановка (44) в (43) даёт

𝑧(𝑡)=
21

2
𝑡+

3

2
𝑡

2ˆ

0

(1−𝜏)𝑦(𝜏) 𝑑𝜏+𝑦(𝑡). (45)

Далее из (39) с учётом (45) имеем управление

𝑢(𝑡)=−10+
21

2
𝑡+

1

2

2ˆ

0

[3(𝑡−1)(1−𝜏)−1]𝑦(𝜏) 𝑑𝜏+𝑦(𝑡). (46)

Из (40), (46) находим функцию состояний

𝑥(𝑡)= 3−10𝑡+
21

4
𝑡2+

𝑡

2

2ˆ

0

[︂
3

2
(𝑡−2)(1−𝜏)−1

]︂
𝑦(𝜏) 𝑑𝜏+

𝑡ˆ

0

𝑦(𝜏) 𝑑𝜏.

Замечание 1. Задача (34), (35) является задачей вида (1)–(3) с безусловно разрешимой
системой (3) и очевидным решением

𝑥̂=ℎ(𝑡)− 1

2

2ˆ

0

ℎ(𝜏) 𝑑𝜏,

где ℎ(𝑡) — произвольная непрерывная функция.
Задача (1)–(3) с безусловно разрешимой системой (3) представляет собой самостоятель-

ный объект исследования по предложенному в п. 1 методу. Система (3) — совокупность
уравнений 1-го рода относительно 𝑥(𝑡), при этом соотношения (24), (30) играют роль по-
этапных (частичных) регуляризаторов для неё. Предложенный метод позволяет построить
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решение системы (3) (его целесообразно назвать методом регуляризации этой системы) и
служит дополнением к регуляризаторам, используемым в книге [4] для изучения краевых
задач дифференциальных уравнений, поскольку такие задачи эквивалентны соответствую-
щим уравнениям 1-го рода. Очевидно, что этот метод может быть применён для изучения
систем, приведённых в [1; 2; 8, гл. 3, § 1, п. 53].

Замечание 2. Применение метода Гаусса к системе (3) на основе формулы

𝑥(𝑡)=

𝑘∑︁
𝑖=1

Φ𝑖(𝑡)𝑐𝑖+𝑦(𝑡) (47)

приводит к её решению типа (20) с более сложным алгоритмом построения векторов 𝑐𝑖.
По этой причине также неконструктивным является сведение системы (3) к системе с
фиксированными пределами интегрирования.
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An algorithm for solving a linear multipoint control problem with isoperimetric type constraints on the
state function is proposed.
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