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Рассмотрена многомерная управляемая система с постоянной матрицей, существенной
нелинейностью типа двухпозиционного реле с гистерезисом в качестве управления и
непрерывной периодической функцией возмущения. Матрица системы имеет простые ве-
щественные ненулевые собственные значения, среди которых одно значение может быть
положительным. Установлены условия на параметры системы, в том числе на нелиней-
ности, при выполнении которых существует единственное двухточечно-колебательное
периодическое решение с периодом, соизмеримым с периодом функции возмущения, в
случае специального вида вектора обратной связи. Доказана асимптотическая устой-
чивость решения с помощью метода фазовой плоскости. Полученные для трёхмерных
систем результаты проиллюстрированы на примерах.
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ВВЕДЕНИЕ

В задачах теории автоматического управления и регулирования модели управляемых
нелинейных систем описываются дифференциально-разностными уравнениями, уравнения-
ми с частными производными или обыкновенными дифференциальными уравнениями (см.,
например, [1, 2]). Для описания внешнего постоянного воздействия на систему в моделях
часто используют непрерывные ограниченные, в том числе периодические, функции возму-
щения (см. [3]).

Релейные автоматические системы охватывают широкий класс систем регулирования (см.,
например, [4–6]). Известно [7, c. 11], что эти системы могут обладать больши́м быстродей-
ствием вследствие интенсивного управляющего воздействия, которое может стать причиной
возникновения автоколебаний. В некоторых системах (например, в вибрационных регулято-
рах) такие незатухающие колебания являются основным рабочим режимом, но во многих
случаях появление автоколебаний нежелательно. Устранить их можно, если систему под-
вергнуть внешнему периодическому воздействию. В этом случае при условии захватывания
частоты в системе возникают гармонические и субгармонические вынужденные колебания.
Согласно [7, c. 12] для разработки и эффективного использования релейных автоматиче-
ских систем необходимо уметь определять зависимость их режима работы от параметров
отдельных элементов, а также от вида и параметров внешнего воздействия.
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Автором ранее были изучены системы обыкновенных дифференциальных уравнений с
нелинейностью типа неидеального [8, c. 181] двухпозиционного реле и ограниченной, в том
числе периодической, функцией возмущения в правой части (см. работы [9–12]). Настоящая
статья развивает аналитическое исследование, начатое в [9] и продолженное в [10–12], по про-
блеме существования в таких системах двухточечно-колебательных решений, т.е. непрерыв-
ных решений с двумя точками переключения на поверхностях разрыва в пространстве состоя-
ний системы и возвратом в каждую из этих точек за одно и то же время — период возврата.

В статье [9] впервые даны определения двухточечно-колебательного решения, момента
первой встречи с гиперплоскостью переключения и получены достаточные условия суще-
ствования решения с периодом возврата, равным периоду функции возмущения, в случае
неустойчивой линейной части системы, когда матрица системы имеет простые вещественные
ненулевые собственные значения, среди которых есть положительное. В [10] рассмотрена
вещественная симметричная матрица системы с кратными собственными числами, установ-
лено необходимое условие существования решения системы с заданным видом периодической
функции возмущения, доказаны теоремы существования и несуществования такого решения.
В статье [11] разработан алгоритм выбора параметров нелинейности как управления, при
которых система имеет единственное асимптотически орбитально устойчивое периодическое
решение с двумя точками переключения за период, кратный периоду функции возмущения.
В [12] для случая функции возмущения общего вида доказан критерий существования и един-
ственности решения с произвольным периодом возврата и для случая периодической функ-
ции возмущения установлено необходимое и достаточное условие существования единствен-
ного периодического решения с заданным периодом, кратным периоду функции возмущения.

В настоящей статье решается задача синтеза управления при ограничениях на параметры
системы с целью обеспечить существование единственного асимптотически устойчивого двух-
точечно-колебательного решения с заданным периодом возврата, соизмеримым с периодом
функции возмущения. В отличие от [11] ниже исследуются периодические решения системы
с четырьмя переключениями реле за период.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим модель релейной неавтономной управляемой системы в виде следующей
системы обыкновенных дифференциальных уравнений:

𝑌̇ =𝐴𝑌 +𝐵𝑢(𝜎)+𝐾𝑓(𝑡), 𝜎=(𝐶, 𝑌 ). (1)

Здесь 𝑌 =(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)
т — вектор состояний системы, символ т означает операцию транспо-

нирования; матрица системы 𝐴, векторы 𝐵=(𝑏1, . . . , 𝑏𝑛)
т, 𝐾=(𝑘1, . . . , 𝑘𝑛)

т и 𝐶=(𝑐1, . . . , 𝑐𝑛)
т

являются ненулевыми, вещественными и постоянными; (𝐶, 𝑌 ) — скалярное произведение
векторов 𝐶 и 𝑌 , где 𝐶 определяет обратную связь в системе.

Оператором 𝑢(𝜎) задана характеристика неидеального двухпозиционного релейного эле-
мента с пороговыми значениями ℓ1, ℓ2 ∈ R, значениями выхода 𝑚1,𝑚2 ∈ R и положитель-
ным направлением обхода петли гистерезиса на плоскости (𝜎, 𝑢(𝜎)). Полагаем, что ℓ1<ℓ2 и
𝑚1<𝑚2. Описание реле далее приведём в соответствии с работой [13]. Непрерывная входная
функция 𝜎(𝑡), 𝑡⩾ 𝑡0, преобразуется в выходную кусочно-непрерывную функцию

𝑢(𝑡)=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑚1, (𝜎(𝑡)⩽ ℓ1)∨(𝜎(𝑡)∈ (ℓ1, ℓ2)∧𝜎(𝜉(𝑡))= ℓ1),

𝑚2, (𝜎(𝑡)⩾ ℓ2)∨(𝜎(𝑡)∈ (ℓ1, ℓ2)∧𝜎(𝜉(𝑡))= ℓ2),

𝑢0, 𝜎(𝜏)∈ (ℓ1, ℓ2) для любых 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡),

где 𝜉(𝑡)= sup{𝜏 : 𝜏 ⩽ 𝑡, 𝜎(𝜏)= ℓ1∨𝜎(𝜏)= ℓ2} и 𝑢0=𝑢(𝑡0)∈{𝑚1,𝑚2}.
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Допустимыми состояниями реле называют все пары (𝜎, 𝑢)∈R2, удовлетворяющие усло-
вию (𝑢=𝑚1∧𝜎 < ℓ2)∨ (𝑢=𝑚2∧𝜎 > ℓ1). В релейных автоматических системах 𝜎(𝑡) задаёт
управляющий сигнал, 𝑢(𝑡) — управляющее воздействие. Характеристика релейного элемента
имеет гистерезис (зону неоднозначности), поэтому всякий раз при прохождении управляю-
щим сигналом пороговых значений управляющее воздействие изменяется скачком, а между
скачками оно постоянно и определяется не только значением управляющего сигнала, но и
направлением его изменения [7, c. 45–46].

Внешнее воздействие на релейную систему задано непрерывной периодической функцией
возмущения 𝑓(𝑡), 𝑡⩾ 0, в следующем виде:

𝑓(𝑡)= 𝑓0+

𝜌∑︁
𝛼=1

𝑓𝛼 sin(𝛼𝜔𝑡+𝜙𝛼), 𝜌∈N, (2)

где 𝑓0, 𝑓𝛼, 𝜔 и 𝜙𝛼 (𝛼 = 1, 𝜌) — вещественные постоянные, причём 𝑓1 ̸= 0, 𝜔 > 0. Период
функции 𝑓(𝑡) равен 𝑇 =2𝜋/𝜔. Вид (2) функции возмущения часто используют в модели для
описания периодического воздействия на систему. Для определённости положим 𝜌 чётным.

Приведём определения из работы [12], которые используются в данной статье.
Определение 1. Точкой переключения называется состояние системы (1), при котором

входная функция 𝜎(𝑡) достигает одного из пороговых значений ℓ𝜇, 𝜇 = 1, 2, а выходная
функция 𝑢(𝑡) при этом меняет значение выхода 𝑚1 на 𝑚2 или наоборот.

Определение 2. Гиперплоскостью переключения называется гиперплоскость

𝐿𝜇= {𝑌 ∈R𝑛 : (𝐶, 𝑌 )= ℓ𝜇}, 𝜇=1, 2.

Определение 3. Если в некоторый момент времени 𝑡′ изображающая точка принадле-
жит гиперплоскости 𝐿𝜇, 𝜇=1, 2, то наименьший момент времени 𝑡′′>𝑡′, в который изобра-
жающая точка принадлежит гиперплоскости 𝐿3−𝜇, называется моментом первой встречи
изображающей точки с 𝐿3−𝜇.

Определение 4. Решение 𝑌 (·) системы (1) называется 𝑇𝑟-двухточечно-колебательным
простейшего поведения, если существуют вещественные положительные числа 𝜏1 и 𝜏2 такие,
что 𝜏1+𝜏2=𝑇𝑟, и точки 𝑌 1 ∈𝐿1 и 𝑌 2 ∈𝐿2, для которых выполняются следующие условия:

1) 𝑌 (𝑡0+𝜅𝑇𝑟) = 𝑌 1 и 𝑌 (𝑡0+ 𝜏1+𝜅𝑇𝑟) = 𝑌 2, где 𝑡0 ⩾ 0 — начальный момент времени,
𝜅∈N∪{0};

2) для всех 𝜅∈N∪{0} на полуинтервале Δ1
𝜅=[𝑡0+𝜅𝑇𝑟, 𝑡0+𝜏1+𝜅𝑇𝑟) имеет место равенство

𝑢=𝑚1, а на полуинтервале Δ2
𝜅= [𝑡0+𝜏1+𝜅𝑇𝑟, 𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟) — равенство 𝑢=𝑚2.

В данной статье решение системы (1) ищется в соответствии с определением 4 в классе
определённых на полуоси 𝑡⩾ 𝑡0 непрерывных вектор-функций 𝑌 (𝑡) с начальным условием
𝑌 (𝑡0)=𝑌 1 таким, что 𝜎(𝑡0)= (𝐶, 𝑌 1)= ℓ1. Кроме того, решение будем называть Ψ-периоди-
ческим, Ψ> 0, если 𝑌 (𝑡+Ψ)=𝑌 (𝑡) для всех 𝑡⩾ 𝑡0. На полуинтервале Δ1

𝜅, 𝜅∈N∪{0}, выход
релейного элемента принимает значение 𝑚1, поэтому активной является система

𝑌̇ =𝐴𝑌 +𝐵𝑚1+𝐾𝑓(𝑡), (𝐶, 𝑌 )<ℓ2. (3)

На полуинтервале Δ2
𝜅 выход релейного элемента принимает значение 𝑚2 и активной является

система
𝑌̇ =𝐴𝑌 +𝐵𝑚2+𝐾𝑓(𝑡), (𝐶, 𝑌 )>ℓ1. (4)

Нелинейность 𝑢(𝜎) можно представить в виде

𝑢(𝜎)=

{︃
𝑚1, 𝜎=(𝐶, 𝑌 )<ℓ2,

𝑚2, 𝜎=(𝐶, 𝑌 )>ℓ1.
(5)
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В точке 𝑌 𝜇, 𝜇=1, 2, происходит переключение реле и “сшивание” траекторий, заданных
системами уравнений (3) и (4). Число 𝜏𝜇 далее называется временем перехода изображающей
точки решения из точки 𝑌 𝜇 в точку 𝑌 3−𝜇, а времена перехода и точки переключения —
параметрами решения. Согласно определению 3 значение 𝑡0+𝜏1 является моментом первой
встречи с гиперплоскостью 𝐿2, а значение 𝑡0+𝑇𝑟 — моментом первой встречи с 𝐿1. В силу
условия 1) определения 4 периодом возврата является число 𝑇𝑟.

Пусть матрица 𝐴 и вектор 𝐵 удовлетворяют следующим условиям: a) матрица 𝐴 имеет
только простые ненулевые вещественные собственные значения 𝜆𝑖, 𝑖= 1, 𝑛; b) векторы 𝐵,
𝐴𝐵, 𝐴2𝐵, . . . , 𝐴𝑛−1𝐵 являются линейно независимыми.

Применим к системе (1) неособое преобразование 𝑌 =𝑆𝑋 (например, из [12]), приводящее
матрицу 𝐴 к диагональной матрице 𝐴0, у которой (𝑖, 𝑖)-й элемент равен 𝜆𝑖. Условие b)
является условием полной управляемости системы по отношению ко входу 𝑢(𝜎). В силу
неособого преобразования все элементы 𝑏0𝑖 вектора 𝐵0=𝑆−1𝐵 отличны от нуля.

Следуя методу сечений пространства параметров [14, с. 22], рассмотрим для системы (1)
сечение 1-го рода и положим вектор 𝐶 таким, что вектор Γ= 𝑆т𝐶 имеет один ненулевой
элемент (например, 𝛾𝑠 ̸=0) и нулевые остальные элементы.

После преобразования система (1) принимает каноническую форму в векторном виде

𝑋̇ =𝐴0𝑋+𝐵0𝑢(𝜎)+𝐾0𝑓(𝑡), 𝜎=(Γ, 𝑋),

или в координатном виде

𝑥̇𝑖=𝜆𝑖𝑥𝑖+𝑏
0
𝑖𝑢(𝜎)+𝑘

0
𝑖 𝑓(𝑡), 𝜎= 𝛾𝑠𝑥𝑠, 𝑖=1, 𝑛, (6)

где 𝑥𝑖 — 𝑖-й элемент вектора 𝑋 =𝑆−1𝑌 , 𝑠 — некоторый индекс.
По определению 4 решению 𝑋(𝑡) системы (6) отвечает траектория с точками пере-

ключения 𝑋1=(𝑥11, . . . , 𝑥
1
𝑛)

т и 𝑋2=(𝑥21, . . . , 𝑥
2
𝑛)

т, которые связаны равенством 𝑋𝜇=𝑆−1𝑌 𝜇,
𝜇=1, 2. Утверждение 𝑋𝜇∈𝐿𝜇 равносильно выполнению равенства 𝛾𝑠𝑥

𝜇
𝑠 = ℓ𝜇. Гиперплоскости

переключения ориентированы ортогонально оси 𝑥𝑠 в пространстве состояний системы (6).
Система обыкновенных дифференциальных уравнений вида (1) может являться моделью

автоматических систем управления, используемых в судостроении. В элементах постоянной
матрицы заложены характеристики управляемого объекта, например, судна. Релейная нели-
нейность играет роль управления в решении задачи, например, по автоматической стабили-
зации курса судна. Элементы вектора, стоящего при нелинейности, задают коэффициенты
усиления. При этом на судно регулярно воздействует волнение на воде, которое можно
описать непрерывной периодической функцией внешнего возмущения.

Полагаем, что собственные значения 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 матрицы 𝐴0, элементы 𝑏01, . . . , 𝑏0𝑛 векто-
ра 𝐵0 и постоянные 𝑓0, 𝑓1, . . . , 𝑓𝜌, 𝜔 функции 𝑓(𝑡) заданы. Ставится задача управления для
системы (6), которая заключается в том, чтобы найти ограничения на числовые параметры
𝑘01, . . . , 𝑘0𝑛 системы (6), параметры 𝜙1, . . . , 𝜙𝜌 функции возмущения (2) и на параметры 𝛾𝑠,
ℓ1, ℓ2, 𝑚1, 𝑚2 нелинейности 𝑢(𝜎), при выполнении которых существует решение системы (6)
с начальным моментом времени 𝑡0 и периодом возврата 𝑇𝑟, соизмеримым с периодом 𝑇
функции возмущения 𝑓(𝑡).

Для аналитического представления решения используем формулу Коши

𝑥𝑖(𝑡)= 𝑒𝜆𝑖(𝑡−𝜈)𝑥𝑖(𝜈)+

𝑡ˆ

𝜈

𝑒𝜆𝑖(𝑡−𝜏)(𝑏0𝑖𝑚𝜇+𝑘
0
𝑖 𝑓(𝜏)) 𝑑𝜏, 𝑖=1, 𝑛, 𝜇=1, 2,

где 𝜈 — начальный момент времени.
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2. РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
С ПРОГРАММНЫМ УПРАВЛЕНИЕМ

Рассмотрим программное управление с параметрами 𝑚1, 𝑚2, 𝜏1 и 𝜏2

𝑢𝑝(𝑡)=

{︃
𝑚1, 𝑡∈Δ1

𝜅= [𝑡0+𝜅𝑇𝑟, 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1),

𝑚2, 𝑡∈Δ2
𝜅= [𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1, 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1+𝜏2)

(7)

и двухмерную подсистему системы (6) для 𝑖= 𝑠 с управлением (7)

𝑥̇𝑠(𝑡)=𝜆𝑠𝑥𝑠(𝑡)+𝑏
0
𝑠𝑢𝑝(𝑡)+𝑘

0
𝑠𝑓(𝑡), 𝜎(𝑡)= 𝛾𝑠𝑥𝑠(𝑡).

Заметим, что 𝑢𝑝(𝑡), 𝑡 ⩾ 𝑡0, является кусочно-постоянной 𝑇𝑟-периодической функцией, т.е.
𝑢𝑝(𝑡)=𝑢𝑝(𝑡+𝑇𝑟) для всех 𝑡⩾ 𝑡0.

Исследуем уравнение

𝛾𝑠𝑥̇𝑠(𝑡)=𝜆𝑠𝛾𝑠𝑥𝑠(𝑡)+𝛾𝑠(𝑏
0
𝑠𝑢𝑝(𝑡)+𝑘

0
𝑠𝑓(𝑡))

с начальным условием 𝛾𝑠𝑥𝑠(𝑡0)= 𝛾𝑠𝑥
1
𝑠 = ℓ1 или эквивалентное уравнение

𝜎̇(𝑡)=𝜆𝑠𝜎(𝑡)+𝛾𝑠(𝑏
0
𝑠𝑢𝑝(𝑡)+𝑘

0
𝑠𝑓(𝑡)) (8)

с начальным условием 𝜎(𝑡0) = ℓ1 и найдём параметры программного управления 𝑢𝑝(𝑡), ко-
торые обеспечивают существование решения этого уравнения.

Согласно определению 4 справедливы равенства

𝛾𝑠𝑥
1
𝑠 = ℓ1 или 𝜎(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)=𝜎(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟)= ℓ1,

𝛾𝑠𝑥
2
𝑠 = ℓ2 или 𝜎(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1)= ℓ2,

где 𝑡0+𝜏1 — момент первой встречи с гиперплоскостью 𝐿2, 𝑡0+𝑇𝑟 — момент первой встречи
с гиперплоскостью 𝐿1 в соответствии с определением 3.

С помощью формулы Коши выпишем решение 𝜎(𝑡) уравнения (8) на полуинтервалах с
соответствующим значением функции 𝑢𝑝(𝑡) и с учётом равенств (6). Имеем на полуинтервале
Δ1

𝜅 c 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟 и 𝜎(𝜈)= ℓ1 решение

𝜎(𝑡)= 𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜈)ℓ1+𝛾𝑠

𝑡ˆ

𝜈

𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜏)(𝑏0𝑠𝑚1+𝑘
0
𝑠𝑓(𝜏)) 𝑑𝜏, (9)

на полуинтервале Δ2
𝜅 c 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1 и 𝜎(𝜈)= ℓ2 — решение

𝜎(𝑡)= 𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜈)ℓ2+𝛾𝑠

𝑡ˆ

𝜈

𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜏)(𝑏0𝑠𝑚2+𝑘
0
𝑠𝑓(𝜏)) 𝑑𝜏. (10)

Подставив 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1 вместо 𝑡 в равенство (9), с учётом 𝜎(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1)= ℓ2 получим

ℓ2= 𝑒𝜆𝑠𝜏1ℓ1+𝛾𝑠

𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1ˆ

𝑡0+𝜅𝑇𝑟

𝑒𝜆𝑠(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1−𝜏)(𝑏0𝑠𝑚1+𝑘
0
𝑠𝑓(𝜏)) 𝑑𝜏.

После замены 𝜉= 𝜏− 𝑡0−𝜅𝑇𝑟 имеем

ℓ2= 𝑒𝜆𝑠𝜏1ℓ1+𝛾𝑠

𝜏1ˆ

0

𝑒𝜆𝑠(𝜏1−𝜉)(𝑏0𝑠𝑚1+𝑘
0
𝑠𝑓(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜉)) 𝑑𝜉. (11)
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Подставим 𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟 вместо 𝑡 в равенство (10), ввиду 𝜎(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟)= ℓ1 получим

ℓ1= 𝑒𝜆𝑠𝜏2ℓ2+𝛾𝑠

𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟ˆ

𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1

𝑒𝜆𝑠(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜏)(𝑏0𝑠𝑚2+𝑘
0
𝑠𝑓(𝜏)) 𝑑𝜏.

После замены 𝜉= 𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜏 будем иметь

ℓ1= 𝑒𝜆𝑠𝜏2ℓ2+𝛾𝑠

𝜏2ˆ

0

𝑒𝜆𝑠𝜉(𝑏0𝑠𝑚2+𝑘
0
𝑠𝑓(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜉)) 𝑑𝜉. (12)

Подставив в равенство (12) вместо ℓ2 правую часть равенства (11), получим

ℓ1=
𝛾𝑠

1−𝑒𝜆𝑠𝑇𝑟

(︂
𝑏0𝑠𝑚1

𝜏1ˆ

0

𝑒𝜆𝑠(𝑇𝑟−𝜉) 𝑑𝜉+𝑘0𝑠

𝜏1ˆ

0

𝑒𝜆𝑠(𝑇𝑟−𝜉)𝑓(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜉) 𝑑𝜉+

+𝑏0𝑠𝑚2

𝜏2ˆ

0

𝑒𝜆𝑠𝜉 𝑑𝜉+𝑘0𝑠

𝜏2ˆ

0

𝑒𝜆𝑠𝜉𝑓(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜉) 𝑑𝜉
)︂
. (13)

Равенство (13) справедливо, если и только если выполняется следующее условие: инте-
гралы

𝑘0𝑠

𝜏2ˆ

0

𝑒𝜆𝑠𝜉𝑓(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜉) 𝑑𝜉, 𝑘0𝑠

𝜏1ˆ

0

𝑒−𝜆𝑠𝜉𝑓(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜉) 𝑑𝜉 (14)

не зависят от 𝜅∈N∪{0}.
Пусть период возврата кратен периоду функции возмущения, т.е. 𝑇𝑟 = 𝑘𝑇 , 𝑘∈N. Тогда

𝑓(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜉)= 𝑓(𝑡0+(𝜅+1)𝑘𝑇 −𝜉)= 𝑓(𝑡0+𝑘𝑇 −𝜉) для любого 𝜉 ∈ [0, 𝜏2],

𝑓(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜉)= 𝑓(𝑡0+𝜅𝑘𝑇 +𝜉)= 𝑓(𝑡0+𝜉) для любого 𝜉 ∈ [0, 𝜏1],

и значит, интегралы (14) не зависят от 𝜅∈N∪{0}.
Пусть период возврата не кратен периоду функции возмущения, но соизмерим с ним,

т.е. 𝑇𝑟 = 𝑞𝑇 , 𝑞 ∈R+ ∖N. Введём обозначение

𝐻𝑠(𝜏)=

𝜌∑︁
𝛼=1

𝑓𝛼 sin(𝛼𝜔𝜏+𝜙𝛼+𝛿
𝛼
𝑠 )√︀

𝜆2𝑠+(𝛼𝜔)2
, 𝜏 ∈R, (15)

где 𝛿𝛼𝑠 =arctg(𝛼𝜔/𝜆𝑠)+𝜋𝑞𝑠, причём 𝑞𝑠=0 при 𝜆𝑠> 0 и 𝑞𝑠=1 при 𝜆𝑠< 0. Имеет место
Лемма. Пусть 𝑘0𝑠 ̸=0, 𝜙𝑣=𝜋ℎ𝑣−𝜔𝑡0−𝛿𝑣𝑠 , 𝑣=1, 3, . . . , 𝜌−1, ℎ𝑣∈Z; 𝑇𝑟=(𝑘+1/2)𝑇 , 𝜏1=𝑚𝑇/2,

𝑘,𝑚∈N и 𝑚< 2𝑘+1. Тогда интегралы (14) с функцией 𝑓(𝑡) вида (2) не зависят от 𝜅.
Доказательство. Вычислим интегралы (14), учитывая равенство 𝑇𝑟−𝜏2= 𝜏1. Имеем

𝑘0𝑠

𝜏1ˆ

0

𝑒−𝜆𝑠𝜉𝑓(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜉) 𝑑𝜉=−𝑘0𝑠𝑒−𝜆𝑠𝜉

(︂
𝑓0
𝜆𝑠

+𝐻𝑠(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜉)

)︂⃒⃒⃒⃒𝜏1
0

=

= 𝑘0𝑠

(︂
𝑓0
𝜆𝑠

+𝐻𝑠(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)

)︂
−𝑘0𝑠𝑒−𝜆𝑠𝜏1

(︂
𝑓0
𝜆𝑠

+𝐻𝑠(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1)

)︂
,

𝑘0𝑠

𝜏2ˆ

0

𝑒𝜆𝑠𝜉𝑓(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜉) 𝑑𝜉= 𝑘0𝑠𝑒
𝜆𝑠𝜉

(︂
𝑓0
𝜆𝑠

+𝐻𝑠(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜉)
)︂⃒⃒⃒⃒𝜏2

0

=

= 𝑘0𝑠𝑒
𝜆𝑠𝜏2

(︂
𝑓0
𝜆𝑠

+𝐻𝑠(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1)

)︂
−𝑘0𝑠

(︂
𝑓0
𝜆𝑠

+𝐻𝑠(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟)

)︂
.
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Пусть выполняются условия леммы. Тогда, принимая во внимание, что 𝑇 = 2𝜋/𝜔 и
𝐻𝑠(𝜏+𝜅𝑇 )=𝐻𝑠(𝜏), получаем равенства

𝐻𝑠(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1)=𝐻𝑠(𝑡0+(𝜅+𝑚)𝑇/2)=𝐻𝑠(𝑡0+𝑚𝑇/2)=𝐻𝑠(𝑡0+𝜏1),

𝐻𝑠(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)=𝐻𝑠(𝑡0+𝜅𝑇/2)=𝐻𝑠(𝑡0).

Отсюда следует, что интегралы не зависят от 𝜅∈N∪{0}. Более того,

𝐻𝑠(𝑡0)=𝐻𝑠(𝑡0+𝜏1)=

𝜌/2∑︁
𝛼=1

𝑓2𝛼 sin(2𝛼𝜔𝑡0+𝜙2𝛼+𝛿
2𝛼
𝑠 )√︀

𝜆2𝑠+(2𝛼𝜔)2
.

Лемма доказана.
В случае когда период возврата кратен периоду функции возмущения и в противном слу-

чае при выполнении условий леммы система равенств (11), (12) принимает следующий вид:

ℓ2=

(︂
ℓ1+

𝛾𝑠𝑏
0
𝑠𝑚1

𝜆𝑠

)︂
𝑒𝜆𝑠𝜏1 − 𝛾𝑠𝑏

0
𝑠𝑚1

𝜆𝑠
+𝛾𝑠𝑘

0
𝑠

𝜏1ˆ

0

𝑒𝜆𝑠(𝜏1−𝜉)𝑓(𝑡0+𝜉) 𝑑𝜉,

ℓ1=

(︂
ℓ2+

𝛾𝑠𝑏
0
𝑠𝑚2

𝜆𝑠

)︂
𝑒𝜆𝑠𝜏2 − 𝛾𝑠𝑏

0
𝑠𝑚2

𝜆𝑠
+𝛾𝑠𝑘

0
𝑠

𝜏2ˆ

0

𝑒𝜆𝑠𝜉𝑓(𝑡0+𝑇𝑟−𝜉) 𝑑𝜉,

откуда после интегрирования с учётом (15) имеем

ℓ2=(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1))𝑒
𝜆𝑠𝜏1 −𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚1),

ℓ1=(ℓ2+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚2))𝑒
𝜆𝑠𝜏2 −𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1+𝜏2,𝑚2). (16)

Здесь используется обозначение

𝑄𝑠(𝜏,𝑚𝜇)= (𝑏0𝑠𝑚𝜇+𝑘
0
𝑠𝑓0)/𝜆𝑠+𝑘

0
𝑠𝐻𝑠(𝜏), 𝜇=1, 2. (17)

Условия на параметры системы (16), в том числе на параметры управления 𝑢𝑝(𝑡) с 𝜏1
и 𝜏2=𝑇𝑟−𝜏1, удовлетворяющими условиям леммы, установлены в следующей теореме.

Теорема 1. Пусть для некоторых 𝑚∈N и 𝑘∈N таких, что 𝑚< 2𝑘+1, выполняются
условия леммы и следующие условия:

1) для некоторых ℓ1, ℓ2 и такого 𝛾𝑠, что 𝛾𝑠𝑏
0
𝑠 < 0, справедливо равенство

𝑚1=
𝜆𝑠
𝛾𝑠𝑏0𝑠

(︂
ℓ2−ℓ1

𝑒𝜆𝑠𝑚𝑇/2−1
−ℓ1

)︂
− 𝑘0𝑠
𝑏0𝑠

(︂
𝜆𝑠𝐻𝑠(𝑡0)+𝑓0

)︂
; (18)

2) значение 𝜏1 = 𝑚𝑇/2 является наименьшим (или единственным) положительным
решением первого уравнения системы (16) относительно переменной 𝜏1 ∈ (0, (𝑘+1/2)𝑇 );

3) имеют место при 𝜆𝑠> 0 неравенство ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1)> 0 или при 𝜆𝑠< 0 неравенство
𝑒𝜆𝑠𝜏1(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1))< 0 и равенство

𝑚2=𝑚1+
𝜆𝑠(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1))(𝑒

𝜆𝑠(𝑘+1/2)𝑇 −1)

𝛾𝑠𝑏0𝑠(1−𝑒𝜆𝑠((𝑘+1/2)𝑇−𝜏1))
, (19)

где значения 𝑚1 и 𝜏1 определены в 1) и 2) соответственно;
4) значение 𝜏2=(𝑘+(1−𝑚)/2)𝑇 является наименьшим (или единственным) положитель-

ным решением второго уравнения системы (16) относительно переменной 𝜏2∈(0, (𝑘+1/2)𝑇 ).
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Тогда параметрами программного управления 𝑢𝑝(𝑡) являются значения 𝜏1, 𝜏2, 𝑚1 и 𝑚2,
обеспечивающие для 𝜅∈N∪{0} существование единственного решения уравнения (8):

𝜎(𝑡)=

⎧⎨⎩𝑒
𝜆𝑠(𝑡−𝜈)(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝜈,𝑚1))−𝛾𝑠𝑄𝑠(𝜈+ 𝑡,𝑚1), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟, 𝑡∈Δ1

𝜅,

𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜈)(ℓ2+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝜈,𝑚2))−𝛾𝑠𝑄𝑠(𝜈+ 𝑡,𝑚2), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1, 𝑡∈Δ2
𝜅.

Доказательство. Пусть выполняются условия теоремы 1 для некоторых 𝑚, 𝑘∈N таких,
что 𝑚<2𝑘+1. Тогда, как следует из доказательства леммы, имеют место равенства 𝐻𝑠(𝑡0)=
=𝐻𝑠(𝑡0+𝜏1)=𝐻𝑠(𝑡0+𝑇𝑟). Отсюда, принимая во внимание (17), приходим к cсоотношениям

𝑄𝑠(𝑡0,𝑚𝜇)=𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚𝜇)=𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1+𝜏2,𝑚𝜇), 𝜇=1, 2.

Пусть выполняется условие 1) теоремы 1. Равенство (18) преобразуем сначала к виду

ℓ2−ℓ1
𝑒𝜆𝑠𝑚𝑇/2−1

−ℓ1= 𝛾𝑠
𝑏0𝑠𝑚1+𝑘

0
𝑠𝑓0

𝜆𝑠
+𝑘0𝑠𝐻𝑠(𝑡0),

а затем к виду
ℓ2=(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1))𝑒

𝜆𝑠𝑚𝑇/2−𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1), (20)

где 𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1) определяется по формуле (17) при 𝑚𝜇 =𝑚1. Выполнение (20) равносильно
утверждению, что значение 𝜏1=𝑚𝑇/2 является решением первого уравнения системы (16)
относительно переменной 𝜏1 из интервала (0, (𝑘+1/2)𝑇 ).

Пусть выполняется условие 2) теоремы 1. Тогда на полуинтервале Δ1
1 имеет место нера-

венство 𝜎(𝑡)<ℓ2, а значит, значение 𝑡0+𝜏1 является моментом первой встречи с гиперплос-
костью 𝐿2 и 𝜎(𝑡0+𝑚𝑇/2)=𝜎(𝑡0+𝜏1)= ℓ2.

Пусть выполняется условие 3) теоремы 1. Тогда в равенстве (19) второе слагаемое прини-
мает положительное значение и, следовательно, 𝑚2>𝑚1. Равенство (19) преобразуем сначала
к виду

𝛾𝑠𝑏
0
𝑠(𝑚1−𝑚2)(𝑒

𝜆𝑠((𝑘+1/2)𝑇−𝜏1)−1)=𝜆𝑠(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1))(𝑒
𝜆𝑠(𝑘+1/2)𝑇 −1),

а затем к виду
ℓ1=(ℓ2+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚2))𝑒

𝜆𝑠((𝑘+1/2)𝑇−𝜏1)−𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚2),

где ℓ2 определяется в (20). Выполнение последнего равенства равносильно утверждению,
что значение 𝜏2 = (𝑘+1/2)𝑇 − 𝜏1 при известном 𝜏1 является решением второго уравнения
системы (16) относительно переменной 𝜏2 ∈ (0, (𝑘+1/2)𝑇 ).

Пусть выполняется условие 4) теоремы 1. Тогда для 𝑡 ∈Δ2
1 имеет место неравенство

𝜎(𝑡)> ℓ1, следовательно, значение 𝑡0+ 𝜏1+ 𝜏2 является моментом первой встречи с гипер-
плоскостью 𝐿1 и 𝜎(𝑡0+𝜏1+(𝑘+(1−𝑚)/2)𝑇 )=𝜎(𝑡0+𝜏1+𝜏2)= ℓ1.

Учитывая начальное условие 𝜎(𝑡0)= ℓ1, имеем 𝜏1+𝜏2 =𝑇𝑟. Исходя из построения систе-
мы (16), приходим к равенствам (6) для любого 𝜅∈N∪{0}. Так как параметры определяются
однозначно, то и решение является единственным. Следовательно, имеет место утверждение
теоремы 1.

Условия на параметры системы (16), при которых существуют 𝜏1 ∈ (0, 𝑇𝑟) и 𝜏2 = 𝑇𝑟−𝜏1
в случае, когда 𝑇𝑟 = 𝑘𝑇 , 𝑘∈N, устанавливает

Теорема 2. Пусть при некотором 𝑘∈N справедливы следующие условия:
1) при некоторых ℓ1 и 𝛾𝑠 значения параметров 𝑚1 и 𝑚2 удовлетворяют неравенствам

𝑚1<−𝐿<𝑚2, (21)

𝛾𝑠(𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1)𝑒
𝜆𝑠𝜏1 −𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚1))>ℓ1(1−𝑒𝜆𝑠𝜏1), (22)
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где

𝐿=
1

𝑏0𝑠

(︂
𝜆𝑠ℓ1
𝛾𝑠

+𝑘0𝑠𝑓0+𝜆𝑠𝑘
0
𝑠𝐻𝑠(𝑡0)

)︂
,

𝜏1= 𝑘𝑇 +𝜆−1
𝑠 lnΩ, (23)

Ω=
𝑚2−𝑚1

(1−𝑒𝜆𝑠𝑘𝑇 )𝐿+𝑚2−𝑚1𝑒𝜆𝑠𝑘𝑇
;

2) значение параметра ℓ2 задаётся равенством

ℓ2=(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1))𝑒
𝜆𝑠𝜏1 −𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚1); (24)

3) значение 𝜏1, определяемое формулой (23), является наименьшим (или единствен-
ным) положительным решением первого уравнения системы (16) относительно переменной
𝜏1 ∈ (0, 𝑘𝑇 ), a значение 𝜏2 = 𝑘𝑇 −𝜏1 — наименьшим (или единственным) положительным
решением второго уравнения системы (16) относительно переменной 𝜏2 ∈ (0, 𝑘𝑇 ).

Тогда параметрами программного управления 𝑢𝑝(𝑡) являются значения 𝜏1, 𝜏2, 𝑚1 и 𝑚2,
обеспечивающие для 𝜅∈N∪{0} существование единственного решения уравнения (8):

𝜎(𝑡)=

⎧⎨⎩𝑒
𝜆𝑠(𝑡−𝜈)(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝜈,𝑚1))−𝛾𝑠𝑄𝑠(𝜈+ 𝑡,𝑚1), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇, 𝑡∈Δ1

𝜅,

𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜈)(ℓ2+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝜈,𝑚2))−𝛾𝑠𝑄𝑠(𝜈+ 𝑡,𝑚2), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇 +𝜏1, 𝑡∈Δ2
𝜅.

Доказательство. Проведём предварительный анализ. Пусть 𝑇𝑟 = 𝑘𝑇 , 𝑘 ∈ N. Рассмот-
рим систему уравнений (16) относительно переменной 𝜏1 ∈ (0, 𝑘𝑇 ), в которой 𝜏2 = 𝑘𝑇 −𝜏1 и
𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1+𝜏2,𝑚𝜇)=𝑄𝑠(𝑡0,𝑚𝜇), 𝜇=1, 2.

После сложения двух уравнений этой системы и преобразований с учётом равенства (17),
приходим к уравнению

(𝑚2−𝑚1)𝑒
𝜆𝑠(𝑘𝑇−𝜏1)=(1−𝑒𝜆𝑠𝑘𝑇 )

(︂
𝜆𝑠ℓ1
𝛾𝑠𝑏0𝑠

+
𝑘0𝑠𝑓0
𝑏0𝑠

+
𝜆𝑠𝑘

0
𝑠𝐻𝑠(𝑡0)

𝑏0𝑠

)︂
+𝑚2−𝑚1𝑒

𝜆𝑠𝑘𝑇 , (25)

из которого однозначно находим значение 𝜏1, определяемое равенством (23).
По условию задачи 𝜏1 ∈ (0, 𝑘𝑇 ), значит, равенство (23) имеет смысл, если 0< 𝑒−𝜆𝑠𝑘𝑇 <

<Ω< 1 при 𝜆𝑠> 0 или 1<Ω<𝑒−𝜆𝑠𝑘𝑇 при 𝜆𝑠< 0. Выполнение последнего условия с учётом
предположения 𝑚2>𝑚1 равносильно выполнению неравенств (21).

Уравнение (25) совместно с первым уравнением системы (16) равносильно системе (16).
Значит, значение 𝜏1 является решением системы (16) тогда и только тогда, когда удовле-
творяет первому уравнению системы (16), что равносильно выполнению равенства (24).
По предположению должно выполняться неравенство ℓ2 > ℓ1. Если в этом неравенстве ℓ2
заменить выражением (24), то после преобразований получим неравенство (22).

Теперь непосредственно докажем теорему 2. Пусть имеют место условия 1) и 2) теоре-
мы 2 и 𝜏2 = 𝑘𝑇 −𝜏1. Тогда значение 𝜏1, определяемое равенством (23), является решением
системы (16) и принадлежит интервалу (0, 𝑘𝑇 ). При этом, как следует из неравенств (21)
и (22), выполнены предположения, что 𝑚2 >𝑚1 и ℓ2 > ℓ1. Пусть выполняется условие 3)
теоремы 2. Тогда имеют место неравенства 𝜎(𝑡)<ℓ2 для 𝑡∈Δ1

1 и 𝜎(𝑡)>ℓ1 для 𝑡∈Δ2
1. Зна-

чит, значение 𝑡0+𝜏1 является моментом первой встречи с 𝐿2, значение 𝑡0+𝑘𝑇 — моментом
первой встречи с 𝐿1 и справедливы равенства 𝜎(𝑡0+𝜏1)= ℓ2 и 𝜎(𝑡0+𝜏1+𝜏2)=𝜎(𝑡0+𝑘𝑇 )= ℓ1.
Исходя из построения системы (16) с начальным условием 𝜎(𝑡0) = ℓ1 для 𝑇𝑟 = 𝑘𝑇 , прихо-
дим к равенствам (6) для любого 𝜅∈N∪{0} и, следовательно, к утверждению теоремы 2.
Единственность решения следует из того, что параметры определяются однозначно. Теорема
доказана.
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3. РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ С ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ

Рассмотрим остальные (при 𝑗=1, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑠) уравнения системы (6) с начальным условием
𝑥𝑗(𝑡0)=𝑥1𝑗 и найденным управлением (7). Имеем

𝑥̇𝑗(𝑡)=𝜆𝑗𝑥𝑗(𝑡)+𝑏
0
𝑗𝑢𝑝(𝑡)+𝑘

0
𝑗 𝑓(𝑡), 𝑗=1, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑠. (26)

Проинтегрируем уравнения (26) на полуинтервалах с соответствующими значениями
функции 𝑢𝑝(𝑡). На полуинтервале Δ1

𝜅 c 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟 и 𝑥𝑗(𝜈)=𝑥1𝑗 имеем

𝑥𝑗(𝑡)= 𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)𝑥1𝑗 +

𝑡ˆ

𝜈

𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜏)(𝑏0𝑗𝑚1+𝑘
0
𝑗 𝑓(𝜏))𝑑𝜏, (27)

на полуинтервале Δ2
𝜅 c 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1 и 𝑥𝑗(𝜈)=𝑥2𝑗 —

𝑥𝑗(𝑡)= 𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)𝑥2𝑗 +

𝑡ˆ

𝜈

𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜏)(𝑏0𝑗𝑚2+𝑘
0
𝑗 𝑓(𝜏))𝑑𝜏. (28)

Согласно условию 1) определения 4 должны выполняться равенства

𝑥𝑗(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)=𝑥𝑗(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟)=𝑥1𝑗 , 𝑥𝑗(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1)=𝑥2𝑗 . (29)

После соответствующих подстановок и замен приходим к равенствам

𝑥2𝑗 = 𝑒𝜆𝑗𝜏1𝑥1𝑗 +

𝜏1ˆ

0

𝑒𝜆𝑗(𝜏1−𝜉)(𝑏0𝑗𝑚1+𝑘
0
𝑗 𝑓(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜉))𝑑𝜉,

𝑥1𝑗 = 𝑒𝜆𝑗𝜏2𝑥2𝑗 +

𝜏2ˆ

0

𝑒𝜆𝑗𝜉(𝑏0𝑗𝑚2+𝑘
0
𝑗 𝑓(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜉))𝑑𝜉, (30)

которые справедливы, если и только если интегралы

𝑘0𝑗

𝜏2ˆ

0

𝑒𝜆𝑗𝜉𝑓(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜉)𝑑𝜉, 𝑘0𝑗

𝜏1ˆ

0

𝑒−𝜆𝑗𝜉𝑓(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜉)𝑑𝜉, 𝑖=1, 𝑛, (31)

не зависят от 𝜅∈N∪{0}. Имеет место
Теорема 3. Пусть параметры ℓ1, ℓ2, 𝑚1, 𝑚2 и 𝛾𝑠 нелинейности 𝑢(𝜎) подобраны так,

что выполняются условия теоремы 1 и, дополнительно, 𝑘0𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑠. Тогда для
𝜅∈N∪{0} существует единственное решение системы (6):

𝑥𝑠(𝑡)=

⎧⎨⎩𝑒
𝜆𝑠(𝑡−𝜈)(ℓ1/𝛾𝑠+𝑄𝑠(𝜈,𝑚1))−𝑄𝑠(𝜈+ 𝑡,𝑚1), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟, 𝑡∈Δ1

𝜅,

𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜈)(ℓ2/𝛾𝑠+𝑄𝑠(𝜈,𝑚2))−𝑄𝑠(𝜈+ 𝑡,𝑚2), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1, 𝑡∈Δ2
𝜅,

𝑥𝑗(𝑡)=

⎧⎨⎩𝑒
𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥1𝑗 +𝑄𝑗(𝑚1))−𝑄𝑗(𝑚1), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟, 𝑡∈Δ1

𝜅,

𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥2𝑗 +𝑄𝑗(𝑚2))−𝑄𝑗(𝑚2), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1, 𝑡∈Δ2
𝜅,

где

𝑥1𝑗 =
𝑒𝜆𝑗𝑇𝑟

1−𝑒𝜆𝑗𝑇𝑟

(︂
𝑄𝑗(𝑚2)−𝑄𝑗(𝑚1)

𝑒𝜆𝑗𝜏1
+𝑄𝑗(𝑚1)−

𝑄𝑗(𝑚2)

𝑒𝜆𝑗𝑇𝑟

)︂
, 𝑥2𝑗 = 𝑒𝜆𝑗𝜏1(𝑥1𝑗 +𝑄𝑗(𝑚1))−𝑄𝑗(𝑚1), (32)

𝑄𝑗(𝑚𝜇)=
𝑏0𝑗𝑚𝜇

𝜆𝑗
, 𝜇=1, 2. (33)
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Доказательство. Пусть выполняются условия теоремы 1. Тогда существует единствен-
ное решение 𝜎(𝑡) уравнения (8), которое выписано в утверждении теоремы 1. Учитывая,
что имеет место соотношение 𝜎(𝑡) = 𝛾𝑠𝑥𝑠(𝑡), приходим к выражению для решения 𝑥𝑠(𝑡)
системы (6), которое приведено в утверждении теоремы 3.

Пусть имеет место дополнительное условие теоремы 3, а именно, 𝑘0𝑗 =0, 𝑗 =1, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑠.
Тогда интегралы (31) равны нулю и, следовательно, не зависят от 𝜅∈N∪{0}. Равенства (30)
после интегрирования принимают вид

𝑥2𝑗 =(𝑥1𝑗 +𝑄𝑗(𝑚1))𝑒
𝜆𝑗𝜏1 −𝑄𝑗(𝑚1), 𝑥1𝑗 =(𝑥2𝑗 +𝑄𝑗(𝑚2))𝑒

𝜆𝑗𝜏2 −𝑄𝑗(𝑚2), (34)

где 𝑄𝑗(𝑚𝜇), 𝜇 = 1, 2, определяются по формуле (33). Если равенства рассматривать как
систему алгебраических уравнений относительно неизвестных 𝑥1𝑗 и 𝑥2𝑗 , то в силу того, что
𝜆𝑗 ̸= 0, якобиан этой системы отличен от нуля, а значит, неизвестные определяются одно-
значно. Выражение для 𝑥2𝑗 подставим во второе равенство и после преобразования получим
формулы (32), определяющие 𝑗-е координаты точек переключения при найденных значениях
параметров 𝜏1, 𝜏2 (таких, что 𝑇𝑟 = 𝜏1+𝜏2) и 𝑚1, 𝑚2 управления 𝑢𝑝(𝑡).

Далее сужение функции 𝑥𝑗(𝑡), заданное равенством (27) на полуинтервал Δ1
𝜅 с 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟,

принимает вид
𝑥𝑗(𝑡)= 𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥1𝑗 +𝑄𝑗(𝑚1))−𝑄𝑗(𝑚1),

а заданное равенством (28) на полуинтервал Δ2
𝜅 с 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1 —

𝑥𝑗(𝑡)= 𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥2𝑗 +𝑄𝑗(𝑚2))−𝑄𝑗(𝑚2).

Принимая во внимание равенства (29), приходим к выражению, приведённому в утверждении
теоремы 3 для определения решения 𝑥𝑗(𝑡) системы (6). Теорема доказана.

В случае когда период возврата 𝑇𝑟 решения кратен периоду 𝑇 функции возмущения
справедлива

Теорема 4. Пусть параметры ℓ1, ℓ2, 𝑚1, 𝑚2 и 𝛾𝑠 нелинейности 𝑢(𝜎) подобраны так,
что выполняются условия теоремы 2. Тогда для 𝜅 ∈ N∪{0} существует единственное
решение системы (6):

𝑥𝑠(𝑡)=

⎧⎨⎩𝑒
𝜆𝑠(𝑡−𝜈)(ℓ1/𝛾𝑠+𝑄𝑠(𝜈,𝑚1))−𝑄𝑠(𝜈+ 𝑡,𝑚1), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇, 𝑡∈Δ1

𝜅,

𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜈)(ℓ2/𝛾𝑠+𝑄𝑠(𝜈,𝑚2))−𝑄𝑠(𝜈+ 𝑡,𝑚2), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇 +𝜏1, 𝑡∈Δ2
𝜅,

𝑥𝑗(𝑡)=

⎧⎨⎩𝑒
𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥1𝑗 +𝑄𝑗(𝜈,𝑚1))−𝑄𝑗(𝜈+ 𝑡,𝑚1), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇, 𝑡∈Δ1

𝜅,

𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥2𝑗 +𝑄𝑗(𝜈,𝑚2))−𝑄𝑗(𝜈+ 𝑡,𝑚2), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇 +𝜏1, 𝑡∈Δ2
𝜅,

где

𝑥1𝑗 =
𝑒𝜆𝑗𝑘𝑇

1−𝑒𝜆𝑗𝑘𝑇

(︂
𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚2)−𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚1)

𝑒𝜆𝑗𝜏1
+𝑄𝑗(𝑡0,𝑚1)−

𝑄𝑗(𝑡0,𝑚2)

𝑒𝜆𝑗𝑘𝑇

)︂
,

𝑥2𝑗 = 𝑒𝜆𝑗𝜏1(𝑥1𝑗 +𝑄𝑗(𝑡0,𝑚1))−𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚1), (35)

𝑄𝑗(𝜏,𝑚𝜇), 𝜇=1, 2, определяются по формуле (17), в которой 𝑠= 𝑗.
Доказательство. Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 3.

При выполнении условий теоремы 2 для уравнения (8) существует единственное решение
𝜎(𝑡), которое приведено в утверждении теоремы 2. Поскольку 𝑥𝑠(𝑡) = 𝜎(𝑡)/𝛾𝑠, то из выра-
жения для 𝜎(𝑡) получаем выражение, однозначно определяющее решение 𝑥𝑠(𝑡) системы (6).
Это выражение приведено в утверждении теоремы 4.
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Имеем 𝑇𝑟=𝑘𝑇 , поэтому интегралы (31) не зависят от 𝜅∈N∪{0}, и значит равенства (30)
после интегрирования принимают следующий вид:

𝑥2𝑗 =(𝑥1𝑗 +𝑄𝑗(𝑡0,𝑚1))𝑒
𝜆𝑗𝜏1 −𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚1), 𝑥1𝑗 =(𝑥2𝑗 +𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚2))𝑒

𝜆𝑗𝜏2 −𝑄𝑗(𝑡0,𝑚2), (36)

где 𝑄𝑗(𝜏,𝑚𝜇), 𝜇 = 1, 2, определяются по формуле (17), в которой 𝑠 = 𝑗, что отражено в
утверждении теоремы 4. Поскольку при ненулевых 𝜆𝑗 координаты 𝑥1𝑗 и 𝑥2𝑗 определяются
однозначно, то после подстановки выражения для 𝑥2𝑗 во второе равенство и преобразова-
ний получим для них формулы (35) с найденными значениями параметров программного
управления 𝑢𝑝(𝑡).

Далее рассмотрим равенства (27) и (28). После интегрирования сужение функции 𝑥𝑗(𝑡)
на полуинтервал Δ1

𝜅 с 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇 имеет вид

𝑥𝑗(𝑡)= 𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥1𝑗 +𝑄𝑗(𝜈,𝑚1))−𝑄𝑗(𝜈+ 𝑡,𝑚1),

а на полуинтервал Δ2
𝜅 с 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇 +𝜏1 —

𝑥𝑗(𝑡)= 𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥2𝑗 +𝑄𝑗(𝜈,𝑚2))−𝑄𝑗(𝜈+ 𝑡,𝑚2).

С учётом равенств (29) получаем выражение для определения решения 𝑥𝑗(𝑡) системы (6),
которое приведено в утверждении теоремы 4. Теорема доказана.

Непосредственно из теорем 3 и 4 вытекает
Следствие. Пусть для системы (6) существует 𝑇𝑟-двухточечно-колебательное реше-

ние 𝑋(𝑡) = (𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡))
т с параметрами 𝜏1, 𝜏2, 𝑋1 = (𝑥11, . . . , 𝑥

1
𝑛)

т и 𝑋2 = (𝑥21, . . . , 𝑥
2
𝑛)

т.
Тогда справедливы следующие утверждения:

1) решение является 𝑇𝑟-периодическим, где 𝑇𝑟 = 𝑘𝑇 , 𝑘 ∈N, если выполняются условия
теоремы 4;

2) решение является 2𝑇𝑟-периодическим, где 𝑇𝑟 =(𝑘+1/2)𝑇 , если имеют место условия
теоремы 3.

Отметим, что 2𝑇𝑟-периодическому решению соответствует фазовая траектория, прохо-
дящая через точки переключения дважды за период, т.е. условия теоремы 3 обеспечивают
существование двухточечно-колебательного периодического решения системы с четырьмя
переключениями реле за период.

4. ТЕОРЕМА ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЯ

Рассмотрим вопрос об устойчивости решения системы (6) при малых отклонениях в
начальных данных. Справедлива

Теорема 5. Пусть выполняются условия теоремы 3 или теоремы 4 и, дополнитель-
но, 𝜆𝑗 < 0, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑠. Тогда решение 𝑋(𝑡) = (𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡))

т системы (6) является
асимптотически устойчивым.

Доказательство. Пусть выполняются условия теоремы 3. Исследуем решение 𝑋(𝑡) =
= (𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡))

т системы (6) на устойчивость с помощью фазовой плоскости. Для этого
рассмотрим проекции решения 𝑋(𝑡) и гиперплоскостей переключения на фазовую плоскость
(𝑥𝑠, 𝑥𝑗), где 𝑗 ̸=𝑠. Проекции гиперплоскостей 𝐿1 и 𝐿2 обозначим через 𝐻1 и 𝐻2 соответственно
и далее их будем называть прямыми переключения.

В результате выбора вектора обратной связи Γ на плоскости (𝑥𝑠, 𝑥𝑗) прямые 𝐻1 и 𝐻2

ортогональны оси 𝑥𝑠. По построению системы (16) времена перехода 𝜏1 и 𝜏2 зависят от 𝑥𝑠(𝑡0)
и не зависят от 𝑥𝑗(𝑡0), вследствие чего время перехода с одной прямой переключения на
другую одно и то же, независимо от выбора начальной точки на прямой 𝐻1 при одинаковом
начальном значении 𝑡0.
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Выпишем равенства
𝑥1𝑗 = 𝑒𝜆𝑗(𝜏1+𝜏2)𝑥1𝑗 +Θ1

𝑗 , 𝑥1𝑠 = ℓ1/𝛾𝑠, (37)

где Θ1
𝑗 =𝑄𝑗(𝑚1)𝑒

𝜆𝑗(𝜏1+𝜏2)+(𝑄𝑗(𝑚2)−𝑄𝑗(𝑚1))𝑒
𝜆𝑗𝜏2−𝑄𝑗(𝑚2). Первое равенство получено из (34)

после подстановки выражения вместо 𝑥2𝑗 . Второе равенство добавлено из (6).
Напомним, что 𝑥1𝑗 =𝑥𝑗(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)∈𝐻1 для любого 𝜅∈N∪{0}. Равенства (37) с константой Θ1

𝑗

при найденных значениях 𝜏1 и 𝜏2 определяют точечное отображение прямой 𝐻1 в себя в
силу решения системы (6) за время 𝑇𝑟 такое, что 𝑇𝑟 = 𝜏1+ 𝜏2, поскольку на плоскости
(𝑥𝑠, 𝑥𝑗) изображающая точка движется из точки (ℓ1/𝛾𝑠, 𝑥𝑗(𝑡0))

т = (ℓ1/𝛾𝑠, 𝑥
1
𝑗 )

т ∈𝐻1 в точку
(ℓ2/𝛾𝑠, 𝑥𝑗(𝑡0+𝜏1))

т=(ℓ2/𝛾𝑠, 𝑥
2
𝑗 )

т∈𝐻2 за время 𝜏1 и возвращается в точку (ℓ1/𝛾𝑠, 𝑥𝑗(𝑡0+𝑇𝑟))
т=

=(ℓ1/𝛾𝑠, 𝑥
1
𝑗 )

т ∈𝐻1 за время 𝜏2, далее движение повторяется 𝜅 раз. Следовательно, имеем по
координате 𝑥𝑗 равенства

𝑥𝑗(𝑡0+𝑇𝑟)= 𝑒𝜆𝑗𝑇𝑟𝑥𝑗(𝑡0)+Θ1
𝑗 , 𝑥𝑗(𝑡0+2𝑇𝑟)= 𝑒𝜆𝑗𝑇𝑟𝑥𝑗(𝑡0+𝑇𝑟)+Θ1

𝑗 , . . .

. . . , 𝑥𝑗(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟)= 𝑒𝜆𝑗𝑇𝑟𝑥𝑗(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)+Θ1
𝑗 .

Неподвижная точка (ℓ1/𝛾𝑠, 𝑥
1
𝑗 )

т отображения (37) совпадает с проекцией точки переклю-
чения 𝑋1 на плоскость (𝑥𝑠, 𝑥𝑗).

Пусть 𝜆𝑗 < 0. Тогда неподвижная точка асимптотически устойчива. Действительно, рас-
смотрим точку (ℓ1/𝛾𝑠, 𝑥𝑗(𝑡0))

т ∈𝐻1 и для любого 𝛿 > 0 точку (ℓ1/𝛾𝑠, 𝑥̃𝑗(𝑡0))
т ∈𝐻1 такую, что

0< |𝑥𝑗(𝑡0)− 𝑥̃𝑗(𝑡0)|<𝛿. Тогда при 𝜅→∞ имеет место сжатие

|𝑥𝑗(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)− 𝑥̃𝑗(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)|= 𝑒𝜆𝑗𝜅𝑇𝑟 |𝑥𝑗(𝑡0)− 𝑥̃𝑗(𝑡0)|<𝑒𝜆𝑗𝜅𝑇𝑟𝛿→ 0.

Пусть выполняются условия теоремы 4. В этом случае рассмотрим равенства (36) с
𝑇𝑟 = 𝑘𝑇 = 𝜏1+𝜏2 и точечное отображение прямой 𝐻1 в себя в следующем виде:

𝑥1𝑗 = 𝑒𝜆𝑗(𝜏1+𝜏2)𝑥1𝑗 +Θ2
𝑗 , 𝑥1𝑠 = ℓ1/𝛾𝑠, (38)

где Θ2
𝑗 =𝑄𝑗(𝑡0,𝑚1)𝑒

𝜆𝑗𝑘𝑇 +(𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚2)−𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚1))𝑒
𝜆𝑗𝜏2−𝑄𝑗(𝑡0,𝑚2). Далее доказатель-

ство совпадает с приведённым выше, так как Θ2
𝑗 также является константой, если известны

значения 𝜏1 и 𝜏2.
Таким образом, неподвижная точка отображения (37) или отображения (38) асимптотиче-

ски устойчива. Поскольку имеет место сжатие по каждой 𝑗-й координате, то асимптотически
устойчивым является решение 𝑋(𝑡) системы (6). Теорема доказана.

5. ПРИМЕРЫ

Проиллюстрируем полученные теоретические результаты.
Пример 1. Рассмотрим систему (6) c 𝑛=3, 𝑠=1 и числовыми параметрами, значения

которых удовлетворяют условиям задачи, а именно,

𝑥̇1=0.5𝑥1+1.5𝑢(𝜎)+𝑘01𝑓(𝑡), 𝑥̇2=−5𝑥2+𝑢(𝜎)+𝑘
0
2𝑓(𝑡), 𝑥̇3=−2𝑥3+𝑢(𝜎)+𝑘

0
3𝑓(𝑡), 𝜎=𝛾1𝑥1, (39)

вещественные собственные значения 𝜆1=0.5, 𝜆2=−5 и 𝜆3=−2 являются простыми и нену-
левыми, элементы 𝑏01 = 1.5 и 𝑏02 = 𝑏03 = 1 отличны от нуля. Здесь 𝑓(𝑡) = 0.5+sin(2𝑡+𝜙1)+
+3 sin(4𝑡+1.62) с 𝑓1=1 ̸=0, параметром 𝜙1 и периодом 𝑇 =𝜋.
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Найдём значения параметров 𝑘01, 𝑘02, 𝑘03 системы (39), параметра 𝜙1 функции возмущения
𝑓(𝑡) и параметров 𝛾1, ℓ1, ℓ2, 𝑚1, 𝑚2 нелинейности 𝑢(𝜎), при которых существует решение
системы (39) с 𝑡0=0.1𝜋 и периодом возврата 𝑇𝑟, соизмеримым с периодом 𝑇 , но не кратным
ему, т.е. 𝑇𝑟 =1.5𝜋.

Обратимся к условиям леммы и положим 𝑘01 =−1 ̸= 0, 𝜙1 ≈ 1.187 (ℎ= 1, 𝛿11 ≈ 1.326) и
𝜏1 = 𝜋 (𝑘= 1, 𝑚= 2). Здесь и далее расчёты выполнены с точностью до 10−9, результаты
представлены с округлением до тысячных.

Обратимся к условиям теоремы 1. Пусть ℓ1 =−6, ℓ2 =14 и 𝛾1 =−1.5 (𝛾1𝑏
0
1 =−2.25< 0).

Вычислив значение 𝑚1 по формуле (18), где 𝐻1(𝑡0)≈−0.689, имеем 𝑚1 ≈−2.398. Первое
уравнение системы (16) относительно переменной 𝜏1 на интервале (0, 𝑇𝑟) = (0, 1.5𝜋) имеет
единственное решение 𝜏1=𝜋, значит, условия 1) и 2) выполняются. Поскольку 𝜆1=0.5>0 и
ℓ1+𝛾1𝑄1(𝑡0,𝑚1)≈ 5.249> 0, то по формуле (19) 𝑚2≈ 6.939. Второе уравнение системы (16)
относительно переменной 𝜏2 на интервале (0, 1.5𝜋) имеет единственное решение 𝜏2 = 0.5𝜋.
Условия 3) и 4) также выполняются.

Выпишем программное управление с найденными значениями параметров согласно (7).
Итак, для 𝜅∈N∪{0}

𝑢𝑝(𝑡)≈

⎧⎨⎩−2.398, 𝑡∈Δ1
𝜅= [0.1𝜋+1.5𝜋𝜅, 1.1𝜋+1.5𝜋𝜅),

6.939, 𝑡∈Δ2
𝜅= [1.1𝜋+1.5𝜋𝜅, 1.6𝜋+1.5𝜋𝜅).

Отсюда согласно (5) нелинейность 𝑢(𝜎) принимает вид

𝑢(𝜎)≈

⎧⎨⎩−2.398, 𝜎 < 14,

6.939, 𝜎 >−6.

Обратимся к условиям теоремы 3. Пусть 𝑘02 = 𝑘03 =0. Тогда решение системы (39) будет
следующим:

𝑥1(𝑡)≈

⎧⎨⎩−3.499 𝑒0.5(𝑡−𝜈)−𝑄1(𝜈+ 𝑡,−2.396), 𝜈=0.1𝜋+1.5𝜋𝜅, 𝑡∈Δ1
𝜅,

11.174 𝑒0.5(𝑡−𝜈)−𝑄1(𝜈+ 𝑡, 6.939), 𝜈=1.1𝜋+1.5𝜋𝜅, 𝑡∈Δ2
𝜅,

𝑥2(𝑡)≈

⎧⎨⎩1.866 𝑒−5(𝑡−𝜈)−0.479, 𝜈=0.1𝜋+1.5𝜋𝜅, 𝑡∈Δ1
𝜅,

−1.867 𝑒−5(𝑡−𝜈)+1.388, 𝜈=1.1𝜋+1.5𝜋𝜅, 𝑡∈Δ2
𝜅,

𝑥3(𝑡)≈

⎧⎨⎩4.466 𝑒−2(𝑡−𝜈)−1.198, 𝜈=0.1𝜋+1.5𝜋𝜅, 𝑡∈Δ1
𝜅,

−4.659 𝑒−2(𝑡−𝜈)+3.470, 𝜈=1.1𝜋+1.5𝜋𝜅, 𝑡∈Δ2
𝜅.

Отсюда имеем координаты 𝑥11=𝑥1(0.1𝜋)=4, 𝑥12=𝑥2(0.1𝜋)≈ 1.387, 𝑥13=𝑥3(0.1𝜋)≈ 3.268 точки
переключения 𝑋1 и координаты 𝑥21=𝑥1(1.1𝜋)≈−9.333, 𝑥22=𝑥2(1.1𝜋)≈−0.479, 𝑥23=𝑥3(1.1𝜋)≈
≈−1.190 точки переключения 𝑋2.

Графики функций 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) и 𝑥3(𝑡) и траектория 1.5𝜋-двухточечно-колебательного ре-
шения в пространстве состояний системы (39) c точками переключения 𝑋1 и 𝑋2 показаны
на рис. 1. Гиперплоскости переключения 𝐿1, 𝐿2 ориентированы ортогонально оси 𝑥1 и зада-
ются уравнениями −1.5𝑥1=−6, −1.5𝑥1=14 соответственно. Изображающая точка решения
начинает своё движение в 𝑋1 ∈𝐿1 при 𝑡0=0.1𝜋, за время 𝜏1=𝜋 попадает в 𝑋2 ∈𝐿2, затем
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Рис. 1. Решение системы (39): а — графики решения 𝑥1(𝑡) (кривая 1 ), 𝑥2(𝑡) (кривая 2 ) и 𝑥3(𝑡) (кривая 3 )
при 𝑡0 =0.1𝜋; б — 1.5𝜋-двухточечно-колебательное решение c точками переключения 𝑋1 и 𝑋2 в пространстве
состояний (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

за время 𝜏2 = 𝜋/2 возвращается в начальную точку 𝑋1. При втором обходе петли гисте-
резиса (𝜅=1) изображающая точка после пересечения 𝐿1 достигает 𝐿2 и возвращается на
𝐿1, а значит проходит через точки переключения по другой траектории, не совпадающей с
траекторией при первом обходе (𝜅=0). Далее движение от 𝐿1 до 𝐿2 и обратно повторяется
только по этим двум траекториям. Согласно следствию и теореме 5 найденное решение
является асимптотически устойчивым 3𝜋-периодическим решением системы (39).

Пример 2. Рассмотрим систему

𝑥̇1=0.5𝑥1+1.5𝑢(𝜎)−𝑓(𝑡), 𝑥̇2=−5𝑥2+𝑢(𝜎)+𝑓(𝑡), 𝑥̇3=−2𝑥3+𝑢(𝜎)+0.5 𝑓(𝑡), 𝜎=𝛾1𝑥1, (40)

где 𝑓(𝑡) = 0.5+sin(2𝑡+1.187)+3 sin(4𝑡+1.62), и найдём значения параметров 𝛾1, ℓ1, ℓ2, 𝑚1,
𝑚2 нелинейности 𝑢(𝜎), при которых существует её решение с 𝑡0=0.1𝜋 и периодом возврата,
равным периоду функции 𝑓(𝑡), т.е. 𝑇𝑟 =𝜋.

Обратимся к условиям теоремы 2. Пусть ℓ1 =−6 и 𝛾1 =−1.5. Тогда 𝐻1(𝑡0)≈−0.688 и,
значит, 𝐿 ≈ 1.229. Положим 𝑚1 = −2 и 𝑚2 = 6 согласно неравенству (21). Получим 𝜏1 ≈
≈ 2.516 по формуле (23) с Ω≈ 0.732. Имеет место неравенство (22) с 𝑄1(𝑡0,𝑚1)≈−6.312 и
𝑄1(𝑡0+𝜏1,𝑚1)≈−8.181. По формуле (24) находим ℓ2≈−0.070. Условия 1) и 2) выполнены.

Значение 𝜏1≈2.516 является единственным решением первого уравнения системы (16), а
значение 𝜏2≈0.625 — единственным решением второго уравнения системы (16) на интервале
(0, 𝑇𝑟)= (0, 𝜋), следовательно, условие 3) выполняется.

Имеем программное управление с найденными значениями параметров для 𝜅∈N∪{0}

𝑢𝑝(𝑡)=

⎧⎨⎩−2, 𝑡∈Δ1
𝜅≈ [0.1𝜋+𝜋𝜅, 0.1𝜋+2.516+𝜋𝜅),

6, 𝑡∈Δ2
𝜅≈ [0.1𝜋+2.516+𝜋𝜅, 1.1𝜋+𝜋𝜅)

и нелинейность

𝑢(𝜎)=

{︃
−2, 𝜎 <−0.070,

6, 𝜎 >−6.
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Согласно теореме 4 существует следующее решение системы (40):

𝑥1(𝑡)≈

⎧⎨⎩−2.312 𝑒0.5(𝑡−𝜈)−𝑄1(𝜈+ 𝑡,−2), 𝜈=0.1𝜋+𝜋𝜅, 𝑡∈Δ1
𝜅,

15.865 𝑒0.5(𝑡−𝜈)−𝑄1(𝜈+ 𝑡, 6), 𝜈≈ 0.1𝜋+2.516+𝜋𝜅, 𝑡∈Δ2
𝜅,

𝑥2(𝑡)≈

⎧⎨⎩1.530 𝑒−5(𝑡−𝜈)−𝑄2(𝜈+ 𝑡,−2), 𝜈=0.1𝜋+𝜋𝜅, 𝑡∈Δ1
𝜅,

−1.600 𝑒−5(𝑡−𝜈)−𝑄2(𝜈+ 𝑡, 6), 𝜈≈ 0.1𝜋+2.516+𝜋𝜅, 𝑡∈Δ2
𝜅,

𝑥3(𝑡)≈

{︃
2.860 𝑒−2(𝑡−𝜈)−𝑄3(𝜈+ 𝑡,−2), 𝜈=0.1𝜋+𝜋𝜅, 𝑡∈Δ1

𝜅,

−3.981 𝑒−2(𝑡−𝜈)−𝑄3(𝜈+ 𝑡, 6), 𝜈≈ 0.1𝜋+2.516+𝜋𝜅, 𝑡∈Δ2
𝜅.

Графики функций 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) и 𝑥3(𝑡) и траектория 𝜋-двухточечно-колебательного реше-
ния системы (40) c точками переключения 𝑋1≈(4, 1.792, 3.002)т, 𝑋2≈(0.047, −0.404, −0.864)т

показаны на рис. 2. Гиперплоскости переключения 𝐿1 и 𝐿2 задаются уравнениями −1.5𝑥1=
=−6 и −1.5𝑥1 ≈−0.070 соответственно (ориентированы ортогонально оси 𝑥1). Изображаю-
щая точка решения начинает своё движение в 𝑋1 ∈ 𝐿1 при 𝑡0 = 0.1𝜋, за время 𝜏1 ≈ 2.516
попадает в 𝑋2 ∈ 𝐿2, затем за время 𝜏2 ≈ 0.625 возвращается в начальную точку 𝑋1. Да-
лее движение от 𝐿1 до 𝐿2 и обратно повторяется по этой траектории. Таким образом,
согласно следствию и теореме 5 найденное решение является асимптотически устойчивым
𝜋-периодическим решением системы (40).

Рис. 2. Решение системы (40): а — графики решения 𝑥1(𝑡) (кривая 1 ), 𝑥2(𝑡) (кривая 2 ) и 𝑥3(𝑡) (кривая 3 )
при 𝑡0 = 0.1𝜋; б — 𝜋-двухточечно-колебательное решение с точками переключения 𝑋1 и 𝑋2 в пространстве
состояний (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
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CONTROL DESIGN FOR A MULTIDIMENSIONAL SYSTEM OF ORDINARY DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH RELAY HYSTERESIS AND PERTURBATION

© 2024 / V. V. Yevstafyeva
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e-mail: v.evstafieva@spbu.ru

A multidimensional controllable system with a constant matrix, a significant nonlinearity of the two-
position relay type with hysteresis as a control and a continuous periodic perturbation function is
considered. The system matrix has simple, real, non-zero eigenvalues, among which one can be positive.
Conditions for the system parameters, including the nonlinearity ones, are established under which
there is a single two-point oscillatory periodic solution with a period comparable to the period of the
perturbation function in the case of a special type of the feedback vector. The asymptotic stability of
the solution has been proven using the phase plane method. The results obtained are illustrated by
examples for three-dimensional systems.

Keywords: multidimensional controllable system, two-position relay with hysteresis, continuous periodic
perturbation function, two-point oscillatory periodic solution, control design, asymptotic stability
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