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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В задачах газовой динамики встречается уравнение Монжа–Ампера [1–3] вида

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
−
(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦

)︂2

=𝐺(𝑥, 𝑦), (1)

где 𝑢=𝑢(𝑥, 𝑦) — искомая, а 𝐺(𝑥, 𝑦) — заданная функции; левая часть уравнения является
определителем матрицы Гессе (гессианом) [4, с. 200] от функции двух переменных. Как
отмечено в [1], уравнения газовой динамики для плоских одномерных течений с переменной
энтропией можно свести к уравнению Монжа–Ампера (1), используя метод (преобразование)
М.Х. Мартина [5]. В справочниках [2, с. 774–786; 3, с. 98–107] приведены некоторые частные
решения уравнения (1), а также указаны общие решения в параметрическом виде для случаев
𝐺=0 и 𝐺=const< 0.

В монографии [6] изучается многомерное уравнение Монжа–Ампера относительно неиз-
вестной функции любого числа переменных

det𝐻(𝑢)= 𝑓(x, 𝑢, 𝑢𝑥1 , . . . , 𝑢𝑥𝑛), (2)

где 𝑢 = 𝑢(x) — искомая функция переменной x ∈ R𝑛, 𝑛 ∈ N, 𝑛 ⩾ 2; 𝐻(𝑢) = 𝜕2𝑢/𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗 —
матрица Гессе 𝑛-го порядка; 𝑢𝑥𝑖 — частная производная по переменной 𝑥𝑖, 𝑖=1, 𝑛. Отметим,
что в случае 𝑛=2 точные решения уравнения (2) для некоторых правых частей указаны
в [2, с. 787–793; 3, с. 107–111].

Уравнение Монжа–Ампера и его различные обобщения исследовались методами группо-
вого анализа в работах [7, 8], где в ряде случаев были представлены их точные решения.
Для построения точных решений нестационарных уравнений математической физики типа
Монжа–Ампера в последнее время успешно применяется метод редукции [9], при этом воз-
можно эффективное использование метода разделения переменных [9, 10].
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В данной статье рассматривается обобщённое уравнение Монжа–Ампера для случая 𝑛
пространственных переменных

det𝐻(𝑢)= 𝑓(x, 𝑢,∇𝑢,Δ𝑢), (3)

где ∇𝑢 — градиент, Δ𝑢 — оператор Лапласа в R𝑛. Класс уравнений вида (3) имеет ряд
важных приложений. Так, например, в геофизике исследуют задачу построения поля солено-
идального ветра {𝑣, 𝑤}, согласованного с характеризующим атмосферное давление заданным
геопотенциалом Φ(𝑥, 𝑦), посредством так называемого уравнения баланса ветра и давления
следующего вида [11]:

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦+
1

2
𝑙(𝑥, 𝑦)Δ𝑢+𝑎(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥+𝑏(𝑥, 𝑦)𝑢𝑦 =

1

2
ΔΦ(𝑥, 𝑦), (4)

где 𝑢(𝑥, 𝑦) — искомая функция тока (𝑢𝑥 = 𝑣, 𝑢𝑦 = 𝑤); 𝑙(𝑥, 𝑦), 𝑎(𝑥, 𝑦), 𝑏(𝑥, 𝑦) — заданные
функции. Отметим, что в статье [12] рассматривались точные решения дифференциального
уравнения

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦+a ·∇𝑢=0, a∈R2,

являющегося частным случаем уравнений (2) и (4).
В литературе, посвященной задачам дифференциальной геометрии, часто встречается

частный случай уравнения (3) следующего вида [13]:

det𝐻(𝑢)= 𝑓(x, |∇𝑢|2). (5)

Например, к (5) относится дифференциальное уравнение гауссовой кривизны. Известно [14,
с. 10], что гауссова кривизна 𝐾(x) графика функции 𝑢(x) в R𝑛 в точке (x, 𝑢(x)) задаётся
соотношением

𝐾(x)=
det𝐻(𝑢)

(1+ |∇𝑢|2)(𝑛+2)/2
, (6)

которое можно рассматривать как уравнение Монжа–Ампера относительно неизвестной
функции 𝑢(x). В [11] рассматривается гиперболическое уравнение Монжа–Ампера

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦+𝜙2(𝑥, 𝑦)(1+𝑢2𝑥+𝑢
2
𝑦)

2=0 (7)

для отрицательной гауссовой кривизны 𝐾(𝑥, 𝑦)=−𝜙2(𝑥, 𝑦); там же отмечается, что уравнение
баланса и давления (4) при заданной правой части можно свести к уравнению (7).

Основной целью данной статьи является построение точных решений многомерного урав-
нения (3) в предположении, что 𝑓(x, 𝑢,∇𝑢,Δ𝑢)≡𝑓(𝜉, 𝑢, |∇𝑢|2,Δ𝑢), при этом аргумент 𝜉=𝜉(x)
является квадратичной функцией вида

𝜉=
1

2
(𝐴x,x), x∈R𝑛, (8)

где 𝐴 — числовая симметричная 𝑛×𝑛-матрица. Ранее квадратичная функция (8) успешно
использовалась авторами для построения точных решений многомерных систем уравнений
реакции–диффузии, эллиптических уравнений и многомерных систем эллиптических урав-
нений со степенными нелинейностями [15, 16].
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2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Для построения точных решений уравнения (3) нам понадобится формула, являющаяся
результатом следующей леммы.

Лемма 1. Пусть 𝐹 (𝑧) — произвольная дважды непрерывно дифференцируемая веще-
ственная функция. Тогда для любой симметричной матрицы 𝐴, задающей квадратичную
форму 𝜉=(𝐴x,x)/2, для гессиана функции 𝐹 (𝜉)=𝐹 ((𝐴x,x)/2) справедлива формула

det

(︂
𝜕2𝐹 (𝜉)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

)︂
=det𝐴

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑛−1[︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
, 𝑖, 𝑗=1, 𝑛, (9)

где det𝐴 — определитель матрицы 𝐴.
Доказательство. Формулу (9), используя обозначение

det

(︂
𝜕2𝐹 (𝜉)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

)︂
=Θ𝑘, 𝑖, 𝑗=1, 𝑘,

запишем как

Θ𝑘 =det𝐴𝑘

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑘−1(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
, 𝜉=

1

2
(𝐴𝑘x,x), x∈R𝑘, (10)

где 𝐴𝑘 — симметрическая числовая матрица порядка 𝑘.
Для доказательства (10) применим метод математической индукции. Так как нас инте-

ресуют только многомерные решения, то случай 𝑘=1 рассматривать не будем, хотя и здесь
формула (10) останется справедливой. Считаем что матрица 𝐴1 состоит из одного элемента
𝑎11, который и является её определителем. В справедливости формулы (10) при 𝑘=2 мож-
но убедиться непосредственным вычислением гессиана от функции 𝐹 (𝜉), где аргумент 𝜉 и
определитель матрицы 𝐴2 имеют вид

𝜉=
1

2
𝑎11𝑥

2
1+𝑎12𝑥1𝑥2+

1

2
𝑎22𝑥

2
2, det𝐴2= 𝑎11𝑎22−𝑎212.

Предположим, что формула (10) выполнена для некоторого натурального 𝑘⩾ 2, и дока-
жем, что справедлива формула

Θ𝑘+1=det𝐴𝑘+1

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑘(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
, 𝜉=

1

2
(𝐴𝑘+1x,x), x∈R𝑘+1, (11)

для натурального числа 𝑘+1. Формально равенство (11) получается из (10) заменой 𝑘 на
число 𝑘+1, однако используемая в этих формулах одна и та же буква 𝜉 разная по смыслу.
В (11) Θ𝑘+1 — определитель матрицы Гесса (𝑘+1)-го порядка от функции 𝐹 (𝜉). Разложим
его по элементам (𝑘+1)-й строки:

Θ𝑘+1=

𝑘+1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑘+1+𝑗Θ𝑘,𝑗𝐹𝑥𝑘+1𝑥𝑗 . (12)

Здесь Θ𝑘,𝑗 — миноры элементов 𝐹𝑥𝑘+1𝑥𝑗 матрицы Гесса
(︀
𝐹𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝜉)

)︀
𝑖,𝑗=1,𝑘+1

, являющиеся опреде-
лителями соответствующих матриц 𝑘-го порядка, которые получаются из исходной матрицы
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Гесса (𝑘+1)-го порядка вычеркиванием (𝑘+1)-й строки и 𝑗-го столбца. Для вычисления
этих определителей будем использовать следующие формулы:

Θ𝑘,𝑗 =det𝐴𝑘,𝑗

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑘−1(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
−

−(−1)𝑘+1+𝑗𝑥𝑘+1𝑥𝑗 det𝐴𝑘+1

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑘−1𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
, 𝑗=1, 𝑘+1. (13)

Здесь 𝐴𝑘,𝑗 — матрицы 𝑘-го порядка, которые получаются из симметричной матрицы 𝐴𝑘+1

(𝑘+1)-го порядка вычеркиванием (𝑘+1)-й строки и 𝑗-го столбца. В справедливости фор-
мул (13) можно убедиться непосредственным вычислением определителей Θ𝑘,𝑗 для любых
натуральных 𝑘 и 𝑗=1, 𝑘+1.

Покажем, как получаются формулы (13) для случая 𝑘 = 2. При 𝑘 = 2 формула (11)
принимает вид

Θ3=det𝐴3

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂2(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
, 𝜉=

1

2
(𝐴3x,x), x∈R3. (14)

С другой стороны, из (12) имеем

Θ3=(−1)3+1Θ2,1𝐹𝑥3𝑥1 +(−1)3+2Θ2,2𝐹𝑥3𝑥2 +(−1)3+3Θ2,3𝐹𝑥3𝑥3 .

Вычислив частные производные 𝐹𝑥𝑖𝑥𝑗 , с учётом (14) перепишем последнее равенство как

(−1)3+1Θ2,1

[︂
𝑎13

𝑑𝐹

𝑑𝜉
+
𝜕𝜉

𝜕𝑥3

𝜕𝜉

𝜕𝑥1

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
+(−1)3+2Θ2,2

[︂
𝑎23

𝑑𝐹

𝑑𝜉
+
𝜕𝜉

𝜕𝑥3

𝜕𝜉

𝜕𝑥2

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
+

+(−1)3+3Θ2,3

[︂
𝑎33

𝑑𝐹

𝑑𝜉
+

(︂
𝜕𝜉

𝜕𝑥3

)︂2𝑑2𝐹
𝑑𝜉2

]︂
=det𝐴3

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂2(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
. (15)

Теперь в (15) заменим выражение для определителя матрицы 𝐴3 равенством

det𝐴3=(−1)3+1𝑎13 det𝐴2,1+(−1)3+2𝑎23 det𝐴2,2+(−1)3+3𝑎33 det𝐴2,3,

при этом будем предполагать, что 𝑎13 ̸= 0, 𝑎23 ̸= 0, 𝑎33 ̸= 0, иначе имеем det𝐴3 = 0. Тогда
равенство (15) запишем следующим образом:

(−1)3+1𝑎13

[︂
Θ2,1−det𝐴2,1

𝑑𝐹

𝑑𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂]︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+

+(−1)3+2𝑎23

[︂
Θ2,2−det𝐴2,2

𝑑𝐹

𝑑𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂]︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+

+(−1)3+3𝑎33

[︂
Θ2,3−det𝐴2,3

𝑑𝐹

𝑑𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂]︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+

+

{︂
(−1)3+1Θ2,1

𝜕𝜉

𝜕𝑥3

𝜕𝜉

𝜕𝑥1
+(−1)3+2Θ2,2

𝜕𝜉

𝜕𝑥3

𝜕𝜉

𝜕𝑥2
+(−1)3+3Θ2,3

(︂
𝜕𝜉

𝜕𝑥3

)︂2}︂𝑑2𝐹
𝑑𝜉2

=0. (16)

По определению для миноров Θ2,𝑗 (𝑗=1, 2, 3) имеют место формулы

Θ2,1≡𝐹𝑥1𝑥2𝐹𝑥2𝑥3 −𝐹𝑥1𝑥3𝐹𝑥2𝑥2 , Θ2,2≡𝐹𝑥1𝑥1𝐹𝑥2𝑥3 −𝐹𝑥1𝑥3𝐹𝑥2𝑥1 ,

Θ2,3≡𝐹𝑥1𝑥1𝐹𝑥2𝑥2 −𝐹𝑥1𝑥2𝐹𝑥2𝑥1 .
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Непосредственным вычислением находим

Θ2,1=Ξ1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
𝑑𝐹

𝑑𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
+(𝑎12𝑎23−𝑎13𝑎22)

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂2
,

Θ2,2=Ξ2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
𝑑𝐹

𝑑𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
+(𝑎11𝑎23−𝑎12𝑎13)

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂2
,

Θ2,3=Ξ3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
𝑑𝐹

𝑑𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
+(𝑎11𝑎22−𝑎212)

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂2
,

где введены обозначения

Ξ1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)= 2𝜉(𝑎12𝑎23−𝑎13𝑎22)−𝑥1𝑥3 det𝐴3,

Ξ2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)= 2𝜉(𝑎11𝑎23−𝑎12𝑎13)+𝑥2𝑥3 det𝐴3,

Ξ3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)= 2𝜉(𝑎11𝑎22−𝑎212)−𝑥23 det𝐴3.

C учётом этих соотношений выражение в фигурных скобках равенства (16) примет вид
𝑥3(𝑥1𝑎13+𝑥2𝑎23+𝑥3𝑎33) det𝐴3(𝑑𝐹/𝑑𝜉)

2, тогда равенство (16) после несложных преобразований
можно записать как

(−1)3+1𝑎13

[︂
Θ2,1−det𝐴2,1

𝑑𝐹

𝑑𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
+(−1)3+1𝑥1𝑥3 det𝐴3

𝑑𝐹

𝑑𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+

+(−1)3+2𝑎23

[︂
Θ2,2−det𝐴2,2

𝑑𝐹

𝑑𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
+(−1)3+2𝑥2𝑥3 det𝐴3

𝑑𝐹

𝑑𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+

+(−1)3+3𝑎33

[︂
Θ2,3−det𝐴2,3

𝑑𝐹

𝑑𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
+(−1)3+3𝑥23 det𝐴3

𝑑𝐹

𝑑𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
=0.

Так как 𝑑𝐹/𝑑𝜉 ̸=0, то для того чтобы последнее равенство обратилось в тождество, мы
должны потребовать равенства нулю всех трёх выражений, стоящих в квадратных скобках.
Таким образом, получены формулы (13) для случая 𝑘=2. Аналогичные рассуждения можно
провести для любого 𝑘⩾ 2.

С учётом формул (13) равенство (12) запишем в виде

Θ𝑘+1=

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑘−1[︂(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
Ω𝑘+1−det𝐴𝑘+1

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
Φ𝑘+1

]︂
, (17)

где

Ω𝑘+1=
𝑘+1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑘+1+𝑗 det𝐴𝑘,𝑗𝐹𝑥𝑘+1𝑥𝑗 , Φ𝑘+1=𝑥𝑘+1

𝑘+1∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗𝐹𝑥𝑘+1𝑥𝑗 . (18)

Вычислим

𝐹𝑥𝑘+1𝑥𝑗 =
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1

𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑗
+𝑎𝑘+1,𝑗

𝑑𝐹

𝑑𝜉
, 𝑗=1, 𝑘+1,

и подставим их в формулы (18):

Ω𝑘+1=
𝑑𝐹

𝑑𝜉

[︂𝑘+1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑘+1+𝑗𝑎𝑘+1,𝑗 det𝐴𝑘,𝑗

]︂
+
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1

{︂𝑘+1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑘+1+𝑗 det𝐴𝑘,𝑗
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑗

}︂
, (19)

Φ𝑘+1=𝑥𝑘+1

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

[︂𝑘+1∑︁
𝑗=1

𝑎𝑘+1,𝑗𝑥𝑗

]︂
+
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1

{︂𝑘+1∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑗

}︂)︂
. (20)
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Выражение в квадратных скобках равенства (19) является определителем симметричной
матрицы 𝐴𝑘+1. C учётом очевидных соотношений

𝜕𝜉

𝜕𝑥1
= 𝑎11𝑥1+𝑎12𝑥2+ . . .+𝑎1,𝑘+1𝑥𝑘+1, . . . ,

𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1
= 𝑎1,𝑘+1𝑥1+𝑎2,𝑘+1𝑥2+ . . .+𝑎𝑘+1,𝑘+1𝑥𝑘+1

в выражении в фигурных скобках равенства (19) сгруппируем слагаемые относительно пе-
ременных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘+1:

𝑘+1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑘+1+𝑗 det𝐴𝑘,𝑗
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑗
=𝑥1

[︀
(−1)𝑘+1+1𝑎11 det𝐴𝑘,1+(−1)𝑘+1+2𝑎12 det𝐴𝑘,2+ . . .

. . .+(−1)𝑘+1+𝑘𝑎1𝑘 det𝐴𝑘,𝑘+(−1)𝑘+1+𝑘+1𝑎1,𝑘+1 det𝐴𝑘,𝑘+1

]︀
+ . . .

. . .+𝑥𝑘+1

[︀
(−1)𝑘+1+1𝑎1,𝑘+1 det𝐴𝑘,1+(−1)𝑘+1+2𝑎2,𝑘+1 det𝐴𝑘,2+ . . .

. . .+(−1)𝑘+1+𝑘𝑎𝑘,𝑘+1 det𝐴𝑘,𝑘+(−1)𝑘+1+𝑘+1𝑎𝑘+1,𝑘+1 det𝐴𝑘,𝑘+1

]︀
.

Так как выражения в квадратных скобках при переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 равны нулю, а
выражение при переменной 𝑥𝑘+1 является определителем симметричной матрицы 𝐴𝑘+1, то
из (19) имеем

Ω𝑘+1=det𝐴𝑘+1

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+𝑥𝑘+1

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1

)︂
. (21)

Сумма в квадратных скобках равенства (20) — первая частная производная функции 𝜉
по переменной 𝑥𝑘+1, а выражение в фигурных скобках в (20) равно 2𝜉, следовательно,

Φ𝑘+1=𝑥𝑘+1

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1
. (22)

Подставив соотношения (21) и (22) в (17), получим равенства

Θ𝑘+1=

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑘−1[︂(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
det𝐴𝑘+1

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+𝑥𝑘+1

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1

)︂
−

−det𝐴𝑘+1
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
𝑥𝑘+1

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1

]︂
=

=det𝐴𝑘+1

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑘−1(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂[︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+𝑥𝑘+1

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1
−𝑥𝑘+1

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑘+1

]︂
=

=det𝐴𝑘+1

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑘(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
.

Таким образом, получена формула (11). Лемма доказана.
Точные решения уравнения (3) будем искать в следующем виде:

𝑢(x)=𝐹 (𝜉), (23)

где аргумент 𝜉 задаётся формулой (8), а условия на функцию 𝐹 (𝜉) определены в лемме 1.
В случае когда правая часть уравнения (3) будет явно зависеть от лапласиана (квадрата

градиента искомой функции), необходимо подобрать матрицу 𝐴 в классе симметричных
матриц таким образом, чтобы для функции (8) выполнялось равенство

|∇𝜉|2=𝜎𝜉, (24)

где 𝜎 ̸=0 — некоторая постоянная.
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Лемма 2. Пусть 𝐸𝑛 — диагональная матрица, у которой на диагонали произвольным
образом расположены 𝑚∈{1, 2, . . . , 𝑛} единиц и 𝑛−𝑚 нулей, 𝑆 — произвольная ортогональная
матрица. Тогда для функции (8) с симметричной матрицей 𝐴 вида

𝐴=
𝜎

2
𝑆𝐸𝑛𝑆

𝑇 (25)

справедливо равенство (24).
Доказательство. Непосредственным вычислением проверяется справедливость равенств

|∇𝜉|2=(𝐴x, 𝐴x)=

(︂
𝐴2x,x

)︂
=

(︂
𝜎2

4
(𝑆𝐸𝑛𝑆

𝑇 )2x,x

)︂
=
𝜎2

4
(𝑆𝐸2

𝑛𝑆
𝑇x,x)=

=
𝜎

2

(︂
𝜎

2
𝑆𝐸𝑛𝑆

𝑇x,x

)︂
=
𝜎

2
(𝐴x,x)=𝜎𝜉.

Лемма доказана.
При 𝑚<𝑛 определитель матрицы (25) равен нулю. Поэтому прежде всего рассмотрим

случай 𝐸𝑛=𝐸, где 𝐸 — единичная матрица. При этом имеем

𝜉(x)=
𝜎

4
‖x‖2, x∈R𝑛. (26)

Здесь ‖·‖ — евклидова норма в пространстве R𝑛.
Теорема 1. Если при некотором 𝜎 ̸= 0 функция 𝐹 (𝜉) удовлетворяет обыкновенному

дифференциальному уравнению (ОДУ)(︂
𝜎

2

)︂𝑛(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

)︂𝑛−1[︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
= 𝑓

(︂
𝜉, 𝐹,

𝑑𝐹

𝑑𝜉
,
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
, (27)

где

𝑓

(︂
𝜉, 𝐹,

𝑑𝐹

𝑑𝜉
,
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
≡ 𝑓

(︂
𝜉, 𝐹, 𝜎𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂2
,
𝜎

2

(︂
𝑛
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂)︂
,

то обобщённое уравнение Монжа–Ампера (3) обладает точным решением (23), (26).
Доказательство. Пусть функция 𝜉(x) определяется соотношением (26), тогда из фор-

мулы (23) прямыми вычислениями находим

|∇𝑢|2=𝜎𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂2
, Δ𝑢=

𝜎

2

(︂
𝑛
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

)︂
, det𝐴=

(︂
𝜎

2

)︂𝑛
.

С учётом этих соотношений и формулы (9) после подстановки решения (23) в уравнение (3)
придём к ОДУ (27). Теорема доказана.

Заметим, что если правая часть уравнения (3) не зависит от частных производных
искомой функции, то для построения точных решений обобщённого уравнения Монжа–
Ампера [17]

det𝐻(𝑢)= 𝑓(𝜉, 𝑢) (28)

необходимости в виде (23) в условии (24) нет. В этом случае имеет место
Теорема 2. Уравнение (28) имеет точное решение (23), где аргумент задаётся фор-

мулой (8), а функция 𝐹 (𝜉) удовлетворяет ОДУ

det𝐴

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑛−1[︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
= 𝑓(𝜉, 𝐹 ).

Справедливость этой теоремы вытекает непосредственно из формулы (9).
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3. ПРИМЕРЫ

Пример 1. Рассмотрим уравнение гауссовой кривизны (6) в двумерном координатном
пространстве:

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦 =𝐾(𝑥, 𝑦)(1+𝑢2𝑥+𝑢
2
𝑦)

2, 𝑢=𝑢(𝑥, 𝑦). (29)

Точные решения уравнения (29) будем искать в виде (23). Так как 𝑛=2, то (23) с учётом
формулы (26) примет вид

𝑢(𝑥, 𝑦)=𝐹 (𝜉), 𝜉=
𝜎

4
(𝑥2+𝑦2). (30)

Хорошо известно [14, с. 138], что гауссова кривизна 𝐾(𝑥, 𝑦) поверхности равна нулю в
параболических точках и точках уплощения, положительна в эллиптических и отрицательна
в гиперболических точках. Поэтому рассмотрим все три случая.

1. Пусть 𝐾 =0. Тогда из формулы (9) с учётом равенства det𝐴=𝜎2/4 получим

𝜎2

4

𝑑𝐹

𝑑𝜉

[︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
=0.

Легко убедиться, что решением этого ОДУ является функция 𝐹 (𝜉)=𝐶1
√
𝜉+𝐶2, где 𝐶1 ̸=0

и 𝐶2 — константы интегрирования. По теореме 1 частным точным решением уравнения
𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦 =0 будет функция

𝑢(𝑥, 𝑦)=
𝐶1

√
𝜎

2

√︀
𝑥2+𝑦2+𝐶2.

2. Пусть 𝐾>0. Обозначим 𝐾(𝑥, 𝑦)=𝐾(𝜉). По теореме 1 точным решением уравнения (29)
является функция (30), где 𝐹 (𝜉) удовлетворяет нелинейному ОДУ второго порядка

𝜎2

4

𝑑𝐹

𝑑𝜉

[︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉
+2𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
=𝐾(𝜉)

(︂
1+𝜎𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂2)︂2
. (31)

С помощью замены 𝑑𝐹/𝑑𝜉 =
√︀
𝑍(𝜉) ОДУ (31) сводится к дифференциальному уравнению

первого порядка

𝑍+𝜉
𝑑𝑍

𝑑𝜉
=

4

𝜎2
𝐾(𝜉)(1+𝜎𝜉𝑍)2,

общее решение которого задаётся формулой

𝑍(𝜉)=−
4
´
𝐾(𝜉) 𝑑𝜉+𝜎(1−𝐶1)

𝜎𝜉(4
´
𝐾(𝜉) 𝑑𝜉−𝜎𝐶1)

.

Следовательно, общее решение ОДУ (31) имеет вид

𝐹 (𝜉)=±
ˆ (︂

−
4
´
𝐾(𝜉) 𝑑𝜉+𝜎(1−𝐶1)

𝜎𝜉(4
´
𝐾(𝜉) 𝑑𝜉−𝜎𝐶1)

)︂1/2
𝑑𝜉+𝐶2, (32)

где 𝐶1, 𝐶2 — произвольные постоянные.
Заметим, что при выводе формулы (32) мы не делали никаких предположений отно-

сительно функции 𝐾(𝜉), т.е она может быть и постоянной. Если 𝐾(𝜉)≡ 𝑘2 > 0, где 𝑘 —
постоянная, то интеграл (32) вычисляется непосредственно и принимает громоздкий вид.
Однако можно подобрать постоянные так, чтобы найденные решения были вещественными
и достаточно компактными.
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Так, например, при 𝐶1=1, 𝐶2=0, 𝜎=−1 точным решением уравнения (29) будет функция

𝑢(𝑥, 𝑦)=± 1

|𝑘|
√︀
1−𝑘2(𝑥2+𝑦2), (33)

а при 𝐶1=3/2, 𝐶2=0, 𝜎=1 —

𝑢(𝑥, 𝑦)=± 1

|𝑘|
𝐸

(︂
1

3

√︀
9−6𝑘2(𝑥2+𝑦2),

√
6

2

)︂
,

где 𝐸(𝑧, 𝜈) — эллиптический интеграл 2-го рода.
3. Если 𝐾< 0, то точное решение (29) определяется также по формулам (30), (32).
Если 𝐾(𝜉)≡−𝑘2<0, то при 𝐶1=1, 𝐶2=0, 𝜎=−1 точным решение уравнения (29) будет

функция (33), при 𝐶1=0, 𝐶2=0, 𝜎=−1 — функция

𝑢(𝑥, 𝑦)=± 1

|𝑘|
√︀

1−𝑘2(𝑥2+𝑦2)± 1

2|𝑘|
ln

(︂√︀
1−𝑘2(𝑥2+𝑦2)−1√︀
1−𝑘2(𝑥2+𝑦2)+1

)︂
,

а при 𝐶1=−1, 𝐶2=0, 𝜎=1 —

𝑢(𝑥, 𝑦)=± 1

|𝑘|
𝐸

(︂√︂
1− 𝑘2

2
(𝑥2+𝑦2),

√
2

)︂
∓ 1

|𝑘|
𝐹

(︂√︂
1− 𝑘2

2
(𝑥2+𝑦2),

√
2

)︂
,

где 𝐹 (𝑧, 𝜈) и 𝐸(𝑧, 𝜈) — эллиптические интегралы 1-го и 2-го родов соответственно.
Теперь перейдём к рассмотрению случая, когда 𝐾(𝜉) — некоторая заданная функция

такая, что 𝐾(0) ̸= 0 и −∞ <𝐾(0) < +∞. Если, например, 𝐾(𝜉) = 𝜆(1+ 𝜉)−2, где 𝜆 ̸= 0 —
произвольная постоянная, то формула (32) запишется как

𝐹 (𝜉)=±
ˆ (︂

(1−𝐶1)𝜎(1+𝜉)−4𝜆

𝜎𝜉(4𝜆+𝜎𝐶1(1+𝜉))

)︂1/2
𝑑𝜉. (34)

Интеграл в (34) вычисляется точно и имеет громоздкий вид [18, с. 58]. Однако при опре-
делённом выборе констант интеграл (34) вычисляется в элементарных функциях.

Так, при 𝐶1=0, 𝜎=1, 𝐾(𝑥, 𝑦)=16𝜆(4+𝑥2+𝑦2)−2>0, 𝜆>0, точное решение уравнения (29)
определяется по формуле

𝑢(𝑥, 𝑦)=± 1

4
√
𝜆

[︂
Θ(𝑥, 𝑦)+(4𝜆−1) ln 2−(4𝜆−1) ln

(︂
1−4𝜆+

1

2
(𝑥2+𝑦2)+Θ(𝑥, 𝑦)

)︂]︂
,

Θ(𝑥, 𝑦)=
1

2

√︀
𝑥2+𝑦2

√︀
𝑥2+𝑦2+4−16𝜆.

Легко видеть, что при 𝜆=1/4 оно примет вид 𝑢(𝑥, 𝑦)= (𝑥2+𝑦2)/4.
При 𝐶1=1, 𝜎=4, 𝐾2(𝑥, 𝑦)=−(1+𝑥2+𝑦2)−2<0 точное решение уравнения (29) следующее:

𝑢(𝑥, 𝑦)=±1

2
ln(𝑥2+𝑦2).

Пример 2. Теперь рассмотрим уравнение гауссовой кривизны (6) в трёхмерном коор-
динатном пространстве:

det𝐻(𝑢)=𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑧)(1+𝑢2𝑥+𝑢
2
𝑦+𝑢

2
𝑧)

5/2, 𝑢=𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), (35)
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где
det𝐻(𝑢)≡𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦𝑢𝑧𝑧+2𝑢𝑥𝑦𝑢𝑥𝑧𝑢𝑦𝑧−𝑢𝑥𝑥𝑢2𝑦𝑧−𝑢𝑦𝑦𝑢2𝑥𝑧−𝑢𝑧𝑧𝑢2𝑥𝑦.

Точные решения уравнения (35) будем искать в виде

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)=𝐹 (𝜉), 𝜉=
𝜎

4
(𝑥2+𝑦2+𝑧2),

при этом по теореме 1 функция 𝐹 (𝜉) должна удовлетворять следующему ОДУ:(︂
𝜎

2

)︂3(︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

)︂2[︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
=𝐾(𝜉)

(︂
1+𝜎𝜉

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂2)︂5/2
. (36)

Заменой 𝑑𝐹 (𝜉)/𝑑𝜉=𝑍(𝜉) ОДУ (36) сводится к дифференциальному уравнению первого
порядка (︂

𝜎

2

)︂3
𝑍2

(︂
𝑍+2𝜉

𝑑𝑍

𝑑𝜉

)︂
=𝐾(𝜉)

(︂
1+𝜎𝜉𝑍2

)︂5/2
,

умножив которое на (3/2)
√
𝜉, будем иметь

3

2

√︀
𝜉
𝑍2(𝑍+2𝜉𝑑𝑍/𝑑𝜉)

(1+𝜎𝜉𝑍2)5/2
=

12

𝜎3

√︀
𝜉𝐾(𝜉).

Заметим, что функция (3/2)
√
𝜉 является интегрирующим множителем, тогда последнее ра-

венство можно записать как

𝑑

𝑑𝜉

(︂
𝜉3/2𝑍3

(1+𝜎𝜉𝑍2)3/2

)︂
=

12

𝜎3

√︀
𝜉𝐾(𝜉).

Отсюда находим

𝜉3/2𝑍3

(1+𝜎𝜉𝑍2)3/2
=Φ(𝜉), Φ(𝜉)=

12

𝜎3

ˆ √︀
𝜉𝐾(𝜉) 𝑑𝜉+𝐶1, 𝐶1=const,

и, следовательно,

𝐹 (𝜉)=±
ˆ

Φ(𝜉)1/3 𝑑𝜉√︀
𝜉(1−𝜎Φ(𝜉)2/3)

+𝐶2, 𝐶2=const .

Очевидно, что не для каждой функции 𝐾(𝜉) вычисляется интеграл Φ(𝜉), а значит, и
𝐹 (𝜉). Но, например, при 𝐾1 = 𝜆3, где 𝜆 ̸= 0 — произвольная постоянная, точное решение
уравнения (35) имеет вид

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)=
1

𝜆

√︀
1−𝜆2(𝑥2+𝑦2+𝑧2),

а при 𝐾2(𝑥, 𝑦, 𝑧)= 27(𝑥2+𝑦2+𝑧2)3(9+(𝑥2+𝑦2+𝑧2)3)−5/2 —

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)=
1

12
(𝑥2+𝑦2+𝑧2)2.

Пример 3. Найдём частные точные решения следующего уравнения:

det𝐻(𝑢)=
𝛽

‖x‖2𝑘
Δ𝑢, 𝑢=𝑢(x), x∈R𝑛, (37)

где 𝑘, 𝛽 ̸=0 — произвольные параметры.
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Уравнение (37) при 𝑛=2 является частным случаем уравнения баланса ветра и давле-
ния (4). По теореме 1 точным решением уравнения (37) является функция (23), при этом
𝐹 (𝜉) удовлетворяет ОДУ(︂

𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑛−1[︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
=
𝐵

𝜉𝑘

[︂
𝑛

2

𝑑𝐹

𝑑𝜉
+𝜉

𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
, 𝐵=

2𝑛𝛽𝜎𝑘+1−𝑛

4𝑘
. (38)

С помощью замены
𝑑𝐹

𝑑𝜉
= 𝜉−

𝑘
𝑛−1𝑍(𝜂), 𝜂= ln 𝜉, (39)

ОДУ (38) сводится к квадратуре
ˆ

2𝑍𝑛−1−𝐵
𝑏𝑍𝑛+𝑎𝐵𝑍

𝑑𝑍 = 𝜂+𝐶1, 𝑎=
𝑛

2
− 𝑘

𝑛−1
, 𝑏=

2𝑘

𝑛−1
−1. (40)

Интеграл в (40) легко вычисляется, при этом мы должны рассмотреть три случая.
1. Пусть 𝑎=0, 𝑏 ̸=0. Тогда 𝑘=𝑛(𝑛−1)/2, 𝑏=𝑛−1 и из формулы (40) получим

2

𝑛−1
ln𝑍+

𝐵

(𝑛−1)2
𝑍1−𝑛= 𝜂+𝐶1.

2. Если 𝑎 ̸=0, 𝑏=0, то 𝑘=(𝑛−1)/2, 𝑎=(𝑛−1)/2 и из формулы (40) находим

4

𝐵(𝑛−1)2
𝑍𝑛−1− 2

𝑛−1
ln𝑍 = 𝜂+𝐶1.

3. При 𝑎 ̸=0, 𝑏 ̸=0 получим

1

𝑛−1

(︂
2

𝑏
+

1

𝑎

)︂
ln(𝑍𝑛+𝑎𝐵𝑍)− 1

𝑛−1

(︂
2

𝑏
+
𝑛

𝑎

)︂
ln𝑍 = 𝜂+𝐶1.

Как видно, во всех трёх случаях функция 𝑍(𝜂) задаётся неявно трансцендентными
равенствами, первые два из которых разрешимы в явном виде с использованием специальной
функции Ламберта [19, с. 7]. Однако найти в явном виде функцию 𝐹 (𝜉) из соотношения (39)
возможно только при некоторых значениях параметров 𝑛, 𝑘. Например, при 𝑛= 2, 𝑘 = 1
в (37) уравнение

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦 =
𝛽

𝑥2+𝑦2
(𝑢𝑥𝑥+𝑢𝑦𝑦)

имеет частное точное решение

𝑢(𝑥, 𝑦)=− 𝛽

𝒲(𝑍(𝑥, 𝑦))
+𝛽 ln𝒲(𝑍(𝑥, 𝑦)), 𝑍(𝑥, 𝑦)=

𝛽√︀
𝜎(𝑥2+𝑦2)

,

где 𝜎 > 0 — произвольная постоянная, 𝒲(𝑍) — специальная функция Ламберта, которая
определяется как решение функционального уравнения 𝒲(𝑍) exp{𝒲(𝑍)}=𝑍 относительно
𝒲(𝑍).

В случае 𝑛=3, 𝑘=2 уравнение

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦𝑢𝑧𝑧+2𝑢𝑥𝑦𝑢𝑥𝑧𝑢𝑦𝑧−𝑢𝑥𝑥𝑢2𝑦𝑧−𝑢𝑦𝑦𝑢2𝑥𝑧−𝑢𝑧𝑧𝑢2𝑥𝑦 =
𝛽

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)2
(𝑢𝑥𝑥+𝑢𝑦𝑦+𝑢𝑧𝑧)

имеет частное точное решение

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)=±
(︂
1

2

√︀
𝜎(𝑥2+𝑦2+𝑧2)−4𝛽−

√︀
𝛽 arctg

√︀
𝜎(𝑥2+𝑦2+𝑧2)−4𝛽

2
√
𝛽

)︂
+
1

2

√︀
𝜎(𝑥2+𝑦2+𝑧2),

где 𝜎 > 0 — произвольный параметр.
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Пример 4. Рассмотрим обобщённое уравнение Монжа–Ампера следующего вида:

det𝐻(𝑢)=𝛽𝜉𝜇𝑢𝜆, (41)

которое является частным случаем уравнения (28), следовательно, к нему применима тео-
рема 2, а значит, точным решением (41) является функция (23), причём 𝐹 (𝜉) удовлетворяет
ОДУ

det𝐴

(︂
𝑑𝐹

𝑑𝜉

)︂𝑛−1[︂𝑑𝐹
𝑑𝜉

+2𝜉
𝑑2𝐹

𝑑𝜉2

]︂
=𝛽𝜉𝜇𝐹 𝜆. (42)

В уравнениях (41), (42) 𝛽 ̸=0, 𝜇, 𝜆 — произвольные параметры. Преобразованием 𝐹 (𝜉)=
=𝐺(𝜂), 𝜂=

√
𝜉, ОДУ (42) приводится к виду

𝑑2𝐺(𝜂)

𝑑𝜂2
=

2𝑛𝛽

det𝐴
𝜂2𝜇+𝑛−1𝐺𝜆(𝜂)

(︂
𝑑𝐺(𝜂)

𝑑𝜂

)︂1−𝑛

. (43)

ОДУ (43) является обобщённым уравнением Эмдена–Фаулера [20, с. 261]. В справоч-
нике [20, с. 277–279] приведены формулы, с помощью которых ОДУ (43) можно свести к
уравнению Абеля второго рода, а также некоторые дискретные преобразования обобщённого
уравнения Эмдена–Фаулера. Для некоторых значений параметров 𝑛, 𝜆, 𝜇 общее решение
уравнения (43) можно найти в параметрическом виде [20, с. 265–266]. Структура ОДУ (43)
такова, что для него легко можно найти явные точные решения, которые выражаются
степенной функцией и экспонентой. Так имеем

𝐺1(𝜂)=𝐵𝜂
2(𝜇+𝑛)
𝑛−𝜆 , 𝐵=

(︂
𝛽(𝑛−𝜆)𝑛+1

det𝐴(2𝜇+𝑛+𝜆)(𝜇+𝑛)𝑛

)︂ 1
𝑛−𝜆

, 𝜆 ̸=𝑛, 𝜆 ̸=−𝑛;

𝐺2(𝜂)=𝐶1 exp

{︂(︂
2𝑛𝛽

det𝐴

)︂ 1
𝑛+1

𝜂

}︂
, 𝜆=𝑛, 𝜇=−(𝑛−1)/2,

где 𝐶1 ̸=0 — произвольная постоянная.
Теперь, используя найденные функции 𝐺1(𝜂), 𝐺2(𝜂), выпишем соответствующие им част-

ные точные решения уравнения (41). Пусть 𝜇=0, тогда уравнение

det𝐻(𝑢)=𝛽𝑢𝜆

имеет частное решение вида

𝑢(x)=

[︂
𝛽

det𝐴

(︂
𝑛−𝜆
𝑛

)︂𝑛𝑛−𝜆
𝑛+𝜆

]︂ 1
𝑛−𝜆

[︂
1

2
(𝐴x,x)

]︂ 𝑛
𝑛−𝜆

, x∈R𝑛.

Пусть уравнение (41) имеет вид

det𝐻(𝑢)=𝛽

[︂
1

2
(𝐴x,x)

]︂−𝑛−1
2

𝑢𝑛,

тогда оно обладает частным точным решением

𝑢(x)= exp

{︂(︂
2𝑛𝛽

det𝐴

)︂ 1
𝑛+1

[︂
1

2
(𝐴x,x)

]︂1/2}︂
,
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где 𝐴 — произвольная невырожденная симметричная матрица порядка 𝑛. В общем случае
решения 𝑢(x) являются анизотропными по пространственным переменным. Пусть 𝑛= 3 и
матрицы имеют вид

𝐴1=

⎛⎝ 4 1 −5
1 2 0
−5 0 6

⎞⎠ , det𝐴1=−8, 𝐴2=

⎛⎝2 0 0
0 −2 0
0 0 −4

⎞⎠ , det𝐴2=16.

Для матриц 𝐴1, 𝐴2 квадратичные функции 𝜉1, 𝜉2 по формуле (8) задаются соотношениями

𝜉1=2𝑥2+𝑦2+3𝑧2+𝑥𝑦−5𝑥𝑧, 𝜉2=𝑥2−𝑦2−2𝑧2.

Для этих функций получим, что обобщённые уравнения Монжа–Ампера

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦𝑢𝑧𝑧+2𝑢𝑥𝑦𝑢𝑥𝑧𝑢𝑦𝑧−𝑢𝑥𝑥𝑢2𝑦𝑧−𝑢𝑦𝑦𝑢2𝑥𝑧−𝑢𝑧𝑧𝑢2𝑥𝑦 =𝛽𝑢𝜆, 𝜆 ̸=3, 𝜆 ̸=−3,

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦𝑢𝑧𝑧+2𝑢𝑥𝑦𝑢𝑥𝑧𝑢𝑦𝑧−𝑢𝑥𝑥𝑢2𝑦𝑧−𝑢𝑦𝑦𝑢2𝑥𝑧−𝑢𝑧𝑧𝑢2𝑥𝑦 =
𝛽 𝑢3

𝑥2−𝑦2−2𝑧2

обладают, соответственно, частными точными решениями

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)=

[︂
− 𝛽(3−𝜆)4

216(3+𝜆)

]︂ 1
3−𝜆

(2𝑥2+𝑦2+3𝑧2+𝑥𝑦−5𝑥𝑧)
3

3−𝜆 ,

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)= exp

{︂(︂
𝛽

2

)︂1/4√︀
𝑥2−𝑦2−2𝑧2

}︂
.

Пусть теперь 𝜇=0, 𝜆=0, тогда уравнение (41) запишем как

det𝐻(𝑢)=𝛽, (44)

а точные решения будем также отыскивать в виде 𝑢(x) = 𝐹 (𝜉). При этом функция 𝐹 (𝜉)
находится из следующего интеграла:

𝐹 (𝜉)=

(︂
1

det𝐴

)︂1/𝑛 ˆ
𝜉−1/2(𝛽𝜉𝑛/2+𝐶1)

1/𝑛𝑑𝜉+𝐶2, (45)

где 𝐶1, 𝐶2 — константы интегрирования. При 𝐶1=0 из (45) получим частное точное решение
уравнения (44) вида

𝑢(x)=
1

2

(︂
𝛽

det𝐴

)︂1/𝑛
(𝐴x,x), x∈R𝑛,

где 𝐴 — произвольная невырожденная симметричная матрица.
В случае 𝐶1 ̸=0 интеграл в формуле (45) вычисляется, по видимому, только при 𝑛=2,

тогда уравнение (44) запишется как

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
−
(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦

)︂2
=𝛽. (46)

Как уже было отмечено, в справочниках [2, 3] приведены некоторые частные решения
уравнения (46), а также указаны общие решения в параметрическом виде для частных
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случаев 𝛽 = 0 и 𝛽 < 0. Здесь мы построим ещё одно частное решение вида (8) уравнения
(46). Итак, в случае 𝑛=2 из (45) находим

𝐹 (𝜉)=±
√︀
𝐵𝜉2+𝐶1𝜉±

𝐶1

2
√
𝐵

ln

(︂
2𝐵𝜉+𝐶1

2
√
𝐵

+
√︀
𝐵1𝜉2+𝐶1𝜉

)︂
+𝐶2,

где 𝐵= 𝛽/det𝐴> 0. Общий вид симметричной 2×2-матрицы 𝐴, зависящей от трёх произ-
вольных параметров, имеет вид

𝐴=

(︂
2𝑎 𝑐
𝑐 2𝑏

)︂
, det𝐴=4𝑎𝑏−𝑐2.

Пусть 4𝑎𝑏−𝑐2 ̸=0, тогда частное точное решение уравнения (46) задаётся формулой

𝑢(𝑥, 𝑦)=±
√︀
𝐵(𝑎𝑥2+𝑏𝑦2+𝑐𝑥𝑦)2+𝐶1(𝑎𝑥2+𝑏𝑦2+𝑐𝑥𝑦)±

± 𝐶1

2
√
𝐵

ln

(︂
2𝐵(𝑎𝑥2+𝑏𝑦2+𝑐𝑥𝑦)+𝐶1

2
√
𝐵

+
√︀
𝐵(𝑎𝑥2+𝑏𝑦2+𝑐𝑥𝑦)2+𝐶1(𝑎𝑥2+𝑏𝑦2+𝑐𝑥𝑦)

)︂
,

здесь 𝐵=𝛽/(4𝑎𝑏−𝑐2)> 0 и опущена несущественная аддитивная постоянная 𝐶2.
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