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ВВЕДЕНИЕ

Исследование ряда физических процессов опирается на решение уравнений, содержащих
оператор Лапласа, которые путём разделения переменных в системах криволинейных коор-
динат приводят к дифференциальным уравнениям с сингулярностью. При наличии опреде-
лённой симметрии эти уравнения превращаются в уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу (ЭПД)
или Лежандра.

Начальные задачи для классического уравнения ЭПД были исследованы во многих ра-
ботах (см. введения в монографиях [1, 2]). В статьях [3, 4] автора получены результаты
для абстрактных уравнений.

В настоящей работе в банаховом пространстве 𝐸 при 𝑡 > 0 рассматривается уравнение
Лежандра

𝑢′′(𝑡)+
(sh𝑘 𝑡 sh𝑞(2𝑡))′

sh𝑘 𝑡 sh𝑞(2𝑡)
𝑢′(𝑡)+

(︂
𝑘

2
+𝑞

)︂2
𝑢(𝑡)=𝐴𝑢(𝑡), (1)

содержащее два действительных параметра 𝑘, 𝑞 ∈R и линейный замкнутый оператор 𝐴.
Решением уравнения (1) называется функция 𝑢(𝑡) со значениями в 𝐷(𝐴), дважды непре-

рывно дифференцируемая и удовлетворяющая этому уравнению на множестве (0,∞).
Дифференциальный оператор в левой части уравнения (1) представляет собой ради-

альную часть оператора Лапласа–Бельтрами в двухточечно-однородном пространстве и в
симметрическом пространстве ранга, равного единице (см. [2, c. 111]). При 𝑞 = 0 уравне-
ние (1) является уравнением Лежандра, содержащим один параметр 𝑘. Обзор публикаций
и исследования ряда однозначно разрешимых задач для абстрактного уравнения Лежандра
с одним параметром можно найти в работах [5–8] автора. Так называемая неполная задача
Коши для такого уравнения, когда разыскивается решение, стремящееся к нулю при 𝑡→∞,
а второе начальное условие при 𝑡= 0 не задаётся, была рассмотрена в статье [8]. Ранее
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неполная задача Коши для абстрактного волнового уравнения изучалась в работах [9, 10],
а для уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу — в [11].

Уравнение (1) не входит в рассмотренное в [7] семейство сингулярных дифференциальных
уравнений и поэтому требует отдельного изучения.

Одним из методов исследования дифференциальных уравнений является метод операто-
ров преобразования. Напомним, что ненулевой оператор T называется оператором преобра-
зования, сплетающим операторы 𝐿 и 𝑀 , если выполнено соотношение T𝐿=𝑀 T. Подробный
обзор теории операторов преобразования см. в [2, гл. 2; 12]. В настоящей работе применён
метод операторов преобразования для установления разрешимости начальных задач для
уравнения (1) и получены явные формулы их решений.

1. ОПЕРАТОР ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПО ПЕРВОМУ ИНДЕКСУ 𝑘
ДЛЯ ЗАДАЧИ КОШИ И ОПЕРАТОРНАЯ ФУНКЦИЯ ЛЕЖАНДРА

В дальнейшем нам понадобятся понятия левостороннего дробного интеграла от функции
𝑢(𝑡) по выбираемой специальным образом функции 𝑔(𝑡):

𝐼𝛼0+,𝑔𝑢(𝑡)≡
(︂

𝑑

𝑑𝑔(𝑡)

)︂−𝛼

+

𝑢(𝑡)=
1

Γ(𝛼)

𝑡ˆ

0

(𝑔(𝑡)−𝑔(𝑠))𝛼−1 𝑔′(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠, 𝛼> 0, (2)

и левосторонней дробной производной (𝑑/𝑑𝑔(𝑡))𝛼+𝑢(𝑡) по функции 𝑔(𝑡) (см. [13, с. 248]).
Оператор в левой части уравнения (1) обозначим через

𝐿𝑘,𝑞𝑢(𝑡) :=𝑢′′(𝑡)+
(sh𝑘 𝑡 sh𝑞 2𝑡)′

sh𝑘 𝑡 sh𝑞(2𝑡)
𝑢′(𝑡)+

(︂
𝑘

2
+𝑞

)︂2
𝑢(𝑡). (3)

Будем также использовать представления

𝐿𝑘,𝑞𝑢(𝑡)=𝑢′′(𝑡)+
(sh𝑘+𝑞 𝑡 ch𝑞 𝑡)′

sh𝑘+𝑞 𝑡 ch𝑞 𝑡
𝑢′(𝑡)+

(︂
𝑘

2
+𝑞

)︂2
𝑢(𝑡)=

=𝑢′′(𝑡)+
(︀
(𝑘+𝑞) cth 𝑡+𝑞 th 𝑡

)︀
𝑢′(𝑡)+

(︂
𝑘

2
+𝑞

)︂2
𝑢(𝑡), (4)

которые получаются из (3) после элементарных преобразований.
Введём в рассмотрение оператор

Φ𝑘𝑢(𝑡)= sh𝑘−1 𝑡 𝑢(𝑡). (5)

В статье [7] при 𝑡> 0 для достаточно гладких функций 𝑢(𝑡) установлены равенства

𝐿2−𝑘,0Φ𝑘𝑢(𝑡)=Φ𝑘𝐿𝑘,0𝑢(𝑡), (6)

𝐿𝑘+2𝛼,0

(︂
1

sh 𝑡

𝑑

𝑑𝑡

)︂𝛼
+

𝑢(𝑡)=

(︂
1

sh 𝑡

𝑑

𝑑𝑡

)︂𝛼
+

𝐿𝑘,0𝑢(𝑡), 𝛼∈R. (7)

Отметим, что в (7) используется формула (2) при 𝑔(𝑡)= ch 𝑡.
Равенство (7) справедливо для функций, удовлетворяющих условию 𝑢(0) = 0, которое

может быть снято при 𝛼∈N. Таким образом, операторы Φ𝑘 и (sh−1 𝑡 𝑑/𝑑𝑡)𝛼+ осуществляют
движение оператора 𝐿𝑘,0 по первому индексу. Пусть

T𝑘,0 𝑢(𝑡)=
2𝑘/2 Γ(𝑘/2+1/2)√

𝜋
Φ2−𝑘

(︂
1

sh 𝑡

𝑑

𝑑𝑡

)︂−𝑘/2

+

𝑢(𝑡)

sh 𝑡
, (8)
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тогда, как установлено в [8], при 𝑘 > 0 для функций, удовлетворяющих условию 𝑢′(0) = 0,
из соотношений (6), (7) вытекает равенство

𝐿𝑘,0 T𝑘,0 𝑢(𝑡)=T𝑘,0 𝑢
′′(𝑡), (9)

при этом определяемый равенством (8) оператор преобразования T𝑘,0 сохраняет начальные
условия, т.е.

T𝑘,0 𝑢(𝑡)
⃒⃒
𝑡=0

=𝑢(0),
(︀
T𝑘,0 𝑢(𝑡)

)︀′⃒⃒
𝑡=0

=0. (10)

Равенство (9) означает, что построен оператор преобразования T𝑘,0, сплетающий опера-
торы 𝐿𝑘,0 и 𝑑2/𝑑𝑡2.

При 𝑘>0, 𝑞=0 рассмотрим уравнение (1), где оператор 𝐴 является генератором косинус-
оператор-функции (КОФ) 𝐶(𝑡;𝐴). Терминологию и примеры генераторов КОФ можно найти
в [14, гл. 2.8; 15].

Равенства (9) и (10) фактически означают, что функция 𝑢𝑘,0(𝑡) =T𝑘,0𝐶(𝑡;𝐴)𝑢0 удовле-
творяет уравнению (1) при 𝑞=0 и начальным условиям

𝑢(0)=𝑢0, 𝑢′(0)= 0. (11)

Теорема 1 [7]. Пусть 𝑘> 0, 𝑞=0, 𝑢0∈𝐷(𝐴) и оператор 𝐴 является генератором КОФ
𝐶(𝑡;𝐴). Тогда функция

𝑢𝑘,0(𝑡)=T𝑘,0𝐶(𝑡;𝐴)𝑢0=
2𝑘/2Γ(𝑘/2+1/2)√

𝜋Γ(𝑘/2)
sh1−𝑘 𝑡

𝑡ˆ

0

(ch 𝑡−ch 𝑠)𝑘/2−1𝐶(𝑠;𝐴)𝑢0 𝑑𝑠 (12)

удовлетворяет уравнению (1) и начальным условиям (11).
Операторная функция 𝑃𝑘(𝑡;𝐴)=T𝑘,0𝐶(𝑡;𝐴) названа в [5, 7] операторной функцией Ле-

жандра (ОФЛ). В частном случае, когда оператор 𝐴=(𝑎+1/2)2, 𝑎∈R, является оператором
умножения на число, ОФЛ 𝑃𝑘(𝑡;𝐴) выражается через присоединённую функцию Лежандра
первого рода 𝑃 𝛽

𝑎 (·) (см. [16, с. 661]):

𝑃𝑘(𝑡;𝐴)=
Γ(1−𝛽) sh𝛽 𝑡

2𝛽
𝑃 𝛽
𝑎 (ch 𝑡), 𝛽=

1−𝑘
2

.

2. ОПЕРАТОР ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПО ИНДЕКСАМ 𝑘, 𝑞 ДЛЯ ЗАДАЧИ КОШИ

Построим далее оператор преобразования, с помощью которого по известному решению
𝑢𝑘,0(𝑡)=T𝑘,0𝐶(𝑡;𝐴)𝑢0 при 𝑞=0 определим решение 𝑢𝑘,𝑞(𝑡) уравнения (1) при 𝑞 > 0.

Пусть
Ψ𝑘,𝑞𝑢(𝑡)= sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)𝑢(𝑡). (13)

В этом случае для определения оператора преобразования в равенстве (2) для левосто-
роннего дробного интеграла от функции 𝑢(𝑡) следует выбрать функцию 𝑔(𝑡) = ch(2𝑡)/2, а
вместо равенств (6), (7) следует, соответственно, использовать соотношения

𝐿−𝑘,2−𝑞Ψ𝑘,𝑞𝑢(𝑡)=Ψ𝑘,𝑞𝐿𝑘,𝑞𝑢(𝑡), (14)

𝐿𝑘,𝑞+2𝛼

(︂
1

sh(2𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︂𝛼
+

𝑢(𝑡)=

(︂
1

sh(2𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︂𝛼
+

𝐿𝑘,𝑞𝑢(𝑡), 𝛼∈R. (15)
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Равенство (15) справедливо для функций, удовлетворяющих условию 𝑢(0) = 0, которое
может быть снято при 𝛼∈N. Таким образом, операторы Ψ𝑘,𝑞 и (sh−1(2𝑡) 𝑑/𝑑𝑡)𝛼+ осуществляют
движение оператора 𝐿𝑘,𝑞 по второму индексу. Пусть

T0,𝑞 𝑢(𝑡)=
2𝑞 Γ(𝑞/2+1/2)√

𝜋
Ψ0,2−𝑞

(︂
1

sh(2𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︂−𝑞/2

+

𝑢(𝑡)

sh(2𝑡)
, (16)

тогда при 𝑘>0, 𝑞>0 на функциях, удовлетворяющих условию 𝑢′(0)=0, из соотношений (14),
(15) для определяемого равенством (16) оператора T0,𝑞 вытекает равенство

𝐿𝑘,𝑞 sh
−𝑘 𝑡T0,𝑞 sh

𝑘 𝑡 𝑢(𝑡)= sh−𝑘 𝑡T0,𝑞 sh
𝑘 𝑡 𝐿𝑘,0𝑢(𝑡). (17)

Введём в рассмотрение оператор

T𝑘,𝑞 =𝜇𝑘,𝑞 sh
−𝑘 𝑡T0,𝑞 sh

𝑘 𝑡T𝑘,0, 𝜇𝑘,𝑞 =

√
𝜋 Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2)

Γ(𝑘/2+1/2)Γ(𝑞/2+1/2)
, (18)

который является оператором преобразования, сплетающим операторы 𝐿𝑘,𝑞 и 𝑑2/𝑑𝑡2, т.е. на
функциях, удовлетворяющих условию 𝑢′(0)= 0, справедливо равенство

𝐿𝑘,𝑞 T𝑘,𝑞 𝑢(𝑡)=T𝑘,𝑞 𝑢
′′(𝑡). (19)

Действительно, в силу равенств (9) и (16)–(18) имеем

𝐿𝑘,𝑞 T𝑘,𝑞 𝑢(𝑡)=𝜇𝑘,𝑞𝐿𝑘,𝑞 sh
−𝑘 𝑡T0,𝑞 sh

𝑘 𝑡T𝑘,0 𝑢(𝑡)=𝜇𝑘,𝑞 sh
−𝑘 𝑡T0,𝑞 sh

𝑘 𝑡 𝐿𝑘,0 T𝑘,0 𝑢(𝑡)=

=𝜇𝑘,𝑞 sh
−𝑘 𝑡T0,𝑞 sh

𝑘 𝑡T𝑘,0 𝑢
′′(𝑡)=T𝑘,𝑞 𝑢

′′(𝑡).

Как и равенства (6), (7), (9) с помощью представления (4) для оператора 𝐿𝑘,𝑞, соотно-
шения (14), (15), (17) устанавливаются непосредственной проверкой, которая в некоторых
случаях может быть и громоздкой. В п. 3 покажем, что (как и операторы T𝑘,0, T0,𝑞)
определяемый равенством (18) оператор преобразования T𝑘,𝑞 будет сохранять начальные
условия, т.е.

T𝑘,𝑞 𝑢(𝑡)
⃒⃒
𝑡=0

=𝑢(0),
(︀
T𝑘,𝑞 𝑢(𝑡)

)︀′⃒⃒
𝑡=0

=0.

3. ЗАДАЧА КОШИ

С учётом установленного равенства (19) построим решение задачи Коши (1), (11). При
𝑢0 ∈𝐷(𝐴) введём в рассмотрение функцию

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)=T𝑘,𝑞 𝐶(𝑡;𝐴)𝑢0=𝜇𝑘,𝑞 sh
−𝑘 𝑡T0,𝑞 sh

𝑘 𝑡T𝑘,0𝐶(𝑡;𝐴)𝑢0=

=
4Γ(𝑞/2+1/2)𝜇𝑘,𝑞√

𝜋 Γ(𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

𝑡ˆ

0

(ch(2𝑡)−ch(2𝑠))𝑞/2−1 sh𝑘 𝑠T𝑘,0𝐶(𝑠;𝐴)𝑢0 𝑑𝑠=

=
2𝑘/2+2 Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2)
√
𝜋 Γ(𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

𝑡ˆ

0

(ch(2𝑡)−ch(2𝑠))𝑞/2−1 sh 𝑠

𝑠ˆ

0

(ch 𝑠−ch 𝜏)𝑘/2−1𝐶(𝜏 ;𝐴)𝑢0 𝑑𝜏 𝑑𝑠=

=
2𝑘/2+2 Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2)

√
𝜋 Γ(𝑘/2)Γ(𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

×

×
𝑡ˆ

0

𝐶(𝜏 ;𝐴)𝑢0

𝑡ˆ

𝜏

sh 𝑠(ch 𝑠−ch 𝜏)𝑘/2−1(ch(2𝑡)−ch(2𝑠))𝑞/2−1 𝑑𝜏 𝑑𝑠. (20)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 10 2024



1316 ГЛУШАК

Равенство (19) означает, что функция (20) удовлетворяет уравнению (1). Действительно,

𝐿𝑘,𝑞𝑢𝑘,𝑞(𝑡)=𝐿𝑘,𝑞 T𝑘,𝑞 𝐶(𝑡;𝐴)𝑢0=T𝑘,𝑞 𝐶
′′(𝑡)𝑢0=𝐴T𝑘,𝑞 𝐶(𝑡;𝐴)𝑢0=𝐴𝑢𝑘,𝑞(𝑡).

Внутренний интеграл в представлении (20) можно вычислить (см. формулу (3.20) в [17]),
тогда

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)=
22−𝑘/2Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2)

√
𝜋Γ(𝑘/2+𝑞/2) ch𝑘/2 𝑡 sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

×

×
𝑡ˆ

0

(ch(2𝑡)−ch(2𝜏))𝑘/2+𝑞/2−1
2𝐹1

(︂
𝑘

2
+𝑞−1,

𝑘

2
;
𝑘+𝑞

2
;
ch 𝑡−ch 𝜏

2 ch 𝑡

)︂
𝐶(𝜏 ;𝐴)𝑢0 𝑑𝜏,

где 2𝐹1(·) — гипергеометрическая функция.
Покажем далее, что функция (20) удовлетворяет начальным условиям (11). Отметим, что

при 𝑡→ 0 оператор T𝑘,𝑞 действует на функции как оператор преобразования типа Пуассона
(см. [2, пп. 2.1.2, 2.1.3])

P𝑘,𝑞𝐶(𝑡;𝐴)𝑢0=
2Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2)

Γ(𝑘/2+1/2)Γ(𝑞/2)𝑡𝑘+𝑞−1

𝑡ˆ

0

𝑠𝑘(𝑡2−𝑠2)𝑞/2−1𝐶(𝑠;𝐴)𝑢0 𝑑𝑠,

который и обладает нужными нам свойствами:

P𝑘,𝑞𝑢(𝑡)
⃒⃒
𝑡=0

=𝑢(0),
(︀
P𝑘,𝑞𝑢(𝑡)

)︀′⃒⃒
𝑡=0

=0.

Разлагая в соответствующие ряды подынтегральные функции в представлении (20) и
используя интегралы 2.2.3.1, 2.2.4.8 из [18], будем иметь

lim
𝑡→0

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)= lim
𝑡→0

2𝑞+1Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2)
√
𝜋Γ(𝑘/2)Γ(𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

𝑡ˆ

0

𝑠(𝑡2−𝑠2)𝑞/2−1

𝑠ˆ

0

(𝑠2−𝜏2)𝑘/2−1𝑢0 𝑑𝜏 𝑑𝑠=

= lim
𝑡→0

2Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2)

Γ(𝑘/2+1/2)Γ(𝑞/2)𝑡𝑘+𝑞−1

𝑡ˆ

0

𝑠𝑘(𝑡2−𝑠2)𝑞/2−1𝑢0 𝑑𝑠= lim
𝑡→0

P𝑘,𝑞𝐶(𝑡;𝐴)𝑢0=𝑢0.

Таким образом, справедлива следующая
Теорема 2. Пусть 𝑘 > 0, 𝑞 > 0, 𝑢0 ∈𝐷(𝐴) и оператор 𝐴 является генератором КОФ

𝐶(𝑡;𝐴). Тогда функция (20) является единственным решением задачи (1), (11).
Доказательство. Для доказательства теоремы, учитывая изложенное выше в п. 3, оста-

лось установить единственность решения задачи (1), (11). Пусть 𝑢1(𝑡) и 𝑢2(𝑡) — два решения
задачи. Рассмотрим функцию двух переменных

𝑤(𝑡, 𝑠)= 𝑓
(︀
𝐶(𝑠;𝐴)(𝑢1(𝑡)−𝑢2(𝑡))

)︀
,

где 𝑓 ∈𝐸* (𝐸* — сопряжённое пространство), 𝑡, 𝑠⩾0, удовлетворяющую, очевидно, уравнению

𝜕2𝑤(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡2
+
(sh𝑘 𝑡 sh𝑞(2𝑡))′

sh𝑘 𝑡 sh𝑞(2𝑡)

𝜕𝑤(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡
+

(︂
𝑘

2
+𝑞

)︂2
𝑤(𝑡, 𝑠)=

𝜕2𝑤(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠2
, 𝑡, 𝑠> 0, (21)

и условиям

lim
𝑡→0

𝑤(𝑡, 𝑠)= lim
𝑡→0

𝜕𝑤(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡
= lim

𝑠→0

𝜕𝑤(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠
=0. (22)
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Применив по переменной 𝑠 преобразование Лапласа, из (21), (22) для образа 𝑤̂(𝑡, 𝜆)
получим следующую задачу:

𝜕2𝑤̂(𝑡, 𝜆)

𝜕𝑡2
+
(sh𝑘 𝑡 sh𝑞(2𝑡))′

sh𝑘 𝑡 sh𝑞(2𝑡)

𝜕𝑤̂(𝑡, 𝜆)

𝜕𝑡
+

(︂
𝑘

2
+𝑞

)︂2

𝑤̂(𝑡, 𝜆)=𝜆2𝑤̂(𝑡, 𝜆), 𝑡 > 0, (23)

lim
𝑡→0

𝑤̂(𝑡, 𝜆)= lim
𝑡→0

𝜕𝑤̂(𝑡, 𝜆)

𝜕𝑡
=0. (24)

В [19] установлено, что скалярная задача (23), (24) имеет только нулевое решение. Сле-
довательно, 𝑤̂(𝑡, 𝜆)=𝑤(𝑡, 𝑠)=0 для любого 𝑠⩾0. В силу произвольности функционала 𝑓 ∈𝐸*

при 𝑠= 0 получим равенство 𝑢1(𝑡)≡ 𝑢2(𝑡), тем самым единственность решения рассматри-
ваемой задачи установлена. Теорема доказана.

Пример 1. Пусть 𝑘 > 0, 𝑞=2 и оператор 𝐴 является генератором КОФ 𝐶(𝑡;𝐴). Тогда
после вычисления внутреннего интеграла в формуле (20) решение задачи (1), (11) будет
иметь вид

𝑢𝑘,2(𝑡)=
2𝑘/2+2 Γ(𝑘/2+3/2)
√
𝜋Γ(𝑘/2) sh𝑘 𝑡 sh(2𝑡)

𝑡ˆ

0

𝐶(𝜏 ;𝐴)𝑢0

𝑡ˆ

𝜏

sh 𝑠(ch 𝑠−ch 𝜏)𝑘/2−1 𝑑𝑠 𝑑𝜏 =

=
2𝑘/2+3 Γ(𝑘/2+3/2)

𝑘
√
𝜋 Γ(𝑘/2) sh𝑘 𝑡 sh(2𝑡)

𝑡ˆ

0

(ch 𝑠−ch 𝜏)𝑘/2𝐶(𝜏 ;𝐴)𝑢0 𝑑𝜏 =
1

ch 𝑡
𝑃𝑘+2(𝑡;𝐴)𝑢0,

где 𝑃𝑘+2(𝑡;𝐴)=T𝑘+2,0𝐶(𝑡;𝐴) — ОФЛ (см. (12)).
В частном случае если в уравнении (1) 𝑘= 𝑞=2, 𝐴∈R, 𝐶(𝑡;𝐴) = ch(𝑡

√
𝐴), то интеграл

может быть вычислен:

𝑢2,2(𝑡)=
6

sh2 𝑡 sh(2𝑡)

𝑡ˆ

0

(ch 𝑡−ch 𝜏) ch(𝜏
√
𝐴)𝑢0 𝑑𝜏 =

=
6
√
𝐴 sh 𝑡 ch(𝑡

√
𝐴)𝑢0−6 ch 𝑡 sh(𝑡

√
𝐴)𝑢0

(𝐴−1)
√
𝐴 sh2 𝑡 sh(2𝑡)

если 𝐴 ̸=0, 𝐴 ̸=1. (25)

При 𝐴=0 или 𝐴=1 в правой части (25) следует вычислить соответствующие пределы,
в результате получим

𝑢2,2(𝑡)=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
6(𝑡 ch 𝑡−sh 𝑡)𝑢0

sh2 𝑡 sh(2𝑡)
, 𝐴=0,

3(sh 2𝑡−2𝑡)𝑢0

2 sh2 𝑡 sh(2𝑡)
, 𝐴=1.

4. ОПЕРАТОР ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПО ПЕРВОМУ ИНДЕКСУ 𝑘 ДЛЯ НЕПОЛНОЙ
ЗАДАЧИ КОШИ И ПРИСОЕДИНЁННАЯ ОПЕРАТОРНАЯ ФУНКЦИЯ ЛЕЖАНДРА

В дальнейшем нас будет интересовать решение уравнения (1), которое при 𝑡→∞ стре-
мится к нулю, поэтому в этом пункте вместо левостороннего дробного интеграла от функции
𝑢(𝑡) по выбираемой специальным образом функции 𝑔(𝑡) будем использовать понятия пра-
востороннего дробного интеграла

𝐼𝛼∞−,𝑔𝑢(𝑡)=

(︂
𝑑

𝑑𝑔(𝑡)

)︂−𝛼

−
𝑢(𝑡)=

1

Γ(𝛼)

∞̂

𝑡

(𝑔(𝑠)−𝑔(𝑡))𝛼−1𝑔′(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠, 𝛼> 0, (26)

и правосторонней дробной производной
(︀
𝑑/𝑑𝑔(𝑡)

)︀𝛼
−𝑢(𝑡).
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В [8] при 𝑡 > 0 для достаточно гладких и экспоненциально убывающих функций 𝑢(𝑡)
установлено равенство

𝐿𝑘+2𝛼,0

(︂
1

sh 𝑡

𝑑

𝑑𝑡

)︂𝛼
−
𝑢(𝑡)=

(︂
1

sh 𝑡

𝑑

𝑑𝑡

)︂𝛼
−
𝐿𝑘,0𝑢(𝑡), 𝛼∈R. (27)

Таким образом, определяемый равенством (5) оператор Φ𝑘 и оператор (sh−1 𝑡 𝑑/𝑑𝑡)𝛼−
осуществляют движение оператора 𝐿𝑘,0 по первому индексу.

Пусть

T̂𝑘,0 𝑢(𝑡)=

√
𝜋

Γ(𝑘/2)
Φ2−𝑘

(︂
1

sh 𝑡

𝑑

𝑑𝑡

)︂−𝑘/2

−

𝑢(𝑡)

sh 𝑡
, (28)

тогда [8] при 𝑘 > 0 для экспоненциально убывающих функций из соотношений (6), (27)
вытекает равенство

𝐿𝑘,0 T̂𝑘,0 𝑢(𝑡)= T̂𝑘,0 𝑢
′′(𝑡), (29)

которое означает, что формулой (28) определён оператор преобразования T̂𝑘,0, сплетающий
операторы 𝐿𝑘,0 и 𝑑2/𝑑𝑡2.

Поскольку нас интересует решение уравнения (1), которое при 𝑡→∞ стремится к нулю,
то требуемое условие будет обеспечено видом оператора 𝐴. Будем предполагать, что оператор
𝐴=𝐵2, где 𝐵 — генератор экспоненциально убывающей 𝐶0-полугруппы 𝑇 (𝑡;𝐵), допускающей
оценку

‖𝑇 (𝑡;𝐵)‖⩽ϒ𝑒−𝜔𝑡, ϒ⩾ 1, 𝜔 > 0. (30)

При 𝑘> 0, 𝜔> |𝑘/2−1|, 𝑣0 ∈𝐸, следуя [8], введём в рассмотрение операторную функцию

𝑄𝑘(𝑡;𝐵)𝑣0= T̂𝑘,0 𝑇 (𝑡;𝐵)𝑣0=

√
𝜋

Γ(𝑘/2)
Φ2−𝑘

(︂
1

sh 𝑡

𝑑

𝑑𝑡

)︂−𝑘/2

−

𝑇 (𝑡;𝐵)𝑣0
sh 𝑡

=

=

√
𝜋

Γ(𝑘/2)
sh1−𝑘 𝑡

∞̂

𝑡

(ch 𝑠−ch 𝑡)𝑘/2−1𝑇 (𝑠;𝐵)𝑣0 𝑑𝑠. (31)

Сходимость интеграла в (31) при 𝜔 > |𝑘/2− 1| обеспечена условием 𝑘 > 0 и неравен-
ством (30). Действительно, учитывая интеграл 2.4.14.1 из [18], получаем оценку

‖𝑄𝑘(𝑡;𝐵)‖⩽ ϒ
√
𝜋

Γ(𝑘/2)
sh1−𝑘 𝑡

∞̂

𝑡

(ch 𝑡−ch 𝑠)𝑘/2−1𝑒−𝜔𝑡 𝑑𝑠⩽ϒ
√
2 sh1/2−𝑘/2 𝑡 𝑄

𝑘/2−1/2
𝜔−1/2 (ch 𝑡), (32)

где 𝑄
𝑘/2−1/2
𝜔−1/2 (·) — присоединённая функция Лежандра второго рода, которая при 𝑡→+∞

стремится к нулю, поскольку при 𝑡→∞ главный член асимптотики функции 𝑄
𝑘/2−1/2
𝜔−1/2 (ch 𝑡)

имеет вид 𝑐0 ch
−𝜔−1/2 𝑡 с некоторой постоянной 𝑐0 (см., например, [20, § 7]).

В частности, если 𝐵 ∈R, 𝐵< 0, то 𝑇 (𝑡;𝐵)= 𝑒𝐵𝑡 и (см. интеграл 2.4.14.1 из [18])

𝑄𝑘(𝑡;𝐵)=−𝑖
√
2 exp

{︂
𝑘𝜋

2
𝑖

}︂
sh1/2−𝑘/2 𝑡𝑄

𝑘/2−1/2
−𝐵−1/2(ch 𝑡). (33)

Операторная функция 𝑄𝑘(𝑡;𝐵) представляет собой результат применения оператора пре-
образования T̂𝑘,0 к убывающей полугруппе 𝑇 (𝑡;𝐵) и называется присоединённой опера-
торной функцией Лежандра (ПОФЛ), а равенство (29) означает, что при 𝑞 = 0 функция
𝑢(𝑡)=𝑄𝑘(𝑡;𝐵)𝑣0 удовлетворяет уравнению (1). Таким образом, справедлива

Теорема 3 [8]. Пусть 𝑘 > 0, 𝑞=0, 𝑣0 ∈𝐷(𝐴) и оператор 𝐴 представим в виде 𝐴=𝐵2,
где 𝐵 — генератор 𝐶0-полугруппы 𝑇 (𝑡;𝐵), допускающей оценку (30) при 𝜔> |𝑘/2−1|. Тогда
определяемая равенством (31) функция 𝑢𝑘,0(𝑡)=𝑄𝑘(𝑡;𝐵)𝑣0 удовлетворяет уравнению (1).
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5. ОПЕРАТОР ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПО ИНДЕКСАМ 𝑘, 𝑞
ДЛЯ НЕПОЛНОЙ ЗАДАЧИ КОШИ

Построим далее оператор преобразования, с помощью которого по известному решению
𝑢𝑘,0(𝑡)=𝑄𝑘(𝑡;𝐵)𝑣0 определим решение 𝑢𝑘,𝑞(𝑡) уравнения (1) при 𝑞 > 0. Пусть

Ψ𝑘,𝑞𝑢(𝑡)= sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)𝑢(𝑡). (34)

В этом случае для определения оператора преобразования вместо равенств (6), (7) следует
соответственно использовать соотношения

𝐿−𝑘,2−𝑞Ψ𝑘,𝑞𝑢(𝑡)=Ψ𝑘,𝑞𝐿𝑘,𝑞𝑢(𝑡), (35)

𝐿𝑘,𝑞+2𝛼

(︂
1

sh(2𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︂𝛼
−
𝑢(𝑡)=

(︂
1

sh(2𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︂𝛼
−
𝐿𝑘,𝑞𝑢(𝑡), 𝛼∈R. (36)

Равенство (36) справедливо для экспоненциально убывающих функций 𝑢(𝑡). Таким об-
разом, определяемый формулой (34) оператор Ψ𝑘,𝑞 и определяемый равенством (26) при
𝑔(𝑡)= ch(2𝑡)/2 оператор (sh−1(2𝑡) 𝑑/𝑑𝑡)𝛼− осуществляют движение оператора 𝐿𝑘,𝑞 по второму
индексу. Пусть

T̂0,𝑞 𝑢(𝑡)=Ψ0,2−𝑞

(︂
1

sh(2𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︂−𝑞/2

−

𝑢(𝑡)

sh(2𝑡)
, (37)

тогда при 𝑘> 0, 𝑞 > 0 для экспоненциально убывающих функций 𝑢(𝑡) из соотношений (35),
(36) вытекает равенство

𝐿𝑘,𝑞 sh
−𝑘 𝑡 T̂0,𝑞 sh

𝑘 𝑡 𝑢(𝑡)= sh−𝑘 𝑡 T̂0,𝑞 sh
𝑘 𝑡 𝐿𝑘,0𝑢(𝑡), (38)

которое означает, что построен оператор преобразования

T̂𝑘,𝑞 =sh−𝑘 𝑡 T̂0,𝑞 sh
𝑘 𝑡 T̂𝑘,0, (39)

сплетающий операторы 𝐿𝑘,𝑞 и 𝑑2/𝑑𝑡2, т.е. для экспоненциально убывающих функций 𝑢(𝑡)
справедливо равенство

𝐿𝑘,𝑞 T̂𝑘,𝑞 𝑢(𝑡)= T̂𝑘,𝑞 𝑢
′′(𝑡). (40)

Действительно, в силу равенств (29), (37)–(40) имеем

𝐿𝑘,𝑞 T̂𝑘,𝑞 𝑢(𝑡)=𝐿𝑘,𝑞 sh
−𝑘 𝑡 T̂0,𝑞 sh

𝑘 𝑡 T̂𝑘,0 𝑢(𝑡)= sh−𝑘 𝑡 T̂0,𝑞 sh
𝑘 𝑡 𝐿𝑘,0 T̂𝑘,0 𝑢(𝑡)=

= sh−𝑘 𝑡 T̂0,𝑞 sh
𝑘 𝑡 T̂𝑘,0 𝑢

′′(𝑡)= T̂𝑘,𝑞 𝑢
′′(𝑡).

Как и в случае равенств (6), (7), (9), используя для оператора 𝐿𝑘,𝑞 представление (4),
соотношения (35), (36), (38) устанавливаются непосредственной проверкой.

6. НЕПОЛНАЯ ЗАДАЧА КОШИ

Равенство (40) означает, что при 𝑣0 ∈𝐷(𝐵2) функция

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)= T̂𝑘,𝑞 𝑇 (𝑡;𝐵)𝑣0=sh−𝑘 𝑡 T̂0,𝑞 sh
𝑘 𝑡 T̂𝑘,0 𝑇 (𝑡;𝐵)𝑣0=

=
21−𝑞/2

Γ(𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

∞̂

𝑡

(ch(2𝑠)−ch(2𝑡))𝑞/2−1 sh𝑘 𝑠𝑄𝑘(𝑠;𝐵)𝑣0 𝑑𝑠, (41)
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которую с учётом (31) можно также представить в виде

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)=
21−𝑞/2√𝜋

Γ(𝑘/2)Γ(𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)
×

×
∞̂

𝑡

(ch(2𝑠)−ch(2𝑡))𝑞/2−1 sh 𝑠

∞̂

𝑠

(ch 𝜏−ch 𝑠)𝑘/2−1𝑇 (𝜏 ;𝐵)𝑣0 𝑑𝜏 𝑑𝑠=

=
21−𝑞/2√𝜋

Γ(𝑘/2)Γ(𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

∞̂

𝑡

𝑇 (𝜏 ;𝐵)𝑣0

𝜏ˆ

𝑡

sh 𝑠(ch 𝜏−ch 𝑠)𝑘/2−1(ch(2𝑠)−ch(2𝑡))𝑞/2−1 𝑑𝑠 𝑑𝜏, (42)

удовлетворяет уравнению (1), поскольку в силу (40)

𝐿𝑘,𝑞𝑢𝑘,𝑞(𝑡)=𝐿𝑘,𝑞 T̂𝑘,𝑞 𝑇 (𝑡;𝐵)𝑣0= T̂𝑘,𝑞 𝑇
′′(𝑡)𝑣0=𝐵2 T̂𝑘,𝑞 𝑇 (𝑡;𝐵)𝑣0=𝐴𝑢𝑘,𝑞(𝑡).

Так же как и в (20), внутренний интеграл в представлении (42) можно вычислить, и
тогда решение уравнения (1) запишется как

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)=
21−𝑘/2−𝑞/2√𝜋

Γ(𝑘/2+𝑞/2) ch𝑘/2 𝑡 sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)
×

×
∞̂

𝑡

(ch(2𝜏)−ch(2𝑡))𝑘/2+𝑞/2−1
2𝐹1

(︂
𝑘

2
+𝑞−1,

𝑘

2
;
𝑘+𝑞

2
;
ch 𝑡−ch 𝜏

2 ch 𝑡

)︂
𝑇 (𝜏 ;𝐵)𝑣0 𝑑𝜏. (43)

Как уже было отмечено, главный член асимптотики функции 𝑄
𝑘/2−1/2
𝜔−1/2 (ch 𝑡) имеет вид

𝑐0 ch
−𝜔−1/2 𝑡 с некоторой постоянной 𝑐0, поэтому при 𝜔>max{𝑘/2+𝑞−2, |1−𝑘/2|}, как следует

из представления (20) и соотношений (12), (13), функция 𝑢𝑘,𝑞(𝑡) удовлетворяет предельным
равенствам

lim
𝑡→∞

‖𝑢(𝑡)‖= lim
𝑡→∞

‖𝑢′(𝑡)‖= lim
𝑡→∞

‖𝑢′′(𝑡)‖=0.

Выясним теперь, какому начальному условию при 𝑡=0 удовлетворяет функция (43). Если
0<𝑘+𝑞<1, 𝑣0∈𝐸, то в силу оценки (32) и теоремы Лебега после очевидных преобразований
получим

lim
𝑡→0

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)= lim
𝑡→0

21−𝑘/2−𝑞/2√𝜋 𝑡
Γ(𝑘/2+𝑞/2) ch𝑘/2 𝑡 sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

∞̂

1

(ch(2𝑡𝜉)−ch(2𝑡))𝑘/2+𝑞/2−1×

×2𝐹1

(︂
𝑘

2
+𝑞−1,

𝑘

2
;
𝑘+𝑞

2
;
ch 𝑡−ch(𝑡𝜉)

2 ch 𝑡

)︂
𝑇 (𝑡𝜉;𝐵)𝑣0 𝑑𝜉=

=
21−𝑞√𝜋

Γ(𝑘/2+𝑞/2)

∞̂

1

(𝜉2−1)𝑘/2+𝑞/2−1𝑣0 𝑑𝜉=
Γ(1/2−𝑘/2−𝑞/2)

2𝑞
𝑣0.

Таким образом, справедлива следующая
Теорема 4. Пусть 𝑘 > 0, 𝑞 > 0, 𝑘+𝑞 < 1 и оператор 𝐴 представим в виде 𝐴=𝐵2, где

𝐵 — генератор 𝐶0-полугруппы 𝑇 (𝑡;𝐵), допускающей оценку (30) при 𝜔> 1−𝑘/2. Тогда при
любом выборе 𝑢0 ∈𝐷(𝐴) функция

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)=
2𝑞/2+1

Γ(𝑞/2)Γ(1−𝑘/2−𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

∞̂

𝑡

(ch(2𝑠)−ch(2𝑡))𝑞/2−1 sh𝑘 𝑠𝑄𝑘(𝑠;𝐵)𝑢0 𝑑𝑠
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является решением уравнения (1), удовлетворяющим условиям

𝑢(0)=𝑢0, lim
𝑡→∞

‖𝑢(𝑡)‖= lim
𝑡→∞

‖𝑢′(𝑡)‖= lim
𝑡→∞

‖𝑢′′(𝑡)‖=0.

Далее при 𝑘 > 0, 𝑞 > 0, 𝑘+ 𝑞 ⩾ 1 для 𝑣0 ∈𝐷(𝐴) аналогично найдём предел при 𝑡→ 0
производной функции 𝑢𝑘,𝑞(𝑡) с весом 𝑡𝑘+𝑞. Имеем

lim
𝑡→0

𝑡𝑘+𝑞𝑢′𝑘,𝑞(𝑡)=
21−𝑞√𝜋

Γ(𝑘/2+𝑞/2)
lim
𝑡→0

𝑡𝑘+𝑞 𝑑

𝑑𝑡

∞̂

1

(𝜉2−1)𝑘/2+𝑞/2−1𝑇 (𝑡𝜉;𝐵)𝑣0 𝑑𝜉=

=
21−𝑞√𝜋

(𝑘+𝑞)Γ(𝑘/2+𝑞/2)
lim
𝑡→0

𝑡𝑘+𝑞+1

∞̂

1

(𝜉2−1)𝑘/2+𝑞/2𝑇 (𝑡𝜉;𝐵)𝐵2𝑣0 𝑑𝜉.

Предел последнего интеграла, с учётом существования дробной степени у оператора −𝐵
(см., например, [14, с. 96]), был найден в [8], в результате получим

lim
𝑡→0

𝑡𝑘+𝑞𝑢′𝑘,𝑞(𝑡)=−2𝑘/2Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2)(−𝐵)1−𝑘−𝑞𝑣0.

На основании предыдущих рассуждений справедливо следующее утверждение.
Теорема 5. Пусть 𝑘>0, 𝑞>0, 𝑘+𝑞⩾1, оператор 𝐴 представим в виде 𝐴=𝐵2, где 𝐵 —

генератор 𝐶0-полугруппы 𝑇 (𝑡;𝐵), допускающей оценку (30) при 𝜔>max{𝑘/2+𝑞−2, |1−𝑘/2|},
и, кроме того, 𝑢1 ∈𝐷((−𝐵)𝑘+𝑞+1). Тогда функция

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)=
21−𝑞/2−𝑘

Γ(𝑞/2)Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)
×

×
∞̂

𝑡

(ch(2𝑠)−ch(2𝑡))𝑞/2−1 sh𝑘 𝑠𝑄𝑘(𝑠;𝐵)(−𝐵)𝑘+𝑞−1𝑢1 𝑑𝑠 (44)

является решением уравнения (1), удовлетворяющим условиям

lim
𝑡→0

𝑡𝑘𝑢′(𝑡)=𝑢1, lim
𝑡→∞

‖𝑢(𝑡)‖= lim
𝑡→∞

‖𝑢′(𝑡)‖= lim
𝑡→∞

‖𝑢′′(𝑡)‖=0. (45)

Пример 2. Пусть 𝑘> 0, 𝑞=2 и оператор 𝐴 представим в виде 𝐴=𝐵2, где 𝐵 — генера-
тор 𝐶0-полугруппы 𝑇 (𝑡;𝐵), допускающей оценку (30) при 𝜔>max{𝑘/2, |1−𝑘/2|}. Тогда по
формуле (44) после вычисления внутреннего интеграла будем иметь

𝑢𝑘,2(𝑡)=

√
𝜋

Γ(𝑘/2) sh𝑘 𝑡 sh(2𝑡)

∞̂

𝑡

𝑇 (𝜏 ;𝐵)𝑣0

𝜏ˆ

𝑡

sh 𝑠(ch 𝜏−ch 𝑠)𝑘/2−1 𝑑𝑠 𝑑𝜏 =

=

√
𝜋

Γ(𝑘/2+1) sh𝑘 𝑡 sh(2𝑡)

∞̂

𝑡

(ch 𝜏−ch 𝑡)𝑘/2𝑇 (𝜏 ;𝐵)𝑣0 𝑑𝜏 =
1

2 ch 𝑡
𝑄𝑘+2(𝑡;𝐵)𝑣0, (46)

где 𝑄𝑘+2(𝑡;𝐵) — ПОФЛ (см. (11)),

𝑣0=− (−𝐵)𝑘+1𝑢1

2𝑘/2+1Γ(𝑘/2+3/2)
. (47)

Функция (46) является решением задачи (1), (45).
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Пример 3. Пусть 𝑘>0, 𝑞>0, 𝑘+𝑞⩾1, 𝐵∈R, 𝐵<−max{𝑘/2+𝑞−2, |1−𝑘/2|}, 𝑇 (𝑡;𝐵)=𝑒𝐵𝑡,
тогда ПОФЛ имеет вид (см. (33))

𝑄𝑘(𝑡;𝐵)=𝜇𝑘 sh
1/2−𝑘/2 𝑡𝑄

𝑘/2−1/2
−𝐵−1/2(ch 𝑡), 𝜇𝑘 =−𝑖

√
2 exp

{︂
𝑘𝜋

2
𝑖

}︂
.

Учитывая интеграл 2.18.4.3 из [16], после очевидных преобразований из равенств (41),
(47) получаем

𝑢𝑘,𝑞(𝑡)=
21−𝑞/2𝜇𝑘

Γ(𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

∞̂

𝑡

(ch(2𝑠)−ch(2𝑡))𝑞/2−1 sh𝑘/2+1/2 𝑠𝑄
𝑘/2−1/2
−𝐵−1/2(ch 𝑠)𝑣0 𝑑𝑠=

=
𝜇𝑘

Γ(𝑞/2) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1(2𝑡)

∞̂

𝑡

(𝜉2−ch2 𝑡)𝑞/2−1(𝜉2−1)𝑘/4−1/4𝑄
𝑘/2−1/2
−𝐵−1/2(𝜉)𝑣0 𝑑𝜉=

=− Γ(−𝐵/2−𝑘/4+1/2)Γ(−𝐵/2−𝑘/4−𝑞/2+1)

23𝑘/2+𝑞Γ(𝑘/2+𝑞/2+1/2)Γ(1−𝐵) sh𝑘 𝑡 sh𝑞−1 2𝑡 ch𝑘/2−𝑞−𝐵+1 𝑡
×

×2𝐹1(−𝐵/2−𝑘/4+1/2,−𝐵/2−𝑘/4−𝑞/2+1; 1−𝐵; ch−2 𝑡)(−𝐵)𝑘+𝑞−1𝑢1. (48)

Функция (48) является решением задачи (1), (45).
В частном случае если в уравнении (1) 𝑘= 𝑞=2, 𝐵 <−1, то решение задачи (1), (45)

имеет вид

𝑢2,2(𝑡)=
𝐵2(𝐵 sh 𝑡−ch 𝑡)

3(𝐵2−1) sh2 𝑡 sh(2𝑡)
𝑒𝐵𝑡𝑢1.
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Using the concept of a fractional integral of a function over another function, transformation operators
are constructed that make it possible to prove the solvability of initial problems for the abstract singular
Legendre equation containing two parameters. Examples are given.
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