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ВВЕДЕНИЕ

Пусть Ω ⊂ R𝑛 — область с границей 𝜕Ω из класса 𝐶∞, 𝑄 = Ω× (0, 𝑇 ) = {(𝑥, 𝑡) : 𝑥 ∈ Ω,
𝑡∈ (0, 𝑇 ), 𝑇 > 0}. Рассмотрим задачу для модифицированного уравнения Буссинеска

(𝜆−Δ)𝑢𝑡𝑡−𝛼2Δ𝑢+𝑢3=0, (𝑥, 𝑡)∈𝑄, (1)

с однородным краевым условием Неймана
𝜕𝑢

𝜕𝑛
(𝑥, 𝑡)= 0, (𝑥, 𝑡)∈ 𝜕Ω×(0, 𝑇 ) (2)

и начальными условиями

𝑢(𝑥, 0)=𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0)=𝑢1(𝑥), 𝑥∈Ω, (3)

где 𝜆, 𝛼∈R, 𝜕𝑢/𝜕𝑛 — производная по направлению внешней нормали к границе 𝜕Ω.
Уравнением (1) описывается, например, процесс колебаний поверхности на “мелкой во-

де” [1], тогда функция 𝑢= 𝑢(𝑥, 𝑡) определяет высоту волны, а параметр 𝜆 характеризует
капиллярные эффекты. В работе [2] доказывается существование единственного глобаль-
ного решения задачи Коши для обобщённого модифицированного уравнения Буссинеска в
невырожденном случае (с параметрами 𝜆= 1, 𝛼= 1). В статье [3] на основе другой моди-
фикации уравнения Буссинеска описывается распространение уединённых продольных волн
деформации в тонком упругом стержне. Уравнение (1) находит применение и в релятивист-
кой квантовой механике — в [4] оно рассматривается как полевое уравнение нелинейной
классической мезонной теории. Уравнение (1) относится к классу нелинейных уравнений со-
болевского типа [5] или, в другой терминологии, к уравнениям, неразрешённым относительно
старшей производной по времени [6].

В данной работе используется метод, хорошо зарекомендовавший себя при исследовании
нелинейных уравнений соболевского типа первого порядка [7].
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1. МЕТОД ФАЗОВОГО ПРОСТРАНСТВА

На основе теории относительно спектрально ограниченных операторов, разработанной
Г.А. Свиридюком и его учениками [8, 9], в работе [10] показано, что, задав операторы
𝐿=𝜆−Δ, 𝑀 =𝛼2Δ, 𝑁(𝑢)=𝑢3 в специально подобранных банаховых пространствах, можно
представить задачу (1)–(3) как задачу Коши с условиями

𝑢(0)=𝑢0, 𝑢̇(0)=𝑢1 (4)

для операторно-дифференциального уравнения [11] вида

𝐿𝑢̈+𝑀𝑢+𝑁(𝑢)= 0, (5)

где 𝑢̇, 𝑢̈ — первая и вторая производные по переменной 𝑡.
Затем, используя метод фазового пространства [12], доказана теорема о существовании

единственного локального решения этой задачи [11]. Пусть U, F — банаховы пространства,
оператор 𝐿 ∈ ℒ(U;F) (т.е. линейный и непрерывный), а оператор 𝑀 ∈ 𝒞𝑙(U;F) (линейный,
замкнутый и плотно определённый). Множество

𝜌𝐿(𝑀)= {𝜇∈C : (𝜇𝐿−𝑀)−1 ∈ℒ(F;U)}

называется резольвентным множеством оператора 𝑀 относительно оператора 𝐿 (или 𝐿-ре-
зольвентным множеством оператора 𝑀). Множество C∖𝜌𝐿(𝑀)=𝜎𝐿(𝑀) называется спек-
тром оператора 𝑀 относительно оператора 𝐿 (или 𝐿-спектром оператора 𝑀).

Оператор-функции (𝜇𝐿−𝑀)−1, 𝑅𝐿
𝜇 =(𝜇𝐿−𝑀)−1𝐿, 𝐿𝐿

𝜇 =𝐿(𝜇𝐿−𝑀)−1 с областью определе-
ния 𝜌𝐿(𝑀) называются, соответственно, резольвентой, правой резольвентой, левой резольвен-
той оператора 𝑀 относительно оператора 𝐿 (или 𝐿-резольвентой, правой 𝐿-резольвентой,
левой 𝐿-резольвентой оператора 𝑀).

Оператор 𝑀 называется (𝐿, 𝜎)-ограниченным, если существует такое 𝑎 > 0 для любого
𝜇∈C, что при |𝜇|>𝑎 выполняется 𝜇∈ 𝜌𝐿(𝑀).

Пусть оператор 𝑀 (𝐿, 𝜎)-ограничен. Тогда операторы

𝑃 =
1

2𝜋𝑖

ˆ

Γ

𝑅𝐿
𝜆 (𝑀) 𝑑𝜆 и 𝑄=

1

2𝜋𝑖

ˆ

Γ

𝐿𝐿
𝜆 (𝑀) 𝑑𝜆

являются проекторами, соответственно, в пространствах U и F [12]. Здесь Γ= {𝜆∈C : |𝜆|=
= 𝑟 >𝑎}.

Определение. Множество P называется фазовым пространством уравнения (5), если:
1) для любых (𝑢0, 𝑢1)∈𝑇P (касательного расслоения P) существует единственное решение

задачи (4), (5);
2) любое решение 𝑢=𝑢(𝑡) уравнения (5) лежит в P как траектория.
Запись (𝑢0, 𝑢1)∈𝑇P следует понимать как 𝑢0 ∈P и (𝑢0, 𝑢1)∈𝑇𝑢0P.
Пусть ker𝐿 ̸= {0} и оператор 𝑀 (𝐿, 0)-ограничен, тогда в силу теоремы о расщеплении

[12] уравнение (5) можно редуцировать к эквивалентной ему системе уравнений{︃
0= (I−𝑄)(𝑀+𝑁)(𝑢),

𝑢̈1=𝐿−1
1 𝑄(𝑀+𝑁)(𝑢),

где 𝑢1=𝑃𝑢. Тогда фазовым пространством P уравнения (5) является множество

P= {𝑢∈U : (I−𝑄)(𝑀+𝑁)(𝑢)= 0}.

Таким образом, в работе [10] было доказано существование единственного локального
решения (4), (5).
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Лемма [13, § 1.2]. Если 𝑓 ∈𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑋) и 𝑓 ∈𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑋), 1⩽ 𝑝⩽+∞, 𝑋 — банахово про-
странство, то 𝑓 (после, быть может, изменения на множестве меры нуль из интервала
(0, 𝑇 )) будет непрерывным отображением [0, 𝑇 ]→𝑋.

2. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ

В работе [14] подробно изучен случай с условиями Дирихле. Для начала рассмотрим
абстрактную задачу (4), (5). Для решения нам понадобятся несколько функциональных
пространств. Пусть 𝐻 =(𝐻, ⟨·, ·⟩) — вещественное сепарабельное гильбертово пространство.
Зададим дуальные пары рефлексивных банаховых пространств (U,U*) и (𝐿𝑝, 𝐿𝑞) относитель-
но двойственности ⟨·, ·⟩ такие, что имеет место цепочка плотных и непрерывных вложений

U →˓𝐿𝑝 →˓𝐻 →˓𝐿𝑞 →˓U*. (6)

Зададим пространства распределений 𝐿∞(0, 𝑇 ;U) и 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑞(Ω)). Сопряжённые им
пространства строятся по теореме Данфорда–Петтиса

(𝐿∞(0, 𝑇 ;U))*≃𝐿1(0, 𝑇 ;U*) и (𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)))*≃𝐿1(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)).

В заданных пространствах определим операторы 𝐿, 𝑀 , 𝑁 , удовлетворяющие условиям:
(С1) 𝐿∈ℒ(U,U*) — самосопряжённый, неотрицательно определённый, фредгольмов;
(С2) 𝑀 ∈ℒ(U,U*) — самосопряжённый, неотрицательно определённый;
(С3) 𝑁 ∈𝐶𝑟(𝐿𝑝, 𝐿𝑞), 𝑟⩾ 1, — 𝑠-монотонный, 𝑝-коэрцитивный, однородный порядка 𝑝−1

с симметричной производной Фреше.
В силу условия (C3) оператор 𝑁 удовлетворяет равенству

𝑑

𝑑𝑡
⟨𝑁(𝑥), 𝑥⟩= 𝑝⟨𝑁(𝑥), 𝑥̇⟩.

Пусть 𝜆𝑘 — собственные значения задачи с условием (2) для оператора −Δ, зануме-
рованные по невозрастанию с учётом кратности, а 𝜙𝑘 — соответствующие им собственные
функции. Кроме того, линейная оболочка span{𝜙1, 𝜙2, . . . , 𝜙𝑚} при 𝑚→∞ плотна в U и
ортонормирована (в смысле скалярного произведения в 𝐻).

Теорема 1. Пусть выполнены условия (С1)–(С3), (𝑢0, 𝑢1) ∈ 𝑇P, 𝑢0 ∈ U∩𝐿𝑝, 𝑢1 ∈ U∩
∩ coim𝐿. Тогда существует решение 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи (1)–(3) такое, что 𝑢∈𝐿∞(0, 𝑇 ;U∩𝐿𝑝(Ω))
и 𝑢̇∈𝐿∞(0, 𝑇 ;U∩coim𝐿).

Доказательство. Символом 𝐶 будем обозначать, вообще говоря, разные константы.
Решение задачи (4), (5) будем искать в виде приближения Галёркина [13, § 1.4]

𝑢𝑚(𝑡)=

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑎𝑚𝑘 (𝑡)𝜙𝑘. (7)

Коэффициенты 𝑎𝑚𝑘 (𝑡) найдём из системы алгебро-дифференциальных уравнений

⟨𝐿𝑢̈𝑚, 𝜙𝑘⟩+⟨𝑀𝑢𝑚, 𝜙𝑘⟩+⟨𝑁(𝑢𝑚), 𝜙𝑘⟩=0, 𝑘=1,𝑚. (8)

⟨𝑢𝑚(0), 𝜙𝑘⟩= ⟨𝑢0, 𝜙𝑘⟩=𝛽𝑚𝑘 , ⟨𝑢̇𝑚(0), 𝜙𝑘⟩= ⟨𝑢1, 𝜙𝑘⟩= 𝛾𝑚𝑘 , 𝑘=1,𝑚, (9)

причём 𝑢𝑚0 =
∑︀𝑚

𝑘=1 𝛽
𝑚
𝑘 𝜙𝑘 →𝑢0 в U при 𝑚→∞ и 𝑢𝑚1 =

∑︀𝑚
𝑘=1 𝛾

𝑚
𝑘 𝜙𝑘 →𝑢1 в U при 𝑚→∞.

В силу классических результатов существует единственное локальное решение 𝑢𝑚 =
=𝑢𝑚(𝑠, 𝑡), 𝑡∈ [0, 𝑡𝑚].
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Получим априорные оценки. Умножение уравнения (8) на 𝑎̇𝑚𝑘 (𝑡) (𝑘=1,𝑚) и суммирование
по 𝑘 от 1 до 𝑚 даёт

⟨𝐿𝑢̈𝑚, 𝑢̇𝑚⟩+⟨𝑀𝑢𝑚, 𝑢̇𝑚⟩+⟨𝑁(𝑢𝑚), 𝑢̇𝑚⟩=0. (10)

Введём в пространстве coim𝐿∩U норму |𝑢̇|2 = ⟨𝐿𝑢̇, 𝑢̇⟩; в силу принципа Куранта она
эквивалента норме в пространстве U.

Используя самосопряжённость операторов 𝐿, 𝑀 , получаем

2⟨𝐿𝑢̈𝑚, 𝑢̇𝑚⟩= 𝑑

𝑑𝑡
⟨𝐿𝑢̇𝑚, 𝑢̇𝑚⟩, 2⟨𝑀𝑢𝑚, 𝑢̇𝑚⟩= 𝑑

𝑑𝑡
⟨𝑀𝑢𝑚, 𝑢𝑚⟩.

В силу условия (C3)

𝑝⟨𝑁(𝑢𝑚), 𝑢̇𝑚⟩= 𝑑

𝑑𝑡
⟨𝑁(𝑢𝑚), 𝑢𝑚⟩.

Тогда уравнение (10) примет вид

𝑑

𝑑𝑡

[︂
|𝑢̇𝑚|2+⟨𝑀𝑢𝑚, 𝑢𝑚⟩+ 2

𝑝
⟨𝑁(𝑢𝑚), 𝑢𝑚⟩

]︂
=0.

Проинтегрируем его левую часть на отрезке [0, 𝑡], 𝑡⩽ 𝑡𝑚:

|𝑢̇𝑚|2+⟨𝑀𝑢𝑚, 𝑢𝑚⟩+ 2

𝑝
⟨𝑁(𝑢𝑚), 𝑢𝑚⟩= |𝑢𝑚1 |2+⟨𝑀𝑢𝑚0 , 𝑢

𝑚
0 ⟩+ 2

𝑝
⟨𝑁(𝑢𝑚0 ), 𝑢𝑚0 ⟩, (11)

|𝑢̇𝑚|2+⟨𝑀𝑢𝑚, 𝑢𝑚⟩+𝐶𝑁
2

𝑝
‖𝑢𝑚‖𝑝𝐿𝑝 ⩽ |𝑢𝑚1 |2+⟨𝑀𝑢𝑚0 , 𝑢

𝑚
0 ⟩+𝐶𝑁 2

𝑝
‖𝑁(𝑢𝑚0 )‖𝑝−1

𝐿𝑞 ⩽

⩽ |𝑢𝑚1 |2+⟨𝑀𝑢𝑚0 , 𝑢
𝑚
0 ⟩+𝐶𝑁 2

𝑝
‖𝑁(𝑢𝑚0 )‖𝑝−1

𝐿𝑞 . (12)

Отсюда, в частности, следует
|𝑢̇𝑚|2⩽𝐶.

Так как правая часть неравенства (12) ограничена, то имеет место неравенство

|𝑢̇𝑚|2+⟨𝑀𝑢𝑚, 𝑢𝑚⟩+𝐶𝑁
2

𝑝
‖𝑢𝑚‖𝑝𝐿𝑝 ⩽𝐶.

Константа 𝐶 не зависит от 𝑡𝑚 и, следовательно, 𝑡𝑚=𝑇 .
Замечание. Последовательности 𝑢𝑚 и 𝑢̇𝑚 ограничены, соответственно, в пространствах

𝐿∞(0, 𝑇 ;U∩𝐿𝑝) и 𝐿∞(0, 𝑇 ; coim𝐿), являющихся сопряжёнными пространствами для сепа-
рабельных банаховых пространств 𝐿1(0, 𝑇 ;U*∪𝐿𝑞) и 𝐿1(0, 𝑇 ;U*). Поэтому из них можно
выбрать *-слабо сходящиеся подпоследовательности 𝑢𝑚𝑙 и 𝑢̇𝑚𝑙 такие, что

𝑢𝑚𝑙 →𝑢 *-слабо в 𝐿∞(0, 𝑇 ;U∩𝐿𝑝), 𝑢̇𝑚𝑙 → 𝑢̇ *-слабо в 𝐿∞(0, 𝑇 ; coim𝐿).

При этом 𝑢̇𝑚𝑙 понимается как обобщённая производная в пространстве распределений.
Поскольку оператор 𝑁 𝑝-коэрцитивен, т.е.

⟨𝑁(𝑢𝑚), 𝑢𝑚⟩⩽ ‖𝑁(𝑢𝑚)‖𝐿𝑞‖𝑢𝑚‖𝐿𝑝 ⩽𝐶𝑁‖𝑢𝑚‖𝑝−1
𝐿𝑝 ‖𝑢𝑚‖𝐿𝑝 =𝐶𝑁‖𝑢𝑚‖𝑝𝐿𝑝 ,

и, следовательно, 𝑁(𝑢𝑚) ограничены в пространстве 𝐿𝑞(0, 𝑇 ;U*∪𝐿𝑞), то 𝑁(𝑢𝑚𝑙)→ 𝑔 слабо
в 𝐿𝑞(0, 𝑇 ;U*∪𝐿𝑞).

Покажем, что 𝑁(𝑢)= 𝑔. Из монотонности оператора 𝑁 следует, что

𝑈𝑚𝑙 = ⟨𝑁(𝑢𝑚𝑙)−𝑁(𝑧), 𝑢𝑚𝑙 −𝑧⟩⩾ 0, 𝑧 ∈𝐿𝑝(0, 𝑇 ;U∩𝐿𝑝).

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 8 2024



1080 ЗАМЫШЛЯЕВА, БЫЧКОВ

Из формулы (11) имеем

𝑈𝑚𝑙=|𝑢𝑚𝑙
1 |2−|𝑢̇𝑚𝑙 |2+⟨𝑀𝑢𝑚𝑙

0 ,𝑢𝑚𝑙
0 ⟩−⟨𝑀𝑢𝑚𝑙 ,𝑢𝑚𝑙⟩+2

𝑝
⟨𝑁(𝑢𝑚𝑙

0 ),𝑢𝑚𝑙
0 ⟩− 2

𝑝
⟨𝑁(𝑢𝑚𝑙),𝑧⟩−⟨𝑁(𝑧),𝑢𝑚𝑙−𝑧⟩.

В силу свойств слабо сходящихся последовательностей lim inf |𝑢𝑚𝑙(𝑡)|2⩾ |𝑢(𝑡)|2, поэтому

lim sup𝑈𝑚𝑙 ⩽ ⟨𝑔, 𝑢⟩−⟨𝑔, 𝑧⟩−⟨𝑁(𝑧), 𝑢−𝑧⟩,

откуда
⟨𝑔, 𝑢⟩−⟨𝑔, 𝑧⟩−⟨𝑁(𝑧), 𝑢−𝑧⟩⩾ 0.

Положим 𝑧=𝑢−ℎ𝑤, ℎ> 0, 𝑤∈𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝐵), тогда

⟨𝑔−𝑁(𝑢−ℎ𝑤), ℎ𝑤⟩⩾ 0, ⟨𝑔−𝑁(𝑢−ℎ𝑤), 𝑤⟩⩾ 0.

Устремив ℎ→ 0, в силу непрерывности 𝑁 и теоремы Лебега о мажорирующей последова-
тельности, получим

⟨𝑔−𝑁(𝑢), 𝑤⟩⩾ 0.

В силу произвольности выбора 𝑤 заключаем, что 𝑔=𝑁(𝑢).
Теперь можно перейти почленно к пределу в равенстве (8), устремляя 𝑚𝑙 к бесконечности.

Для фиксированного 𝑘 и 𝑚𝑙>𝑘 получим

⟨𝐿𝑢̈𝑚𝑙 , 𝜙𝑘⟩+⟨𝑀𝑢𝑚𝑙 , 𝜙𝑘⟩+⟨𝑁(𝑢𝑚𝑙), 𝜙𝑘⟩=0,

отсюда выводим
𝑑2

𝑑𝑡2
⟨𝐿𝑢, 𝜙𝑘⟩+⟨𝑀𝑢,𝜙𝑘⟩+⟨𝑁(𝑢), 𝜙𝑘⟩=0.

Ввиду плотности системы функций {𝜙𝑘}𝑚𝑘=1 в пространстве U при 𝑚→∞ и произвольности
выбора 𝜙𝑘 для произвольного 𝑣 ∈U имеет место равенство

𝑑2

𝑑𝑡2
⟨𝐿𝑢, 𝑣⟩+⟨𝑀𝑢, 𝑣⟩+⟨𝑁(𝑢), 𝑣⟩=0.

В силу разложения начальных функций в ряд заключаем, что 𝑢𝑚𝑙(0) = 𝑢0𝑙 → 𝑢0 слабо
в U, в силу сформулированного замечания — 𝑢𝑚𝑙(0)→ 𝑢(0) в U, следовательно, 𝑢(0) = 𝑢0.
В силу замечания также имеем

⟨𝑢̈𝑚𝑙 , 𝜙𝑘⟩→ ⟨𝑢̈, 𝜙𝑘⟩ *-слабо в 𝐿∞(0, 𝑇 )

и, следовательно, с учётом леммы получим

⟨𝑢̇𝑚𝑙(0), 𝜙𝑘⟩→ ⟨𝑢̇(𝑡), 𝜙𝑘⟩|𝑡=0= ⟨𝑢̇(0), 𝜙𝑘⟩.

С другой стороны, в силу разложения начальных функций в ряд имеет место сходимость

⟨𝑢̇𝑚𝑙(0), 𝜙𝑘⟩→ ⟨𝑢1, 𝜙𝑘⟩,

откуда для любого 𝑘
⟨𝑢̇(0), 𝜙𝑘⟩= ⟨𝑢1, 𝜙𝑘⟩.

Таким образом, функция 𝑢= 𝑢(𝑠, 𝑡) удовлетворяет уравнению (5) и начальным услови-
ям (4). Теорема доказана.
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3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ (1)–(3)

Приведём задачу (1)–(3) к задаче (4), (5), выбрав в качестве гильбертова пространства

𝐻0(Ω)=

{︂
𝑢∈𝐿2(Ω):

𝜕𝑢

𝜕𝑛
(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

=0

}︂
со скалярным произведением в 𝐿2(Ω). Положим U =𝐻1(Ω), U* =𝐻−1(Ω). Тогда цепочка
плотных и непрерывных вложений (6) из п. 2 имеет место.

Определим оператор 𝐿 : U→U* формулой

⟨𝐿𝑢, 𝑣⟩=
ˆ

Ω

(𝑢𝑣+∇𝑢∇𝑣) 𝑑𝑥.

Условие (C1) будет выполняться при 𝜆⩾𝜆1.
Условие (C2) будет выполняться, если оператор 𝑀 : U→U* определить как

⟨𝑀𝑢, 𝑣⟩=𝛼2
ˆ

Ω

∇𝑢∇𝑣 𝑑𝑥.

Определим оператор 𝑁(𝑢) : 𝐿4→𝐿4/3 следующим образом:

⟨𝑁(𝑢), 𝑣⟩=
ˆ

Ω

𝑢3𝑣 𝑑𝑥.

Его производная Фреше

|⟨𝑁 ′
𝑢𝑣, 𝑤⟩|=3

⃒⃒⃒⃒ ˆ
Ω

𝑢2𝑣𝑤 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⩾𝐶‖𝑢‖𝐿2‖𝑣‖𝐿4‖𝑤‖𝐿4

симметрична, однородна (порядка 3) и ограничена в силу неравенства Гёльдера.
Оператор 𝑁 𝑠-монотонен:

⟨𝑁 ′
𝑢(𝑣), 𝑣⟩=3

ˆ

Ω

𝑢2𝑣2 𝑑𝑥⩾ 0

и 4-коэрцитивен:

⟨𝑁(𝑢), 𝑢⟩=
ˆ

Ω

𝑢3𝑢 𝑑𝑥= ‖𝑢‖4𝐿4 , ⟨𝑁(𝑢), 𝑣⟩=
ˆ

Ω

𝑢3𝑣 𝑑𝑥= ‖𝑢‖3𝐿4‖𝑣‖𝐿4 .

Таким образом, условие (C3) выполняется. Справедлива
Теорема 2. Пусть 𝜆 ∈ [𝜆1,+∞), (𝑢0, 𝑢1) ∈ 𝑇P, 𝑢0 ∈𝐻1

0 (Ω)∩𝐿4(Ω), 𝑢1 ∈ 𝐿2(Ω)∩ coim𝐿.
Тогда существует решение 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи (1)–(3) такое, что

𝑢∈𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻1
0 (Ω)∩𝐿4(Ω)) и 𝑢̇∈𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)∩coim𝐿). (13)

Кроме того, имеет место
Теорема 3. Пусть 𝜆 ∈ [𝜆1,+∞), (𝑢0, 𝑢1) ∈ 𝑇P, 𝑢0 ∈𝐻1

0 (Ω)∩𝐿4(Ω), 𝑢1 ∈ 𝐿2(Ω)∩ coim𝐿.
Тогда решение 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи (1)–(3), удовлетворяющее условиям (13), единственно.
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Доказательство. Пусть 𝑢 и 𝑣 — два различных решения задачи (1)–(3), обозначим
𝑤=𝑢−𝑣. Тогда уравнение (1) примет вид

𝐿𝑤𝑡𝑡+𝑀𝑤= 𝑣3−𝑢3,

а начальные условия станут однородными:

𝑤(𝑥, 0)=0, 𝑤𝑡(𝑥, 0)=0, 𝑤∈Ω. (14)

Вместо стандартных норм пространств 𝐿2(Ω) и 𝐻1
0 (Ω) будем применять им эквивалент-

ные, определённые по формулам

|𝑤̇|2𝐿2(Ω)= ⟨𝐿𝑤̇, 𝑤̇⟩, |𝑤|2𝐻1
0
= ⟨𝛼−2∇𝑤,∇𝑤⟩, 𝑑

𝑑𝑡

[︁
|𝑤̇|2𝐿2 + |𝑤|2𝐻1

0

]︁
=2⟨(𝑣)3−(𝑢)3, 𝑤̇𝑚⟩. (15)

Очевидно, что

2⟨𝑣3−𝑢3, 𝑤̇𝑚⟩⩽ 6
ˆ

Ω

sup(|𝑢|2, |𝑣|2)|𝑤| |𝑤̇| 𝑑𝑥.

Оценим правую часть этого неравенства, используя неравенство Гёльдера:
ˆ

Ω

sup(|𝑢|2, |𝑣|2)|𝑤| |𝑤̇| 𝑑𝑥⩽𝐶(‖|𝑢|2‖𝐿4 +‖|𝑣|2‖𝐿4)‖𝑤‖𝐿4‖𝑤̇‖𝐿2 ,

и далее используя теоремы вложения и свойства нормы:

𝐶(‖|𝑢|2‖𝐿4 +‖|𝑣|2‖𝐿4)‖𝑤‖𝐿4 |𝑤̇|𝐿2 ⩽𝐶(|𝑢|2𝐿4 + |𝑣|2𝐿4)|𝑤|𝐻1
0
|𝑤̇|𝐿2 ⩽𝐶|𝑤|𝐻1 |𝑤̇|𝐿2 ⩽ 2𝐶(|𝑤|2𝐻1

0
+ |𝑤̇|2𝐿2).

С учётом (15) получим

[︁
|𝑤̇|2𝐿2 + |𝑤|2𝐻1

0

]︁
⩽ 2𝐶

𝑡ˆ

0

(︁
|𝑤|2𝐻1

0
+ |𝑤̇|2𝐿2

)︁
𝑑𝑠,

откуда в силу неравенства Беллмана–Гронуолла имеем равенство |𝑤̇|2𝐿2+|𝑤|2
𝐻1

0
=0. Принимая

во внимание нулевые начальные условия (14), заключаем, что 𝑤(𝑠, 𝑡)=0, т.е. 𝑢≡ 𝑣. Теорема
доказана.

Вместо условий (3) в задаче (1)–(3) можно рассмотреть условия Шоуолтера–Сидорова

𝑃 (𝑢(𝑥, 0)−𝑢0(𝑥))= 0, 𝑃 (𝑢𝑡(𝑥, 0)−𝑢1(𝑥))= 0, (16)

которые являются их естественным обобщением для уравнений соболевского типа [15] и не
требуют проверки принадлежности начальных функций касательному расслоению фазового
пространства уравнения.

Повторяя рассуждения изложенного выше доказательства, нетрудно доказать теорему о
существовании единственного решения задачи Шоуолтера–Сидорова.

Теорема 4. Пусть 𝜆 ∈ [𝜆1,+∞). Тогда для любых 𝑢0 ∈ U∩𝐿𝑝, 𝑢1 ∈ coim𝐿 существует
единственное решение 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи (1), (2), (16) такое, что

𝑢∈𝐿∞(0, 𝑇 ;U∩𝐿𝑝) и 𝑢̇∈𝐿∞(0, 𝑇 ;U).
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4. СЛУЧАЙ НЕОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ

В рамках описанной теории можно рассмотреть и неоднородное модифицированное урав-
нение Буссинеска

(𝜆−Δ)𝑢𝑡𝑡−𝛼2Δ𝑢+𝑢3= 𝑦(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡)∈𝑄, (17)

с условием Неймана (2) и начальными условиями (3).
Теорема 5. Пусть выполнены условия (C1)–(C3) и 𝑦∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)). Тогда существует

единственное решение 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи (2), (3), (17), удовлетворяющее условиям (13).
Доказательство повторяет доказательство теоремы 1, однако вместо неравенства (12)

получится

|𝑢̇𝑚|2+⟨𝑀𝑢𝑚,𝑢𝑚⟩+𝐶𝑁
2

𝑝
‖𝑢𝑚‖𝑝𝐿𝑝 ⩽2

𝑡ˆ

0

‖𝑦‖𝐿2‖𝑢̇𝑚‖𝐿2 𝑑𝑠+ |𝑢𝑚1 |2+⟨𝑀𝑢𝑚0 ,𝑢
𝑚
0 ⟩+𝐶𝑁 2

𝑝
‖𝑁(𝑢𝑚0 )‖𝑝−1

𝐿𝑞 ⩽

⩽
𝑡ˆ

0

‖𝑦‖2𝐿2 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

0

‖𝑢̇𝑚‖2𝐿2 𝑑𝑠+ |𝑢𝑚1 |2+⟨𝑀𝑢𝑚0 , 𝑢
𝑚
0 ⟩+𝐶𝑁 2

𝑝
‖𝑁(𝑢𝑚0 )‖𝑝−1

𝐿𝑞 ,

откуда, в частности, следует

|𝑢̇𝑚|2⩽𝐶+

𝑡ˆ

0

‖𝑢̇𝑚‖2𝐿2 𝑑𝑠⩽𝐶+

𝑡ˆ

0

|𝑢̇𝑚| 𝑑𝑠,

а в силу неравенства Беллмана–Гронуолла выполняется

|𝑢̇𝑚|2⩽𝐶𝑒𝑡⩽𝐶, 𝑡∈ [0, 𝑇 ].

Отметим, что количество базисных функций для приближения Галёркина следует вы-
бирать так, чтобы их линейная оболочка покрывала ядро оператора 𝐿 (для учёта эффекта
вырожденности уравнения).
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The problem in Sobolev spaces is investigated for a modified Boussinesq equation with a homogeneous
Neumann boundary condition and with classical initial conditions. Based on the compactness method,
it is shown that the approximate analytical solution, constructed in the form of Galerkin’s sum over
the system of eigenfunctions of the Neumann boundary value problem, *-weakly converges to the exact
solution.
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