
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 2024, том 60, № 1, с. 76–89

УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.958

РЕШЕНИЯ АНАЛОГОВ ВРЕМЕННЫХ УРАВНЕНИЙ
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Настоящая статья продолжает серию работ, в которых построены 2×2-матричные сов-
местные решения двух скалярных эволюционных уравнений, являющиеся аналогами вре-
менны́х уравнений Шрёдингера. В построениях данной статьи эти уравнения соответству-
ют гамильтоновой системе 𝐻2+2+1 — одной из представительниц иерархии вырождений
изомонодромной системы Гарнье. Упомянутую иерархию описал Х. Кимура в 1986 году.
В терминах решений линейных систем дифференциальных уравнений метода изомоно-
дромных деформаций, условием совместности которых являются гамильтоновы уравнения
системы 𝐻2+2+1, конструируемые совместные матричные решения аналогов временны́х
уравнений Шрёдингера в настоящей работе выписаны явно.
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Введение. В работах [1, 2] Б.И. Сулейманов построил решения линейных эволюционных
уравнений вида

𝜕Ψ

𝜕𝑡
= 𝐻

(︂
𝑡, 𝑥,− 𝜕

𝜕𝑥

)︂
Ψ, (1)

линейные дифференциальные операторы 𝐻(𝑡, 𝑥,−𝜕/𝜕𝑥) в которых соответствуют квадратич-
ным по импульсам 𝑝 гамильтонианам 𝐻 = 𝐻(𝑡, 𝑞, 𝑝) гамильтоновых систем

𝑞′𝑡 = 𝐻 ′
𝑝(𝑡, 𝑞, 𝑝), 𝑝′𝑡 = −𝐻 ′

𝑞(𝑡, 𝑞, 𝑝). (2)

Замечание 1. Cистемы (2) таковы, что если в них исключить 𝑝, то получится одно из
шести обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) Пенлеве. Классическим гамиль-
тоновым системам ОДУ с 𝑛 степенями свободы

(𝜆𝑖)
′
𝜏 = 𝐻 ′

𝜇𝑖 , (𝜇𝑖)
′
𝜏 = −𝐻 ′

𝜆𝑖
, 𝑖 = 1, 𝑛,

определяемых гамильтонианами 𝐻(𝜏, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛, 𝜇1, . . . , 𝜇𝑛), в волновой квантовой механике
(см. [3, гл. 2, § 15, формула (29)]) сопоставляется временно́е уравнение Шрёдингера

𝜀Ψ𝜏 = 𝐻

(︂
𝜏, 𝜁1, . . . , 𝜁𝑛,−𝜀

𝜕

𝜕𝜁1
, . . . ,−𝜀 𝜕

𝜕𝜁𝑛

)︂
Ψ,

где посредством параметра 𝜀 = 𝑖ℏ учитывается его зависимость от постоянной Планка ℎ =
= 2𝜋ℏ. Уравнения (1) получаются из соответствующих временны́х уравнений Шрёдингера
в результате формальной подстановки ℏ = −𝑖.

В терминах решений линейных систем методы изомонодромных деформаций (ИДМ), ко-
торые выписаны в статье [4], решения уравнений (1) в работах [1, 2] представлены явно. При
этом условием совместности упомянутых линейных систем являются шесть соответствующих
классических ОДУ Пенлеве.
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Известно, что все эти ОДУ могут быть получены из шестого уравнения при помощи про-
цедур последовательного вырождения. Другими словами, уравнения Пенлеве представляют
собой иерархию, которую можно изобразить в виде диаграммы

𝐻6 - 𝐻5 PPPq
���1

𝐻3

𝐻4 PPPq
���1 𝐻2 - 𝐻1.

Здесь имеются в виду упомянутые выше гамильтоновы системы 𝐻𝑗 (𝑗 = 1, 6) вида (2) для
соответствующих уравнений Пенлеве. Каждая стрелка соответствует процедуре вырождения
одной из этих «вышестоящих» гамильтоновых систем к «нижестоящей».

Позже специфика связи решений уравнений ИДМ для уравнений Пенлеве с эволюционны-
ми уравнениями отмечалась и использовалась, в частности, в работах [5–15].

Помимо шести классических ОДУ Пенлеве в настоящий момент многие исследователи ин-
тересуются и другими нелинейными дифференциальными уравнениями более высокого по-
рядка, которые также интегрируются ИДМ. На сегодня, в частности, известен (см. [16–20])
конечный список совместных пар гамильтоновых систем

(𝑞𝑗)
′
𝑠𝑘

= (𝐻𝑠𝑘)
′
𝑝𝑗 , (𝑝𝑗)

′
𝑠𝑘

= −(𝐻𝑠𝑘)
′
𝑞𝑗 , 𝑘, 𝑗 = 1, 2, (3)

с гамильтонианами 𝐻𝑠𝑘(𝑠1, 𝑠2, 𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2), каждая из которых является условием совместно-
сти трёх линейных систем дифференциальных уравнений вида

𝑉 ′
𝑠𝑘

= 𝐿𝑠𝑘𝑉, (4)

𝑉 ′
𝜂 = 𝐴𝑉, (5)

где квадратные матрицы 𝐿𝑠𝑘 и 𝐴 (матрица 𝐴 одна и та же для обеих гамильтоновых си-
стем (3)) одинаковой размерности рациональны по переменной 𝜂. Соответствующие решения
дифференциальных уравнений, являющихся условием совместности таких пар, называются
изомонодромными. К их числу относятся решения иерархии гамильтоновых вырождений си-
стемы Гарнье, выписанной в известной статье Х. Кимуры [16] (позднее Х. Кавамуко (см. [20])
дополнил этот список).

В работах [16, 17] гамильтоновы системы иерархии Кимуры представлены в виде следую-
щей диаграммы вырождений:

𝐻1+1+1+1+1 - 𝐻2+1+1+1���*

HH
Hj

𝐻2+2+1

𝐻3+1+1

-

-

Z
Z

Z
Z~�

�
�
�>

𝐻4+1

𝐻3+2

@R



�
𝐻5 - 𝐻9/2 .

Замечание 2. Поясним верхний индекс гамильтоновых систем иерархии Кимуры. Обо-
значение 𝐻𝑟1+𝑟2+...+𝑟𝑚 показывает, что в соответствующем линейном уравнении (5) имеется
𝑚 особых точек с рангами Пуанкаре 𝑟1 − 1, 𝑟2 − 1, . . . , 𝑟𝑚 − 1 соответственно.

Замечание 3. Как сами уравнения Пенлеве, так и их высшие аналоги могут быть пред-
ставлены через гамильтоновы системы с разными гамильтонианами (см. монографию [21, гл. 2,
раздел 2.8], а также работу [22]).

Известно, что для всех представителей иерархии Кимуры справедливы две эквивалент-
ные формы: форма совместных пар гамильтоновых систем (3), определяемых квадратичными
по импульсам 𝑝1, 𝑝2 и рациональными по координатам 𝑞1, 𝑞2 различными парами гамиль-
тонианов 𝐻𝑠𝑘(𝑠1, 𝑠2, 𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2), а также форма совместных пар гамильтоновых систем (3),
определяемых квадратичными по импульсам 𝑝1, 𝑝2 и полиномиальными по координатам 𝑞1,
𝑞2 различными парами гамильтонианов 𝐻𝑠𝑘(𝑠1, 𝑠2, 𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2). Для почти всех из этих га-
мильтоновых систем с двумя степенями свободы уже построены 2×2-матричные совместные
решения пар аналогов уравнений Шрёдингера

𝜀Ψ𝑠𝑘 = 𝐻𝑠𝑘

(︂
𝑠1, 𝑠2,−𝜀

𝜕

𝜕𝑥
,−𝜀 𝜕

𝜕𝑦
, 𝑥, 𝑦

)︂
Ψ, 𝑘 = 1, 2, (6)
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с 𝜀 = 1, соответствующие парам гамильтонианов 𝐻𝑠𝑘(𝑠1, 𝑠2, 𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2) (𝑘 = 1, 2) этих изо-
монодромных систем. (При этом их построение осуществляется совершенно явно в терминах
решений соответствующих изомонодромных систем.) Для эволюционных уравнений (6), опре-
деляемых низшими представителями 𝐻9/2 и 𝐻5 вырождений системы Гарнье, это сделано
в статье [23]. Для самой системы Гарнье — первого представителя 𝐻1+1+1+1+1 данной иерар-
хии — соответствующие решения представлены в работе [24]. Для вырождений 𝐻2+1+1+1 и
𝐻4+1 подобного рода решения выписаны в работах [25, 26]. Для ещё одного вырождения, а
именно для 𝐻3+2, соответствующие решения эволюционных уравнений представлены в [27].

В настоящей статье будут сконструированы 2×2-матричные решения аналогов временны́х
уравнений Шрёдингера c 𝜀 = 1, которые соответствуют гамильтоновой системе 𝐻2+2+1. Эти
решения будут представлены в двух формах: в рациональной и в полиномиальной. Другими
словами, мы построим решения уравнений вида

𝜕Ψ

𝜕𝜏𝑗
= 𝐻2+2+1

𝜏𝑗

(︂
𝜏1, 𝜏2, 𝑥, 𝑦,−

𝜕

𝜕𝑥
,− 𝜕

𝜕𝑦

)︂
Ψ, 𝑗 = 1, 2. (7)

В (7) дифференциальные операторы 𝐻2+2+1
𝜏𝑗 (𝜏1, 𝜏2, 𝑥, 𝑦,−𝜕/𝜕𝑥,−𝜕/𝜕𝑦) соответствуют гамиль-

тонианам с рациональными координатами. Затем будут выписаны решения уравнений вида

Ψ𝑠𝑘 = 𝐻2+2+1
𝑠𝑘

(︂
𝑠1, 𝑠2,−

𝜕

𝜕𝑟
,− 𝜕

𝜕𝜌
, 𝑟, 𝜌

)︂
Φ, 𝑘 = 1, 2, (8)

где дифференциальные операторы 𝐻2+2+1
𝑠𝑘

(𝑠1, 𝑠2,−𝜕/𝜕𝑟,−𝜕/𝜕𝜌, 𝑟, 𝜌) соответствуют гамиль-
тонианам с полиномиальными координатами. Соответствующие решения (7), (8) явным об-
разом будут выражены через совместные решения матричных линейных пар ИДМ (4), (5)
из статьи [17], условием совместности которых являются гамильтоновы дифференциальные
уравнения (3), соответствующие гамильтонианам системы 𝐻2+2+1.

Отметим, что решения уравнений типа временны́х уравнений Шрёдингера, которые кон-
струируются в данной статье, и те, которые были построены в ряде из упомянутых выше работ,
представляют собой своеобразные специальные функции нового типа: несмотря на то, что они
не могут быть выписаны в терминах интегралов типа Фурье–Лапласа, задача описания связи
их поведения при

|𝑠1|+ |𝑠2|+ |𝑥|+ |𝑦| → ∞

в различных направлениях решается вполне эффективно даже для комплексных 𝑠1, 𝑠2, 𝑥, 𝑦.
Более подробное описание этого можно найти в [28, разд. 2.3].

1. Различные формы системы 𝐻2+2+1 и уравнения ИДМ для этой системы.
В статье [16] гамильтонова система 𝐻2+2+1 выписана в двух формах. В первой форме соответ-
ствующие гамильтонианы рациональны по координатам. Упомянутая система в этом случае
имеет вид

𝜕𝜆𝑘
𝜕𝜏𝑗

=
𝜕𝐻𝑗

𝜕𝜇𝑘
,

𝜕𝜇𝑘
𝜕𝜏𝑗

= −𝜕𝐻𝑗

𝜕𝜆𝑘
, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, (9)

где гамильтонианы 𝐻𝑖(𝜏1, 𝜏2, 𝜆1, 𝜆2, 𝜇1, 𝜇2) задаются формулами

𝜏1𝐻1 = −𝜆
2
1(𝜆1 − 1)2(𝜆2 − 1)

𝜆1 − 𝜆2
𝜇21 +

𝜆22(𝜆1 − 1)(𝜆2 − 1)2

𝜆1 − 𝜆2
𝜇22 +

+
𝜆21(𝜆1 − 1)2(𝜆2 − 1)

𝜆1 − 𝜆2

(︂
𝜅0
𝜆1

− 𝛾1𝜏2
𝜆21

+
𝜅1 − 1

𝜆1 − 1
− 𝛾2𝜏1

(𝜆1 − 1)2

)︂
𝜇1 −

− 𝜆22(𝜆1 − 1)(𝜆2 − 1)2

𝜆1 − 𝜆2

(︂
𝜅0
𝜆2

− 𝛾1𝜏2
𝜆22

+
𝜅1 − 1

𝜆2 − 1
− 𝛾2𝜏1

(𝜆2 − 1)2

)︂
𝜇2 − 𝜅(𝜆1 − 1)(𝜆2 − 1), (10)
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𝐻2 = −𝜆
2
1𝜆2(𝜆1 − 1)2

𝜆1 − 𝜆2
𝜇21 +

𝜆1𝜆
2
2(𝜆2 − 1)2

𝜆1 − 𝜆2
𝜇22 +

+
𝜆21𝜆2(𝜆1 − 1)2

𝜆1 − 𝜆2

(︂
𝜅0 − 1

𝜆1
− 𝛾1𝜏2

𝜆21
+

𝜅1
𝜆1 − 1

− 𝛾2𝜏1
(𝜆1 − 1)2

)︂
𝜇1 −

− 𝜆1𝜆
2
2(𝜆2 − 1)2

𝜆1 − 𝜆2

(︂
𝜅0 − 1

𝜆2
− 𝛾1𝜏2

𝜆22
+

𝜅1
𝜆2 − 1

− 𝛾2𝜏1
(𝜆2 − 1)2

)︂
𝜇2 − 𝜅𝜆1𝜆2. (11)

Во второй форме соответствующие гамильтонианы полиномиальны по координатам. Система
𝐻2+2+1 в этой форме имеет вид

𝜕𝑞𝑘
𝜕𝑠𝑗

=
𝜕𝐻𝑗

𝜕𝑝𝑘
,

𝜕𝑝𝑘
𝜕𝑠𝑗

= −𝜕𝐻𝑗

𝜕𝑞𝑘
, 𝑗, 𝑘 = 1, 2,

соответствующие гамильтонианы 𝐻𝑖(𝑠1, 𝑠2, 𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2) в этом случае задаются формулами

𝑠21𝐻1 = 𝑞21(𝑞1 − 𝑠1)𝑝
2
1 + 2𝑞21𝑞2𝑝1𝑝2 + 𝑞1𝑞

2
2𝑝

2
2 −

− ((𝜅0 − 1)𝑞21 + 𝜅1𝑞1(𝑞1 − 𝑠1) + 𝛾2(𝑞1 − 𝑠1) + 𝛾2𝑠1𝑞2)𝑝1 −
− ((𝜅0 + 𝜅1 − 1)𝑞1𝑞2 + 𝛾1𝑠2𝑞1 + 𝛾2𝑞2)𝑝2 + 𝜅𝑞1, (12)

−𝑠2𝐻2 = 𝑞21𝑞2𝑝
2
1 + 2𝑞1𝑞

2
2𝑝1𝑝2 + 𝑞22(𝑞2 − 1)𝑝22 − ((𝜅0 + 𝜅1 − 1)𝑞1𝑞2 + 𝛾1𝑠2𝑞1 + 𝛾2𝑞2)𝑝1 −

−
(︂
(𝜅0 − 1)𝑞2(𝑞2 − 1) + 𝜅1𝑞

2
2 +

𝛾1𝑠2
𝑠1

𝑞1 + 𝛾1𝑠2(𝑞2 − 1)

)︂
𝑝2 + 𝜅𝑞2. (13)

Известно [16] следующее симплектическое преобразование, связывающее упомянутые выше
две формы:

𝑞1 =
(𝜆1 − 1)(𝜆2 − 1)

𝜏1
, 𝑞2 = 𝜆1𝜆2, 𝑠1 =

1

𝜏1
, 𝑠2 = −𝜏2. (14)

Ещё одна форма гамильтоновой системы 𝐻2+2+1

𝜕𝑄𝑘
𝜕𝑡𝑗

=
𝜕𝐾𝑗

𝜕𝑃𝑘
,

𝜕𝑃𝑘
𝜕𝑡𝑗

= −𝜕𝐾𝑗

𝜕𝑄𝑘
, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, (15)

приведена в статье [17]. Её гамильтонианы также полиномиальны по координатам 𝑄1, 𝑄2 и
имеют вид

𝑡1𝐾1 = 𝑃 2
1𝑄1(𝑄1− 1)2+ [(𝜃1+ 𝜃∞1 )(𝑄1− 1)+ (𝜃∞2 − 𝜃1)𝑄1(𝑄1− 1)+ 𝑡1𝑄1]𝑃1− 𝜃1𝜃∞2 (𝑄1− 1)+

+ (𝑃1𝑄
2
1 − 𝜃1𝑄1 − 𝑃1)𝑃2𝑄2 + 𝑃1𝑄2 −

𝑡2
𝑡1
(𝑃1𝑄1 − 𝑃1 − 𝜃1)(𝑃2𝑄1 − 𝑃2 + 1), (16)

𝑡2𝐾2 = 𝑃 2
2𝑄

2
2 − 𝑃2𝑄

2
2 − 𝜃0𝑃2𝑄2 + 𝑡2𝑃2 − 𝜃∞2 𝑄2 − 𝑃1𝑄1𝑄2 +

+
𝑡2
𝑡1
(𝑃1𝑄1 − 𝑃1 − 𝜃1)(𝑃2𝑄1 − 𝑃2 + 1), (17)

где постоянные 𝜃0, 𝜃1, 𝜃∞1 , 𝜃
∞
2 удовлетворяют условию Фукса–Хукухары

𝜃0 + 𝜃1 + 𝜃∞1 + 𝜃∞2 = 0.

В статье [17] также отмечено, что на решениях уравнений (15) с гамильтонианами (16),
(17) совместна следующая система линейных дифференциальных уравнений:

𝜕𝑌

𝜕𝜂
=

(︂
𝐴

(−1)
0

𝜂2
+
𝐴

(0)
0

𝜂
+

𝐴
(0)
1

𝜂 − 1
+𝐴∞

)︂
𝑌,

𝜕𝑌

𝜕𝑡1
=

(︂
𝐸2𝜂 +𝐵1 +

𝐴
(−1)
0

𝑡1𝜂

)︂
𝑌,

𝜕𝑌

𝜕𝑡2
= −𝐴

(−1)
0

𝑡2𝜂
𝑌 (18)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 1 2024



80 ПАВЛЕНКО

с матричными коэффициентами

𝐴
(−1)
0 =

𝑡2
𝑡1

(︃
1− 𝑃2 𝑢𝑃2

(1− 𝑃2)/𝑢 𝑃2

)︃
,

𝐴
(0)
0 =

(︃
𝑃1𝑄1 − 𝜃1 − 𝜃∞1 −𝑢(𝑃1𝑄1 + 𝑃2𝑄2 + 𝜃∞2 )

(𝑃1𝑄1 + (1− 𝑃2)𝑄2 − 𝜃1 − 𝜃∞1 )/𝑢 −𝑃1𝑄1 − 𝜃∞2

)︃
,

𝐴
(0)
1 =

(︃
−𝑃1𝑄1 + 𝜃1 𝑢𝑃1

(𝜃1𝑄1 − 𝑃1𝑄
2
1)/𝑢 𝑃1𝑄1

)︃
,

𝐴∞ =

(︂
0 0
0 𝑡1

)︂
, 𝐸2 =

(︂
0 0
0 1

)︂
,

𝐵1 =
1

𝑡1

⎛⎝ 0 (𝐴
(0)
0 )12 + (𝐴

(0)
1 )12

(𝐴
(0)
0 )21 + (𝐴

(0)
1 )21 0

⎞⎠,
зависящими также от совместного решения следующих линейных дифференциальных урав-
нений:

𝑡1𝑢𝑡1 = 𝑢(𝜃1(1−𝑄1) + 𝑃1(1−𝑄1)
2 + 𝜃∞1 − 𝜃∞2 ), 𝑡2𝑢𝑡2 = −𝑢𝑄2.

Замечание 4. В первом уравнении системы (18) три особые точки: 𝜂 = 0, 𝜂 = ∞ с
рангами Пуанкаре, равными единице, и 𝜂 = 1 с рангом Пуанкаре, равным нулю. Поэтому,
согласно замечанию 2, данная гамильтонова система обозначается 𝐻2+2+1.

Легко видеть, что замена

𝑌 = exp

{︂
𝜂𝑡1
2

− 𝑡2
2𝜂𝑡1

+
𝜃0

2
ln |𝜂|+ 𝜃1

2
ln |𝜂 − 1|

}︂
𝑍

совместные системы ИДМ (18) переводит в эквивалентные им совместные системы

𝜕𝑍

𝜕𝜂
=

(︂
𝐵

(−1)
0

𝜂2
+
𝐵

(0)
0

𝜂
+

𝐵
(0)
1

𝜂 − 1
+𝐵∞

)︂
𝑍,

𝜕𝑍

𝜕𝑡1
=

(︂
𝐹2𝜂 +𝐵1 +

𝐵
(−1)
0

𝑡1𝜂

)︂
𝑍,

𝜕𝑍

𝜕𝑡2
= −𝐵

(−1)
0

𝑡2𝜂
𝑍 (19)

с матричными коэффициентами

𝐵
(−1)
0 =

𝑡2
𝑡1

(︃
0.5− 𝑃2 𝑢𝑃2

(1− 𝑃2)/𝑢 𝑃2 − 0.5

)︃
,

𝐵
(0)
0 =

(︃
𝑃1𝑄1 + 0.5𝜃0 + 𝜃∞2 −𝑢(𝑃1𝑄1 + 𝑃2𝑄2 + 𝜃∞2 )

(𝑃1𝑄1 + (1− 𝑃2)𝑄2 − 𝜃1 − 𝜃∞1 )/𝑢 −𝑃1𝑄1 − 0.5𝜃0 − 𝜃∞2

)︃
,

𝐵
(0)
1 =

(︃
−𝑃1𝑄1 + 0.5𝜃1 𝑢𝑃1

(𝜃1𝑄1 − 𝑃1𝑄
2
1)/𝑢 𝑃1𝑄1 − 0.5𝜃1

)︃
,

𝐵∞ =

(︂
−𝑡1/2 0

0 𝑡1/2

)︂
, 𝐹2 =

(︂
−0.5 0
0 0.5

)︂
,
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которые имеют нулевой след. После замен в (19) по формулам 𝜏1 = 𝑡1, 𝜏2 = 𝑡2/𝑡1 получим
совместную систему

𝜕𝑍

𝜕𝜂
=

(︂
𝐵

(−1)
0

𝜂2
+
𝐵

(0)
0

𝜂
+

𝐵
(0)
1

𝜂 − 1
+𝐵∞

)︂
𝑍,

𝜕𝑍

𝜕𝜏1
= (𝐹2𝜂 +𝐵1)𝑍, 𝜏2

𝜕𝑍

𝜕𝜏2
= −𝐵

(−1)
0

𝜂
𝑍 (20)

с матричными коэффициентами

𝐵
(−1)
0 = 𝜏2

(︂
0.5− 𝑃2 𝑢𝑃2

(1− 𝑃2)/𝑢 𝑃2 − 0.5

)︂
, 𝐵∞ =

(︂
−𝜏1/2 0

0 𝜏1/2

)︂
,

𝐵1 =
1

𝜏1

(︃
0 (𝐴

(0)
0 )12 + (𝐴

(0)
1 )12

(𝐴
(0)
0 )21 + (𝐴

(0)
1 )21 0

)︃
.

Соответствующие гамильтонианы перепишутся следующим образом:

𝜏1𝐾1 = 𝑃 2
1𝑄1(𝑄1 − 1)2 + [(𝜃1 + 𝜃∞1 )(𝑄1 − 1) +

+ (𝜃∞2 − 𝜃1)𝑄1(𝑄1 − 1) + 𝜏1𝑄1]𝑃1 − 𝜃1𝜃∞2 (𝑄1 − 1) +

+ (𝑃1𝑄
2
1 − 𝜃1𝑄1 − 𝑃1)𝑃2𝑄2 + 𝑃1𝑄2 + 𝑃 2

2𝑄
2
2 − 𝑃2𝑄

2
2 − 𝜃0𝑃2𝑄2 +

+ 𝜏1𝜏2𝑃2 − 𝜃∞2 𝑄2 − 𝑃1𝑄1𝑄2 = 𝜏1𝐻𝑉 (𝜃
0 + 𝜃∞2 , 𝜃

0 + 𝜃∞1 , 𝜃
1, 𝜏1, 𝑃1, 𝑄1) +

+ (𝑃1𝑄
2
1 − 𝜃1𝑄1 − 𝑃1)𝑃2𝑄2 + 𝑃1𝑄2 + 𝑃 2

2𝑄
2
2 − 𝑃2𝑄

2
2 − 𝜃0𝑃2𝑄2 +

+ 𝜏1𝜏2𝑃2 − 𝜃∞2 𝑄2 − 𝑃1𝑄1𝑄2,

𝜏2𝐾2 = 𝑃 2
2𝑄

2
2 − 𝑃2𝑄

2
2 − 𝜃0𝑃2𝑄2 + 𝜏1𝜏2𝑃2 − 𝜃∞2 𝑄2 − 𝑃1𝑄1𝑄2,

где гамильтониан

𝐻𝑉 (𝜃
0 + 𝜃∞2 , 𝜃

0 + 𝜃∞1 , 𝜃
1, 𝜏1, 𝑃1, 𝑄1) =

=
1

𝜏1

(︀
𝑃 2
1𝑄1(𝑄1 − 1)2 +

[︀
(𝜃1 + 𝜃∞1 )(𝑄1 − 1) + (𝜃∞2 − 𝜃1)𝑄1(𝑄1 − 1) + 𝜏1𝑄1

]︀
𝑃1 − 𝜃1𝜃∞2 (𝑄1 − 1)

)︀
определяет гамильтонову систему с одной степенью свободы и независимой переменной 𝜏1,
исключение из которой импульса 𝑃1 даёт пятое уравнение Пенлеве на координату 𝑄1 (см. [17,
с. 25, формула (3.16)]). Этот гамильтониан выписан в работе К. Окамото [29] в следующем
виде:

𝐻𝑉 (𝜅0, 𝜅1, 𝜅∞, 𝜂1, 𝜏1, 𝑃1, 𝑄1)=

=
1

𝜏1

(︀
𝑄1(𝑄1−1)2𝑃 2

1 −
[︀
𝜅0(𝑄1−1)2+𝜅1𝑄1(𝑄1−1)−𝜂1𝜏1𝑄1

]︀
𝑃1+

1

4

[︀
(𝜅0+𝜅1)

2−𝜅∞
]︀
(𝑄1−1)

)︀
.

Очевидно, что

𝐻𝑉 (𝜅0, 𝜅1, 𝜅∞, 𝜂1, 𝜏1, 𝑃1, 𝑄1) =
1

𝜏1

(︂
𝑄1(𝑄1 − 1)2𝑃 2

1 −

−
[︀
(𝜅0 + 𝜅1)𝑄1(𝑄1 − 1)− 𝜅0(𝑄1 − 1)− 𝜂1𝜏1𝑄1

]︀
𝑃1 +

1

4

[︀
(𝜅0 + 𝜅1)

2 − 𝜅∞
]︀
(𝑄1 − 1)

)︂
.

Тогда связь констант гамильтонианов 𝐻𝑉 из работы [17] и работы [29] следующая:

𝜅0 + 𝜅1 = 𝜃1 − 𝜃∞2 , 𝜅1 = −𝜃1 − 𝜃∞1 , 𝜂1 = 1,
1

4
[𝜅∞ − (𝜅0 + 𝜅1)

2] = 𝜃1𝜃∞2 .
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Cама пара соответствующих гамильтоновых систем при этом принимает вид

𝜏1
𝜕𝑄1

𝜕𝜏1
:= 𝜏1

𝜕𝐾1

𝜕𝑃1
= 2𝑃1𝑄1(𝑄1 − 1)2 + (𝜃1 + 𝜃∞1 )(𝑄1 − 1) +

+ (𝜃∞2 − 𝜃1)𝑄1(𝑄1 − 1) + 𝜏1𝑄1 + 𝑃2𝑄
2
1𝑄2 − 𝑃2𝑄2 +𝑄2 −𝑄1𝑄2,

𝜏1
𝜕𝑄2

𝜕𝜏1
:= 𝜏1

𝜕𝐾1

𝜕𝑃2
= 𝑄2(𝑃1𝑄

2
1 − 𝜃1𝑄1 − 𝑃1 − 𝜃0) + 2𝑃2𝑄

2
2 −𝑄2

2 + 𝜏1𝜏2,

𝜏1
𝜕𝑃1

𝜕𝜏1
:= −𝜏1

𝜕𝐾1

𝜕𝑄1
= −𝑃 2

1 (𝑄1 − 1)2 − 2𝑃 2
1𝑄1(𝑄1 − 1)− 𝜏1𝑃1 − (𝜃1 + 𝜃∞1 )𝑃1 +

+ (𝜃1 − 𝜃∞2 )𝑃1(2𝑄1 − 1) + 𝜃1𝜃∞2 + 𝑃2𝑄2(𝜃
1 − 2𝑃1𝑄1) + 𝑃1𝑄2,

𝜏1
𝜕𝑃2

𝜕𝜏1
:= −𝜏1

𝜕𝐾1

𝜕𝑄2
= −𝑃1 − 𝑃2(𝑃1𝑄

2
1 − 𝜃1𝑄1 − 𝑃1 + 2𝑃2𝑄2 − 2𝑄2 − 𝜃0) + 𝑃1𝑄1 + 𝜃∞2 ; (21)

𝜏2
𝜕𝑄1

𝜕𝜏2
:= 𝜏2

𝜕𝐾2

𝜕𝑃1
= −𝑄1𝑄2 + 𝜏2(𝑄1 − 1)(𝑃2𝑄1 − 𝑃2 + 1),

𝜏2
𝜕𝑄2

𝜕𝜏2
:= 𝜏2

𝜕𝐾2

𝜕𝑃2
= 2𝑃2𝑄

2
2 −𝑄2

2 − 𝜃0𝑄2 + 𝜏1𝜏2 + 𝜏2(𝑄1 − 1)(𝑃1𝑄1 − 𝑃1 − 𝜃1),

𝜏2
𝜕𝑃1

𝜕𝜏2
:= −𝜏2

𝜕𝐾2

𝜕𝑄1
= 𝑃1𝑄2 − 𝜏2𝑃2(𝑃1𝑄1 − 𝑃1 − 𝜃1)− 𝜏2𝑃1(𝑃2𝑄1 − 𝑃2 + 1),

𝜏2
𝜕𝑃2

𝜕𝜏2
:= −𝜏2

𝜕𝐾2

𝜕𝑄2
= −2𝑃 2

2𝑄2 + 2𝑃2𝑄2 + 𝜃0𝑃2 + 𝑃1𝑄1 + 𝜃∞2 . (22)

Рассмотрим совместные решения пары гамильновых систем (21), (22), которые аналитичны
на прямой 𝜏2 = 0. На таких решениях при 𝜏2 = 0 система (22) сводится к следующим
равенствам:

𝑄1𝑄2 = 0, 𝑄2(2𝑃2𝑄2 −𝑄2 − 𝜃0) = 0,

𝑃1𝑄2 = 0, −2𝑃 2
2𝑄2 + 2𝑃2𝑄2 + 𝜃0𝑃2 + 𝑃1𝑄1 + 𝜃∞2 = 0. (23)

Пусть 𝑄2 ̸= 0. Тогда из (23) следует, что

𝑄1 = 0, 2𝑃2𝑄2 = 𝑄2 + 𝜃0, 𝑃1 = 0, −2𝑃 2
2𝑄2 + 2𝑃2𝑄2 + 𝜃0𝑃2 + 𝜃∞2 = 0. (24)

Подстановка второго соотношения из (24) в четвёртое даёт

𝑃2𝑄2 = −𝜃∞2 . (25)

Подставим теперь равенства (24), (25) и 𝜏2 = 0 в систему (21) и получим

𝑄2 = 𝜃1 + 𝜃∞1 − 𝜃∞2 ,
𝜕𝑃2

𝜕𝜏1
= 0.

Таким образом, предположение о том, что первое из равенств (24) выполнено при 𝑄2 ̸= 0
влечёт за собой вывод о том, что 𝑃1 = 𝑄1 = 0, а константы 𝑃2 и 𝑄2 имеют вид

𝑄2 = 𝜃1 + 𝜃∞1 − 𝜃∞2 , 𝑃2 =
𝜃∞2

𝜃∞2 − 𝜃1 − 𝜃∞1
.

Но если положить 𝑄2 = 0, то

𝜏1𝐾1 = 𝜏1𝐻𝑉 (𝜃
0 + 𝜃∞2 , 𝜃

0 + 𝜃∞1 , 𝜃
1, 𝜏1, 𝑃1, 𝑄1) =

= 𝑃 2
1𝑄1(𝑄1 − 1)2 + [(𝜃1 + 𝜃∞1 )(𝑄1 − 1) + (𝜃∞2 − 𝜃1)𝑄1(𝑄1 − 1) + 𝜏1𝑄1]𝑃1 − 𝜃1𝜃∞2 (𝑄1 − 1),
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где, как уже отмечалось выше, 𝐻𝑉 (𝜃
0 + 𝜃∞2 , 𝜃

0 + 𝜃∞1 , 𝜃
1, 𝜏1, 𝑃1, 𝑄1) есть гамильтониан пятого

уравнения Пенлеве: компоненты 𝑃1, 𝑄1 удовлетворяют следующей гамильтоновой системе:

𝜏1
𝜕𝑄1

𝜕𝜏1
= 𝜏1

𝜕𝐾1

𝜕𝑃1
= 𝜏1

𝜕𝐻𝑉 (𝜃
0 + 𝜃∞2 , 𝜃

0 + 𝜃∞1 , 𝜃
1, 𝜏1, 𝑃1, 𝑄1)

𝜕𝑃1
=

= 2𝑃1𝑄1(𝑄1 − 1)2 + (𝜃1 + 𝜃∞1 )(𝑄1 − 1) + (𝜃∞2 − 𝜃1)𝑄1(𝑄1 − 1) + 𝜏1𝑄1,

𝜏1
𝜕𝑃1

𝜕𝜏1
= −𝜏1

𝜕𝐾1

𝜕𝑄1
= −𝜏1

𝜕𝐻𝑉 (𝜃
0 + 𝜃∞2 , 𝜃

0 + 𝜃∞1 , 𝜃
1, 𝜏1, 𝑃1, 𝑄1)

𝜕𝑄1
=

= −𝑃 2
1 (𝑄1 − 1)2 − 2𝑃 2

1𝑄1(𝑄1 − 1)− 𝜏1𝑃1 − (𝜃1 + 𝜃∞1 )𝑃1 + (𝜃1 − 𝜃∞2 )𝑃1(2𝑄1 − 1) + 𝜃1𝜃∞2 , (26)

в которой, если исключить импульс 𝑃1, получим, что 𝑄1 удовлетворяет пятому уравнению
Пенлеве. Действительно, из первого равенства системы (26) следует, что

𝑃1 =
𝜏1

2𝑄1(𝑄1 − 1)2
𝜕𝑄1

𝜕𝜏1
− 𝜃1 + 𝜃∞1

2𝑄1(𝑄1 − 1)
+

𝜃1 − 𝜃∞2
2(𝑄1 − 1)

− 𝜏1
2(𝑄1 − 1)2

. (27)

Подставив (27) во второе равенство системы (26), видим, что 𝑄1 есть решение пятого урав-
нения Пенлеве вида

(𝑄1)𝜏1𝜏1 =

(︂
1

2𝑄1
+

1

𝑄1 − 1

)︂
(𝑄1)

2
𝜏1 −

(𝑄1)𝜏1
𝜏1

+

+
(𝑄1 − 1)2

2𝜏21

(︂
(𝜃1 + 𝜃∞2 )2𝑄1 −

(𝜃1 + 𝜃∞1 )2

𝑄1

)︂
− (𝜃∞1 + 𝜃∞2 + 1)𝑄1

𝜏1
− 𝑄1(𝑄1 + 1)

2(𝑄1 − 1)
.

При этом 𝑃2 удовлетворяет двум непротиворечивым равенствам:

𝜃0𝑃2 + 𝜃∞2 + 𝑃1𝑄1 = 0, (28)

𝜏1
𝜕𝑃2

𝜕𝜏1
= −𝑃1 − 𝑃2(𝑃1𝑄

2
1 − 𝜃1𝑄1 − 𝑃1). (29)

Непротиворечивость здесь означает, что если выполнены (26) и (28), то выполнено и равенство
(29). В самом деле, если из (28) выразить 𝑃2 через 𝑃1 и 𝑄1, то будем иметь

𝑃2 = −𝜃
∞
2 + 𝑃1𝑄1

𝜃0
. (30)

После подстановки (30) в (29) получим равенство

𝜏1(𝑃1𝑄1)𝜏1 = 𝜃0𝑃1 + (𝜃∞2 + 𝑃1𝑄1)(𝜃
1𝑄1 + 𝑃1 − 𝑃1𝑄

2
1) =

= −𝑃 2
1𝑄

3
1 + 𝑃 2

1𝑄1 + (𝜃1 − 𝜃∞2 )𝑃1𝑄
2
1 − (𝜃1 + 𝜃∞1 )𝑃1 + 𝜃1𝜃∞2 𝑄1. (31)

Покажем, что равенство (31) справедливо тождественно. Действительно, левая часть (31)
имеет вид

𝜏1(𝑃1𝑄1)𝜏1 = 𝑃1 * 𝜏1(𝑄1)𝜏1 +𝑄1 * 𝜏1(𝑃1)𝜏1 . (32)

Далее, в силу (26) правая часть соотношения (32) равна

𝑃1[2𝑃1𝑄1(𝑄1 − 1)2 + (𝜃1 + 𝜃∞1 )(𝑄1 − 1) + (𝜃∞2 − 𝜃1)𝑄1(𝑄1 − 1) + 𝜏1𝑄1] +

+𝑄1[−𝑃 2
1 (𝑄1− 1)2− 2𝑃 2

1𝑄1(𝑄1− 1)− 𝜏1𝑃1− (𝜃1+ 𝜃∞1 )𝑃1+(𝜃1− 𝜃∞2 )𝑃1(2𝑄1− 1)+ 𝜃1𝜃∞2 ]. (33)

Наконец, раскрыв скобки в (33), получим правую часть равенства (31).
Таким образом, на прямой 𝜏2 = 0 при редукции 𝑄2 = 0 аналитические на этой прямой

совместные решения выражаются через решения 𝑄1(𝜏1) данного пятого уравнения Пенлеве.
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В п. 2 именно матричная форма (20) уравнений ИДМ гамильтоновой системы 𝐻2+2+1

будет использована при построении решений соответствующих эволюционных уравнений.
Рассмотрим далее матрицы

𝑈 = 𝐹2𝜂 +
1

𝜏1

(︂
0 𝑏
𝑎 0

)︂
, 𝑉 =

1

𝜂

(︂
𝑐 𝑑
𝑒 −𝑐

)︂
, (34)

где

𝑎 = (𝐴
(0)
0 )21 + (𝐴

(0)
1 )21, 𝑏 = (𝐴

(0)
0 )12 + (𝐴

(0)
1 )12, 𝑐 = 𝑃2 − 0.5, 𝑑 = −𝑢𝑃2, 𝑒 =

𝑃2 − 1

𝑢
. (35)

Условием совместности последних двух уравнений системы (20) является тождество

𝑈𝜏2 − 𝑉𝜏1 + [𝑈, 𝑉 ] = 0. (36)

Справедливость (36) с учётом (34), (35) означает, что имеет место замкнутая система диффе-
ренциальных уравнений

𝜏1𝑐𝜏1 = 𝑒𝑏− 𝑎𝑑, 𝜏1𝑑𝜏1 = −2𝑏𝑐, 𝜏1𝑒𝜏1 = 2𝑎𝑐, 𝑏𝜏2 = 𝜏1𝑑, 𝑎𝜏2 = −𝑒𝜏1. (37)

Из (35) следует, что имеет место равенство

𝑐2 + 𝑑𝑒 =
1

4
. (38)

С учётом (38) из (37) вытекает справедливость формул

𝜏1𝑎𝜏1𝜏2 = 𝑎𝜏2 − 𝑎
√︁
𝜏21 + 4𝑎𝜏2𝑏𝜏2 , 𝜏1𝑏𝜏1𝜏2 = 𝑏𝜏2 − 𝑏

√︁
𝜏21 + 4𝑎𝜏2𝑏𝜏2 .

Выполнив замену по формулам

𝑎 =
1

4
𝜏1𝐴, 𝑏 = 𝜏1𝐵, 𝜏1 = −4𝑇1, 𝜏2 = 𝑇2,

получим систему уравнений

𝐴𝑇1𝑇2 = 4𝐴
√︀

1 +𝐴𝑇2𝐵𝑇2 , 𝐵𝑇1𝑇2 = 4𝐵
√︀

1 +𝐴𝑇2𝐵𝑇2 . (39)

Таким образом, гамильтонова система 𝐻2+2+1 эквивалентна решению системы (39), явля-
ющемуся в терминах статьи [30] изомонодромным. Для вещественных 𝐴 и 𝐵 при редукции
𝐴 = −𝐵 система (39) после замены sin𝑢 = 𝐴𝑇2 , 4𝑇1 = 𝑆1, 𝑇2 = 𝑆2 сводится (см. [27]) к
уравнению синус-Гордона 𝑢𝑆1𝑆2 = sin𝑢.

2. Построение решений аналогов временны́х уравнения Шрёдингера. Основным
результатом настоящей работы является следующая

Теорема. Существуют решения уравнений (7) с рациональными коэффициентами, кото-
рые явным образом выражаются в терминах решений системы (20).

Доказательство. Матрица размера 2× 2

𝑀 = 𝑍−1(𝜏1, 𝜏2, 𝜂)𝑍(𝜏1, 𝜏2, 𝜁),

образованная по совместному фундаментальному решению 𝑍 линейных cистем (20), удовле-
творяет двум следующим скалярным эволюционным уравнениям с временами 𝜏1 и 𝜏2:

𝜏1𝑀𝜏1 =
𝜁2(𝜁 − 1)

𝜁 − 𝜂
𝑀𝜁𝜁 −

𝜂2(𝜂 − 1)

𝜁 − 𝜂
𝑀𝜂𝜂 +

+
𝜁(𝜁2 − 3𝜁𝜂 + 2𝜂)

(𝜁 − 𝜂)2
𝑀𝜁 +

𝜂(𝜂2 − 3𝜁𝜂 + 2𝜁)

(𝜁 − 𝜂)2
𝑀𝜂 + 𝑔1𝑀, (40)

𝜏2𝑀𝜏2 =
𝜁2𝜂(𝜁 − 1)

𝜁 − 𝜂
𝑀𝜁𝜁 −

𝜁𝜂2(𝜂 − 1)

𝜁 − 𝜂
𝑀𝜂𝜂 +

𝜁𝜂(𝜁 + 𝜂 − 2𝜁𝜂)

(𝜁 − 𝜂)2
(𝑀𝜁 +𝑀𝜂) + 𝑔2𝑀. (41)
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Здесь функции 𝑔1(𝜏1, 𝜏2, 𝜁, 𝜂, 𝑃1, 𝑃2, 𝑄1, 𝑄2) и 𝑔2(𝜏1, 𝜏2, 𝜁, 𝜂, 𝑃1, 𝑃2, 𝑄1, 𝑄2) задаются форму-
лами

𝑔1(𝜏1, 𝜏2, 𝜁, 𝜂, 𝑃1, 𝑃2, 𝑄1, 𝑄2) =
𝜏22 (𝜁𝜂 − 𝜁 − 𝜂)

4𝜁2𝜂2
− 𝜃0𝜏2

2𝜁𝜂
+ 𝜏1𝜏2(0, 5− 𝑃2) + det(𝐵

(0)
0 ) +

+
(𝜃1)2(𝜁 + 𝜂 − 𝜁𝜂)

4(𝜁 − 1)(𝜂 − 1)
− 2(𝐵

(0)
0 )11(𝐵

(0)
1 )11 − (𝐵

(0)
0 )21(𝐵

(0)
1 )12 − (𝐵

(0)
0 )12(𝐵

(0)
1 )21 −

− 𝜏1(𝑃1𝑄1 + 0.5𝜃0 + 𝜃∞2 ) + 0.5𝜏1(𝜃
∞
2 − 𝜃∞1 )(𝜁 + 𝜂) + 0.25𝜏21 (𝜁 + 𝜂 − 𝜁2 − 𝜂2 − 𝜁𝜂),

𝑔2(𝜏1, 𝜏2, 𝜁, 𝜂, 𝑃1, 𝑃2, 𝑄1, 𝑄2) =
𝜏22 (𝜁𝜂(𝜁 + 𝜂)− 𝜁2 − 𝜂2 − 𝜁𝜂)

4𝜁2𝜂2
+
𝜃0𝜏2(𝜁𝜂 − 𝜁 − 𝜂)

2𝜁𝜂
+

+ 𝜏1𝜏2(0.5− 𝑃2) + det(𝐵
(0)
0 ) +

(𝜃1)2𝜁𝜂

4(𝜁 − 1)(𝜂 − 1)
+ 2(𝐵

(−1)
0 )11(𝐵

(0)
1 )11 +

+ (𝐵
(−1)
0 )21(𝐵

(0)
1 )12 + (𝐵

(−1)
0 )12(𝐵

(0)
1 )21 + 0.5𝜏1(𝜃

∞
2 − 𝜃∞1 )𝜁𝜂 + 0.25𝜏21 𝜁𝜂(1− 𝜁 − 𝜂).

Осуществив замену
𝑀 = exp{𝑆(𝜏1, 𝜏2)}𝑊,

где функция 𝑆 удовлетворяет непротиворечивым равенствам

𝜏1𝑆𝜏1 = 𝜏1𝜏2(0, 5− 𝑃2) + det(𝐵
(0)
0 )−

− 2(𝐵
(0)
0 )11(𝐵

(0)
1 )11 − (𝐵

(0)
0 )21(𝐵

(0)
1 )12 − (𝐵

(0)
0 )12(𝐵

(0)
1 )21 − 𝜏1𝑃1𝑄1,

𝜏2𝑆𝜏2 = 𝜏1𝜏2(0.5− 𝑃2) + det(𝐵
(0)
0 ) +

+ 2(𝐵
(−1)
0 )11(𝐵

(0)
1 )11 + (𝐵

(−1)
0 )21(𝐵

(0)
1 )12 + (𝐵

(−1)
0 )12(𝐵

(0)
1 )21,

получим, что уравнения (40), (41) сводятся к следующим двум уравнениям:

𝜏1𝑊𝜏1 =
𝜁2(𝜁 − 1)

𝜁 − 𝜂
𝑊𝜁𝜁 −

𝜂2(𝜂 − 1)

𝜁 − 𝜂
𝑊𝜂𝜂 +

+
𝜁(𝜁2 − 3𝜁𝜂 + 2𝜂)

(𝜁 − 𝜂)2
𝑊𝜁 +

𝜂(𝜂2 − 3𝜁𝜂 + 2𝜁)

(𝜁 − 𝜂)2
𝑊𝜂 + 𝑔3𝑊, (42)

𝜏2𝑊𝜏2 =
𝜁2𝜂(𝜁 − 1)

𝜁 − 𝜂
𝑊𝜁𝜁 −

𝜁𝜂2(𝜂 − 1)

𝜁 − 𝜂
𝑊𝜂𝜂 +

𝜁𝜂(𝜁 + 𝜂 − 2𝜁𝜂)

(𝜁 − 𝜂)2
(𝑊𝜁 +𝑊𝜂) + 𝑔4𝑊. (43)

Здесь функции 𝑔3(𝜏1, 𝜏2, 𝜁, 𝜂) и 𝑔4(𝜏1, 𝜏2, 𝜁, 𝜂) уже не зависят от переменных 𝑃𝑖, 𝑄𝑖 (𝑖 = 1, 2)
и имеют вид

𝑔3(𝜏1, 𝜏2, 𝜁, 𝜂) =
𝜏22 (𝜁𝜂 − 𝜁 − 𝜂)

4𝜁2𝜂2
− 𝜃0𝜏2

2𝜁𝜂
+

(𝜃1)2(𝜁 + 𝜂 − 𝜁𝜂)

4(𝜁 − 1)(𝜂 − 1)
− 𝜏1(0.5𝜃

0 + 𝜃∞2 ) +

+ 0.5𝜏1(𝜃
∞
2 − 𝜃∞1 )(𝜁 + 𝜂) + 0.25𝜏21 (𝜁 + 𝜂 − 𝜁2 − 𝜂2 − 𝜁𝜂),

𝑔4(𝜏1, 𝜏2, 𝜁, 𝜂) =
𝜏22 (𝜁𝜂(𝜁 + 𝜂)− 𝜁2 − 𝜂2 − 𝜁𝜂)

4𝜁2𝜂2
+
𝜃0𝜏2(𝜁𝜂 − 𝜁 − 𝜂)

2𝜁𝜂
+

+
(𝜃1)2𝜁𝜂

4(𝜁 − 1)(𝜂 − 1)
+ 0.5𝜏1(𝜃

∞
2 − 𝜃∞1 )𝜁𝜂 + 0.25𝜏21 𝜁𝜂(1− 𝜁 − 𝜂).
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Далее замена переменных

𝑥 =
𝜁

𝜁 − 1
, 𝑦 =

𝜂

𝜂 − 1

сводит уравнения (42), (43) к уравнениям

𝜏1𝑊𝜏1 = −𝑥
2(𝑥− 1)2(𝑦 − 1)

𝑥− 𝑦
𝑊𝑥𝑥 +

𝑦2(𝑦 − 1)2(𝑥− 1)

𝑥− 𝑦
𝑊𝑦𝑦 +

+
𝑥(𝑥− 1)(𝑦 − 1)(𝑥2 + 𝑥𝑦 − 2𝑦)

(𝑥− 𝑦)2
𝑊𝑥 +

𝑦(𝑦 − 1)(𝑥− 1)(𝑦2 + 𝑥𝑦 − 2𝑥)

(𝑥− 𝑦)2
𝑊𝑦 + 𝑔5𝑊, (44)

𝜏2𝑊𝜏2 = −𝑥
2(𝑥− 1)2𝑦

𝑥− 𝑦
𝑊𝑥𝑥 +

𝑦2(𝑦 − 1)2𝑥

𝑥− 𝑦
𝑊𝑦𝑦 +

+
𝑥𝑦(𝑥+ 𝑦)(𝑥− 1)2

(𝑥− 𝑦)2
𝑊𝑥 +

𝑥𝑦(𝑥+ 𝑦)(𝑦 − 1)2

(𝑥− 𝑦)2
𝑊𝑦 + 𝑔6𝑊, (45)

где функции 𝑔5(𝜏1, 𝜏2, 𝑥, 𝑦) и 𝑔6(𝜏1, 𝜏2, 𝑥, 𝑦) принимают вид

𝑔5(𝜏1, 𝜏2, 𝑥, 𝑦) =
𝜏22 (𝑥+ 𝑦 − 𝑥𝑦)(𝑥− 1)(𝑦 − 1)

4𝑥2𝑦2
− 𝜃0𝜏2(𝑥− 1)(𝑦 − 1)

2𝑥𝑦
+

+ 0.25(𝜃1)2(𝑥𝑦 − 𝑥− 𝑦)− 𝜏1(0.5𝜃
0 + 𝜃∞2 ) +

𝜏1(𝜃
∞
2 − 𝜃∞1 )(2𝑥𝑦 − 𝑥− 𝑦)

2(𝑥− 1)(𝑦 − 1)
− 𝜏21 (𝑥

2𝑦2 − 3𝑥𝑦 + 𝑥+ 𝑦)

4(𝑥− 1)2(𝑦 − 1)2
,

𝑔6(𝜏1, 𝜏2, 𝑥, 𝑦) =
𝜏22 (2𝑥

2𝑦 + 2𝑥𝑦2 − 𝑥2𝑦2 − 𝑥𝑦 − 𝑥2 − 𝑦2)

4𝑥2𝑦2
+
𝜃0𝜏2(𝑥+ 𝑦 − 𝑥𝑦)

2𝑥𝑦
+

+ 0.25(𝜃1)2𝑥𝑦 +
𝜏1(𝜃

∞
2 − 𝜃∞1 )𝑥𝑦

2(𝑥− 1)(𝑦 − 1)
+

𝜏21𝑥𝑦(1− 𝑥𝑦)

4(𝑥− 1)2(𝑦 − 1)2
.

Наконец, в уравнениях (44), (45) сделаем замену

𝑊 = 𝑒𝑓1(𝑥,𝑦,𝜏1,𝜏2)+𝑓2(𝜏1,𝜏2)Ψ,

где

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝜏1, 𝜏2) = (0.5𝜅0 − 1) ln(|𝑥𝑦|) + 0.5𝜅1(ln |(𝑥− 1)(𝑦 − 1)|) + ln |𝑥− 𝑦|+

+
𝛾1𝜏2(𝑥+ 𝑦)

2𝑥𝑦
+
𝛾2𝜏1(𝑥+ 𝑦 − 2)

2(𝑥− 1)(𝑦 − 1)
,

𝑓2(𝜏1, 𝜏2) =
((𝜅1 − 2)2 − (𝜃1)2 − 4) ln 𝜏1

4
+

(𝜅0 − 2)2 ln 𝜏2
4

−

− ((𝜅0 − 2)𝛾2 + 𝜃0 + 2𝜃∞2 )𝜏1
2

+
((𝜅1 − 2)𝛾1 + 𝜃0)𝜏2

2
+
𝛾1𝛾2𝜏1𝜏2

2
.

Положив при этом

𝜅 =
(𝜅0 − 2)2

4
+

(𝜅1 − 2)2

4
+
𝜅0𝜅1
2

− (𝜃1)2

4
− 2, 𝜃0 = (𝜅0 − 2)𝛾1, 𝜃∞2 − 𝜃∞1 = (𝜅1 − 2)𝛾2,

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 1 2024



РЕШЕНИЯ АНАЛОГОВ ВРЕМЕННЫХ УРАВНЕНИЙ ШРЁДИНГЕРА 87

получим следующие уравнения:

𝜏1Ψ𝜏1 = −𝑥
2(𝑥− 1)2(𝑦 − 1)

𝑥− 𝑦
Ψ𝑥𝑥 +

𝑦2(𝑦 − 1)2(𝑥− 1)

𝑥− 𝑦
Ψ𝑦𝑦 −

− 𝑥2(𝑥− 1)2(𝑦 − 1)

(𝑥− 𝑦)

(︂
𝜅0
𝑥

− 𝛾1𝜏2
𝑥2

+
𝜅1 − 1

𝑥− 1
− 𝛾2𝜏1

(𝑥− 1)2

)︂
Ψ𝑥 +

+
(𝑥− 1)𝑦2(𝑦 − 1)2

(𝑥− 𝑦)

(︂
𝜅0
𝑦

− 𝛾1𝜏2
𝑦2

+
𝜅1 − 1

𝑦 − 1
− 𝛾2𝜏1

(𝑦 − 1)2

)︂
Ψ𝑦 + 𝑔7Ψ, (46)

𝜏2Ψ𝜏2 = −𝑥
2(𝑥− 1)2𝑦

𝑥− 𝑦
Ψ𝑥𝑥 +

𝑦2(𝑦 − 1)2𝑥

𝑥− 𝑦
Ψ𝑦𝑦 −

− 𝑥2(𝑥− 1)2𝑦

(𝑥− 𝑦)

(︂
𝜅0 − 1

𝑥
− 𝛾1𝜏2

𝑥2
+

𝜅1
𝑥− 1

− 𝛾2𝜏1
(𝑥− 1)2

)︂
Ψ𝑥 +

+
𝑥𝑦2(𝑦 − 1)2

(𝑥− 𝑦)

(︂
𝜅0 − 1

𝑦
− 𝛾1𝜏2

𝑦2
+

𝜅1
𝑦 − 1

− 𝛾2𝜏1
(𝑦 − 1)2

)︂
Ψ𝑦 + 𝑔8Ψ, (47)

где функции 𝑔7(𝜏1, 𝜏2, 𝑥, 𝑦) и 𝑔8(𝜏1, 𝜏2, 𝑥, 𝑦) имеют вид

𝑔7(𝜏1, 𝜏2, 𝑥, 𝑦) = −𝜅(𝑥− 1)(𝑦 − 1) +
(𝛾21 − 1)𝜏22 (𝑥− 1)(𝑦 − 1)(𝑥+ 𝑦 − 𝑥𝑦)

4𝑥2𝑦2
+

+
(𝛾22 − 1)𝜏21 (𝑥

2𝑦2 − 3𝑥𝑦 + 𝑥+ 𝑦)

4(𝑥− 1)2(𝑦 − 1)2
+

4(𝑥− 1)(𝑦 − 1)𝑥𝑦

(𝑥− 𝑦)2
,

𝑔8(𝜏1, 𝜏2, 𝑥, 𝑦) = −𝜅𝑥𝑦 + (𝛾21 − 1)𝜏22 (𝑥
2𝑦2 + 𝑥𝑦 + 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2)

4𝑥2𝑦2
+

+
(𝛾22 − 1)𝜏21𝑥𝑦(𝑥𝑦 − 1)

4(𝑥− 1)2(𝑦 − 1)2
+

2𝑥𝑦(2𝑥𝑦 − 𝑥− 𝑦)

(𝑥− 𝑦)2
.

Далее, ввиду справедливости коммутационных соотношений Гейзенберга

𝜕

𝜕𝑥
𝑥− 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
= 1,

𝜕

𝜕𝑦
𝑦 − 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
= 1,

уравнения (46), (47) символически записываются в виде уравнений (7), определяемых гамиль-
тонианами (10), (11) с рациональными коэффициентами гамильтоновой системы (9). Тем са-
мым основная теорема о построении решений аналогов временны́х уравнений Шрёдингера
доказана.

Справедливо также следующее
Следствие. Существуют решения уравнений (8) с полиномиальными коэффициентами,

которые явным образом выражаются в терминах решений системы (20).
Доказательство. Легко проверить, что квантовый аналог замены (14)

𝑟 =
(𝑥− 1)(𝑦 − 1)

𝜏1
, 𝜌 = 𝑥𝑦, 𝑠1 =

1

𝜏1
, 𝑠2 = −𝜏2
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сводит (46), (47) к эволюционным уравнениям

𝑠21Ψ𝑠1 = 𝑟2(𝑟 − 𝑠1)Ψ𝑟𝑟 + 2𝑟2𝜌Ψ𝑟𝜌 + 𝑟𝜌2Ψ𝜌𝜌 + ((𝜅0 − 1)𝑟2 + (𝜅1𝑟 + 𝛾2)(𝑟 − 𝑠1) + 𝛾2𝑠1𝜌)Ψ𝑟 +

+ ((𝜅0 + 𝜅1 − 1)𝑟𝜌+ 𝛾1𝑠2𝑟 + 𝛾2𝜌)Ψ𝜌 + 𝜅𝑟Ψ,

− 𝑠2Ψ𝑠2 = 𝑟2𝜌Ψ𝑟𝑟 + 2𝑟𝜌2Ψ𝑟𝜌 + 𝜌2(𝜌− 1)Ψ𝜌𝜌 + ((𝜅0 + 𝜅1 − 1)𝑟𝜌+ 𝛾1𝑠2𝑟 + 𝛾2𝜌)Ψ𝑟 +

+

(︂
(𝜅0 − 1)𝜌(𝜌− 1) + 𝜅1𝜌

2 +
𝛾1𝑠2𝑟

𝑠1
+ 𝛾1𝑠2(𝜌− 1)

)︂
Ψ𝜌 + 𝜅𝜌Ψ,

которые, в силу справедливости соотношений Гейзенберга

𝜕

𝜕𝑟
𝑟 − 𝑟

𝜕

𝜕𝑟
= 1,

𝜕

𝜕𝜌
𝜌− 𝜌

𝜕

𝜕𝜌
= 1,

символически могут быть записаны в виде уравнений (8), определяемых полиномиальными
гамильтонианами (12), (13) с полиномиальными коэффициентами. Следствие доказано.

Заключение. Таким образом, к настоящему времени в иерархии вырождений Кимуры
остался всего лишь один представитель 𝐻3+1+1, для которого решения аналогов временны́х
уравнений Шрёдингера в терминах решений соответствующих уравнений ИДМ ещё не постро-
ены.
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arXiv:1209.3836. 2012.

18. Sakai H. Isomonodromic deformation and 4-dimensional Painlevé-type equations // Tech. Report. Tokyo,
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