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Генерация длинноволнового стимулированного излучения

в квантовых ямах HgCdTe с увеличенным энергетическим порогом
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В работе исследовались различные дизайны диэлектрических волноводов для получения стимули-
рованного излучения (СИ) в диапазоне длин волн 15–30 мкм из гетероструктур с квантовыми ямами
(КЯ) на основе CdHgTe, выращенных методом молекулярно-лучевой эпитаксии. Снижение радиацион-
ных потерь в оптимизированных структурах позволило снизить пороговую интенсивность возникнове-
ния СИ до значений ∼ 100 Вт/см2. Модернизация технологии роста привела к уменьшению остаточной
концентрации кадмия в КЯ HgCdTe до 2.5%, благодаря чему удалось увеличить пороговую энергию
оже-рекомбинации и добиться предельной температуры наблюдения СИ на межзонных переходах выше
100 K. Полученные результаты создают предпосылки для реализации источников когерентного излуче-
ния, превосходящих по характеристикам используемые в спектральном диапазоне 15–30 мкм лазеры на
основе халькогенидов свинца–олова.

DOI: 10.31857/S1234567823170019 EDN: jyzuax

В настоящее время наиболее распространенны-
ми из компактных источников когерентного излу-
чения в длинноволновой части среднего и дальнем
инфракрасном (ИК) диапазоне являются квантово-
каскадные лазеры (ККЛ) на основе полупроводни-
ков АIIIBV [1]. Практическая потребность в подоб-
ных когерентных источниках во многом связана с ак-
туальными задачами спектроскопии и анализа слож-
ных соединений, в том числе органических [2], пред-
ставляющих большой интерес в области биоинже-
нерии, мониторинга окружающей среды, фундамен-
тальных исследований и пр [3–6]. В то же время су-
ществует широкий диапазон длин волн (20–60 мкм),
в котором ККЛ на основе АIIIBV не работают вслед-
ствие сильного фононного поглощения в этих полу-
проводниках [1].

Альтернативным источником излучения в даль-
нем ИК диапазоне являются межзонные лазеры на
основе халькогенидов свинца-олова PbSnSe(Te). В

1)e-mail: mazhukina@ipmras.ru

лазерах этого типа получено излучение в диапазоне
длин волн 20–50 мкм [7, 8] при токовой накачке, од-
нако максимальная температура генерации в этом
диапазоне практически не превосходит температуры
жидкого азота [9]. Создание гетероструктур с кван-
товыми ямами (КЯ) на основе PbSnSe(Te) осложня-
ется из-за сильного рассогласования постоянных ре-
шетки халькогенидов свинца и халькогенидов олова
и высокой остаточной концентрацией дефектов [10].

Другой известной системой, в которой фононное
поглощение сдвинуто относительно АIIIBV матери-
алов в длинноволновую область спектра, являются
твердые растворы кадмий–ртуть–теллур (CdHgTe)
[11]. Возможность использования гетероструктур с
КЯ на основе HgCdTe в качестве активной среды
длинноволновых лазеров рассматривалась в теорети-
ческих работах [12, 13]. На протяжении последних де-
сятилетий достигнут значительный прогресс в техно-
логии молекулярно-лучевой эпитаксии (МЛЭ) твер-
дых растворов HgCdTe с прецизионным контролем
состава и толщины слоев вплоть до монослоя, в свя-
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Таблица 1. Параметры исследуемых структур

Образец # Подложка Dbuf, µm D1, µm D, µm D2, µm xwg NQW dQW, nm xQW

# 1 i-GaAs 15 4.0 0.6 5.0 0.64–0.66 15 7.8 0.074

# 2 n++-GaAs 10 1.8 0.6 3.0 0.62–0.64 20 6.5 0.062

# 3 n++-GaAs 10 2.5 0.5 4.0 0.61–0.65 20 5.4 0.026

# 4 i-GaAs 15 4.1 0.7 5.1 0.63–0.65 21 4.9 0.025

# 5 n++-GaAs 10 2.6 0.6 3.8 0.61–0.63 20 5.2 0.028

зи с чем наблюдается рост числа исследований узко-
зонных гетероструктур с квантовыми ямами (КЯ) на
его основе [14, 15]. В недавних работах [16, 17] в таких
структурах удалось получить генерацию на межзон-
ных переходах в диапазоне температур 8–70 K при
оптической накачке, а максимальная длина волны
(при 8 К) составила 31 мкм, что лежит за предела-
ми диапазона, доступного для существующих ККЛ.

Цель настоящей работы – исследование поро-
говой плотности мощности накачки и максималь-
ной температуры, при которых возможна генера-
ция на межзонных переходах в гетероструктурах с
КЯ HgTe/CdHgTe в контексте сравнения с существу-
ющими лазерами на основе халькогенидов свинца-
олова.

Все исследованные структуры были выращены
методом МЛЭ на GaAs-подложке с буферными сло-
ями ZnTe (толщиной 50 нм) и CdTe (Dbuf, толщи-
ной от 10 до 15 мкм) с in situ эллипсометрическим
контролем состава и толщины слоев [18]. В качестве
активной области структуры содержали массив из
NQW узких КЯ (толщиной dQW) с небольшим оста-
точным содержанием Cd (xQW) [19], встроенных в
волноводный слой (толщины D1, D2) с концентраци-
ей кадмия xwg (табл. 1) таким образом, чтобы пуч-
ность TE0-моды локализовывалась в пространстве,
содержащем слой с КЯ (рис. 1). Совокупная толщи-
на активной области (общая толщина квантовых ям
и барьеров, их разделяющих) обозначена D. Пара-
метры слоев планарного диэлектрического волново-
да приведены в табл. 1, и более подробно будут рас-
смотрены ниже.

Образцы 5× 5мм2 устанавливались на холодный
палец оптического криостата замкнутого цикла с до-
ступным диапазоном температур от 8 до 300 К, с
входным окном на основе ZnSe и выходным окном
на основе КРС-5. Оптическое возбуждение струк-
тур обеспечивалось импульсным СО2-лазером c ра-
бочей длиной волны 10.6 мкм, энергией в импульсе
до 40 мДж, длительностью импульса ∼ 100 нс и час-
тотой повторения импульсов до 50 Гц. Излучение от
образцов при помощи эллиптического зеркала заво-
дилось в ИК фурье-спектрометр Bruker Vertex 80v,

Рис. 1. (Цветной онлайн) Типичный дизайн волновод-
ных гетероструктур на основе CdHgTe c множествен-
ными КЯ, помещенными в пучность ТЕ0-моды. Пара-
метры исследуемых структур, отмеченные на рисунке,
приведены в табл. 1. Расчетное распределение поля мо-
ды для длин волн 25–29 мкм (левая вертикальная ось)
показано сплошными линиями, пунктирными линиями
обозначено распределение реальной части показателя
преломления (правая вертикальная ось)

работавший в режиме пошагового сканирования. В
качестве детекторов использовались фотосопротив-
ления на основе HgCdTe (с красной границей 24 мкм)
и кремниевый болометр (диапазон волновых чисел
10–700 см−1).

Идентификация спектров стимулированного из-
лучения (СИ) производилась по характерным при-
знакам: ширине линии излучения (рис. 2a) и “поро-
говому” сверхлинейному росту интегрального сигна-
ла от мощности накачки (рис. 2b). Полная ширина на
полувысоте (FWHM) линии СИ составляла 1.5 мэВ и
не менялась с температурой. Данная величина суще-
ственно меньше минимальной ширины спектра для
спонтанного излучения (0.7kT для случая квантовой
ямы с параболическим законом дисперсии) даже в
предположении нулевого неоднородного уширения,
хотя величина размытия красной границы межзон-
ных переходов в подобных структурах, как правило,
составляет единицы мэВ [19].

Условием развития СИ в образце является равен-
ство величины усиления общим потерям в структуре,
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Рис. 2. (Цветной онлайн) (a) – Спектры СИ структуры # 5 при T = 30 и 70K. (b) – Зависимость сигнала СИ структуры
# 5 от интенсивности лазера накачки при различных температурах

что выражается соотношением: (G−αa)Γ = αp +αm

[20], где G – коэффициент усиления активной среды,
αa – коэффициент потерь в активной среде, Γ – фак-
тор оптического ограничения, αp и αm – коэффици-
енты поглощения в пассивных слоях и потерь на вы-
вод излучения соответственно. В данной работе ис-
следуются макроскопические образцы, поэтому по-
терями αm можно пренебречь. Наибольшую роль иг-
рает соотношение α/Γ (коэффициента поглощения в
пассивных слоях (αp) и фактора оптического ограни-
чения (Γ)). Γ-фактор – это доля электромагнитного
излучения в активной области. По порядку величины
Γ-фактор можно оценить, как отношение совокупной
толщины квантовых ям (NQW×dQW) к толщине вол-
новодного слояD1+D2, что дает оценку ∼ 0.01. Стро-
гое выражение для Γ-фактора можно найти в книге
[20]. При выполнении условия nGaAs ≥ nCdTe (пока-
затель преломления GaAs-подложки превышает по-
казатель преломления буферного слоя CdTe), наблю-
дается значительный рост параметра α/Γ, возника-
ющий из-за “вытекания” моды в подложку (рис. 1)
[17]. Расчет зависимости модуля электрического по-
ля для разных длин волн (25, 27, 29 мкм) проводился
для фиксированной энергии электромагнитного по-
ля в ТЕ0-моде, поэтому увеличение |E| в подложке
с ростом длины волны сопровождается его умень-
шением в активной области. Если рассматривать Γ-
фактор как функцию длины волны, то из-за умень-
шения амплитуды электромагнитного поля в области
КЯ с ростом длины волны Γ-фактор уменьшается.

Для подавления этого эффекта были апробированы
два типа оптимизации дизайна диэлектрических вол-
новодов: увеличение толщины буферного слоя CdTe
и рост структур на n++-GaAs подложке.

Ранее рост структур на утолщенном буфере CdTe
(15 мкм) позволил получить СИ с длиной волны
27 мкм при температуре 8 К [17], что соответствует
максимуму потерь в структуре со стандартной тол-
щиной буфера 10 мкм (рис. 3). Однако увеличение
толщины буферного слоя приводит к значительно-
му увеличению времени роста структур из-за резкого
увеличения их общей толщины. Поэтому в качестве
альтернативы были исследованы структуры, выра-
щенные на n++-GaAs подложке. Подложка с концен-
трацией свободных носителей n ∼ 1017−1018 см−3 об-
ладает высоким коэффициентом отражения в даль-
нем ИК диапазоне, что позволяет улучшить локали-
зацию TE0-моды, при этом сохранив общую толщину
структуры менее ∼ 15 мкм.

На рисунке 3 линиями представлена зависимость
модовых потерь, деленных на фактор оптического
ограничения, для структур из предыдущих работ
[16, 17] и для структур, выращенных на утолщен-
ном CdTe буфере и легированной GaAs-подложке.
Удобство величины α/Γ состоит в том, что она соот-
ветствует значению материального усиления в КЯ,
при котором становится возможным возникновение
СИ. Символами представлена пороговая плотность
мощности накачки для исследуемых структур. Вид-
но, что оба варианта оптимизации структур приво-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Линии показывают результа-
ты расчетов модовых потерь, деленных на коэффици-
ент оптического ограничения для волноводных струк-
тур, выращенных на: 1 – i-GaAs подложке с толщиной
CdTe буфера 10мкм (структур S1 и S2 из работы [17] и
B0225 из работы [19]); 2 – n++-GaAs подложке с толщи-
ной CdTe буфера 10 мкм; 3 – i-GaAs подложке с толщи-
ной CdTe буфера 15 мкм. Символы показывают поро-
говую плотность мощности накачки возникновения СИ
для структур S1, S2 из работы [17] и B0225 из работы
[19] (ромбы, правая вертикальная ось) и структур, ис-
следуемых в данной работе, при T = 8−10K (прочие
символы, правая вертикальная ось). Для структуры
# 1 показаны характеристики 2 образцов, выколотых
с разных сторон пластины

дят к значительному снижению радиационных по-
терь. При этом дизайн с расположением активной
области на легированной подложке позволяет сокра-
тить совокупную толщину структуры до 15 мкм, в то
время как при увеличенной толщине буфера она со-
ставляет около 25 мкм. Несмотря на несколько боль-
шие значения параметра α/Γ в диапазоне 25–17 мкм
в структурах, выращенных на n++-GaAs подложке,
по сравнению со структурами с увеличенной толщи-
ной буфера CdTe, и в том, и в другом случае, оп-
тимизация волноводного слоя позволила снизить по-
роговую интенсивность возникновения СИ более чем
на порядок до значений ∼ 100 Вт/см2 при 8 К.

Непосредственное сравнение пороговой плотно-
сти накачки для исследуемых структур и инжек-
ционных лазеров на основе халькогенидов свинца-
олова затруднено из-за различных механизмов на-
качки. Простая методика пересчета эквивалентной
плотности тока из известной интенсивности оптиче-
ской накачки для предлагаемых лазерных структур
на основе HgCdTe дает значения в диапазоне десят-
ков А/см2, в то время как в интересующем нас диапа-

зоне длин волн пороговая плотность тока лазеров на
основе PbSnSe составляет 200–1000 А/см2 [9]. Однако
поскольку в структурах с токовой накачкой должны
присутствовать легированные слои, которые ведут к
дополнительным потерям на свободных носителях, а
также не удается избежать существенного разогрева
неравновесных электронов и дырок при их инжекции
из барьеров, ожидаемые значения пороговой плотно-
сти тока в реальных структурах на порядок выше
[21], и таким образом находятся на одном уровне с
лазерами на основе халькогенидов свинца–олова.

С ростом температуры линия СИ сдвигается в ко-
ротковолновый диапазон из-за уменьшения ширины
запрещенной зоны. Из рисунка 3 видно, что с умень-
шением длины волны потери падают до пренебрежи-
мо малых величин (< 10 см−1). Поэтому при высо-
ких температурах основное влияние на возникнове-
ние генерации оказывает оже-рекомбинация, приво-
дящая к разогреву носителей, который ограничива-
ет возможность усиления на межзонных переходах.
Особенностью зонного спектра исследуемых струк-
тур является участок квазигиперболического закона
дисперсии в окрестности точки k = 0 нм−1, подавля-
ющего оже-рекомбинацию [16]. Однако вдали от цен-
тра зоны Бриллюэна в первой валентной подзоне воз-
никают отклонения от гиперболического закона дис-
персии в виде боковых максимумов с высокой плот-
ностью состояний (рис. 4а). Положение боковых мак-
симумов фактически определяет пороговую энергию
оже-рекомбинации (Eth), т.е. минимальную суммар-
ную кинетическую энергию начальной системы трех
частиц, требуемую для выполнения законов сохране-
ния энергии и квазиимпульса при оже-процессе.

Как показывают расчеты, увеличение Eth дости-
гается путем уменьшения ширины и концентрации
кадмия в КЯ. До недавнего времени снижение кад-
мия менее 6.5 % [19] было недоступно в используе-
мой технологии МЛЭ из-за специфических “кольце-
вых” источников кадмия. В работе [22] была теоре-
тически исследована вероятность оже-рекомбинации
в квантовых ямах CdHgTe с различной долей Cd
при различных концентрациях неравновесных носи-
телей. Расчеты предсказывали, что увеличение по-
роговой энергии оже-рекомбинации при малой до-
ле кадмия (0–3 %) не приведет к сильному сни-
жению темпа оже-рекомбинации для релевантно-
го диапазона концентраций неравновесных носите-
лей n ∼ 6 · 1010 − 2 · 1011 см−2. Максимальное подав-
ление оже-процесса предсказывалось для КЯ с кон-
центрацией кадмия ∼ 6 % и связывалось с сильным
экранированием кулоновского взаимодействия “тя-
желыми” свободными носителями заряда в боковых
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Рис. 4. (Цветной онлайн) (a) – Рассчитанный энергетический спектр первой валентной подзоны размерного квантова-
ния для КЯ HgCdTe в исследуемых структурах. Расчет выполнен в рамках модели Берта–Форемана с гамильтонианом
Кейна 8× 8. (b) – Зависимость температуры гашения СИ TSEQ от пороговой энергии оже-рекомбинации Eth. Подписи
символов отражают максимальную длину волны СИ, полученную из структуры при температуре 8–10 К

максимумах первой валентной подзоны. Отметим,
что данный результат был получен в рамках клас-
сического подхода (без использования приближения
случайных фаз), который может приводить к завы-
шению эффективности экранировки [22] и таким об-
разом, нуждается в экспериментальной проверке.

В настоящей работе благодаря модернизации ис-
точника кадмия удалось достичь концентрации Cd
в КЯ 2.5–2.8 %, что привело к увеличению порого-
вой энергии оже-рекомбинации практически в 2 раза.
Для иллюстрации влияния пороговой энергии оже-
рекомбинации на максимальную температуру гене-
рации на межзонных переходах была построена за-
висимость температуры гашения СИ TSEQ от Eth

(рис. 4b).

Видно, что точки, соответствующие исследуемым
структурам, в целом согласуются с трендом, об-
наруженным ранее [16]: максимальная температура
СИ, при которой возможна генерация на межзон-
ных переходах, растет с увеличением пороговой энер-
гии оже-рекомбинации. Эмпирически данный тренд
можно описать зависимостью TSEQ ∼ c · Eth, где
коэффициент c от 3 до 4 К/мэВ. Иными слова-
ми, температура, при которой происходит актива-
ция оже-процесса, приводящего к разогреву носи-
телей и гашению СИ, растет с уменьшением кон-
центрации кадмия в КЯ из-за того, что неравно-
весные носители достигают боковых максимумов, в
которых оже-рекомбинация не запрещена законами
сохранения, при более высоких температурах. Та-
ким образом, влияние пороговой энергии на темп
оже-рекомбинации преобладает над увеличением эф-
фективности экранирования кулоновского взаимо-
действия “тяжелыми” дырками в боковых максиму-
мах, в том числе в КЯ с концентрацией Cd менее
6.5 %.

Определяющая роль пороговой энергии оже-
рекомбинации подтверждается и при низких
температурах решетки. В этом случае темпера-
тура носителей зависит от условий накачки и
может лежать в диапазоне от равновесной до сотен
кельвинов. В работе [23] даже при температуре
решетки 8 К при увеличении мощности накачки
с энергией кванта 600 мэВ вскоре после порога
возникновения усиления в структуре наступало
полное гашение СИ за счет разогрева носителей
из-за оже-рекомбинации. В оптимизированных
структурах в аналогичных условиях интенсивность
СИ не уменьшается до нуля, а выходит на насыще-
ние, что является дополнительным подтверждением
уменьшения эффективности оже-процессов и их
влияния на разогрев носителей и гашение СИ, из-за
повышения пороговой энергии Eth.

Таким образом, в данной работе продемонстри-
ровано, что увеличение пороговой энергии оже-
рекомбинации способствует росту максимальной
температуры, при которой возможна генерация на
межзонных переходах, и снижает неблагоприятное
влияние разогрева носителей при большой разнице
в энергии квантов накачки и СИ. В лучших из ис-
следуемых структур доля Cd в КЯ была снижена до
∼ 2.5 %, благодаря чему удалось достичь температур
около 100 K, что превышает аналогичные показатели
для лазеров на основе халькогенидов свинца-олова.
Так как не было обнаружено существенного вли-
яния экранировки кулоновского взаимодействия
при оже-рекомбинации, в чистых КЯ HgTe/CdHgTe
можно ожидать дальнейшего увеличения рабочей
температуры. Как увеличение толщины буфера
CdTe до 15 мкм, так и рост структур на n++-GaAs
подложке, позволили снизить пороговую интенсив-
ность возникновения СИ более чем на порядок до
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значений ∼ 1 кВт/см2 при 77 К. При этом дизайн с
расположением активной области на легированной
подложке более предпочтителен, так как позволя-
ет сократить совокупную толщину структуры до
15 мкм, в то время как при увеличенной толщине
буфера она составляет около 25 мкм, что важно
с точки зрения эффективности технологического
процесса. Таким образом, полученные результаты
открывают возможность создания лазеров даль-
него ИК диапазона с рабочей температурой выше
температуры кипения азота.

Работа выполнена при поддержке Министер-
ства науки и высшего образования РФ (грант
# 075-15-2020-797 (13.1902.21.0024)).
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В работе представлены результаты экспериментального исследования поляризационных свойств уз-
ких спектральных мод, возникающих в волоконном ВКР-лазере со случайной распределенной обратной
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Лазеры с распределенной обратной связью, в ко-
торых отражательный элемент не локализован, а
распределен в пространстве случайным образом, по-
лучили название случайных лазеров. Впервые ла-
зерная генерация с обратной связью подобного ти-
па была продемонстрирована для рубинового лазера
[1], и в дальнейшем наблюдалась во всех основных
типах лазеров, в частности, лазерах на красителях
[2], полупроводниковых [3], твердотельных [4], воло-
конных [5] лазерах. Роль рассеяния света на случай-
ных центрах сводится к увеличению эффективной
длины усиления за счет многократных отражений в
среде и к обеспечению обратной связи, в том числе
резонансной. Генерация в случайных лазерах с уче-
том указанных эффектов может быть описана моде-
лями типа диффузионных [6]. Реализованы, однако,
и лазерные схемы, в которых усиление происходит
вне случайной среды, которая, таким образом, лишь
обеспечивает обратную связь [7]. Обзор полученных
результатов и перспективных направлений исследо-
вания случайных лазеров сделан в [8].

Особо выделяется экспериментальная реализа-
ция волоконного лазера со случайной распределен-
ной обратной связью (СРОС) за счет предельно сла-
бого рэлеевского рассеяния [9, 10]. СРОС позволя-
ет получать высокоэффективную генерацию [10] в
волоконных ВКР-лазерах, в том числе и многоча-
стотную [11] или узкополосную [12]. Использование
в качестве резонаторов длинных отрезков волокон,
обеспечивающих заметную величину интегрального
обратного рассеяния, позволяет без привлечения до-
полнительных фильтрующих элементов увеличивать

1)e-mail: gorbunov_oa@nsu.ru

яркость многомодовых лазерных источников за счет
эффекта оптической чистки [13]. Использование по-
ляризованной накачки позволяет получать частич-
но поляризованную генерацию с широким спектром
в стандартных волокнах [14] и высокополяризован-
ную генерацию в волокнах с поддержкой поляриза-
ции [15].

СРОС за счет рэлеевского рассеяния или искус-
ственно созданных рэлеевских отражателей обеспе-
чивает также и одночастотную генерацию с ультра-
малыми ширинами линии в схемах как с активными
волокнами [16], так и в стандартных волокнах за счет
эффекта вынужденного рассеяния Мандельштама–
Бриллюэна (ВРМБ) [17]. В частности, волоконные
ВРМБ-лазеры со СРОС генерируют излучение с ши-
риной спектра вплоть до единиц герц [18]. Узкие
спектральные моды шириной в единицы килогерц
наблюдались также в случайном волоконном лазере
на основе полупроводникового усилителя [19].

Недавно было показано,что генерация излучения
с узким спектром (< 1 МГц),на многие порядки мень-
шим ширины спектра пропускания (∼ 10 ТГц), про-
исходит и в ВКР-лазерах с усилением на вынужден-
ном комбинационном рассеянии (ВКР) и с обратной
связью за счет рэлеевского рассеяния [20]. Такой про-
цесс наблюдается вблизи порога генерации и имеет
ряд характерных особенностей – одновременно мо-
жет возникать большое число узких спектральных
компонент, положение в спектре которых случайно,
и которые существуют ограниченное время (поряд-
ка 1–10 мс). Несмотря на потенциал такого режи-
ма генерации для создания простых одночастотных
источников излучения, ряд свойств подобных узких
спектральных мод, в частности, частота их возник-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема случайного волоконного лазера и системы анализа поляризационной динамики. Pump –
лазер накачки; FBG – волоконная брэгговская решетка; ISO – изолятор; WDM — спектрально-селективный ответви-
тель; F – перестраиваемый узкополосный оптический фильтр; PBS – поляризационный делитель; LO – локальный
осциллятор; 99/1 – стандартный волоконный ответвитель с коэффициентом деления 99 % : 1%; 50/50 – волоконные
ответвители с поддержкой поляризации и коэффициентом деления 50% : 50 %; Ch1, Ch2 – каналы, измеряющие ин-
тенсивности двух поляризационных компонент сигнала, Ch3 – канал запуска. OSA – анализатор оптического спектра;
Scope – осциллограф

новения, зависимость времени генерации от парамет-
ров лазера, их поляризация, не изучен. В данной ра-
боте мы проводим анализ поляризационных свойств
таких мод.

Случайный волоконный лазер, позволяющий на-
блюдать генерацию узких спектральных мод, вклю-
чал в себя 32 км стандартного телекоммуникацион-
ного волокна SMF-28, в котором происходило распре-
делённое отражение за счет рэлеевского рассеяния
и усиление за счет эффекта ВКР. Неполяризован-
ное излучение накачки на длине волны 1455 нм заво-
дилось через спектрально-селективный ответвитель
(см. рис. 1). Для уменьшения пороговой мощности
и фиксирования длины волны, на которой происхо-
дит генерация, с одной стороны волокна была распо-
ложена волоконная брэгговская решетка с коэффи-
циентом отражения более 95 % и центральной дли-
ной волны 1550.35 нм. На другом выходе из волок-
на, составляющего случайный лазер, был установлен
дополнительный спектрально-селективный ответви-
тель для утилизации неистощенного излучения на-
качки (на схеме не указан), а также оптический изо-
лятор, исключающий влияние отражений внутри из-
мерительной системы на процесс генерации.

Спектр излучения лазера, измеренный класси-
ческим дифракционным спектральным прибором,
подтвердил наличие режима генерации узких спек-
тральных компонент в некотором диапазоне мощно-
стей над порогом (см. рис. 2). В спектре наблюда-
лись узкие пики с шириной порядка или даже мень-
ше спектрального разрешения прибора (что проис-
ходит благодаря малому времени генерации – мень-
шему, чем время сканирования аппаратной функции
прибора). Дальнейшие измерения проводились при
мощности накачки 950 мВт. Полная мощность гене-
рации лазера составляла при этом порядка 50 мВт.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Спектр генерации лазера, из-
меренный классическим спектральным прибором, для
разных мощностей накачки

Для анализа поляризационной динамики узких
мод использовался метод оптического гетеродиниро-
вания с поляризационным разделением. Излучение
исследуемого лазера отфильтровывалось с помощью
перестраиваемого оптического фильтра с шириной
спектра пропускания 4 ГГц, центральная длина вол-
ны которого настраивалась на максимум спектра ге-
нерации (1550.35 нм). Излучение после фильтра по-
сылалось на волоконный поляризационный делитель
(см. рис. 1), разделяющий излучение лазера на вол-
ны с условно x- и y-составляющей компоненты поля-
ризации. Каждый из поляризационных сигналов на
выходе делителя смешивался с излучением одного и
того же локального осциллятора с помощью воло-
конных ответвителей 50/50 с сохранением поляри-
зации. Использование волоконных компонент с пра-
вильной ориентацией медленных осей волокон с со-
хранением поляризации позволило добиться полного
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согласования поляризационных состояний локально-
го осциллятора и каждого из двух исследуемых ка-
налов. В качестве локального осциллятора использо-
вался перестраиваемый полупроводниковый одноча-
стотный лазер с мощностью 30 мВт и эффективной
шириной 2 МГц.

Сигнал интерференции для каждого канала изме-
рялся с помощью быстрых фотодетекторов с полосой
пропускания 5 ГГц и оцифровывался с помощью ос-
циллографа с частотной полосой 4 ГГц и частотой
дискретизации 2 · 1010 точек в секунду. Благодаря
тому, что сигнал на фотодетекторе складывался из
мощного излучения локального осциллятора и сла-
бого исследуемого излучения, в сигнале практически
отсутствовали шумы, обусловленные биениями ин-
тенсивности исследуемого сигнала [21]. Поэтому ре-
зультат оконного преобразования Фурье, выполнен-
ного для измеренного в каждом из двух каналов фо-
тотока, отражает спектральную динамику каждой
из поляризаций исследуемого излучения. Различие
в чувствительности двух фотодетекторов учитыва-
лось введением соответствующей калибровки.

Примеры спектрограмм, построенных для двух
поляризаций с помощью оконного преобразования
Фурье с временным окном, ширина и форма которо-
го обеспечивала разрешение по частоте 3 МГц, изоб-
ражены на рис. 3а и b. В соответствии с ранее опуб-
ликованными наблюдениями [20], в спектре на по-
роге генерации возникают узкие спектральные пики
с шириной меньшей, чем разрешаемая, и пропадаю-
щие через время порядка нескольких миллисекунд.
Узкие спектральные линии наблюдаются как в пер-
вом, так и во втором канале одновременно, т.е. имеют
в общем случае и x-, и y-компоненты поляризации.
Интенсивность обеих поляризационных компонент
изменяется синхронно (см. рис. 3c). При этом, одна-
ко, отношение интенсивностей может изменяться во
времени, и быть отличным от единицы: на рис. 3d
представлен пример отношения интенсивностей по-
ляризаций для конкретной спектральной линии. Та-
ким образом, можно заключить, что узкая мода, по
крайней мере, частично поляризована: действитель-
но, в противном случае полностью неполяризованно-
го излучения интенсивности в двух каналах были бы
равны в каждый момент времени. Далее, поскольку
из-за температурных дрейфов и акустических шумов
двулучепреломление в волокне постоянно изменяет-
ся, происходит и изменение состояния поляризации,
а следовательно, меняется и отношение интенсивно-
стей в поляризационных каналах (рис. 3d.). Однако
данный эффект проявляется слабо, в том числе вви-
ду малой – порядка 1 м – длины волокна без под-

держки поляризации, передающего излучение лазе-
ра на вход в поляризационный делитель.

Для того, чтобы определить степень поляриза-
ции генерируемых узких спектральных мод, мы про-
вели набор статистики для определения вероятно-
сти получения заданного отношения интенсивностей.
Для этого многократно измерялись спектрограммы
в двух поляризационных каналах, в них определя-
лись области, включающие узкие спектральные мо-
ды и вычислялось отношение интенсивностей поля-
ризационных сигналов для каждой из мод. Для полу-
чения репрезентативной выборки процесс измерения
спектрограммы каждый раз запускался по сигналу
от дополнительного третьего канала, измеряющего
полную мощность отфильтрованного излучения до
его разделения по поляризациям (см. рис. 1). Таким
образом, запуск происходил при появлении узкой мо-
ды в исследуемом спектральном диапазоне независи-
мо от состояния поляризации в ней.

Статистика была набрана по 2000 измерениям.
Было обнаружено, что с наибольшой вероятностью
происходит генерация моды, в которой одинакова
интенсивность x- и y-компонент. При этом возмож-
ны случаи, когда интенсивность одной из компонент
на два порядка превосходит интенсивность другой.
На рисунке 4 (синяя кривая) в двойном логарифми-
ческом масштабе показана функция распределения
вероятности в зависимости от отношения интенсив-
ностей R в двух каналах, рассчитанная по экспери-
ментальным данным. Ширина бина в распределении
равна 0.5. Форма распределения позволяет утвер-
ждать, что все моды обладают высокой степенью
поляризации. Действительно, в противном случае в
распределении присутствовало бы избыточное коли-
чество событий с равными интенсивностями в двух
каналах или R = 1. Этот факт согласуется с силь-
ной поляризационной зависимостью ВКР-усиления
[22] вместе с однородным характером его насыщения
[23], которые и должны приводить к генерации по-
ляризованного излучения.

Для проверки такой интерпретации результатов
мы провели моделирование отношения интенсивно-
стей

R =
Ix
Iy

=
A2

x

A2
y

(1)

в двух поляризационных каналах для генерации мо-
ды с произвольной эллиптической поляризацией [24]:

E = (Ex, Ey) = (Ax cosωt,Ay sin(ωt− ψ)). (2)

Здесь Ax и Ay – амплитуды, ψ – задержка по
фазе между компонентами вектора электрического
поля E. Отношение R в контексте рассматриваемой
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Метод анализа временной динамики поляризации моды: (a), (b) – спектрограммы, построен-
ные по измерениям в первом и втором поляризационных каналах соответственно. (c) – Пример временной динамики
интенсивности моды в двух каналах (зеленым – для первого канала, красным – для второго) для отстройки 317 МГц.
(d) – Динамика отношения интенсивностей R в двух поляризациях

Рис. 4. (Цветной онлайн) Функция распределения веро-
ятности появления узкой моды с заданным соотноше-
нием интенсивностей R в двух поляризационных ка-
налах. Синяя кривая – эксперимент, оранжевая и зеле-
ная – результат численного моделирования для разных
степеней эллиптичности, серая – предсказания теории
для случайной поляризации

задачи удобно выразить через параметры наклона
эллипса поляризации относительно оси поляризаци-

онного делителя Ox−φ, и эллиптичности χ (тангенс
χ равен отношению полуосей эллипса). Используя
выражения для параметров Стокса [24] (I0 – полная
интенсивность моды):

S0 = A2
x +A2

y = 2I0,

S1 = A2
x −A2

y = S0 cos(2χ) cos(2ϕ),

выразим отношение интенсивностей в каналах ос-
циллографа через параметры ϕ и χ:

R =
A2

x

A2
y

=
S0 + S1

S0 − S1
=

1 + cos(2χ) cos(2ϕ)

1− cos(2χ) cos(2ϕ)
. (3)

Линейной поляризации соответствует χ = 0. Лег-
ко убедиться, что в этом случае полученное выраже-
ние сводится к

R = ctg2 ϕ. (4)

Круговая поляризация описывается значением
χ = π/4, в этом случае R ≡ 1, что совпадает c ре-
зультатом для неполяризованного света.

Можно предположить, что состояние поляриза-
ции мод случайно, т.е. распределение состояний по-
ля по сфере Пуанкаре является раномерным. Ре-
зультат моделирования отношения R в этом случае
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представлен на рис. 4 зеленой кривой; расхождение
с экспериментом существенно. Экспериментнально
не наблюдается максимума при R = 1 (обсуловлен-
ного вкладом поляризаций, близких к круговой) а
также вероятность обнаружения больших отноше-
ний в моделировании ниже. Следовательно, круго-
вая поляризация мод практически не наблюдается.
Моделирование, при котором распределение поляри-
заций по сфере Пуанкаре равномерно для интервала
χ, ограниченного значением π/12, существенно луч-
ше описывает эксперимент (см. оранжевую кривую
на рис. 4). Значение π/12 выбрано для описания ло-
кального роста плонтности вероятности при R ∼ 10,
которое может быть обусловлено вкладом поляри-
зации с относительно малой эллиптичностью. Мо-
делирование качественно воспроизводит эту особен-
ность, но все же расходится с экспериментом в обла-
сти больших отношений R. Из приведенных сообра-
жений можно сделать вывод, что поляризация узких
спектральных мод не является случайной, а локали-
зована на сфере Пуанкаре вблизи экватора, т.е. близ-
ка к линейной.

Не стоит забывать, что в области больших от-
ношений экспериментальные наблюдения искажены
также наличием шумов в измерительной системе, ко-
торые ограничивают динамический диапазон и мак-
симальную величину измеряемых отношений интен-
сивностей.

Для плотности вероятности f(R) можно полу-
чить и аналитическое выражение. Действительно,
количество событий δN , попадающее в интервал
(R; R + δR) есть N · δR. С другой стороны, связь
между малыми интервалами δR и δϕ может выра-
жена из (3):

δR ≃ − 2 cos(2χ) sin(2ϕ)δϕ

1− cos(2χ) cos(2ϕ))2
=

= −(R+ 1)[2R(cos2 2χ+ 1)− (R2 + 1) sin2 2χ]1/2 · δϕ.
Но в интервал (ϕ;ϕ + δϕ) попадает δN = 2δϕ

π N

событий, если угол наклона распределен случайно.
Учитывая, что для вероятности попадания в интер-
вал (R;R+ δR), мы имеем формально

dw(R;R + δR) ≡ f(R)δR =
δN

N
,

для функции f(R) получаем выражение

f =
2

π(R + 1)
[2R(1+cos2(2χ))−(R2+1) sin2(2χ)]−1/2.

Данная функция имеет максимальные значения в
крайних точках Rmax = 1+cos(2χ)

1−cos(2χ) и Rmin = 1−cos(2χ)
1+cos(2χ)

(см. также (3)), что может обуславливать локаль-
ное увеличение плотности вероятности обнаружения
отношения R ∼ 10 на экспериментальной кривой и
обосновывает ее аппроксимацию оранжевой линией
(рис. 4).

Для линейной поляризации χ = 0:

fLin(R) =
1

π
√
R(R+ 1)

. (5)

Выражение (5), как показано штрихпунктирпной
линией на рис. 4, достаточно хорошо описывает экс-
перимент. Это также косвенно подтверждает, что из-
меряемая поляризация мод близка к линейной.

Степень поляризации мод может быть оценена из
следующих соображений. Неполяризованное излуче-
ние всегда дает соотношение R = 1, а все наблюдае-
мые соотношения R, отличные от 1, реализуются за
счет поляризованного излучения. Вклад неполяри-
зованного света проявлялся бы в увеличении вероят-
ности обнаружения значения R = 1 и уменьшении
больших значений R, что противоречит эксперимен-
тальным результатам (ср. синюю и зеленую кривые
на рис. 4). Для регистрации в эксперименте соотно-
шения R = Ix/Iy = 100, необходимо, чтобы интенси-
вость поляризованного излучения с полем, направ-
ленным только вдоль оси Ox, в 99 раз превосходи-
ла интенсивность проекции поля неполяризованного
излучения на эту ось. Таким образом, степень поля-
ризации составляет не менее чем 99/(99 + 2) = 0.98.

Наконец, нами были изучены возможные корре-
ляции между поляризациями возникающих одновре-
менно узких мод (в случае, если одновременно суще-
ствуют две и более мод в спектре). Для этого бы-
ла собрана статистика из 2000 спектрограм, в ко-
торых наблюдалась совместная генерация не менее
двух спектральных мод. Среди них выбирались две
максимально интенсивные для того, чтобы при даль-
нейшей обработке влияние шумов было наименьшим.
Предполагая высокую ступень поляризации и ма-
лую степень эллиптичности каждой из мод, состо-
яние поляризаций каждой из них описывалось толь-
ко азимутом – углом наклона вектора поляризации

φ = arcctg
(√

Ix
Iy

)

(см. (4)). Измерялось распределе-

ние случайного вектора (φ1, φ2), состоящего из ази-
мутов двух мод, в двумерной плоскости (см. рис. 5).

Форма совместного распределения указывает на
то, что поляризации одновременно генерирующихся
мод не связаны строгим образом: возможно наблюде-
ние двух мод, у которых азимуты существенно отли-
чаются. Тем не менее, некоторые корреляции внут-
ри совместного распределения присутствуют. Коэф-
фициент корреляции Пирсона, определенный по вы-
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Совместное распределение
определенных по экспериментальным данным азиму-
тов поляризаций φ1 и φ2 для двух одновременно гене-
рирующихся узких спектральных мод

борке в 2000 измерений, составил 0.08, т.е. с неболь-
шой вероятностью моды приобретают схожие азиму-
ты поляризации.

Таким образом, в данной работе эксперименталь-
но были изучены поляризационные свойства узких
спектральных мод, возникающих у порога генера-
ции волоконного ВКР-лазера со случайной распреде-
ленной обратной связью. Наблюдаемое изменение от-
ношения мощностей в поляризационных каналах со
временем говорит как минимум о частичной поляри-
зации излучения каждой из мод, а наблюдаемые от-
ношения интенсивности в поляризационных каналах
указывают на степень поляризации более 98 %. При
этом поляризации мод, генерирующиеся одновремен-
но, являются практически некоррелированными.

Работа поддержана грантом Российского научно-
го фонда # 19-12-00318-П.
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На основании DFT расчета с потенциалами SCAN предлагается механизм спин-кроссовера в лю-
двигите Со3BO5. В рамках метода Монте-Карло показана роль отдельных обменных взаимодействий в
установлении дальнего магнитного порядка.
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1. Введение. Оксибораты со структурой людви-
гита с общей формулой M2+M3+O2BO3 обладают
большим разнообразием электронных и магнитных
свойств в зависимости от состава. В соединениях со
структурой людвигита можно обнаружить ряд ин-
тересных особенностей: низкоразмерные магнитные
единицы (триады и слои), сосуществование несколь-
ких магнитных подрешеток, сосуществование пара-
магнетизма и магнитного порядка, наличие в хими-
ческом составе различных комбинаций переходных
металлов со смешанной валентностью и их неслу-
чайным распределением по разным кристаллогра-
фическим позициям. В структуру людвигита могут
входить различные элементы M2+ и M3+, но на се-
годняшний день экспериментально известны только
два гомометаллических людвигита с атомами пере-
ходных металлов: Fe3BO5 и Со3BO5 [1–5]. Несмот-
ря на подобные кристаллические структуры, эти два
соединения имеют кардинально различные физиче-
ские свойства. Так, Fe3BO5 при комнатной темпера-
туре испытывает структурный переход с удвоением
параметра ячейки вдоль оси c,а затем два магнит-
ных перехода при TN1 = 112K и TN2 = 70K, со-
ответствующие независимому упорядочению различ-
ных магнитных подрешеток [1, 2]. Наоборот, Со3BO5

структурно стабилен и испытывает один магнитный
переход при температуре ∼ 42 K [3, 4]. В [2] предпо-
лагается, что структурный переход в Fe3BO5 обу-
словлен димеризацией катионов железа в одной из
триад и образованием волн зарядовой плотности.
В людвигите Со3BO5 ситуация другая: чтобы избе-
жать структурных искажений трехвалентный атом

1)e-mail:ngzamkova@gmail.com

кобальта Со3+ переходит в низкоспиновое состоя-
ние. Таким образом,одним из основных отличий лю-
двигитов Fe3BO5 и Со3BO5 является существова-
ние в Со3BO5 спин-кроссовера [3, 4]. Оба соедине-
ния подробно исследованы как экспериментально,
так и теоретически, в том числе и из первых прин-
ципов [5–8]. Однако, в расчетных работах основное
внимание уделяется магнитной структуре данных
людвигитов, тогда как механизм спинкроссовера в
Со3BO5 остается неясным. Целью настоящей рабо-
ты является ab initio исследование обменных взаи-
модействий и механизма спин-кроссовера в Со3BO5.
Обычно спиновый кроссовер описывают как пере-
сечение термов двух локализованных спинов, здесь
же мы показываем механизм кроссовера на зонном
языке.

2. Детали расчета. Расчеты проводились
в пакете Vienna Ab initio Simulation Package
(VASP) [9, 10] с использованием псевдопотенциалов
PAW-PBE [11, 12]. Конфигурация валентных элек-
тронов для ионов Co, B и O бралась: 3d74s2, 2s22p1,
2s22p4, соответственно. Обменно-корреляционный
функционал учитывался с использованием при-
ближения обобщенного градиента (GGA). Число
плоских волн было ограничено энергией 520 эВ.
При оптимизации кристаллических структур ис-
пользовалась сетка 4 × 2 × 11 Монкхорста–Пака
[13]. Параметры и координаты атомов оптими-
зировались до тех пор, пока силы на ионах не
стали меньше 1 мэВ/А. Теоретико-групповой анализ
магнитных структур выполнен в пакете FullProf
(BASIREPS) [14] для волновых векторов k = (0, 0, 0)

и k = (0, 0, 0.5). GGA+U расчеты выполнены в
рамках схемы Дударева [15].
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3. Магнитная структура. Структуру людви-
гита с пр. гр. Pbam (# 55) принято представлять в
виде лестничной структуры. В структуре людвигита
атомы переходного металла занимают четыре неэк-
вивалентных позиции: 2a, 2d, 4g и 4h. Атомы на
позициях 2a и 4g образуют одну трехступенчатую
лестницу или триаду (3-1-3), атомы на позициях 2d

и 4h – вторую триаду (4-2-4) (рис. 1). В людвигите

Рис. 1. (Цветной онлайн) Магнитная структура людви-
гита Со3BO5. Показаны только атомы кобальта

Со3BO5 триада 3-1-3 занята двухвалентными атома-
ми кобальта Со2+, триада же 4-2-4 занята как двух-
валентными Со2+ на позициях 2d, так и трехвалент-
ными Со3+ на позициях 4h. Все атомы кобальта рас-
положены в сильно искаженных кислородных окта-
эдрах.

Как показано в [3, 4], Со3BO5 испытывает маг-
нитный переход в полностью упорядоченное состо-
яние при TN = 42K, при этом трехвалентные ато-
мы кобальта на позициях 4h находятся в низкоспи-
новом состоянии (LS). При высоких температурах
T > 500K эти атомы переходят в высокоспиновое
состояние (HS). Магнитная структура (рис. 1) лю-
двигита Со3BO5 определена в работах [3, 4]. Экспе-
риментальная магнитная структура является колли-
неарной и, согласно теоретико-групповому анализу,
проведенному в [3, 5], описывается одним неприводи-
мым представлением (НП) для всех магнитных под-
решеток τ5(y) с собственным вектором

2a 2d 4g 4h

LS −− ++ + + ++ 0000

HS −− ++ + + ++ − − −−
.

Для определения основного магнитного состоя-
ния в людвигите Со3BO5 были рассчитаны полные
энергии ряда коллинеарных и неколлинеарных маг-
нитных конфигураций, построенным согласно НП

пр. гр. Pbam при k = 0 и k = (0, 0, 0.5) и пр. гр.
Pbnm при k = 0 (табл. 1). В частности, были рас-
смотрены магнитные конфигурации, упоминающие-
ся в литературе для соединений со структурой лю-
двигита [1, 3–7, 16]. Расчет полных энергий для всех
магнитных конфигураций был проведен в прибли-
жении GGA+U с U = 4 эВ для атомов кобальта.
При данном значении параметра U наиболее энер-
гетически выгодной оказывается экспериментально
установленная магнитная конфигурация [3, 4], но с
ионом Со3+ на позиции 4g в HS состоянии (рис. 1).

Таблица 1. Разложение магнитного представления пр. гр.
Pbam по НП при k = 0 и k = (0, 0, 0.5) и пр. гр. Pbnm при
k = 0

Pbam, k = 0

2a, 2d τ1 + τ3 + 2τ5 + 2τ7

4g, 4h τ1 + 2τ2 + τ3 + 2τ4 + 2τ5 + τ6 + 2τ7 + τ8

Pbam, k = (0, 0, 0.5)

2a τ1 + τ3 + 2τ5 + 2τ7

2d τ2 + tau4 + 2τ6 + 2τ8

4g τ1 + 2τ2 + τ3 + 2τ4 + 2τ5 + τ6 + 2τ7 + τ8

4h 2τ1 + τ2 + 2τ3 + τ4 + τ5 + 2τ6 + τ7 + 2τ8

Pbnm k = 0

4a 3τ1 + 3τ3 + 3τ5 + 3τ7

4c τ1 + 2τ2 + 2τ3 + τ4 + τ5 + 2τ6 + 2τ7 + τ8

8d 3τ1 + 3τ2 + 3τ3 + 3τ4 + 3τ5 + 3τ6 + 37tau7 + 3τ8

В обоих типах триад 3-1-3 и 4-2-4 упорядочение
атомов антиферромагнитное, тогда как вдоль оси с
упорядочение триад ферромагнитное. Однако, в при-
ближении GGA+U не удается однозначно опреде-
лить энергетическую выгодность HS или LS конфи-
гураций, которая во многом зависит от значения па-
раметра U .

Чтобы избежать подобной неоднозначности в
определении основного состояния, был проведен рас-
чет полной энергии данной магнитной конфигурации
с атомом Со3+ в HS и LS состояниях в более строгом
приближении с потенциалами SCAN [17]. При расче-
те энергий проводилась полная релаксация структу-
ры, как по параметрам элементарной ячейки, так и
по координатам атомов. Результаты расчета вместе с
экспериментальными данными приведены в табл. 2.
Как видно, расчет SCAN устанавливает, что наибо-
лее энергетически выгодной при низких температу-
рах действительно является магнитная кофигурация
с Со3+ в LS состоянии.

Что же касается высокотемпературной фазы,то
согласно работе [4], переход трехвалентных атомов
Со3+ в HS состояние при высокой температуре T >

500К сопровождается увеличением объема элемен-
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Таблица 2. Экспериментальные и рассчитанные с исполььзованием потенциалов SCAN параметры решетки (a, b, c), объем эле-
ментарной ячейки V и магнитные моменты ионов кобальта на позициях 2a (М1), 2d (М2), 4g (М3) и 4h (М4) в HS и LS конфигу-
рациях. В последних двух строках приведены энергии (E) LS состояния относительно HS состояния и величина энергетической
щели (Eg)

SCAN

Эксперимент [3, 4] Низкотемпературная фаза Высокотемпературная фаза

HS (700K) LS (2K) HS LS HS LS

a, Å 9.27 9.32 9.16 9.28 9.26

b, Å 12.25 11.95 12.14 11.88 12.26

c, Å 3.05 2.96 3.00 2.95 3.12

V , Å3 346.35 329.67 334.26 337.52 357.94

M1, µB 3.4 2.46 2.62 2.56 2.62

M2, µB −3.06 −2.68 −2.60 −2.68 −2.65

M3, µB −3.38 −2.85 −2.63 −2.9 −2.71

M4, µB 0.11 2.32 −0.07 2.38 0.15

E, эВ 0.0 −2.1973 0.0 0.4421

Eg, эВ 1.7 0.0 0.4 0.0 0.0

Рис. 2. (Цветной онлайн) Плотность состояний t2g и eg электронов людвигита Со3BO5 в HS (светло-коричневая линия)
и LS (черная линия) состояниях

тарной ячейки на ∼ 5 %. Однако, в нашем расчете
после полной оптимизации структуры с атомом Со3+

в HS состоянии объем элементарной ячейки практи-
чески не изменился. Это связано с тем, что высоко-
температурная фаза не является равновесной струк-
турой при нулевой температуре. Поэтому для ими-
тации теплового расширения решетки в высокотем-
пературной фазе при расчете полных энергий для
HS и LS состояний Co3+ была использована элемен-
тарная ячейка, полученная при приложении гидро-
статического давлении P = −10ГПа. При этом объ-
ем элементарной ячейки увеличивается на 5.7 % по
сравнению с объемом ячейки в основном LS состо-
янии. Как видно (последние два столбца в табл. 2),
при таком увеличении объема переход атома Со3+

в HS состояние становится энергетически выгодным,
что согласуется с экспериментом [3, 4].

4. Спин-кроссовер. На рисунке 2 приведены
плотности состояний (DOS) d-электронов Со3+ на
позиции 4h в HS и LS состояниях. Как хорошо
известно, спиновое состояние d6 ионов переходно-
го металла, в октаэдрическом окружении определя-
ется конкуренцией между внутриатомным обменом
и энергией кристаллического поля. Обменная энер-
гия благоприятствует HS состоянию с конфигураци-
ей (t42ge

2
g), в то время как кристаллическое поле бла-

гоприятствует LS состоянию (t62ge
0
g). Однако, DOS d-

электронов Со3+ не содержит ярких пиков, которые
можно было бы интерпретировать как расщепление
d-уровней в октаэдрическом кристаллическом поле
(рис. 2). Это обусловлено тем, что кислородные окта-
эдры в структуре людвигита искажены, вследствии
чего атомы кобальта находятся в кристаллическом
поле более низкой симметрии (триклинной) и меха-
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Таблица 3. Плотность состояний d-электронов различной симметрии (первый столбец) и схематическое расположе-
ние уровней для электронов со спином вверх и вниз (второй столбец) в HS (светло-коричневая линия) и LS (черная
линия) состояниях. В последнем столбце приведены числа заполнения соответствующих энергетических зон

низм перехода из LS состояния в HS более сложен. d-
электроны Со3+ образуют энергетические зоны ши-
риной ∼ 4–6 эВ, при этом DOS содержит хорошо вы-
раженные пики вблизи энергии Ферми. При перехо-

де из LS в HS состояние увеличивается расщепление
между состояниями электронов со спином вверх и
спином вниз как для t2g-электронов, так и для eg-
электронов. В HS состоянии пики, соответствующие

Письма в ЖЭТФ том 118 вып. 5 – 6 2023



Магнитная структура и механизм спин-кроссовера в людвигите Со3BO5 327

Рис. 3. Обменные взаимодействия в людвигите Со3BO5 в LS конфигурации. Показаны только магнитные ионы ко-
бальта на позициях 2a, 2d и 4g

электронам со спином, вверх смещаются ниже энер-
гии Ферми и эти состояния становятся занятыми. В
то же время пики, соответствующие электронам со
спином вниз, смещаются в сторону более высоких
энергий и начинают опустошаться.

Как в HS, так и в LS состояниях, t2g и eg состо-
яния, образующие выраженные пики в DOS, име-
ют одни и те же энергии. Тем не менее, различ-
ные d-орбитали дают разные вклады в образование
магнитного момента Co3+ в HS состоянии. Меха-
низм формирования магнитного момента одинаков
для всех типов d-орбиталей и связан с расщеплени-
ем между состояниями электронов со спином вверх
и спином вниз (табл. 3, первые два столбца), одна-
ко величины этого расщепления отличаются для d-
электронов различной симметрии. В таблице 3 в по-
следнем столбце приведены числа заполнения энер-
гетических зон, образованных d-электронами раз-
личной симметрии. Как видно, наибольший вклад
в формирование магнитного момента при переходе
атома кобальта в HS состояние вносят орбитали dxy,
dxz и d2z.

Таблица 4. Обменные взаимодействия в людвигите Со3BO5

Jdd Jaa Jag Jad Jgg J1gg Jdg

59.9 К 55.1 К −38.6 K −19.6 K 8.5 K 8.2 К −3.2 K

5. Моделирование магнитного перехода

методом Монте-Карло. В структуре людвигита
обычно выделяют структурные элементы в виде
трехступенчатых лестниц или триад 3-1-3 и 4-2-4.
Так, в людвигите Fe3BO5 наблюдается два маг-
нитных перехода, связанных с последовательным
упорядочением таких триад. В отличие от Fe3BO5

в кобальтовом людвигите позиция 4h занята трех-
валентным ионом кобальта Со3+, который при

температурах ниже комнатной находится в низко-
спиновом состоянии, и триада 4-2-4 разрушается.
На рисунке 3 показаны основные обменные взаимо-
действия в людвигите Со3BO5 с ионом Со3+ в LS
состоянии. Расчет обменных взаимодействий про-
водился по алгоритму, описанному в [18] в рамках
модели Изинга. При этом магнитный момент двух-
валентных ионов кобальта на позициях 2a, 2d и 4g

держался равным расчетному значению ≈ 2.65µB, а
магнитный момент трехвалентного иона кобальта –
равным нулю. Полученные значения обменных взаи-
модействий приведены в табл. 4. Наиболее сильными
взаимодействиями здесь являются ферромагнитные
взаимодействия между ионами Со2+ на позициях 2a

(Jaa) и 2d (Jdd) вдоль оси c и антиферромагнитные
взаимодействия между ионами Со2+ на позициях 2a

и 4g (Jag) в триадах 3-1-3 и позициях 2a и 2d (Jad) в
плоскостях ac. Эти взаимодействия позволяют выде-
лить две структурные единицы в людвигите Со3BO5:
триады 3-1-3, содержащие ионы на позициях 2a и 4g,
и плоскости ac, образованные ионами на позициях
2a и 2d. Триады связаны ферромагнитными взаи-
модействиями между ионами на позициях 4g вдоль
оси c (Jgg) и вдоль оси a (J1gg) и слабым антифер-
ромагнитным взаимодействием в плоскости bc (Jdg).

С полученными обменными константами мето-
дом Монте-Карло был проведен расчет температу-
ры магнитного перехода в Со3BO5 с ионом Co3+,
находящемся в LS состоянии. На рисунке 4а показа-
ны температурные зависимости намагниченности от-
дельных магнитных подрешеток и полной намагни-
ченности, на рис. 4b – магнитной восприимчивости.
Все подрешетки упорядочиваются при одной темпе-
ратуре Tc ≈ 118К.

Температура магнитного перехода, полученная
методом Монте-Карло, примерно в три раза пре-
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Рис. 4. Температурные зависимости (а) – полной намаг-
ниченности и намагниченностей отдельных магнитных
подрешеток; (b) – магнитной восприимчивости; (c) –
параметров порядка P1 и P2 (см. текст). |S| = 2.65µB

вышает экспериментальную температуру перехода
Tc ≈ 42К [3, 4], что характерно для расчетов ме-
тодом Монте-Карло. Тем не менее, моделирование
методом Монте-Карло позволяет проанализировать
роль отдельных обменных взаимодействий в процес-
се упорядочения магнитных моментов ионов кобаль-
та. Так, в работе [3] отмечалась важная роль взаи-
модействия триад 3-1-3 через ион кобальта на пози-

ции 2d в установлении дальнего магнитного поряд-
ка. Действительно, триады 3-1-3 связаны через ион
на позиции 2d сильным ферромагнитным взаимодей-
ствием Jad и слабым антиферромагнитным Jdg. Вве-
дем два параметра порядка, отвечающие за упорядо-
чение магнитных моментов в плоскости ac:

P1 =
1

4
(Sa1 − Sd2 + Sa2 − Sd1),

и в триадах 3-1-3:

P2 =
1

6
(Sa1 − Sg3 − Sg4 + Sa2 − Sg1 − Sg2).

Температурные зависимости P1 и P2 показаны
на рис. 4c. Как видно, триады начинают разупоря-
дочиваться при температуре ∼ 50 К, но за счет бо-
лее сильного взаимодействия Jad в плоскости даль-
ний порядок сохраняется до более высоких темпера-
тур. Таким образом, температура магнитного пере-
хода определяется взаимодействиями в плоскости ac.

Заключение. В рамках DFT расчета с исполь-
зованием потенциала SCAN определена магнитная
структура людвигита Со3BO5. Показано, что при
низких температурах энергетически выгодной явля-
ется коллинеарная антиферромагнитная структура
с ионом Со3+ в LS состоянии. На основании расчета
электронной структуры иона Со3+ в LS и HS состо-
яниях предложен механизм спинкроссовера, связан-
ный с расщеплением между состояниями электронов
со спином вверх и спином вниз. В рамках модели
Изинга оценены обменные взаимодействия в Со3BO5

с ионом Со3+ в LS состоянии. Показано, что темпера-
тура магнитного перехода определяется магнитными
взаимодействиями между ионами, расположенными
в плоскости ac.

Исследование выполнено за счет гран-
та Российского научного фонда # 22-22-20024
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При учете структуры трехслойки Te-Mn-Te, входящей в слоевую последовательность Te-Bi-Te-
Mn-Te-Bi-Te ван-дер-ваальсовcкого монокристалла MnBi2Te4, эффектов кристаллического поля, спин-
орбитального взаимодействия и процессов ковалентного смешивания электронных состояний ионов
Mn2+ с электронными состояниями ионов Te2− в режиме сильных электронных корреляций проанализи-
рована зависимость топологии спектра фермиевских возбуждений от магнитного состояния системы. В
ферромагнитной фазе, возникающей благодаря кинематическому взаимодействию фермионов Хаббарда,
число Черна равно 1, что соответствует нетривиальной топологии энергетической структуры трехслойки
Te-Mn-Te. В парамагнитной фазе число Черна равно нулю и топология тривиальна. Для построенных
спин-орбиталей магнитные моменты ионов Mn2+ ориентированы перпендикулярно слоям. При этом маг-
нитные моменты Mn2+ из ближайших слоев по механизму Андерсона упорядочены антиферромагнитно.

DOI: 10.31857/S1234567823170044, EDN: jznnvq

1. Введение. Формирование дальнего магнитно-
го порядка в топологических изоляторах приводит к
ряду нетривиальных эффектов, таких как формиро-
вание щели в спектре возбуждений поверхностных
состояний и реализация квантового аномального эф-
фекта Холла [1–3]. Недавно нетривиальная тополо-
гия электронной структуры с формированием объ-
емных инвертированных зон, а также дираковского
конуса, соответствующего поверхностным состояни-
ям, при реализации дальнего антиферромагнитного
(АФМ) порядка были предсказаны в MnBi2Te4 на ос-
нове первопринципных расчетов [4–6], а также под-
тверждены с помощью ARPES [5, 7]. Таким образом,
MnBi2Te4 относится к АФМ топологическим изоля-
торам, описанным ранее [8].

Соединение MnBi2Te4 содержит последователь-
ность из семи слоев Te-Bi-Te-Mn-Te-Bi-Te (семислой-
ка), расположенных перпендикулярно оси z [9]. Каж-
дый слой обладает треугольной решеткой. Магнит-
ная структура Mn характеризуется наличием ани-
зотропии типа “легкая ось” перпендикулярно сло-
ям [10]. Внутри слоя реализуется ферромагнитное
упорядочение ионов Mn. Данные по неупругому рас-
сеянию нейтронов демонстрируют также наличие
конкурирующего АФМ обмена между следующими
за ближайшими соседями в слое с величиной обмен-
ной связи, близкой к критической, когда происходит
смена типа магнитной структуры [11]. Между сло-

1)e-mail : vvv@iph.krasn.ru

ями Mn формируется АФМ упорядочение типа A с
температурой Нееля 24 К.

Несмотря на наличие первопринципных расчетов
электронной структуры MnBi2Te4, получение эф-
фективной низкоэнергетической модели позволяет
существенно продвинуться в понимании и упроще-
нии описания топологических особенностей матери-
ала и поверхностных состояний. Ранее была сфор-
мулирована эффективная модель двухслоек Te-Bi с
учетом вкладов от магнитных ионов Mn [4]. В рам-
ках этой модели было показано, что поверхностные
состояния распространяются вглубь на расстояние,
соответствующее двум семислойкам [12].

Топологический инвариант принимает нетриви-
альные значения для пленок MnBi2Te4, содержащих
нечетное число семислоек [6, 13]. Таким образом, ин-
терес представляют соединения с нескомпенсирован-
ным магнитным моментом у поверхности. В этом
случае возникает щель в дираковском конусе поверх-
ностных состояний АФМ топологического изолято-
ра, сопровождаемая нарушением симметрии по отно-
шению к последовательному действию операции ин-
версии времени и примитивной трансляции. Извест-
но, что для разных образцов величина щели сильно
варьируется от исчезающе малой до десятков мэВ.
Возможные причины этого обсуждались в миниоб-
зоре [14].

Несмотря на отмеченные успехи в понимании
природы возникновения нетривиальной топологии
в MnBi2Te4, ряд вопросов остается проблематич-
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ным. Загадочной, в частности, представляется при-
чина формирования ферромагнитного упорядочения
в слоях ионов марганца при диэлектрическом харак-
тере основного состояния рассматриваемого соедине-
ния. Малоизученной является и причина происхож-
дения сильной одноосной анизотропии в слоях ионов
марганца. При рассмотрении этих тем первостепен-
ное значение приобретает вопрос о влиянии процес-
сов ковалентного смешивания спин-орбиталей ионов
марганца и теллура на энергетическую структуру си-
стемы и ее топологические свойства.

Эти вопросы обсуждаются в данной работе.
2. Базисные состояния Te-Mn-Te и гамиль-

тониан трехслойки в представлении Ванье.

Существенную роль в формировании нетривиаль-
ной топологии энергетической структуры топологи-
ческого магнетика MnBi2Te4 играют подсистемы из
трех слоев Te-Mn-Te. Они образованы из слоя ионов
Mn2+, выше и ниже которого находятся слои ионов
Te2−. В каждом слое ионы находятся в узлах тре-
угольной решетки. При этом узлы решеток теллу-
ра смещены относительно положения ионов марган-
ца так, как показано на рис. 1.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Фрагмент кристаллической
структуры трехслойки Te–Mn–Te. Положения ионов
Mn2+, обозначенных темными кружками, образуют
треугольную решетку в средней плоскости трехслой-
ки. Над ними и под ними находятся ионы Te2−, упо-
рядоченные по схеме треугольной решетки. Проекции
центров верхних ионов Te2− на плоскость расположе-
ния Mn2+ показаны красными крестиками. Светлыми
кружками обозначены проекции на среднюю плоскость
положений ионов Te2−, лежащих в нижней плоскости
трехслойки

При построении базиса электронных состояний и
гамильтониана, отражающего структуру энергетиче-
ских зон, находящихся вблизи химпотенциала, будем
основываться на характере расщепления электрон-
ных конфигураций 3d5 ионов Mn2+ и 5p6 ионов Te2−

под влиянием кристаллического поля (КП) и спин-
орбитального взаимодействия (СОВ).

Ионы Mn2+ находятся в КП тригональной сим-
метрии (точечная группа D3d). Поэтому десятикрат-
но вырожденный (при учете спина электрона) 3d-
уровень в соответствие с теоремой Крамерса расщеп-
ляется на совокупность дублетов.

Применение теоремы Вигнера–Эккарта позволя-
ет установить взаимосвязь между расщепленными
уровнями энергий и видом спин-орбиталей на осно-
ве эквивалентного гамильтониана (ЭГ). Для группы
D3d этот гамильтониан записывается в виде [15]

H0 = B0
2Ô

0
2 +B0

4Ô
4
0 +B3

4Ô
3
4 − λ(Ls), (1)

где Ôm
n – операторы Стивенса [16], а L и s – вектор-

ные операторы орбитального момента и спина элек-
трона соответственно. Коэффициенты Bm

n являются
параметрами КП, λ – константа СОВ.

Поскольку главные эффекты расщепления связа-
ны с октаэдрическими компонентами КП, то боль-
шая часть состояний ЭГ сохраняет классификацию
по проекциям орбитального момента и спина.

При выполнении неравенств

5B0
4 < B0

2 < −(20/3)B0
4 , B0

4 < 0 (2)

реализуется ситуация, когда наполовину заполненно-
му дублету соответствуют спин-орбитали |Ψ(d)

fσ 〉 [17]

|Ψ(d)
f↑ 〉 = a|f ; +2 ↑〉+ b|f ;−1 ↑〉+ c|f ; 0 ↓〉,

|Ψ(d)
f↓ 〉 = a|f ;−2 ↓〉 − b|f ; +1 ↓〉 − c|f ; 0 ↑〉. (3)

При этом два других полностью занятых электро-
нами дублета обладают меньшими энергиями и для
дальнейшего рассмотрения становятся несуществен-
ными. Оставшиеся два дублета обладают значитель-
но большими энергиями и ими можно пренебречь.

Здесь и в дальнейшем принято, что ионы Mn2+

находятся в узлах, нумеруемых латинскими буква-
ми f, f ′, .... Положения этих ионов формируют F-
подрешетку. Правые части (3) представляют супер-
позицию состояний, каждое из которых в обозначе-
ниях кет-векторов характеризуется номером узла f ,
значением проекции орбитального момента d состо-
яния, а также проекцией спина. В расчетах исполь-
зовались значения параметров ЭГ: B0

2 = 0.3, B0
4 =

= −0.2, < B3
4 = 0.1, λ = −0.2. При этом |a| ≫

|b|, |c|.
Важность спин-орбиталей |Ψ(d)

fσ 〉 обусловлена тем,
что они образуют базисные функции, из которых
формируется коллективизированная зона, связанная
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с 3d состояниями ионов марганца и которая на-
ходится вблизи химпотенциала. Существенным для
дальнейшего является превалирующий вклад в спин-
орбитали состояний с наибольшими по абсолютной
величине значениями Jz = Lz + sz .

Используя этот базис, в схеме сильной связи за-
пишем гамильтониан Hd, отражающий подсистему
электронных состояний, находящихся на ионах Mn2+

Ĥd =
∑

f

[εdn̂f + Un̂f↑n̂f↓] +
∑

ff ′σ

tdff ′d+fσdf ′σ. (4)

Суммирование по индексам f, f ′ соответствует сум-
мированию по тем узлам решетки, в которых на-
ходятся ионы марганца. Фермиевские операторы
d+fσ(dfσ) используются для описания процессов рож-
дения (уничтожения) электронов на узлах f с проек-
цией спина σ = ±1/2, n̂fσ = d+fσdfσ – оператор числа
электронов на узле f с проекцией спина σ. Величина
εd обозначает энергию электрона на ионе Mn2+, энер-
гия хаббардовского отталкивания обозначена через
U , tdff ′ – интеграл перескока электрона между иона-
ми марганца, находящимися на узлах f и f ′. Видно,
что оператор Ĥd является гамильтонианом модели
Хаббарда [18] для треугольной решетки.

Для состояний, связанных с ионами Te2−, будем
использовать индексы g, g′, ... для ионов в слое, на-
ходящемся над слоем ионов марганца (красные кре-
стики на рис. 1). Индексами l, l′, ... будем нумеровать
положения узлов тех ионов Te2−, которые находятся
ниже слоя ионов марганца (синие кружки на рис. 1).

Спин-орбитали |Ψ(p)
gσ 〉 и |Ψ(p)

lσ 〉, возникающие при
расщеплении термов конфигураций 5p6 ионов Te2−,
находящихся в узлах g и l, под влиянием поля три-
гональной симметрии (точечная группа C3v) и СОВ,
как и в модели BHZ (Bernevig–Hughes–Zhang) [19–
22], записываются в виде

|Ψ(p)
g↑ 〉 = |g; 1 ↑〉, |Ψ(p)

g↓ 〉 = |g;−1 ↓〉,

|Ψ(p)
l↑ 〉 = |l; 1 ↑〉, |Ψ(p)

l↓ 〉 = |l;−1 ↓〉. (5)

В правых сторонах этих равенств кет-вектора
обозначают центрированную на узлах g или l

p-волновую функцию с заданными значениями
проекций орбитального момента ±1 и спина.

Учитывая, что спин-орбитали ионов Te2− образу-
ют две подсистемы электронных p состояний, запи-
шем для них гамильтониан Hp в виде

Ĥp =
∑

gσ

εpp
+
1gσp1gσ +

∑

lσ

εpp
+
2lσp2lσ +

+
∑

gg′σ

tpgg′p
+
1gσp1g′σ +

∑

ll′σ

tpll′p
+
2lσp2l′σ +

+
∑

glσ

{tpglp+1gσp2lσ + h.c.}. (6)

Здесь суммирование по индексам g и l означает сум-
мирование по узлам ионов теллура, находящихся
в верхней и нижней плоскости относительно плос-
кости ионов марганца соответственно. Операторы
p+1gσ(p1gσ) являются операторами рождения (уничто-
жения) p электрона на узле g с проекцией спина
σ = ±1/2. Аналогичное обозначение (при замене
индекса g на индекс l) используется для электро-
нов, занимающих спин-орбитали в нижней плоскости
ионов теллура. Энергия p спин-орбитали обозначена
посредством εp. t

p
gg′ (tpll′) – интегралы перескоков p

электрона между ионами теллура, находящимися в
верхней (нижней) плоскости и занимающими узлы с
номерами g, g′ (l, l′) соответственно. Интеграл пе-
рескока tpgl определяет интенсивность процессов пе-
ремешивания электронных спин-орбиталей, находя-
щихся на ионах теллура из разных слоев.

Важную роль в формировании нетривиальной то-
пологии энергетической структуры рассматриваемой
системы играют процессы ковалентного смешивания
(гибридизации) спин-орбиталей ионов Te2− и спин-
орбиталей ионов Mn2+. Интенсивность таких процес-
сов определяется интегралом перескока электронов
между отмеченными группами состояний. При этом
принципиальное значение приобретает не столько аб-
солютная величина отмеченных интегралов, сколько
их зависимость от направления перескока.

При учете процессов p − d гибридизации только
между ближайшими ионами Mn2+ и Te2− оператор
ковалентного смешивания запишется в виде

T̂pd =
∑

fδσ

{tσpd(δ)d+fσp1f+δσ + h.c.}+

+
∑

fγσ

{tσpd(γ)d+fσp2f+γσ + h.c.}. (7)

Здесь введены векторы δ и γ, соединяющие ионы
марганца с ближайшими ионами теллура, находящи-
мися в верхней и нижней плоскости рассматриваемой
трехслойки соответственно.

Параметрами гибридизации служат матричные
элементы оператора кинетической энергии T̂

tσpd(δ) = 〈Ψ(d)
fσ |T̂ |Ψ

(p)
f+δ,σ〉, (8)

tσpd(γ) = 〈Ψ(d)
fσ |T̂ |Ψ

(p)
f+γ,σ〉. (9)
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Вычисления показывают, что их зависимость от
векторов δ и γ имеет вид

tσpd(δ) = tpd











(1− iησ
√
3)/2, δ = (a1 − a2)/3,

−1, δ = (a1 + 2a2)/3,

(1 + iησ
√
3)/2, δ = −(2a1 + a2)/3,

(10)

tσpd(γ) = tpd











−(1 + iησ
√
3)/2, γ = (2a1 + a2)/3,

1, γ = −(a1 + 2a2)/3,

−(1− iησ
√
3)/2, γ = (a2 − a1)/3.

(11)

В этих формулах a1 и a2 вектора элементарных
трансляций, показанные на рис. 1.

Кроме процессов ковалентного смешивания p и
d состояний, существенным является учет обменной
связи между этими фермионами

Ĵpd = −
∑

fδσ

Jp+1f+δσ (Sfτ σσ′) p1f+δσ′ −

−
∑

fγσ

Jp+2f+γσ (Sfτσσ′ ) p2f+γσ′ , (12)

где J – параметр обменного взаимодействия, а Sf –
векторный квазиспиновый оператор, компоненты ко-
торого определяются выражениями

Sx
f = (X↑↓

f +X↓↑
f )/2, Sy

f = (X↑↓
f −X↓↑

f )/(2i),

Sz
f = (X↑↑

f −X↓↓
f )/2. (13)

Операторы Хаббарда Xnm
f [23–25] описывают пере-

ходы ионов в узлах с номерами f из состояния |f,m〉
в состояние |f, n〉. В (12) τσσ′ – вектор, компонента-
ми которого являются матричные элементы матриц
Паули τxσσ′ , τ

y
σσ′ , τzσσ′ .

Суммируя сказанное, получаем гамильтониан
трехслойки Te-Mn-Te

Ĥ = Ĥd + Ĥp + T̂pd + Ĵpd. (14)

3. Энергетическая структура Te-Mn-Te.

При нахождении спектра фермиевских состояний
трехслойки Te-Mn-Te и вычислении топологического
индекса получающейся энергетической структуры
примем во внимание известные свойства MnBi2Te4,
влияющие на выбор соотношений между парамет-
рами гамильтониана (14):

1. В пределах одного слоя магнитные моменты
ионов Mn2+ при низких температурах упорядочены
ферромагнитно, тогда как моменты этих ионов из
соседних слоев ориентированы противоположно по
отношению друг к другу.

2. Наличие фрустрированных обменных связей,
близких к критическим значениям [11], между иона-
ми марганца, находящимися в одном слое и не явля-
ющимися ближайшими соседями.

3. Диэлектрический характер основного состоя-
ния MnBi2Te4 при том, что электронная конфигура-
ция (3d5) ионов марганца характеризуется нечетным
числом электронов.

Если механизм прямого гейзенберговского обме-
на мог бы дать объяснение ферромагнитной связи
между ближайшими ионами Mn2+ из одного слоя,
то интерпретация второго свойства в рамках такой
концепции невозможна.

Обычный зонный подход представляется пробле-
матичным, если учитывается третье свойство.

Отмеченные затруднения обуславливают исполь-
зование подхода, основанного на предположении о
наличии сильных электронных корреляций (СЭК) в
подсистеме ионов марганца. В основу такого предпо-
ложения положены следующие утверждения:

1. Точный результат Нагаоки [26] о том, что в
модели Хаббарда в пределе U −→ ∞ основное со-
стояние системы с одной дыркой (число электронов
Ne = N − 1) является ферромагнитным.

2. Поскольку в Te-Mn-Te концентрация nd ≃ 1,
то ферромагнитное состояние в слое ионов Mn2+

реализуется по сценарию, соответствующему режи-
му сильных электронных корреляций U ≫ |tdff ′ |.
При этом возникновение фрустрированных связей
представляется вполне естественным, поскольку во
втором порядке теории возмущений по параметру
|tdff ′ |/U по механизму Андерсона возникает антифер-
ромагнитная связь.

3. Данные первопринципных расчетов [5, 6] по
электронной структуре MnBi2Te4 приводят к значе-
ниям параметра хаббардовского отталкивания для
электронов ионов марганца U ≃ (4−5) эВ.

Учитывая электрон-дырочную симметрию га-
мильтониана Хаббарда Ĥd, воспользуемся дырочным
представлением. Поскольку концентрация дырок nd

в d подсистеме в расчете на одну ячейку не превы-
шает 1, то в режиме СЭК, когда U ≫ |tdff ′ | [27–29],
актуальной является нижняя подзона фермионов
Хаббарда.

Состояния верхней хаббардовской подзоны обла-
дают большой энергией и их заселенность незначи-
тельна. Влияние процессов виртуальных переходов в
эти состояния можно учесть на основе теории воз-
мущений по параметрам малости |tdff ′ |/U ≪ 1 и
|tpd|/U ≪ 1. Ниже при решении задачи о спектре воз-
буждений и ферромагнитном состоянии магнитных
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моментов ионов марганца ограничимся приближени-
ем, когда отмеченные процессы не учитываются.

Переходя к представлению квазиимпульса

p1f+δσ =
1√
N

∑

k

eik(f+δ)p1kσ, (15)

p2f+γσ =
1√
N

∑

k

eik(f+γ)p2kσ, (16)

X0σ
f =

1√
N

∑

k

eikfXkσ, (17)

получим

Ĥd =
∑

kσ

(εd + tdk)X
+
kσXkσ,

Ĥp =
∑

kσ

[εp(k)(p
+
1kσp1kσ + p+2kσp2kσ)]−

−
∑

kσ

[t12(k)p
+
1kσp2kσ + h.c.], (18)

T̂pd = −
∑

kσ

(t1kσX
+
kσp1kσ + t2kσX

+
kσp2kσ + h.c.),

Ĵpd = −3J

N

2
∑

λ=1

∑

fkqσσ′

eif(q−k)p+λkσ (Sfτσσ′ ) pλqσ′ ,

где введены следующие обозначения

tdk = 6tdγ1k, εp(k) = −εp − 6tpγ1k,

γ1k = {cosk1 + cos k2 + cos (k1 + k2)}/3,
t12(k) = t12 {ϕ1k + ϕ2k + ϕ3k} , (19)

t1kσ = tpd {rσϕ1k − ϕ2k + r∗σϕ3k} , t2kσ = −t∗1kσ̄,
ϕ1k = exp [i(k1 − k2)/3], ϕ2k = exp [i(k1 + 2k2)/3],

ϕ3k = exp [−i(2k1 + k2)/3], rσ = (1 − iησ
√
3)/2.

Здесь td и tp – интегралы перескоков электронов
между спин-орбиталями ближайших ионов Mn2+ и
Te2−, находящихся в одном слое треугольной решет-
ки, соответственно.

Важная особенность фурье-образов интегралов
p − d гибридизации t1kσ и t2kσ заключается в том,
что значение спиновой переменной влияет на харак-
тер их квазиимпульсной зависимости. Это обстоя-
тельство в условиях перекрытия нижней дырочной d
подзоны с подзоной p состояний приводит к нечетно-
му значению числа Черна для энергетической струк-
туры и реализации нетривиальной топологии при на-
личии ферромагнитного упорядочения.

Квазиимпульсная зависимость интегралов
перескока электрона между ближайшими спин-
орбиталями из разных слоев ионов Te2− трехслойки

Te-Mn-Te описывается t12(k), при этом t12 – ампли-
туда отмеченного процесса.

Для вычисления энергетической структуры трех-
слойки, получения уравнений самосогласования и
определения ее топологических свойств введем трех-
компонентный оператор поля

Ψ̂+
kσ =

(

p+1kσ , X+
kσ, p+2kσ

)

(20)

и определим двухвременную запаздывающую [30, 31]
матричную функцию Грина (ФГ) D̂kσ(ω) в соответ-
ствии с преобразованием Фурье

〈〈Ψ̂kσ(t)|Ψ̂+
kσ(t

′)〉〉 =
∫

dω

2π
e−iω(t−t′)D̂kσ(ω). (21)

Операторы поля Ψ̂kσ и Ψ̂+
kσ берутся в гейзенбергов-

ском представлении в моменты времени t и t′.
Используя метод проецирования Цванцига–Мори

[32, 33], получим, что ФГ удовлетворяет уравнению

[

ωÎ − M̂σ(k)
]

D̂kσ(ω) = P̂σ, (22)

где P̂σ – диагональная матрица с элементами
(1, N0σ, 1), N0σ = 〈X00

f +Xσσ
f 〉.

В (22) Î – единичная матрица, а M̂σ(k) имеет вид

M̂σ(k) =







εpσ(k) −t∗1kσ −t12(k)
−N0σt1kσ εdkσ −N0σt2kσ

−t∗12(k) −t∗2kσ εpσ(k)






, (23)

где εpσ(k) = εp(k) − 2J0Mσ, J0 = 3J , σ = ±1/2,
M = 〈Sz

f 〉, εdkσ – энергия фермионов Хаббарда в
d подсистеме, ренормированная за счет кинематиче-
ского взаимодействия

εdkσ = εd +N0σtdk −
1

N0σN

∑

q

tq〈X+
qσ̄Xqσ̄〉. (24)

Из уравнения (22) находим три ветви спектра:

E1kσ = −Wkσ/2− λkσ − akσ/3,

E2kσ = −Wkσ/2 + λkσ − akσ/3, (25)

E3kσ =Wkσ − akσ/3.

Входящие в эти формулы функции квазиимпульса и
проекции спина:

Wkσ = Zkσ − Pkσ/Zkσ,

Zkσ =
(

√

Q2
kσ + P 3

kσ −Qkσ

)1/3

, (26)

λkσ =
√

−3Pkσ − 3W 2
kσ/4
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Спектр фермиевских возбуждений для двух состояний: (a) – ненасыщенный ферромагне-
тизм (красные линии соответствуют ветвям спектра с σ = +1/2, синие линии для σ = −1/2); (b) – парафаза, ветви
вырождены по проекции спина. Вычисления проводились при значениях параметров: tp = 0.25, td = 0.15, tpd = 0.05,
J = 0.1, t12 = 0.075, ∆0 = 0.1 – параметр, определяющий перекрытие затравочных d и p зон. При этом nd = 0.97,
M = 0.28. Для феррофазы число Черна Q = 1 (топология энергетической структуры нетривиальна). Для парафазы
Q = 0 (топология энергетической структуры тривиальна)

связаны с исходными энергетическим величинами:

Pkσ = (bkσ − a2kσ/3)/3,

Qkσ = (ckσ + 2a3kσ/27− akσbkσ/3)/2,

akσ = −(2εpσ(k) + εdkσ), bkσ = 2εpσ(k)εdkσ +

+ ε2pσ(k)− |t12(k)|2 −N0σ(|t1kσ|2 + |t2kσ |2), (27)

ckσ = −ε2pσ(k)εdkσ +N0σ [t12(k)t1kσt
∗
2kσ + h.c.] +

+ εdkσ|t12(k)|2 + εpσ(k)N0σ

(

|t1kσ |2 + |t2kσ|2
)

.

Для замыкания уравнений самосогласования ис-
пользовались найденные из (22) компоненты ФГ:

Dσ
11(k, ω) =

(ω − εdkσ)(ω − εpkσ)−N0σ|t2kσ|2
detσ3 (k, ω)

,

Dσ
22(k, ω) = N0σ

(ω − εpkσ)
2 − |t12(k)|2

detσ3 (k, ω)
, (28)

Dσ
33(k, ω) = Dσ

11(k, ω),

где detσ3 (k, ω) – детерминант третьего порядка мат-
рицы [ωÎ − M̂σ(k)].

С помощью этих функций по спектральной тео-
реме получаем необходимые выражения для средних

Nσ = 〈Xσσ
f 〉 = N0σ

N

∑

q

(E1qσ − εpqσ)
2 − |t12(q)|2

λqσ(3Wqσ + 2λqσ)
,

Npσ =
2

N

∑

q

(E1qσ − εdqσ)(E1qσ − εpqσ)−N0σ|t2qσ|2
λqσ(3Wqσ + 2λqσ)

,

где Npσ – узельная концентрация дырок с проекци-
ей спина σ в p подсистеме, а nd = N↑ + N↓ – пол-
ная концентрация фермионов Хаббарда в расчете на
один узел.

Полученные уравнения позволяют проанализи-
ровать ферромагнитную и парамагнитную фазы
и установить изменение топологии энергетического
спектра при изменении магнитного состояния систе-
мы.

4. Топологический индекс энергетической

структуры фермионных состояний Te-Mn-Te.

Как известно, топологический индекс (число Черна)
определяется выражением

Q = − 1

2π

∫ π

−π

dk1

∫ π

−π

dk2B(k), (29)

в котором кривизна Берри B(k)

B(k) =
∂A2(k)

∂k1
− ∂A1(k)

∂k2
(30)

находится в результате дифференцирования по ква-
зиимпульсам величин A1(k) и A2(k), получаемых
в результате усреднения по блоховскому состоянию
операторов −i∂/∂k1 и −i∂/∂k2 соответственно [34]:

A1(2)(k) = −i〈ψk|
∂

∂k1(2)
|ψk〉. (31)

Для установления связи кривизны Берри с энер-
гетическими величинами решим задачу о нахож-
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дении собственных векторов Rkσ (см., например,
[35, 36])

Rkσ ≡ (ukσ, vkσ , zkσ) (32)

матрицы M̂σ(k), определенной в (23),

M̂σ(k)Rkσ = EkσRkσ. (33)

После несложных вычислений получаем выраже-
ние для кривизны Берри, соответствующей нижней
заполненной зоне

Bσ(k) = i

[

∂v∗kσ
∂k2

∂vkσ
∂k1

− ∂v∗kσ
∂k1

∂vkσ
∂k2

]

+

+ i

[

∂z∗kσ
∂k2

∂zkσ
∂k1

− ∂z∗kσ
∂k1

∂zkσ
∂k2

]

, (34)

где

vkσ =
Φkσ

√

1 + |Φkσ|2 + |Ψkσ|2
,

zkσ =
Ψkσ

√

1 + |Φkσ |2 + |Ψkσ|2
. (35)

Входящие в эти выражения функции определены
следующим образом

Φkσ = N0σ
t∗12(k)t2kσ − t1kσ(E1kσ − εdkσ)

D1kσ
, (36)

Ψkσ =
N0σt1kσt

∗
2kσ − t∗12(k)(E1kσ − εdkσ)

D1kσ
, (37)

Dkσ = (E1kσ − εdkσ)[E1kσ − εpσ(k)]−N0σ|t2kσ |2. (38)

Применение полученных выражений для ферро-
и парафазы показывает, что в первом случае топо-
логия энергетической структуры фермиевского спек-
тра является нетривиальной (Q = 1), тогда как во
втором случае Q = 0 и топология тривиальна.

Данный результат, продемонстрированный на
рис. 2, говорит о сильной взаимосвязи между
магнетизмом и топологией в MnBi2Te4.

5. Заключение. Показано, что в ван-дер-
ваальсовом материале MnBi2Te4 эффекты p − d

ковалентного смешивания спин-орбитальных элек-
тронных состояний ионов Mn2+ и Te2− в трехслойках
Te-Mn-Te имеют принципиальное значение для фор-
мирования нетривиальной топологии энергетической
структуры в условиях дальнего магнитного порядка,
если:

1. Совместное влияние кристаллического поля и
спин-орбитального взаимодействия приводит к та-
кой иерархии крамерсовских дублетов расщеплен-
ной 3d5 электронной конфигурации ионов Mn2+, что

наполовину заполненный спин-орбитальный дублет
характеризуется значениями: L̄z ≃ 2, s̄z ≃ 1/2 и
L̄z ≃ −2, s̄z ≃ −1/2.

2. Верхним спин-орбитальным дублетам, сфор-
мированным из электронных конфигураций 5p6

ионов Te2− под влиянием отмеченных выше вза-
имодействий, как и в модели BHZ, соответствуют
состояния |1 ↑〉 и | − 1 ↓〉.

3. Внутриатомное кулоновское отталкивание
электронов в ионах марганца достаточно сильно для
реализации режима сильных электронных корре-
ляций. В этом случае благодаря кинематическому
взаимодействию фермионов Хаббарда [37] в слое
ионов марганца устанавливается ферромагнит-
ное состояние, которое инициирует расщепление
спиновых p подзон. Это способствует реализации
условий, когда возникает перекрытие по энергии
верхней подзоны фермионов Хаббарда с p подзонами
фермионов, связанных со спин-орбиталями ионов
Te2−. При этом число Черна приобретает значение
+1, соответствующее нетривиальной топологии
энергетической структуры.

4. В парамагнитной фазе перекрытие зон исчеза-
ет и топология энергетической структуры становится
тривиальной. Эти факторы устанавливают взаимо-
связь между ферромагнитным упорядочением маг-
нитных моментов в слое ионов марганца c топологи-
ей энергетической структуры Te-Mn-Te.

Следует подчеркнуть, что в соответствие с ха-
рактером спин-орбиталей ионов марганца магнит-
ные моменты этих ионов в упорядоченной фазе ори-
ентируются перпендикулярно слоям. В этом слу-
чае анизотропия является сильной, что приводит к
изинго-подобному поведению магнитного слоя ионов
марганца. При этом процессы перескоков фермио-
нов между отмеченными слоями приведут по меха-
низму Андерсона к установлению антиферромагнит-
ной связи между магнитными моментами из разных
слоев. Отмеченная картина полностью соответствует
данным эксперимента.

Работа выполнена за счет гранта Рос-
сийского научного фонда # 23-22-10021,
https://rscf.ru/project/23-22-10021/ и Краснояр-
ского краевого фонда науки.
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Теоретически рассматривается частотная зависимость неравновесной намагниченности электронного
газа при инжекции спина из полуметаллического ферромагнетика в немагнитный материал. Показано,
что в высокочастотной области спиновая инжекция приводит к появлению волн неравновесной намагни-
ченности, которые затухают на длине, существенно меньшей, чем длина спиновой диффузии, что ведет
к снижению эффективности спиновой инжекции.

DOI: 10.31857/S1234567823170056, EDN: jznunv

Спиновая электроника (спинтроника) – одна из
быстро развивающихся областей электроники, по-
священных наноструктурам и наноустройствам но-
вого поколения [1–3]. Одной из задач, рассматривае-
мой в спинтронике, является создание спинового то-
ка (потока намагниченности) в немагнитном мате-
риале, в частности, инжекция спин-поляризованных
электронов из ферромагнитного материала в немаг-
нитный – полупроводник или металл. Интерес к этой
проблеме обусловлен тем, что спиновая инжекция
является одним из простейших примеров переноса
спина. Электрический ток и спиновый ток в боль-
шинстве случаев считаются не зависящими от време-
ни. В настоящее время, однако, электронные устрой-
ства работают на частотах 3 ГГц и выше [3], что
требует исследования процессов переноса магнитно-
го момента в области высоких частот. Таких работ не
много (см., например, статьи [4, 5] и ссылки в них),
в них с помощью численных расчетов рассматрива-
ются достаточно сложные наноструктуры. Судить об
общих закономерностях спиновой инжекции в высо-
кочастотной области при этом затруднительно.

Цель настоящей работы состоит в исследовании
неравновесной намагниченности электронов, инжек-
тированных в немагнитный материал, в высокочас-
тотной области. Полученные в рамках простой мо-
дели уравнения решаются аналитически, что делает
анализ простым, понятным и, возможно, полезным
для экспериментаторов.

Предположим, что спиновым инжектором, зани-
мающим область пространства z < 0, является полу-
металлический (half-metallic) ферромагнетик. В та-

1)e-mail: bebenin@imp.uran.ru

ком материале все электроны находятся в одном спи-
новом состоянии, так что намагниченность от ко-
ординаты не зависит; типичными представителями
этого класса кристаллов являются некоторые спла-
вы Гейслера [6, 7]. При z > 0 расположен немагнит-
ный материал. Будем считать, что намагниченность
как в ферромагнетике, так и в немагнитном материа-
ле направлена вдоль оси x системы координат. Пер-
пендикулярно границе раздела сред течет перемен-
ный электрический ток с частотой f . Зависимость
намагниченностиMx электронов проводимости опре-
деляется потоком намагниченности Jzx вдоль оси z

и релаксацией. В полуметаллическом ферромагнети-
ке перенос заряда осуществляется электронами толь-
ко с одним направлением спина, поэтому при z < 0

поток намагниченности целиком определяется элек-
трическим током и, следовательно, поток Jzx можно
считать заданной функцией времени. В немагнит-
ном материале поток намагниченности зависит как
от дрейфовой скорости электронов Vz , так и от спи-
новой диффузии: Jzx = VzMx−D ∂Mx

∂z , где D – коэф-
фициент диффузии. Записывая условие непрерывно-
сти и беря релаксационный член в виде −Mx

τs
, где

τs – время спиновой релаксации, получаем известное
уравнение (см., например, [1]):

τs
∂Mx

∂t
= L2

D

∂2Mx

∂z2
− ld

∂Mx

∂z
−Mx, (1)

где LD =
√
Dτs – диффузионная длина, а ld = Vzτs –

дрейфовая длина. Поскольку как ld, так и Mx за-
висят от времени, при протекании переменного тока
возбуждаются колебания намагниченности не толь-
ко на этой, но и на кратных частотах. Если, однако,
электрический ток не слишком сильный, что обыч-
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но выполняется на эксперименте, то ld ≪ lD. Считая
это неравенство выполненным, мы не будем в даль-
нейшем учитывать второе слагаемое в правой части
уравнения (1); тогда решение можно искать в при-
вычном виде Mx ∼ exp[i(kz−ωt)], где ω = 2πf . Под-
ставляя это выражение в (1) (в котором ld = 0), на-
ходим волновой вектор k = k′ + ik′′ как функцию
ω: L2

Dk
2 + 1 = iωτs. Поскольку нас интересует реше-

ние, ограниченное при всех z > 0, следует выбрать
решение, для которого k′′ > 0:

k′LD =

[

(1 + ω2τ2s )
1/2 − 1

2

]1/2

,

k′′LD =

[

(1 + ω2τ2s )
1/2 + 1

2

]1/2

.

(2)

Вещественное ограниченное при всех z > 0, реше-
ние уравнения (1) (при ld = 0) можно тогда предста-
вить в следующем виде:

Mx(z, t) = C(ω)e−k′′z cos(k′z − ωt+ ϕ), (3)

где коэффициент C(ω) и сдвиг фазы ϕ(ω) определя-
ются из граничных условий.

Уравнение (3) показывает, что переменный элек-
трический ток, текущий через границу ферромаг-
нетика и немагнитного материала возбуждает в по-
следнем волны намагниченности, которые затухают
на длине порядка 1/k′′.

Если выполнено условие ωτs ≪ 1, действитель-
ная часть волнового вектора пропорциональна час-
тоте: k′ = ωτs/(2LD), а в высокочастотной области
(ωτs ≫ 1) k′ =

√

ωτs
2 /LD. Отсюда следует, что ес-

ли ωτs ≪ 1, то фазовая скорость волны v = ω/k′ от
частоты не зависит и равна v = 2LD/τs. Ранее было
показано [8], что именно с такой скоростью нерав-
новесная намагниченность распространяется от гра-
ницы раздела сред вглубь немагнитного материа-
ла при включении или выключении электрического
тока. Если частота переменного тока столь велика,
что выполнено условие ωτs ≫ 1, то скорость волны
v =

√

ωτs
2

2LD

τs
. Мнимая часть k′′ волнового векто-

ра мало отличается от 1/LD при ωτs ≪ 1, а если
ωτs ≫ 1, то k′′ = k′ =

√

ωτs
2 /LD.

Длина затухания волны, равная 1/k′′, оказывает-
ся много меньше LD, если ωτs ≫ 1, что приводит к
снижению эффективности спиновой инжекции в об-
ласти высоких частот.

При ωτs ≪ 1 действительная часть волнового
вектора много меньше 1/LD, так что на расстоя-
ниях порядка LD, которые только и представля-
ют интерес, зависимость намагниченности электрон-

ного газа от z остается экспоненциальной: Mx ∼
∼ e−z/LD cos(ωt−ϕ). Волновой характер зависимости
Mx(z, t) проявляется наиболее ясно, если выполнено
условие ωτs ≫ 1, т.е .когда k′ = k′′, и, вероятно, толь-
ко в этом случае он может быть обнаружен экспери-
ментально. Легко видеть, что в этом случае волны
намагниченности, описываемые уравнением (3), име-
ют такую же зависимость от частоты, как и хорошо
известные температурные волны, см., например, [9].

Как отмечено выше, если спиновым инжектором
является полуметаллический ферромагнетик, то по-
ток намагниченности при z < 0 от z не зависит и
является заданной функцией времени. Для опреде-
ленности будем полагать Jzx(z < 0, t) = J0 cosωt. В
немагнитном материале при ld ≪ LD поток намаг-
ниченности пропорционален производной от Mx по

координате: Jzx = −D ∂Mx

∂z = −L2
D

τs
∂Mx

∂z . Считая маг-
нитный поток непрерывной функцией при z = 0, на-
ходим C(ω) и сдвиг фазы ϕ, фигурирующие в урав-
нении (3): C = J0τs

LD[1+(ωτs)2]1/4
, ϕ = 0 при ωτs ≪ 1 и

ϕ = π/4, если ωτs ≫ 1.
Полезно сделать численные оценки величин, фи-

гурирующих в приведенных выше формулах. В
табл. 1 представлены данные о длине спиновой диф-
фузии LD и времени спиновой релаксации τs для
некоторых материалов спинтроники. В большинстве
опубликованных работ приводятся только значения
длины спиновой диффузии, причем результаты раз-
ных авторов сильно отличаются. О времени спино-
вой релаксации данных значительно меньше. Нами
использовались данные тех публикаций, в которых
приводятся как LD, так и τs.

Таблица 1. Время спиновой релаксации τs и длина спиновой
диффузии LD

Материал Температура Время спиновой

релаксации τs, и длина

спиновой диффузии LD

n-InSb 77 К 1.5 нс, 25 мкм [10,11]

ne = 1.2 · 1014 см−3

n-Si 300 К 130 пс, 0.2 мкм [12]

ne = 1 · 1019 см−3

p-Si 300 K 122 пс, 0.148 нм [13]

np = 1 · 1019 см−3

Au 300 К 3 пс, 168 нм [14]

Ag ≤ 300 K ∼ 10 пс, ∼ 500 нм [15]

В указанных полупроводниках τs порядка
10−9−10−10 с, а в золоте и серебре время спиновой
релаксации существенно меньше. Отсюда следует,
что описанное выше уменьшение длины спиновой
диффузии и появление волн намагниченности мож-
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но экспериментально обнаружить, например, при
спиновой инжекции в InSb при частоте переменного
тока порядка 1 ГГц. В кремнии аналогичная зави-
симость Mx(z, t) должна иметь место на частотах
порядка 10 ГГц. Кривые, представленные на рис. 1,
хорошо иллюстрируют тот факт, что в высокочас-
тотной области появляются волны неравновесной
намагниченности, но они затухают на длине, су-
щественно меньшей чем, при f = 0, т.е. спиновая
инжекция является менее эффективной.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Координатная зависимость
намагниченности электронного газа в немагнитном ма-
териале при f = 0 и при частоте переменного то-
ка f = 1ГГц, ωt = π/4. Время спиновой релаксации
τs = 1.5 нс

Обнаружение этих эффектов в металлических
структурах требует существенно больших частот,
на которых развитая выше теория может оказаться
неприменимой.
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В работе сообщается об обнаружении нового эффекта – PT -симметричной фотопроводимости при
воздействии микроволнового излучения в гетероструктурах на основе толстых пленок Hg1−xCdxTe в об-
ласти составов, соответствующих топологической фазе, при том, что отдельно симметрия по магнитному
полю (T -симметрия) и по расположению пар потенциальных контактов (P -симметрия) не сохраняются.
В аналогичных гетероструктурах на основе тривиальной фазы Hg1−xCdxTe микроволновая фотопрово-
димость является как P -, так и T -симметричной.

DOI: 10.31857/S1234567823170068, EDN: jzvjhb

Экспериментальные и теоретические исследова-
ния в области физики топологических изоляторов
являются одним из важных направлений развития
современной физики твердого тела [1, 2]. Интерес
к указанной области связан с принципиальной воз-
можностью реализации в топологических изолято-
рах поверхностных электронных состояний с дира-
ковским законом дисперсии и, соответственно, ну-
левой эффективной массой. Предполагается, что та-
кие электронные состояния являются топологически
защищенными, поскольку их формирование опреде-
ляется инверсией энергетических зон в объеме по-
лупроводника. Кроме того, направление спина элек-
трона жестко привязано к направлению его квазиим-
пульса, поэтому рассеяние назад оказывается сильно
подавленным [3].

Одним из подходов к исследованию поверхност-
ных электронных состояний в топологических изо-
ляторах является их оптоэлектронное зондирование.
Во многих случаях фотоэлектрические эффекты, та-
кие как фотогальванический эффект [4–6] и фото-
электромагнитный эффект [7–9], не чувствительны
к объемной проводимости, даже если концентрация
свободных носителей заряда велика.

Полупроводниковые твердые растворы

1)e-mail: khokhlov@mig.phys.msu.ru

Hg1−xCdxTe представляют собой необычный слу-
чай реализации топологической фазы. Во-первых,
спин-орбитальное взаимодействие уменьшается с
увеличением содержания CdTe x в сплаве. Поэтому
энергетический спектр электронов инвертирован
и соответствует топологическому состоянию при
x < 0.16, а при x > 0.16 спектр является пря-
мым, и формируется тривиальная фаза [10–12].
Следовательно, можно осуществить переход между
топологической и тривиальной фазами при изме-
нении состава сплава. Кроме того, современные
методы эпитаксиального роста позволяют синте-
зировать пленки Hg1−xCdxTe с низкой свободной
концентрацией носителей ∼ 1014 см−3. Это дает
возможность измерять фотопроводимость на фоне
этой довольно низкой равновесной концентрации
носителей.

Ранее было обнаружено, что в структурах на ос-
нове толстых пленок Hg1−xCdxTe, с инверсным элек-
тронным энергетическим спектром, сигнал фотопро-
водимости, возбуждаемой лазерными терагерцовы-
ми импульсами, оказывается асимметричным по маг-
нитному полю. Данную ситуацию можно рассматри-
вать как нарушение T -симметрии. Эффект является
совершенно необычным для материалов, в которых
отсутствует встроенный магнитный момент. Кроме
того, фотопроводимость оказывается несимметрич-

3 Письма в ЖЭТФ том 118 вып. 5 – 6 2023 341



342 С. Н. Чмырь, А. С. Казаков, А. В. Галеева и др.

ной для двух зеркально расположенных пар потен-
циальных контактов, что можно трактовать как на-
рушение P -симметрии. В то же время фотоотклик
не изменяется при одновременной инверсии магнит-
ного поля и замене пары потенциальных контак-
тов на зеркально расположенную, демонстрируя PT -
инвариантность. Важно подчеркнуть, что вышеука-
занные эффекты нарушения симметрии наблюдают-
ся только в неравновесной ситуации. Равновесные
характеристики, такие как магнитосопротивление,
симметричны по магнитному полю и не отличаются
для зеркальных пар потенциальных контактов [13].

В работах [14, 15] было показано, что причина по-
явления PT -симметричной фотопроводимости в об-
разцах с геометрией холловского мостика связана с
тем, что, помимо обычного фототока, симметрично-
го по направлению магнитного поля и протекающе-
го по объему пленки, существуют краевые кираль-
ные фототоки, свойства которых крайне необычны.
Эти фототоки текут вдоль края образца вокруг него.
Киральность таких фототоков меняется на противо-
положную при изменении полярности приложенно-
го напряжения, а также направления приложенного
магнитного поля. Краевые фототоки складываются
с “объемными” на одной стороне холловского мости-
ка и вычитаются из них на противоположной, при-
водя к появлению PT -симметричной фотопроводи-
мости. В чистом виде киральные краевые фототоки
были ранее зарегистрированы в нелокальной геомет-
рии эксперимента, когда токовые контакты удалены
от потенциальных, и эффект растекания равновес-
ного тока практически отсутствует [14].

Следует особо отметить, что наличие эффек-
та противоречит видимой симметрии эксперимента
[13, 14]. Кроме того, в работе [13] было показано,
что существование эффекта не может быть связа-
но с какой-либо анизотропией или неоднородностью
образца любой природы. Действительно, при перево-
роте образца на 180 градусов относительно оси, нор-
мальной к его поверхности, эффект не изменяется в
лабораторной системе координат, т.е., например, по-
вышенная фотопроводимость при определенном на-
правлении магнитного поля переходит с одного фи-
зического края образца на другой. Следовательно,
за существование эффекта отвечает какой-то внеш-
ний по отношению к образцу фактор, который на-
рушает симметрию эксперимента. В работе [13] бы-
ло показано, что таким фактором не являются: воз-
можное существование компонент магнитного поля
вдоль или поперек образца, градиент интенсивности
излучения, циркулярная либо линейная поляризация

излучения, отклонение угла падения излучения от
нормального.

Энергия кванта терагерцового излучения, ис-
пользованного для возбуждения фотопроводимости
в работах [13–16], составляла несколько мэВ, что со-
поставимо с характерными энергиями электронно-
го спектра Ex исследованных образцов Hg1−xCdxTe.
Целью настоящей работы являлась попытка обнару-
жения фотопроводимости в рассматриваемых струк-
турах при фотовозбуждении микроволновым излу-
чением со значительно меньшей энергией кванта
∼ 0.2 мэВ, которая заведомо существенно меньше Ex,
что исключает эффекты фотогенерации.

Для нашего эксперимента были выбраны харак-
терные образцы с инверсным и прямым спектром,
для которых при возбуждении терагерцовым излу-
чением ранее наблюдалась (инверсный спектр) и
не наблюдалась (прямой спектр) PT -симметричная
фотопроводимость. Образцы были синтезированы
методом молекулярно-лучевой эпитаксии на полу-
изолирующей подложке GaAs с ориентацией 〈013〉.
На подложке последовательно выращивались бу-
ферные слои ZnTe, CdTe, далее варизонный слой
Hg1−xCdxTe, в котором содержание теллурида кад-
мия x плавно уменьшалось до значения, соответству-
ющего составу рабочего слоя Hg1−xCdxTe. Толщи-
на рабочего слоя составляла 4 мкм, он покрывался
тонким защитным слоем Hg1−xCdxTe с высоким со-
держанием кадмия, соответствующим прямому элек-
тронному энергетическому спектру. Составы твер-
дых растворов контролировались в процессе роста с
помощью эллипсометрии. Детали синтеза изложены
в работах [17–19].

Выбранные для данной работы составы x рабоче-
го слоя составляли 0.126 (инверсный спектр) и 0.175
(прямой спектр). Холловские мостики с характер-
ными размерами 5 · 0.5мм2 изготавливались с помо-
щью фотолитографии. Контакты к образцам припа-
ивались индием. Все образцы обладали электронной
проводимостью, концентрация свободных электро-
нов при температуре T = 4.2K была ниже 1015 см−3,
подвижность была близка к 106 см2/В · с.

Образцы помещались в нижней части низкоте-
пературной вставки, которая вставлялась в сверх-
проводящий соленоид. Магнитное поле до 3 Тл было
направлено по нормали к поверхности образца. Ис-
точником микроволнового излучения был диод Ган-
на, который располагался в верхней части вставки,
имеющей комнатную температуру. Излучение пода-
валось на образец через трубку из нержавеющей ста-
ли диаметром 8 мм. Частота излучения диода Ган-
на составляла ∼ 50 ГГц, его выходная мощность не
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превышала 1.5 мВт. Все измерения проводились при
температуре образца 4.2 К.

При измерениях фотопроводимости использова-
лась двойная модуляционная методика. На токовые
контакты холловского мостика подавалось перемен-
ное напряжение с частотой порядка 400 Гц, обеспе-
чивающее протекание тока амплитудой ∼ 10 мкА че-
рез образец. Сигнал дополнительно модулировался
путем подачи на диод Ганна импульсов напряжения,
вызывающих его включение и генерацию микровол-
новых импульсов с частотой 13 Гц и скважностью 2.
Два этапа демодуляции измеренного на образце сиг-
нала осуществлялись последовательно с помощью се-
лективных усилителей Stanford Research 830.

На рисунке 1 представлена зависимость фотопро-
водимости ∆σ образца с x = 0.126 с инверсным

Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимость фотопроводимо-
сти образца с составом x = 0.126 от магнитного поля
для различных пар потенциальных контактов на образ-
це (зеленая и синяя кривые, левая ось); магнитополе-
вая зависимость сопротивления образца в равновесных
условиях (серая кривая, правая ось)

электронным энергетическим спектром от величины
и направления магнитного поля B для двух пар по-
тенциальных контактов, расположенных на противо-
положных краях холловского мостика (зеленая и си-
няя кривые). Фотопроводимость ∆σ в данном слу-
чае мы определяем как отношение задающего пол-
ного тока через образец к изменению падения на-
пряжения на потенциальных контактах, связанному
с подачей импульса излучения. В нулевом магнит-
ном поле фотопроводимость является положитель-
ной, и амплитуда сигнала фотопроводимости близка
для противоположно расположенных пар потенци-
альных контактов. При увеличении магнитного поля
сигнал фотопроводимости растет, однако этот рост
происходит с заметно различной скоростью для про-

тивоположных направлений магнитного поля. Фото-
проводимость достигает максимума при B ≈ 0.1Тл,
затем уменьшается, проходит через минимум в поле
около 0.3 Тл, и возрастает при дальнейшем увеличе-
нии B.

Следует обратить внимание на две особенно-
сти полевой зависимости фотопроводимости. Преж-
де всего, асимметрия фотопроводимости в магнит-
ном поле B < 0.3Тл для противоположных сто-
рон холловского мостика такова, что при одновре-
менной замене пары потенциальных контактов и на-
правления магнитного поля на противоположные ам-
плитуда сигнала практически не изменяется. Кроме
того, указанная асимметрия для противоположных
пар потенциальных контактов исчезает в полях вы-
ше 0.4 Тл. Отметим также, что равновесное магнито-
сопротивление в отсутствие микроволнового излуче-
ния (серая кривая, правая ось) является симметрич-
ной функцией магнитного поля.

На рисунке 2 представлена полевая зависимость
фотопроводимости для противоположных пар по-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость фотопроводимо-
сти образца с составом x = 0.175 от магнитного поля
для различных пар потенциальных контактов на образ-
це (зеленая и синяя кривые, левая ось); магнитополе-
вая зависимость сопротивления образца в равновесных
условиях (серая кривая, правая ось)

тенциальных контактов (зеленая и синяя кривые)
для образца с содержанием теллурида кадмия в ак-
тивном слое x = 0.176, соответствующим прямому
электронному энергетическому спектру. Фотопрово-
димость в нулевом поле практически отсутствует:
ее амплитуда, как минимум, на порядок величины
меньше, чем для образца с инверсным спектром. В
условиях приложения магнитного поля фотопрово-
димость становится знакопеременной. На магнито-
полевой зависимости фотопроводимости наблюдает-
ся несколько пиков, среди которых особо выделяет-
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ся пик положительной фотопроводимости, наблюда-
ющийся в поле B ≈ 0.3Тл. В отличие от образца
с инверсным спектром, однако, зависимость ∆σ(B)

является симметричной в магнитном поле и совпа-
дает для противоположных пар потенциальных кон-
тактов. Полевая зависимость магнитосопротивления
(серая кривая, правая ось) также симметрична.

Таким образом, можно констатировать, что эф-
фект PT -симметричной фотопроводимости в образ-
цах с инверсным электронным энергетическим спек-
тром сохраняется и при фотовозбуждении микровол-
новым излучением, энергия кванта которого суще-
ственно меньше, чем Ex. Это означает, что роль из-
лучения сводится к разогреву свободных носителей
заряда, а не связана с фотогенерацией.

Ранее в работах [13–16] было выдвинуто пред-
положение о том, что положительная фотопроводи-
мость, генерируемая импульсами терагерцового из-
лучения в образцах Hg1−xCdxTe, соответствующих
инверсному спектру, обусловлена диффузией горя-
чих электронов в область гетероперехода между
пленкой, обладающей инверсным спектром, и буфе-
ром, электронный энергетический спектр которого
прямой. Согласно теории, в гетеропереходе распо-
лагается двумерный слой дираковских топологиче-
ских состояний. При переходе в этот слой горячие но-
сители заряда приобретают меньшую эффективную
массу и, следовательно, повышенную подвижность,
что приводит к появлению положительной фотопро-
водимости. В то же время следует признать, что
данное объяснение никак не проясняет природу PT -
симметричной фотопроводимости, которая наблюда-
ется при возбуждении как терагерцовыми, так и мик-
роволновыми импульсами. Тем не менее, представля-
ется важным, что уменьшение энергии кванта излу-
чения до ∼ 0.2 мэВ не влияет на факт существования
эффекта PT -симметричной фотопроводимости в то-
пологической фазе Hg1−xCdxTe.

Следует также подчеркнуть, что в тривиальной
фазе Hg1−xCdxTe фотопроводимость в нулевом по-
ле практически отсутствует. В данном случае и бу-
фер, и пленка соответствуют прямому спектру, сле-
довательно, слой с дираковским законом дисперсии
электронов на их границе раздела не формируется,
а горячие электроны не могут приобрести повышен-
ную подвижность. Поскольку при приложении маг-
нитного поля, а также для противоположно распо-
ложенных пар потенциальных контактов фотопро-
водимость не отличается, то становится ясно, что
сам по себе эффект PT -симметричной фотопроводи-
мости является специфичным только для инверсно-
го спектра. Определение природы осцилляций фото-

проводимости в магнитном поле, а также механиз-
ма возникновения пика положительной фотопрово-
димости в поле 0.2 Тл требуют дополнительных ис-
следований.

В заключение, в работе обнаружена PT -симмет-
ричная фотопроводимость, стимулированная микро-
волновым излучением, в пленках Hg1−xCdxTe, соот-
ветствующих инверсному энергетическому спектру.
Эффект, по всей вероятности, связан со свойствами
двумерного слоя, формирующегося между буфером,
обладающим прямым спектром, и пленкой с инверс-
ным электронным энергетическим спектром. Для
пленок с составом, соответствующим прямому спек-
тру, фотопроводимость является симметричной как
по направлению магнитного поля, так и для проти-
воположно расположенных пар потенциальных кон-
тактов.

Работа выполнена при поддержке гранта Россий-
ского научного фонда # 19-12-00034.
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Предлагается описание экранирующих свойств воды и ее разбавленных растворов в рамках ста-
тистики, трактующей поведение слабо проводящей жидкости в рамках теории обратимых химических
реакций с общим названием “Ионные равновесия”. Ее модификация дает возможность качественно пра-
вильно объяснять наблюдаемые детали в поведении экранирующих свойств разбавленных водных рас-
творов, включая предельный случай чистой воды.

DOI: 10.31857/S123456782317007X, EDN: jzwcpe

Чистая вода (aqua) – типичный амфотерный
электролит с известной равновесной характеристи-
кой Kaq(T ), называемой “ионное произведение воды”
(амфотерность электролита в электрохимии озна-
чает принадлежность растворителя к разряду соб-
ственных в статистике полупроводников). Согласно
данным известной монографии [1]

log10Kaq =
A1

T
+A2 +A3 ∗ T, (1)

A1 = 4471.33 K, A2 = −6.0846, A3 = +0.017053.

Определение log10Kaq (1) входит эталонной частью
в pH – классификацию водных растворов слабых
кислот и щелочей. Аккуратность в определении кон-
стант Ai из (1) свидетельствует об уверенности авто-
ров [1] в согласованности разных методик, использу-
емых для их оценки.

Экспериментально показано (см., к примеру,
[2, 3]), что вода, заполняющая объем плоского кон-
денсатора с блокирующими электродами способна
полностью экранировать внешнее электрическое
поле в широком интервале управляющей разности
потенциалов 0 < V ≤ Vcrit на электродах конденса-
тора. Здесь Vcrit – критический порог, отвечающий
появлению пробойных явлений на границе металл–
электролит. Примеры поведения полного заряда
Q(t) аккумуляционного слоя, возникающего на
одной из таких поверхностей, собраны на рис. 1 (см.
[2, 3]). Цикл измерений состоит из двух частей. В
момент времени t = 0 на управляющие электроды
“1”, “2” плоского конденсатора, заполненного элек-
тролитом (водой), подается фиксированная разность

1)e-mail: shikin@issp.ac.ru

Рис. 1. (Цветной онлайн) Поведение Q(t) в плоской
ячейке с водой. Управляющий электрод “2” разделен
с электролитом в ванне тонкой диэлектрической про-
слойкой (ячейка с “запертыми электродами”). Разность
потенциалов на электродах “1”, “2” пробегает значения:
600, 700, 800В. На вставке: 1 – металлическая кювета
с водой; 2 – верхний металлический электрод, образу-
ющий вместе с металлом “1” плоский конденсатор; 3 –
вольтметр, фиксирующий наличие разности потенциа-
лов V между пластинами кондесатора; 4 – прибор (ку-
лонометр), фиксирующий через данные относительно
Q(t) электростатические изменения аккумуляционного
происхождения в объеме конденсатора; 5 – схематиче-
ское положение аккумуляционного слоя вдоль границы
металл–электролит

потенциалов V ( прибор “3”). Появление возмущения
в объеме конденсатора ведет к разделению зарядов в
электролите с образованием аккумуляционного слоя
на границе металл “2 – электролит (электрод “1”
находится в омическом контакте с ванной). Элек-
тростатическая перестройка в объеме конденсатора
сопровождается притоком зарядов Q(t) извне, про-
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порциональным степени экранирования возмущения
V аккумуляционными полями, что и фиксируется
приборм A за номером “4”. Выход кривых Q(t) на
плато, независящие от времени, отвечает полной
экранировке внешнего поля собственными зарядами
электролита.

В критических условиях |V | ≥ Vcrit этот заряд
перестает стремиться к насыщению, начиная ква-
зилинейно расти cо временем (пробойные явления,
см. [3]). Сами значения Vcrit определяются равновес-
ными характеристиками электролита, включая ста-
тические значения его диэлектрической постоянной.
Для условий рис. 1 Vcrit ≤ 900В.

Описание экранирующих свойств воды как соб-
ственного электролита предлагается в данной замет-
ке. При этом информации (1) недостаточно для коли-
чественных заключений о масштабах явления. Нуж-
на мотивированная статистика, определяющая пове-
дение aqua-ионов во внешнем электрическом поле.

A. Для начала естественно обсудить имеющие-
ся расчеты экранирующих свойств симметричного
(1 : 1) электролита, ближайшего по кулоновским
свойствам чистой воде. В рамках формализма имени
Льюиса, Рэндла, Дебая, Хюккеля [4, 5] (детали см. к
примеру, в руководствах [1, 6–10]) речь идет о сов-
местном решении уравнения Пуассона с определени-
ем электрохимического потенциала µ± в форме

µ± = e±ϕ+ T lnA±, (2)

где A± – так называемые активности объемных плот-
ностей Nd

±-ионов, возникающих от распадов (AB ↔
A+ + B−) легирующей примеси заданной плотности
Nd. Теория Дебая, Хюккеля [5] дает возможность
найти явный вид функций A±, если речь идет об
электролите в классических условиях <Vc> ≤ T , и
распады доноров AB реализуются на 100%. Здесь
<Vc> – средняя кулоновская энергия взаимодей-
ствия между ионами, либо во внешнем поле, T – тем-
пература.

С учетом (2) для ячейки рис. 1, оформленной в
виде плоского конденсатора, заполненного (1 : 1)

электролитом, речь идет о системе определений

∆ϕ = −4πe2

ǫ
ΣzaNa, ϕ(z = 0) = V, ϕ(z ≫ λD) → 0,

(3)

Na(z) = Na0 exp (−zaeϕ). (4)

Здесь ǫ – диэлектрическая постоянная растворителя
(воды), za – величина и знак заряда данного типа,
Nao – объемная плотность компонент (1 : 1) элек-
тролита, отвечающая их значениям вдали от управ-
ляющих электродов, там где потенциал ϕ(z) → 0.

Определение дебаевской длины λD, использованное
в этом условии, содержится в формулах (5).

Как следствие в линейном по eϕ/T ≤ 1 прибли-
жении

∆ϕ = κ2Dϕ, κ2D =
4πe2

ǫT

∑

a

Naoz
2
a, e

∑

a

zaNao = 0,

(5)

где κD – обратная дебаевская длина λD. В опреде-
лениях (5) использованы соотношения (3), (4), нера-
венство eϕ/T ≤ 1 и требование общей нейтральности
газа e

∑

a zaNao = 0.
Согласно (5), в формировании длины λD участ-

вуют не только константы Na0, но и требования (2),
(4) (управление свойствами фракций Na(z) в рамках
статистики Больцмана). Плотности протонов H+ и
гидроксила OH−, возникающие в растворе за счет
обратимой реакции H2O ↔ (H++OH−), такой стати-
стике не подчиняются. В самом деле, закон (1) в тер-
минах N+ и N− дает представление о свойствах про-
изведения фракций протонов H+ и гидроксила OH−:
Kaq(T ) ∝ (N+×N−) . Другими словами, в любом вод-
ном растворе их произведение есть величина посто-
янная, независимо от степени легирования раство-
ра “слабыми” примесями (слабыми кислотами, либо
щелочами) объемной плотности Nd. В то же время,
каждая из составляющих заряженного раствора ис-
пытывает влияние Nd легирования (см. ниже фор-
мулы (6), (7)): N+ → N+(T,Nd) и N− → N−(T,Nd).
Как следствие, химическая часть ζ± электрохимиче-
ского потенциала протонов H+ и гидроксила OH− не
есть простая функция ζ± ∝ lnN±, как это полагается
в (2), (4). Кроме того, общим правилом для легирую-
щей фракции раствора является сохранение полного
количества N примесных частиц

N =

∫

Nd(r)d
3r = const.

Составляющие H+ и гидроксила OH− такими свой-
ствами не обладают.

Резюмируя, механизм (2)–(5) имеет лишь каче-
ственное отношение к интересующему нас определе-
нию длин экранирования λ±0 в чистой воде. Участие
собственных ионов в экранировке внешних полей со-
гласованно трактуется формулами теории обрати-
мых химических реакций с общим названием “Ион-
ные равновесия”. Эта статистика, фигурирующая во
многих руководствах по тематике, начиная с Гибб-
са, наиболее полно представлена в книге Батлера [9].
Ее модификация, намеченная в [3, 11] и позволяющая
ввести в обиход понятие энергии Ферми в запрещен-
ной зоне воды, использует глубокую аналогию про-
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исходящего в разбавленных электролитах со стати-
стикой легированных полупроводников [12].

В. В слабо проводящих средах выполняется
ряд универсальных термодинамических соотноше-
ний, имеющих место в разбавленных заряженных
растворах и кристаллических полупроводниках еди-
новременно. Существование эмпирической базы для
сопряжения оказывается достаточным в построении
феноменологической статистики разбавленных заря-
женных растворов (энергостатистики). Речь идет о
так называемых константах диссоциации в теории
обратимых химических реакций для растворов раз-
ного состава [1, 6, 7, 9, 14, 15]. В частности, нас инте-
ресует ионное произведение воды с константой дис-
социации Kaq(T ) (1) и закон Освальда с констан-
той диссоциации Kd(T ). Обе константы: Kaq(T ) и
Kd(T ) – доступны измерениям с хорошей точно-
стью (см. [1, 6, 7, 9]) и в обсуждаемой феноменоло-
гии считаются известными. На этой почве можно
предложить систему определений в описании свойств
разбавленных электролитов, коррелирующих с ос-
новными формулами электрон-дырочной статистики
для кристаллических полупроводников. Использова-
ние отмеченного взаимосоответствия с участием кон-
стантKaq(T ) иKd(T ) и составляет основу процедуры
сопряжения (детали см. [3, 11] и Приложение).

Согласно [3, 11], разбавленный раствор уксусной
кислоты (пример, удобный для иллюстраций общих
закономерностей) обладает свойствами слабо леги-
рованного полупроводника n-типа. Схема энергети-
ческих уровней представлена на рис. 2. Все энергии
отсчитываются от потолка валентной зоны. Протоны
H+ условно заполняют нижнюю часть зоны проводи-
мости, гидроксилы именуемые антипротонами OH−,
заполняют верхнюю часть валентной зоны. Уксусная
кислота, легирующая воду избыточными протонами,
играет роль донорной добавки. Числа на схеме берут-
ся из экспериментальных данных. Для воды ширина
запрещенной зоны Eg ≃ 10250K. Положение донор-
ного уровня обозначено на рис. 2 через E2. “Разность”
Ed = (Eg − E2) ≃ 2690K. Акцепторы на уровне E1

в задаче о свойствах разбавленного раствора слабой
кислоты отсутствуют.

Поведение уровня Ферми EF в запрещенной зоне
Eg собственного электролита (воды) для разбавлен-
ного водного раствора следует из решения трансцен-
дентного уравнения (6) относительно EF , возникаю-
щего из требования локальной нейтральности в объ-
еме слабо легированного электролита

N+ = N− +N−
d , (6)

N+ ≃ N0
+ exp [(EF − Eg)/T ],

N− ≃ N0
− exp [(−EF )/T ],

(7)

N−
d =

Nd

1 + exp (EF − E2)/T
. (8)

Здесь, как и выше, N+ – объемная плотность про-
тонов H+, N− – объемная плотность анти-протонов
(гидроксила) OH−, Nd – объемная плотность леги-
рующей примеси), N0

+ и N0
− – феноменологические

константы, требующие определения. В этой проце-
дуре принимают участие упомянутые выше условия
сопряжения.

Рис. 2. Энергетический спектр воды. E1, EF , E2, Eg –
уровень акцептора, положение уровня Ферми, уровень
донора, ширина запрещенной зоны – соответственно.
Все энергии отсчитаны от потолка валентной зоны

Пользуясь намеченным в [3, 11] алгоритмом и
данными [1, 6] относительно константKaq(T ),Kd(T ),
находим численные значения плотностей N0

+ и N0
−

для пары вода–уксус. Соответствующая программа
действий детализирована в Приложении и ведет к ре-
зультатам, собранным на рис. 3. В статистике [3, 11]
так же, как и в [12, 13], эти данные должны быть уни-
версальными, возникающими из обработки инфор-
мации [1, 6] для любых пар: вода–слабая кислота.

С. Располагая формулами (6)–(8), возвращаемся
к определению длин экранирования λ±0 для чистой
воды. С этой целью надо заменить больцмановское
условие стационарности (3) общими требованиями на
потоки jaq± , значения которых в равновесии должны
быть нулевыми на всей оси OZ
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Информация относительно
численных значений плотностей N0

+(T ) (красная ли-
ния) и N0

−(T ) (синяя линия), отнесенные к плотности
воды naq для пары вода–уксус

jaq± (z) = 0, или, e±N
aq
± (z)ϕ(z) +

∂EF

∂Naq
±

∂Naq
±

∂z
= 0,

(9)

где производные ∂EF /∂N
aq
± вычисляются с помощью

формул (7). Кроме того, надо иметь в виду, что при
заданном внешнем поле потоки jaq± направлены в
разные стороны.

Как следствие, линеаризованное по ϕ уравнение
Пуассона сводится к виду (как и в формулах (5)),

d2ϕ

dz2
≃ +ϕ/λ2aq, λ−2

aq =
4πe2

ǫaqT
(N+ ×N−)

1/2,

N+ ×N− = N0
+ ×N0

− exp (−Eg/T ). (10)

Здесь учтено, что λ+0 = λ−0 = λaq0 ; численные зна-
чения N0

+ и N0
− представлены на рис. 3.

Резюмируя, длина λ±0 из (10) не зависит от Nd.
Длина λD из (5), напротив, чувствительна к плотно-

сти доноров: λD ∝ N
−1/2
d . Эта разница вполне ося-

заема и заслуживает специального внимания с уче-
том информации, собранной ниже при обсуждении
формул (17)–(23). Здесь же отметим, что в газовых
условиях

Ndλ
3
aq ≪ 1, (11)

для легированных полупроводящих сред (кристал-
лических и жидких) характерно специальное “гра-
нулированное” состояние. Каждый из доноров (ак-
цепторов) в этой ситуации ионизирован практически
на 100% (свойства закона Освальда). Но перемеща-
ясь с локальных уровней схемы рис. 2 в зону прово-
димости, донорные свободные заряды остаются ло-
кализованными в экранирующих шубах каждого из
заряженных центров Nd, не пополняя фракции по-
движных ионов [16].

Формально отдельная гранула имеет “дебаев-
скую” структуру (подробнее см. формулы (19), (20))

ϕa(r) = e
exp (−κaqr)

r
, (12)

с величиной Z = 1 и λaq ≡ κ−1
aq из (10) взамен κD (5),

(19).
Другие примеры, иллюстрирующие свойства

“гранулированного” состояния легированных полу-
проводящих сред, собраны ниже.

D. Показателен эффект Вагнера, Онсагера, Са-
мараса [17, 18] о наблюдаемом (см. к примеру [14])
влиянии конечной плотности легирующей примеси
в электролите на поверхностное натяжение границы
жидкость–пар. Основные формулы этой теории суть

F⊙
wos(z) ≃ Fǫ(z) exp (−2z/λaq),

Fǫ(z) = − Q2(ǫ1 − ǫ2)

4ǫ1(ǫ1 + ǫ2)z2
.

(13)

Величина ǫ1 отвечает среде, в которой находится
пробный заряд, знак (ǫ1 − ǫ2) > 0 отвечает оттал-
киванию (Fǫ(z) > 0), λ0 из (10). Сами авторы [17, 18]
использовали в показателе экспоненты длину λD, на-
рушая стройность рассуждений при Nd → 0. Соглас-
но (13) каждый из заряженных доноров полностью
экранирован в объеме электролита (вдали от грани-
цы раздела), утверждение, прекрасно коррелирую-
щее с информацией (12).

Задача о легировании удачно сопрягается со ста-
тистикой DLVO-коллоидных растворов [19, 20]. Раз-
ница в структурах кластеров сводится к замене бо-
ровского радиуса ab донора на затравочный ради-
ус R0 ≥ ab заряженного ядра DLVO-коллоида. При
этом газовое требование (11) преобразуется в нера-
венство (14)

N⊙(R0 + λ0)
3 < 1, N⊙ ≡ Nd. (14)

Здесь N⊙ – равновесная плотность DLVO-
коллоидов в объеме полиэлектролита.

Формула (14) качественно универсальна, допус-
кая варьирование радиуса ядра от атомных размеров
кластера, когда затравка R0 имеет масштаб атомно-
го, до типичных размеров DLV O-коллоидов [19, 20]
с размерами R0 ≥ λ0. Ясно, что, как и в (11), требо-
вание (14) может содержать экранирующей состав-
ляющей лишь длину λ0 ≡ λaq0 .

Зададимся вопросом об осмотическом давлении
Π(N⊙) в газовой среде с параметрами (14). Прак-
тика работы с DLVO коллоидными средами позво-
ляет трактовать ее свойства в терминах, присущих
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слабо неидеальным газам. 3Д уравнение состояния,
определяющее зависимость осмотического давления
Πbulk(φ) в газе коллоидных сфер от безразмерной
концентрации φ, имеет вид [21–23]

Πbulk(φ)V⊙
Tφ

=
1 + φ∗ + φ2∗ − φ3∗

(1− φ∗)3
(15)

φ = N⊙V⊙, φ∗ = φ(1 + λ0/R0)
3, V⊙ = 4πR3

0/3.

(15a)
Здесь φ = N⊙V⊙ – безразмерная, однородная

плотность коллоидов, V⊙ – объем отдельного кол-
лоида, φ∗ – эффективная volume fraction с учетом
экранирующей шубы, покрывающей ядро DLV O-
коллоида (в определении уровня легирования N⊙ ≡
Nd, определение φ коррелирует с (11), (14)).

Очевидно, уравнение состояния (15) слабо неиде-
ально в меру φ ≤ 1, непрерывно “скатываясь” к иде-
алу в пределе φ ≪ 1. Этот результат подчеркивает
вторичность взаимодействия между экранированны-
ми донорами (коллоидами) в формировании конеч-
ных продуктов диссоциации. В нашем случае форму-
ла (15) говорит о том, что с ростом плотности в об-
ласть φ = N⊙V⊙ ≤ 1 осмотическое давление Π(N⊙)

растет. Эксперимент [24, 25] по рассеянию рентгенов-
ских лучей на разбавленных коллоидных растворах
подтверждает предсказания (15).

В условиях (14) DLV O-коллоиды, оставаясь ин-
тегрально нейтральными, линейно (пока φ ≪ 1) ме-
няют объемную проводимость σ(φ) коллоидного рас-
твора

σ(φ)

σ0
= 1+

3(σ⊙/σ0 − 1)φ

σ⊙/σ0 + 2− (σ⊙/σ0 − 1)φ
, (16)

где σ⊙ – эффективная проводимость включения, σ0 –
проводимость жидкой матрицы, φ – безразмерная
плотность (volum fraction) коллоидной суспензии,

Предсказания (16), восходящие к результатам
Максвелла [26], убедительно проявляют себя в транс-
портных экспериментах [27–30].

Е. Наращивая плотность N⊙, переходим в об-
ласть

N⊙(R0 + λ0)
3 ≥ 1, (17)

альтернативную (14). При этом газовая трактовка
(15) свойств заряженного раствора теряет точность.
Дебаевские шубы соседних ионов начинают перекры-
ваться между собой, и надо работать в рамках ста-
тистики Дебая, Хюккеля [5, 14].

Корреляционная часть Ecor энергии кулоновски
взаимодействующего газа имеет вид

Ecor =
V

2

∑

a

ezanaoϕa. (18)

Здесь za – кратность заряда, nao – равновесная плот-
ность данного сорта зарядов (не обязательно ионов),
ϕa – потенциал поля, действующего на заряд a-го
сорта со стороны остальных зарядов, V – объем си-
стемы.

Для расчета потенциалов ϕa используется схема
рассуждений [5, 14], дающая возможность свести ло-
кальное значение потенциала ϕa(r) с центром на за-
ряде eza к выражению, следующему из уравнения
(5)

ϕa(r) = eza
exp (−κDr)

r
,

κ2D =
4πe2

T

∑

a

naoz
2
a,

∑

a

ezanao = 0,

(19)

где, как и в (5), κD – обратная дебаевская длина.
Разлагая потенциал ϕa(r) (19) в ряд при малых

κDr, найдем

ϕa(r) ≃
eza
r

− ezaκD + ... ϕa = −ezaκD (20)

Опущенные члены обращаются в нуль при r → 0.
Первое слагаемое есть потенциал собственного иона.
Второй же член имеет смысл потенциала, создавае-
мого окружающими ионами в точке нахождения дан-
ного иона. Другими словами, определение ϕa из (18)
имеет смысл : ϕa = −ezaκ.

Как следствие, энергия Ecor принимает вид

Ecor =
V

2
κDre

2
∑

a

z2anao (21)

или с использованием Na = noaV , где V – объем,
занимаемый ансамблем частиц Na,

Ecor = −e2
√

π

TV

(

∑

a

naz
2
a

)3/2

. (22)

Пересчет результата (22) на давление P дает (см.
[14])

P =
NT

V
− e3

3V 3/2

√

π

T

(

∑

a

naz
2
a

)3/2

. (23)

Корреляционная поправка кулоновского проис-
хождения к идеальному давлению оказывается от-
рицательной.

Результаты (22), (23) подтверждены в свое вре-
мя более продвинутыми исследованиями [31], что
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позволяет говорить о реальном “водоразделе” меж-
ду свойствами очень разбавленных (“гранулирован-
ных”) и разбавленных электролитов. В первом слу-
чае речь идет о персональной экранировке собствен-
ными ионами воды каждого из легирующих доноров
(либо ядер DLV O-образований ) в ситуации, обес-
печивающей выполнение неравенства (14). В этих
условиях разбавленный раствор статистически де-
монстрирует свойства слабо неидеального газа име-
ни Ван-дер-Ваальса с уравнением состояния в фор-
ме (15) и длиной экранировки λaq0 (10). Дебаевская

длина экранирования λD ∝ n
−1/2
d (5), (19) в этой об-

ласти превосходит значения λaq0 и не участвует (как
и вся статистика Дебая, Хюккеля [5]) в определении
свойств “гранулированного” газа. Разложения вида
(20) имеют смысл в условиях R0 ≤ λD. Это говорит
о том, что статистика Дебая, Хюккеля [5] вообще не
пригодна для DLVO-коллоидов с R0 ≥ λD.

Альтернатива возникает в условиях

λD 7−→ λaq0 , (24)

когда, уменьшаясь со стороны малых nd, длина
λD приближается к значению λaq0 , и экранирующие
оболочки гранулированных коллоидов начинают пе-
рекрываться между собой. Разложение (20) имеет
смысл в условиях R0 ≤ λD. Для “боровских” доно-
ров, дебаевский газ остается идеальным , если кор-
реляционая поправка (21), (22) мала на фоне идеаль-
ной составляющей. Это требование обычно трактует-
ся с использованием параметра Γ (см. определения
(3), использованные выше)

Γ ≃ Ṽc/T ≤ 1, Ṽc ≃ e2/ǫrs (25)

где rs среднее расстояние между кулоновскими цен-
трами. В нашем случае неравенство (25) сводится к
форме

ndλ
3
D ≤ 1, (26)

где λ3D – дебаевская длина из (5), (19). С учетом

λD ∝ n
−1/2
d неравенство (26) служит ограничением

снизу на плотность nd. В области nd → 0 экрани-
ровка мелких доноров реализуется (согласно (12)) с
помощью длины λaq0 . А неравенство (26) преобразу-
ется в требование (11).

Дебаевский газ Ван-дер-Ваальса с уравнением со-
стояния в форме (23) альтернативен своими свой-
ствами газу (15), (15а), подчеркивая разницу между
очень разбавленными в условиях (14) и просто раз-
бавленными, если имеет место ситуация (17), слабы-
ми заряженными растворами.

Продолжая тему корреляций, обратимся к работе
[32] с общим названием “Экранировка электрическо-
го поля в воде” и гипотезой о возможном усложнении

процесса диссоциации молекул H2O в чистой воде.
Согласно это работе, вода в жидком состоянии сохра-
няет структурные корреляции, широко представлен-
ные во льду. Как следствие, в распадах молекул воды
присутствуют не две, а четыре заряженные компо-
ненты: гидроксоний H3O

+ с зарядом +0.62 e, гидрок-
сил OH− с зарядом −0.62 e и, дополнительно, кор-
реляционные осколки со своей энергией активации.
Среди них: дефекты D с зарядом +0.38 e и дефек-
ты L с зарядом −0.38 e. Усложнение процесса диссо-
циации заметно влияет (по мнению авторов [32]) на
эффективную длину экранирования и корректирует
в нужную сторону значение статической диэлектри-
ческой постоянной ǫaq чистой воды. Как известно,
микрорасчет ǫaq дает для воды при комнате значе-
ние ǫaq ≃ 50, вместо наблюдаемой ǫaq ≃ 80 (см., к
примеру, [33]).

Но если D,L-фрагментация собственных ионов
отражается на свойствах ǫaq, она же должна вли-
ять и на температурную зависимость коррелятора
Kaq(T ). Однако, в существующей форме закономер-
ность (1) однозначно говорит об отсутствии D,L-
усложнений в распадах H2O ↔ (H+ + OH−). Об-
работка данных (1) с использованием языка (6)–
(8) обнаруживает лишь один канал распада молекул
H2O на заряженные фрагменты c энергией актива-
ции Eg ≃ 10250K, играющую роль ширины запре-
щенной зоны собственного электролита (детали см.
Приложение с экспериментальной поддержкой па-
раметрами для уксуса и конечными результатами,
собранными на рис. 2, 3, 1A). Никаких уточнений в
структуре коррелятора Kaq(T ) (1) литература по те-
матике за последние полвека не содержит (точнее,
автору они неизвестны).

F. Совокупность данных рис. 1 интересна не толь-
ко асимптотиками Q(t → ∞) для разных значений
V управляющего напряжения на электродах конден-
сатора. Электрохимическая литература полна сооб-
щениями о релаксационных явлениях вида Q(t), со-
провождающих кинетику образования аккумуляци-
онных слоев в схемах вида рис. 1 с участием элек-
тролитических конденсаторов. В подробной обзор-
ной работе [34] с ретроспективой вплоть до начала
1900-х обсуждается современное положение дел с ре-
лаксационными явлениями в ячейках с “запертыми
концами” вида рис. 1 (в основном, численными сред-
ствами). Из вопросов по существу эта деятельность
берется ответить на вопрос, почему характерные
релаксационные времена τrelax для Q(t)-кинетики
водных электролитов заметно длиннее стандартно-
го времени релаксации τMaxw ∼ σ−1

aq . Напомним, что
для воды при комнате σ−1

aq ≤ 10−3 c. Здесь же по-
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лезно указать масштабы характерного, вращатель-
ного времени Дебая τdeb ≤ 10−8 c в физике поляр-
ных, жидких диэлектриков. В то же время типичные
времена для Q(t) на рис. 1 имеют масштаб τrelax ∼
(102 − 103) c. Часть задач из [34], исследованных, в
основном, численными средствам, решена аналити-
чески в работах [35–38].

Относительно недавно наметился повышенный
интерес к поведению DLVO-коллоидов вблизи гра-
ницы металл–электролит (см., к примеру, [39]). При-
влечение к трактовке возникающих здесь результа-
тов идей Вагнера, Онсагера, Самараса [17, 18] реали-
зовано в работе [40].

Резюме. Предложено согласованное определе-
ние экранирующей длины λaq (10) для воды и ее раз-
бавленных растворов с использованием статистики,
трактующей поведение слабо проводящей жидкости
как собственного полупроводника. В рамках форма-
лизма введено понятие об очень разбавленных (гра-
нулированных) заряженных растворах без перекры-
тия в условиях (14) экранирующих “шуб” соседних
заряженных доноров. Показано, что с нарушением
требования (14) осмотическое давление Πbulk(φ) ме-
няет свои свойства с закономерности (15) на альтер-
нативу (23), демонстрируя смену знака производной
∂Πbulk(φ)/∂φ. Такие детали в поведении осмотиче-
ского давления доступны (и заслуживают) экспери-
ментальной проверки. В последнее время резко воз-
рос интерес к задачам с участием DLV O-коллоидов
вблизи границы металл–электролит (см., к примеру,
публикацию [39]). Использование в этой области ре-
зультатов Вагнера, Онсагера, Самараса [17, 18] со-
ставляет содержание работы [40].

Автор благодарен Б. Тимофееву за обсуждение
результатов работы и участие в расчетах вместе с
оформлением графиков.

Приложение. Формулы сопряжения для

раствора уксуса в воде

Поведение уровня Ферми EF в запрещенной зоне
Eg собственного полупроводника (воды) следует из
решения трансцендентного уравнения (6) основно-
го текста относительно EF с привлечением требова-
ния локальной нейтральности в объеме легированно-
го электролита (его дубль (A.1) приведен в Прило-
жении для удобства)

N+ = N− +N−
d . (A.1)

Здесь плотности N+, N− определены формула-
ми (7) основного текста, N−

d – из (8), Nd - объемная
плотность легирующей примеси, N0

+ и N0
− – фено-

менологические константы, требующие определения.

К этой процедуре привлекаются упомянутые выше
условия сопряжения.

Первое из них связано с произведением (N+ ∗
N−) (см. определения (7) основного текста). Это со-
отношение оказывается независящим от параметра
EF (общее свойство, имеющее место и в электрон-
дырочной статистике [13])

N+ ×N− = N0
+N

0
− exp (−Eg/T ). (A.2)

Эта формула роднит ее своей структурой с опре-
делением константы Kaq(T ) в так называемым “ион-
ном произведении воды” (см. [1, 6])

Kaq = α2
aq (моль/л)2, (A.3)

где αaq – степень диссоциации молекул воды в рас-
паде H2O → H+ + OH−.

Константа диссоциации Kaq тщательно измере-
на разными средствами (см. [1, 6]). В интересующем
нас виде она представлена выражением (1) основного
текста и (A.4) (для удобства)

log10Kaq =
A1

T
+A2 +A3 ∗ T, (A.4)

A1 = 4471.33 K, A2 = −6.0846, A3 = +0.017053

из содержательной книги [1].
Реализуя намеченную программу, сопрягаем

(A.2) и (A.4)

Kaq(T ) ↔ N∗
+N

∗
− exp (−Eg/T ), N

∗
+ = γN0

+,

N∗
− = γN0

−, γ = 1000/R,
(A.5)

рассчитывая на продвижение в определении кон-
стант N0

+ и N0
−. При этом надо помнить о разных

системах единиц, бытующих в определениях Kaq(T )

(A.4) (речь идет о единицах (моль/л)) и N+ × N−
(A.2) (в определениях (6), (7) основного текста под-
разумевается система CGSE). Фактор γ в обозначе-
ниях N∗

+ и N∗
− учитывает это обстоятельство. R –

число Авогадро.
Желая согласованно использовать эмпирическую

формулу (A.4), обезразмерим связь (A.5), вводя
вспомогательную плотность n∗

n∗ = (один моль)/л, (A.6)

так что

K̃aq(T ) = N∗
+N

∗
− exp (−Eg/T )/n

2
∗,

K̃aq(T ) = Kaq(T )/n
2
∗,

(A.7)
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Рис. 1A. (Цветной онлайн) Энергия Ферми EF (ордина-
та в градусах Кельвина) для раствора уксуса в воде в
функции от плотности доноров, т.е. примеси уксуса при
разных температурах (темно-синий цвет – T = 0◦C;
красный цвет – T = 25 ◦C; желтый цвет – T = 505 ◦C).
В полупроводниках перемещения уровня Ферми по за-
прещенной зоне стимулируются вариациями темпера-
туры (см. [12]). В разбавленных растворах такие воз-
можности лимитированы. Зато ничем не ограничены
манипуляции с концентраций доноров (уксуса), что и
предпринято для иллюстрации свойства EF . Из дру-
гих обозначений, согласованных со схемой рис. 2: зеле-
ный пунктир – положение дна зоны проводимости Eg;
коричневый пунктир отвечает середине запрещенной
зоне, т.е. уровню Eg/2; голубой пунктир – положение
уровня E2 для уксуса в запрещенной зоне воды

и обе части (A.7) безразмерны.
Сравнение левой и правой сторон (A.7) с учетом

(A.4) говорит о том, что константа A1 из (A.4) имеет
смысл энергетической щели в определении воды как
собственного электролита,

2.3×A1 = Eaq
g ≃ 10248K. (A.8)

Остатки формулы (A.7) связывают известные
числа A2, A3 с произведением (N∗

+N
∗
−).

−2.3(A2 +A3T ) = ln

[

N∗
+N

∗
−

n2
∗

]

. (A.9)

Как и ожидалось, первое из сопряжений, (A.7)
определяет значение важного активационного пара-
метра Eaq

g и связывает между собой величины эф-
фективных значений N∗

+ и N∗
− с числами A2, A3

из определения (A.4) ионного произведения воды
Kaq(T ).

Вторая связь между константами (N−,N+) и
(Kaq,Kd) возникает асимптотически в зоне действия

приближения Освальда для статистики полупровод-
ников n-типа и термодинамики разбавленных элек-
тролитов. С одной стороны, в областиN−

d ≫ H+ име-
ем из формул (6)–(8) основного текста (по аналогии
с [13])

N+ ≃ (2NdN
0
+)

1/2 exp (−Ed/2T ) (A.10)

с Ed = (Eg − E2).
С другой стороны, закон Освальда для разбав-

ленных электролитов в форме [1, 6–9]

Kd =
α2
dCd

(1− αd)
,

где [Cd] = моль/л, в пределе αd = N+/Nd ≪ 1 сво-
дится к

α+
d ≃ C

−1/2
d K

1/2
d . (A.11)

С целью дальнейшего использования (A.11) кон-
станта Kd снабжена индексом d.

Интересующее нас второе сопряжение, содержа-
щее параметры (N0

+,N0
−) и (Kaq,Kd), возникает

сравнением формул (A.10), (A.11)

(

2N∗
+

N∗
d

)1/2

exp (−Ed/2T ) = C
−1/2
d K

1/2
d ,

N∗
d = γNd = Cd, (A.12)

или

(2N∗
+)

1/2 exp (−Ed/2T ) = K
1/2
d . (A12a)

Правильность избранного для сопряжения пути под-
черкивается выпадением из (A.12a) параметра Cd.
Кроме того, имеем в виду, что для водных растворов
роль заряда, выбрасываемого с донора в зону прово-
димости играет положительная частица – протон.

Дальнейшее связано с эмпирическим представле-
нием Kd(T ) [1]

− log10 K̃d(T ) = +
Ad

1

T
+Ad

2 +Ad
3T,

K̃d(T ) = Kd(T )/n∗, (A.13)

A1 = 1170.48K, A2 = −3.1649, A3 = 0.013399.

(A.13a)
Здесь где n∗ – из (A.6), числа Ad

1, A
d
2, A

d
3, по-

лученны в [1] для водного, разбавленного раствора
уксуса.

Возводя обе части (A.12) в квадрат и пользуясь
(A.13), находим для Ad

1 связь

E+
d = 2.3 ∗Ad

1 ≃ 2692K (A.14)
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Остаток

ln

(

2N∗
+

n∗

)

= −2.3(Ad
2 +Ad

3T ) (A.15)

дополнительно сопрягаетN∗
+, N∗

− с числами Ad
2+A

d
3,

в чем и хотелось убедиться.
Численные значения констант N0

+, N0
−, следу-

ющие из (A.9), (A.15), представлены на графиках
рис. 3 основного текста. Энергия Ферми EF из (6)
с учетом данных для N∗

+, N∗
− “уксусного” происхож-

дения (см. графики рис. 3), представлена на рис. 4.
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Для создания нейроморфных вычислительных систем (НВС), способных эффективно решать за-
дачи искусственного интеллекта, необходимы элементы с кратко- и долгосрочными эффектами памя-
ти. Мемристоры являются перспективными кандидатами для реализации таких элементов, так как де-
монстрируют волатильные и неволатильные режимы резистивного переключения (РП). Представляют
интерес структуры, в которых возможна реализация обоих режимов РП в одном устройстве. В дан-
ной работе исследованы нанокомпозитные мемристоры на основе парилена с наночастицами МоО3 в
удобной для построения НВС кроссбар-архитектуре. Для таких структур был обнаружен обратимый
температурно-индуцированный переход между волатильным и неволатильным режимом РП при подбо-
ре либо локальной, контролируемой током ограничения, либо внешней температуры. Кроме того, эле-
менты кроссбар-структур показали высокую выносливость к циклическим РП, возможность удержания
состояний в неволатильном режиме и многоуровневый характер РП. Полученные результаты открыва-
ют возможности для использования кроссбар-структур на основе парилена в биоподобных НВС.

DOI: 10.31857/S1234567823170081, EDN: kafcdv

Нейроморфные вычислительные системы (НВС),
организованные в сверхпараллельные архитектуры
соединения нейронов (вычислительных элементов)
посредством синапсов (элементов памяти), привле-
кают большое внимание исследователей в связи с
их низким энергопотреблением, биоподобностью и
возможностью обойти ограничения стандартной ар-
хитектуры фон Неймана. Несмотря на улучшенную
архитектуру НВС, для их аппаратной реализации
на стандартной комплементарной базе необходимо
большое количество транзисторов [1]. Поэтому в по-
следние годы активно исследуются так называемые
мемристоры, которые могут эмулировать и нейроны
[2], и синапсы [3]. Мемристор (“сопротивление с эф-
фектом памяти”) представляет собой многослойную
структуру, которая способна изменять свое состоя-
ние в некотором резистивном окне от высокоомно-
го состояния Roff до низкоомного Ron в зависимости
от приложенного порогового напряжения и/или про-

1)См. дополнительный материал к данной статье на сайте
нашего журнала www.jetpletters.ac.ru

2)e-mail: an.matcukatova@physics.msu.ru

текшего через нее электрического заряда. Большин-
ство перспективных мемристивных структур пере-
ключается посредством формирования/разрушения
проводящих мостиков (филаментов) в диэлектри-
ческом активном слое, такие структуры называют-
ся филаментарными [4]. После того как металли-
ческий филамент сформировался, он может само-
произвольно разорваться. В различных мемристив-
ных структурах “время жизни” филамента варьиру-
ется от микросекунд до нескольких месяцев или да-
же лет [5]. В зависимости от времени жизни фила-
мента условно выделяют волатильный (энергозави-
симый, филамент начинает разрушаться без внеш-
него воздействия) и неволатильный (энергонезависи-
мый, филамент сохраняет свое состояние без внеш-
него воздействия в течение длительного времени) ре-
жим функционирования мемристора. Волатильные
мемристоры используются, например, для реализа-
ции нейронов в НВС [6] или резервуарных вычис-
лений [7], неволатильные мемристоры – для реали-
зации синапсов в НВС [8]. Кроме этого, филамен-
тарные мемристоры разделяют на две группы в за-
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висимости от типа образовывающегося филамента:
мемристоры с металлическим филаментом функци-
онируют по механизму электрохимической металли-
зации (electrochemical metallization, ECM), а с фи-
ламентом из кислородных вакансий - по механизму
изменения валентности (valence change mechanism,
VCM). Обратимся подробнее к описанию волатиль-
ных и неволатильных ECM мемристоров.

Режим работы ECM мемристора в литературе
обычно связывают с эффективной толщиной фила-
мента. При этом реальная толщина филамента мо-
жет как оставаться неизменной по всей длине [9], так
и изменяться [10]. Эффективная же толщина фила-
мента зависит от количества металлических ионов,
поступающих в активный слой ECM мемристоров.
Так авторы в работе [11] показали, что при изме-
нении размеров и концентрации наночастиц серебра
между верхним контактом и диэлектрическим ак-
тивным слоем можно контролировать режим рези-
стивного переключения (РП) мемристивных струк-
тур. Однако в некоторых ECM мемристивных струк-
турах волатильный и неволатильный режимы со-
существуют, и между ними возможен обратимый
температурно-индуцированный переход при подбо-
ре локальной (внутренней), контролируемой током
ограничения (compliance current, Icc) [12], и/или
внешней температуры [13]. Возможность выбора ре-
жима РП открывает новые перспективы внедрения
ECM мемристивных устройств в НВС.

В данной работе исследуется возможность пере-
хода между режимами РП мемристоров на основе
парилена (поли-n-ксилилена, ППК). Мемристивные
структуры на основе ППК переключаются по ECM
механизму, демонстрируют хорошую пластичность и
удержание резистивных состояний, их проводимость
может изменяться по правилам пластичности, за-
висящей от времени прихода импульсов (STDP 1-
го порядка) [14, 15]. Более того, для ППК мемри-
сторов было выявлено влияние биоподобных эффек-
тов 2-го порядка, с помощью которых удалось про-
демонстрировать изменение проводимости по прави-
лу STDP 2-го порядка, которое наиболее похоже на
правило изменения синаптического веса в биологи-
ческих системах [16]. Главной причиной проявления
эффектов 2-го порядка является изменение локаль-
ной температуры проводящего филамента. В связи
с этим также интересно исследование возможности
температурно-индуцированного перехода между во-
латильным и неволатильным режимами РП в ППК
мемристорах.

Всем филаментарным мемристорам, и ППК
мемристорам в их числе, свойствен один принци-

пиальный недостаток. Микроскопические вариа-
ции в морфологии филамента могут привести к
значительной вариативности макроскопических
мемристивных характеристик, что является одним
из основных препятствий к применению фила-
ментарных мемристоров в НВС. Поэтому для
дальнейшего лабораторного, а затем и промышлен-
ного использования мемристоров в НВС необходим
контроль морфологии филамента и предсказуемость
поведения мемристора в целом. Многообещающим
способом стабилизации процесса РП является инже-
нерия дефектов (defect engineering) [17]. Уже была
показана возможность улучшения характеристик
ППК мемристоров посредством внедрения в струк-
туру барьерного графенового слоя [18]. В таких
мемристорах металлические ионы верхнего контак-
та могут диффундировать в слой ППК только через
нанопоры, присутствующие в структуре графена,
таким образом задается направление образования
металлических филаментов, а вариативность РП
снижается. Кроме этого, были продемонстрированы
ППК мемристоры с внедренными наночастицами
серебра [19]. Снижение вариативности в данном
случае происходит в связи с концентрацией поля
наночастицами серебра и формированием перко-
ляционных цепочек, которые задают направления
образования проводящих филаментов. В данной
работе предложены мемристоры на основе ППК с
внедренными наночастицами MoO3 (ППК-MoO3).
Исследуемые мемристоры реализованы в кроссбар
архитектуре, эффективно выполняющей наиболее
ресурсоемкую операцию для традиционных вычис-
лительных систем, векторно-матричное умножение.
Так как триоксид молибдена является фоточувстви-
тельным полупроводником, успешная реализация
мемристоров ППК-MoO3 в кроссбар-архитектуре
позволяет надеяться на возможность создания опто-
электронной памяти на основе полученных структур
в будущем.

Было изготовлено три ППК-MoO3 кроссбар-
структуры 8 × 4 c различной толщиной нано-
композитного слоя: 930 (# 1), 520 (# 2) и 330 нм
(# 3). Погрешность толщины нанокомпозитного
слоя в рамках одного мемристивного устройства
составила 20 нм. Образцы представляли собой
сэндвич-структуру Cu/ППК-MoO3/Au на подложке
SiO2/Si (см. вставку к рис. 1). Нижние золотые
электроды (8 шт.) шириной 35 мкм были получены
с помощью оптической литографии по методике,
описанной в [20]. Синтез нанокомпозитного слоя
ППК был выполнен методом газофазной поли-
меризации, подробнее процесс синтеза описан в
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Медианные ВАХи для кроссбар-структур ППК-MoO3 c различной толщиной нанокомпозит-
ного слоя и изменение режима их РП в зависимости от внешних параметров: волатильный режим при комнатной
температуре и низком Icc (первый столбец), неволатильный режим при комнатной температуре и высоком Icc (второй
столбец), а также при повышенной температуре и низком Icc (третий столбец). На вставке: схематическое изображение
исследуемых кроссбар-структур с 4 верхними медными электродами, 8 нижними золотыми электродами и наноком-
позитным слоем между ними

[21] с тем отличием, что мишень для наполнителя
была из MoO3. Концентрация MoO3 составляла
10 об. %. Верхние медные электроды (4 шт.) шириной
300 мкм были получены магнетронным распылением
с использованием специальной теневой маски.

Мемристивные характеристики исследовались с
помощью аналитической зондовой станции 3S SWIN
EPS4. Импульсы напряжения подавались на верх-
ний электрод при заземленном нижнем электро-
де от источника-измерителя Keithley 2636B. Вольт-
амперные характеристики (ВАХи) измерялись со
скоростью развертки 0.5 В/c с шагом в 0.05 В. Все
измерения были автоматизированы с помощью про-
грамм, написанных в среде LabView. В некоторых
экспериментах осуществлялся внешний нагрев под-
ложки с помощью блока управления температурой
ATT Systems Control Unit A200. Толщина активного
слоя кроссбар-структур была определена с помощью
сканирующего/просвечивающего электронного мик-
роскопа Osiris (Thermo Fisher Scientific).

Рисунок 1 демонстрирует типичные ВАХи для
всех исследованных кроссбар-структур. В первом
столбце рис. 1 показаны волатильные РП образ-
цов (Ron состояние переходит в Roff при положи-
тельном напряжении), кроме структуры # 1, для
которой не наблюдается переключения из Roff в
Ron при приложении внешнего напряжения. Отсут-
ствие РП можно объяснить большой толщиной ак-
тивного слоя, вследствие чего затруднены дрейф
и диффузия катионов металла к нижнему элек-
троду. Во втором столбце рис. 1 показаны невола-
тильные РП (Ron состояние переходит в Roff при
отрицательном напряжении) структур # 2 и # 3
при увеличенном Icc (в 100 и 5 раз соответствен-
но). Ток ограничения в данном случае необходим
для предотвращения теплового разрушения мемри-
сторов. Поэтому Icc для демонстрации неволатиль-
ных РП кроссбар-структуры # 3 был значительно
уменьшен, в сравнении со структурой # 2, в свя-
зи с ее меньшей толщиной. Примечательно, что
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Пример удержания резистивных состояний элемента кроссбар-структуры #3 при (a) – вы-
соком Icc и комнатной температуре или (b) – высокой температуре и низком Icc (красная линия). Черная линия
демонстрирует волатильный режим при низком Icc и комнатной температуре. На вставке: демонстрация удержания
Roff состояния при низком Icc и комнатной температуре

для кроссбар-структуры # 3 удалось продемонстри-
ровать неволатильные РП не только путем увели-
чения Icc, но и нагревом подложки до 60 ◦C без
увеличения Icc относительно волатильного режима
(третий столбец рис. 1). Можно предположить, что
именно уменьшенная толщина активного слоя при-
вела к возможности перехода между режимами РП
с помощью внешнего нагрева структуры. Таким об-
разом, была показана возможность температурно-
индуцированного перехода между режимами РП
кроссбаров ППК-MoO3 в зависимости от Icc и внеш-
ней температуры.

Переход между режимами РП был подтвержден
контролем резистивных состояний в течение неко-
торого времени после их установки с помощью ал-
горитма записи-чтения (write-verify) [22]. Обнаруже-
но, что резистивные состояния удерживаются, если
они были установлены при высоком Icc (рис. 2a) или
высокой внешней температуре (рис. 2b). На рисун-
ке 2b видно, что измерения при комнатной темпера-
туре и низком Icc приводят к возвращению мемри-
стора в волатильный режим, за несколько секунд
он переходит из Ron в Roff состояние. Стоит отме-
тить, что волатильный режим всегда приводил к пе-
реключению мемристора из Ron в Roff состояние, в
то время как состояние Roff могло храниться дли-
тельное время без значительных изменений (встав-
ка к рис. 2b). Таким образом, только Ron состояние
мемристора ППК-MoO3 является нестабильным, что
типично для ECM волатильных мемристоров: обра-
зуется нестабильный тонкий металлический фила-
мент, который самопроизвольно разрывается вслед-
ствие поверхностной диффузии атомов металла для
минимизации энергии поверхностного натяжения [5].

Другая важная характеристика для всех мемри-
стивных устройств – выносливость (endurance), т.е.
количество стабильных циклов РП без деграда-
ции структуры. На рисунке 3 видно, что элементы
кроссбар-структур выдерживают более 1000 циклов
РП без уменьшения резистивного окна Roff/Ron.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Выносливость типичного эле-
мента кроссбар-структуры #3

Обсудим механизм РП мемристивных кроссбар-
структур на основе ППК-MoO3. Исследуемые струк-
туры переключаются по механизму ECM, как и
мемристоры на основе чистого ППК, т.е. с образова-
нием/разрывом медного филамента. Ожидается, что
филаменты преимущественно состоят из меди в свя-
зи с ее большей активностью [23, 24] и переключени-
ем мемристоров из Roff в Ron состояние при приложе-
нии положительного напряжения именно на верхний
медный электрод. При приложении внешнего поля и
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использовании малого тока ограничения без допол-
нительного нагрева подложки ионизация атомов ме-
талла верхнего электрода и последующие дрейф и
диффузия металлических катионов приводят к обра-
зованию тонкого нестабильного филамента (рис. 4a).

Рис. 4. (Цветной онлайн) Качественное объяснение ме-
ханизма РП исследуемых мемристивных структур в во-
латильном (a) и неволатильном режиме (b)

Такой филамент самопроизвольно разрывается в от-
сутствие внешнего поля в связи с его высокой удель-
ной поверхностной энергией. С другой стороны, уве-
личение внешней или внутренней температуры спо-
собствует образованию большего количества метал-
лических катионов и их более активной диффузии в
нанокомпозитный слой, что приводит к образованию
стабильного филамента (рис. 4b). Такой филамент не
разрывается самопроизвольно, в данном случае необ-
ходимо приложить напряжение обратной полярно-
сти к верхнему контакту мемристивной структуры
для его разрыва. Стоит отметить, что внедрение на-
ночастиц (как Ag, так и MoO3) в слой ППК уменьша-
ет разброс мемристивных характеристик. При этом
в структурах на основе ППК-Ag, в отличие от ППК-
MoO3, реализуется многофиламентный характер ре-
зистивных переключений [21]. При таком характе-
ре переключений сложнее обнаружить проявление
температурно-индуцированных эффектов, так как
они должны проявиться сразу во всех образованных
мостиках. Переключение мемристоров ППК-MoO3

путем образования/разрыва одного филамента (или
небольшого их количества) подтверждается отсут-
ствием зависимости состояния Ron от площади кон-
тактов (см. дополнительные материалы).

Итак, в данной работе были продемонстри-
рованы новые нанокомпозитные мемристоры на
основе ППК-MoO3 в удобной для построения НВС
кроссбар-архитектуре. Для кроссбар-структуры с
оптимальной толщиной активного нанокомпозитно-
го слоя был обнаружен обратимый температурно-
индуцированный переход между волатильным и
неволатильным режимом РП при подборе как
локальной, контролируемой Icc, так и внешней
температуры. Кроме этого, были исследованы
важные для нейроморфных применений мемри-
стивные характеристики: мемристоры показали
хорошую выносливость (более 1000 циклов РП),
удержание состояний в неволатильном режиме и
пластичность (не менее 4 различных резистивных
состояний). Полученные результаты создают задел
для использования кроссбар-структур на основе
ППК-MoO3 в будущих биоподобных нейроморфных
вычислительных системах.

Работа выполнена при частичной финансовой
поддержке гранта Российского научного фонда
(# 20-79-10185). А. Н. Мацукатова является стипен-
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Подробно изучены спектры комбинационного рассеяния света в кристаллах магнитных топологи-
ческих изоляторов в широком диапазоне температур, включающим область магнитного упорядочения.
Определены параметры ангармонизма и модовые параметры Грюнайзена активных в комбинационном
рассеянии фононов в изученных кристаллах. Показано, что с точностью до ±0.1 см−1 температурная
зависимость частоты A

(1)
1g фонона с частотой ∼ 48 см−1 в MnBi2Te4 не отличается от стандартной ан-

гармонической модели, не учитывающей спин-фононного взаимодействия. Поляризационные зависимо-
сти спектров комбинационного рассеяния в кристаллах MnSb2Te4 указывают, что в них, в отличие от
изоструктурных кристаллов MnBi2Te4, происходит значительное взаимное перемешивание атомов под-
решеток Sb и Mn.

DOI: 10.31857/S1234567823170093, EDN: kamhun

Реализация магнитного порядка в функциональ-
ных квантовых материалах создает богатую плат-
форму для исследования фундаментальных спино-
вых явлений, примерами которых являются силь-
но коррелированные материалы [1], мультиферроики
[2] и недавно открытые магнитные топологические
материалы [3–5]. Такие материалы имеют большие
перспективы для применения в спинтронике, устрой-
ствах магнитной памяти и квантовых информацион-
ных технологиях.

Введение магнетизма в топологические изолято-
ры нарушает симметрию обращения времени, и маг-
нитное обменное взаимодействие открывает щель в
топологических поверхностных состояниях, которые
в противном случае были бы бесщеливыми. Это мо-

1)e-mail: maksimov@issp.ac.ru; n.mamedov.physics@bsu.edu.az

жет приводить к различным новым топологическим
квантовым состояниям, таким как квантовый ано-
мальный эффект Холла (QAHE) или состояние ак-
сионного изолятора. Допирование магнитными ато-
мами немагнитного топологического изолятора и эф-
фекты магнитной близости являются естественными
способами для введения в них магнетизма. Экспери-
ментально режим аномального квантового эффекта
Холла был реализован в легированной хромом плен-
ке топологического изолятора (Bi, Sb)2Te3 лишь при
низких температурах, не превышающих 30 мК [6],
поскольку из-за неоднородного распределения маг-
нитных атомов магнитная щель нерегулярно меня-
лась вдоль поверхности образца [7].

Появление первого собственного антиферромаг-
нитного топологического изолятора MnBi2Te4 с тем-
пературой Нееля 25.4 K [4] продемонстрировало но-
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вый и эффективный способ включения магнетизма
в топологических изоляторах с большой магнитной
щелью и однородным магнитным упорядочением.
Это открывает хорошие перспективы для потенци-
альных приложений в электронике с низким энерго-
потреблением и дальнейших исследований аномаль-
ного квантового эффекта Холла и новых топологи-
ческих состояний, таких как состояния аксионного
изолятора, при более высоких температурах.

Слоистые кристаллы MnBi2Te4 и MnSb2Te4 де-
монстрируют при температурах ∼ 25–30 K переходы
в магнитоупорядоченное состояние (антиферромаг-
нитное в MnBi2Te4 и ферромагнитное в MnSb2Te4) и
являются первыми экспериментальными реализаци-
ями внутреннего магнитного порядка в трехмерных
топологических изоляторах. Поскольку в этих мате-
риалах межслойный магнитный порядок тесно свя-
зан с топологией зон, это может открыть новые, эф-
фективные пути связи между межслоевым обменом
и другими микроскопическими степенями свободы.

Целью настоящей работы были подробное изуче-
ние спектров комбинационного рассеяния (КР) све-
та в кристаллах магнитных топологических изолято-
ров в широком диапазоне температур, включающим
область магнитного упорядочения, определение ан-
гармонических параметров изученных кристаллов и
исследования возможного влияния спин-фононного
взаимодействия на частоты фононов [8, 9].

Исследованные монокристаллы MnBi2Te4 и
MnSb2Te4 имели форму тонких пластинок с ли-
нейными размерами до нескольких миллиметров
и толщиной ∼ 50–100 мкм). Технология выращива-
ния монокристаллов MnBi2Te4 подробно описана
ранее [4, 10]. Монокристаллы MnSb2Te4 были
получены по той же технологии роста с несколь-
ко измененными параметрами выращивания. На
рисунке 1 для сравнения приведены дифракто-
граммы, полученные для исследованных образцов
обоих соединений на рентгеновском дифрактометре
BRUKER XRD D2 Phaser (Cu, Kα1; 5 < 2Θ < 100◦).
Фазовый состав и структурный анализ образцов
проводился с использованием программных пакетов
EVA и TOPAS-4.2. Приведенные дифрактограммы
полностью соответствуют расcчитанным и подтвер-
ждают тетрадемитную структуру R3̄m каждого
из соединений. Следует отметить, что качество
полученных дифрактограмм для исследованных об-
разцов MnSb2Te4 заметно лучше, чем приведенных
в недавней работе [11] для этого соединения.

Спектры КР света в кристаллах MnBi2Te4 и
MnSb2Te4 исследовались при возбуждении HeNe
лазером с длиной волны излучения 632.817 нм.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Рентгеновские дифракто-
граммы изученных кристаллов, сдвинутых по оси ин-
тенсивности для наглядности: нижняя – MnBi2Te4,
верхняя – MnSb2Te4

Лазерное излучение мощностью, не превышающей
∼ 10 мВт, фокусировалось на однородном участке
поверхности образца в пятно диаметром ∼ 100 мкм.
Такая плотность мощности лазера не вызывала
изменений спектров КР при любых временах экс-
позиции, которые могли меняться от нескольких
минут до получаса, для регистрации спектров.
Образцы помещались в оптический гелиевый крио-
стат с регулируемой температурой от 4.2 K до
комнатной с точностью ∼ 0.1K. Спектры КР реги-
стрировались в направлении, близком к нормали
к поверхности образца с помощью спектрального
прибора DilorXY 500, оснащенного охлаждаемым
CCD детектором.

Пример спектров КР света в кристаллах
MnBi2Te4, измеренных при различных темпе-
ратурах, показан на рис. 2. На представленных
спектрах можно видеть линии, связанные с рассея-
нием на различных активных в КР света оптических
фононах. Экспериментально впервые надежно за-
фиксирована и измерена температурная зависимость
поведения самой низкочастотной КР-активной моды
E

(1)
g с частотой ∼ 27 см−1, которая была впервые

теоретически предсказана в [10].

В настоящей работе было уделено особенно тща-
тельное внимание к измерениям зависимости часто-
ты фонона A(1)

1g , отмеченного на рис. 2 стрелкой, от
температуры. Хорошо известно [12], что зависимость
частот фононов ω(T ) при изменении температуры T

от гелиевых до комнатных, связанная с ангармониз-
мом, может быть хорошо описана с помощью фор-
мулы, учитывающей трехфононные взаимодействия
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Спектры КР кристалла
MnBi2Te4, измеренные при различных температурах:
сплошная кривая – 4.2, пунктирная – 50 и точечная –
295 K. Спектры сдвинуты по оси интенсивности для на-
глядности

ω(T ) = ω0 + δω ×
[

1 +
2

exp(~ω0/2kBT )− 1

]

. (1)

Здесь ω0 + δω – частота фонона при нулевой темпе-
ратуре, отношениe δω/ω0 определяет наклон практи-
чески линейной зависимости ω(T ) при высоких тем-
пературах, а ~ и kB – постоянные Планка и Больц-
мана, соответственно. В принципе, при наличии до-
статочно сильного спин-фононного взаимодействия
в области температур ниже температуры магнитно-
го упорядочения может наблюдаться отклонение за-
висимости частоты фонона от температуры ω(T ) от
зависимости, описываемой формулой (1).

В работе [8] было сделано утверждение, что час-

тота A(1)
1g фонона с частотой ∼ 48 см−1 в кристаллах

MnBi2Te4 при температурах ниже температуры пе-
рехода в антиферромагнитное состояние увеличива-
ется на величину ∼ 0.3 см−1 по сравнению с зави-
симостью по формуле (1), что связывалось с про-
явлением спин-фононного взаимодействия, которое

согласно их расчетам является максимальным как
раз для этого фонона. С другой стороны, ровно про-
тивоположное экспериментальное утверждение бы-
ло сделано в работе [9], где наблюдалось примерно
такое же по величине смягчение (уменьшение) час-
тоты этого фонона при низких температурах. Сле-
дует заметить, что столь малые отклонения частоты
A

(1)
1g фонона от стандартного ангармонического пове-

дения требует определения частоты с очень высокой
точностью. При этом точность определения частоты
A

(1)
1g фонона в работах [8, 9] находилась на пределе

экспериментальных возможностей, превышая в том
числе и спектральное разрешение, которое было не
менее ∼ 0.5 см−1.

Одним из основных факторов, определяющих
точность определения частоты при математической
обработке полученных экспериментальных спектров,
является их качество, т.е. высокое отношение сиг-
нала (интенсивности КР) к шуму. С другой сторо-
ны, учитывая не слишком большую величину ин-
тенсивности спектров КР исследуемых кристаллов
MnBi2Te4, достижение в эксперименте высокого от-
ношения сигнал/шум требует большого времени на-
копления. Это может привести к проявлению дол-
госрочной, пускай даже слабой, нестабильности ка-
либровки спектральных приборов, что, в свою оче-
редь, может вызывать дополнительную ошибку при
определении частоты фонона при проведении экспе-
риментов при различных температурах.

Нами были выполнены тщательные измерения
спектров КР MnBi2Te4 кристаллов при различных
температурах от гелиевой до комнатной с высо-
кой точностью определения спектрального положе-
ния полос КР света при спектральном разрешении
. 0.5 см−1. Для повышения точности определения
частоты фононов одновременно с регистрацией спек-
тров КР, в оптический путь установки посылался
свет сравнимой с КР интенсивности от калибровоч-
ной Ne лампы низкого давления. Таким образом,
спектр калибровочной лампы, состоящий из извест-
ных узких линий и измеренный одновременно с изу-
чаемым спектром КР, позволял существенно повы-
сить точность определения частот фононов с приме-
нением соответствующей математической обработки.

На рисунке 3 точками представлена определен-
ная таким образом зависимость частоты максиму-
ма полосы КР на фононе A

(1)
1g в широком темпе-

ратурном интервале, захватывающим область маг-
нитного упорядочения. Сплошная кривая отвечает
зависимости по формуле (1), с параметрами, опре-
деленными по методу наименьших квадратов. На
вставке рис. 3 показаны те же зависимости в низко-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость частоты фонона
A

(1)
1g в кристаллах MnBi2Te4 (точки). Сплошная кривая

получена по формуле (1) с параметрами ω0 ≈ 48.4 см−1

и δω ≈ −0.094 см−1 для наилучшего согласия с экспе-
риментальными данными

температурной области. Видно, что с точностью до
±0.1 см−1 температурная зависимость частоты A

(1)
1g

фонона с частотой ∼ 48 см−1 в MnBi2Te4 не отли-
чается от стандартной ангармонической модели, не
учитывающей спин-фононного взаимодействия. Это
означает, что полученные в работах [8, 9] оценки ве-
личины спин-фононного взаимодействия не являют-
ся точными или, по крайней мере, однозначными.

Нами были измерены температурные зависимо-
сти частот всех наблюдаемых КР активных колеба-
ний в кристаллах MnBi2Te4, что позволило опреде-
лить параметры ангармонизма различных мод, кото-
рые собраны в табл. 1. Видно, что относительные из-
менения частот всех колебаний при изменении темпе-
ратуры от гелиевой до комнатной |∆ω|/ω очень близ-

ки друг к другу, за исключением фонона A
(1)
1g , где

эта величина несколько меньше. Кроме того, нужно
заметить, что относительное изменение частоты фо-
нона A

(2)
1g было определено с большой ошибкой, по-

скольку этот фонон проявляется в спектрах КР лишь
как плечо самого сильного колебания в спектрах КР
E

(3)
g (см. рис. 4).

Мерой ангармонизма фононов являются также
параметры Грюнайзена в кристаллах. Величины мо-
довых параметров Грюнайзена для различных коле-
баний γi, вычисленных как γi = (B/ωi) · (dωi/dp),
представлены в табл. 1. Здесь B = 51ГПа – объем-
ный модуль упругости и dωi/dp определены из дан-
ных работы [13].

Для проверки правильности отнесения наблюдае-
мых мод КР нами были выполнены измерения спек-

Таблица 1. Ангармонические параметры кристаллов
MnBi2Te4

Мода ω (5 K), dω/dp, [13] γi 103 · |∆ω|/ω

см−1 см−1/ГПа ∆T = 290K

E
(1)
g 28.1 – – 41± 5

A
(1)
1g 48.3 1.44 1.52 31± 2

E
(2)
g 69.8 – – 36± 3

E
(3)
g 107.9 1.63 0.77 37± 3

A
(2)
1g ∼ 118 – – 38± 8

A
(3)
1g 144.6 1.94 0.68 39± 5

Рис. 4. (Цветной онлайн) Поляризованные спектры КР
кристаллов MnBi2Te4 при двух температурах. Сплош-
ные кривые измерены при направлении поляризации
возбуждающего лазера El в плоскости поверхности об-
разца, параллельном направлению поляризации рассе-
янного света Ers, точечные кривые при El, перпенди-
кулярном Ers. Стрелками указаны 6 КР активных ко-
лебаний

тров КР при различных линейных поляризациях
возбуждающего лазера El и рассеянного света Ers.
Парамагнитные объемные кристаллы MnBi2Te4 при-
надлeжат к пространственной группе R3̄m, с точеч-
ной группой симметрии D3d в Γ точке зоны Бриллю-
эна. В них наблюдаются 6 активных в КР мод, 3A1g

симметрии и 3 двукратно вырожденных колебания
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Eg симметрии [8, 9, 14]. Измерения поляризованных
спектров КР могут быть использованы для иденти-
фикации этих мод различной симметрии, посколь-
ку они обладают различными правилами отбора. В
частности, моды Eg имеют отличные от нуля диаго-
нальные и недиагональные компоненты тензора КР
света и, таким образом, видны как при параллель-
ной, так и при скрещенной поляризации El и Ers.
Моды же A1g симметрии видны только при парал-
лельной конфигурации, когда El ‖ Ers. На рисунке 4
видно, что при El ⊥ Ers моды A1g симметрии исче-
зают из спектров КР. Поскольку тензор КР света в
MnBi2Te4 в магнитоупорядоченной фазе остается та-
ким же, как и в немагнитной [15], такая же картина
наблюдается и при низкой температуре (верхняя па-
нель на рис. 4).

Монокристаллы MnSb2Te4 являются полным
кристаллическим аналогом MnBi2Te4. В них также
должно наблюдаться 6 активных в КР света мод
колебаний (3Eg и 3A1g симметрии). Согласно на-
шим расчетам, подобным проведенным ранее для
MnBi2Te4 [10], частоты КР-активных колебаний в
MnSb2Te4 составляют 29, 94, 123 см−1 и 52, 136,
167 см−1 для Eg и A1g мод, соответственно. Однако
до сих пор не существует надежных наблюдений
всех шести мод, и, тем более, их отнесения по
симметрии. На рисунке 5 представлены поляризо-
ванные спектры КР света кристаллов MnSb2Te4
при двух температурах – низкой и комнатной и при
различных относительных поляризациях возбужда-
ющего El и рассеянного света Ers. Видно, что при
комнатной температуре можно выделить до четырех
различных полос колебаний с частотами ∼ 90, 119,
139 и 264 см−1. Сравнивая эти частоты с раcсчитан-
ными, можно было бы отнести моды с частотами
90 и 119 см−1 к колебаниям Eg симметрии, а моду
с частотой 139 см−1 к колебанию A1g симметрии. В
то же время, частота самой высокочастотной моды
∼ 264 см−1 находится далеко за пределами верхней
границы возможных частот для колебательных мод
в MnSb2Te4, как это ясно видно из расcчитанной
плотности фононных состояний, спроектированной
на каждый атом, которая приведена на рис. 6.

Более того, как видно из рис. 5, интенсивности
всех наблюдаемых полос практически не зависят от
взаимной ориентации поляризации El и Ers. Анало-
гичная картина наблюдается и при низкой темпера-
туре (верхняя панель на рис. 5).

Сравнение поляризованных спектров КР, пред-
ставленных на рис. 4 и 5, однозначно указывает на то,
что симметрия кристаллов MnSb2Te4 оказывается
нарушенной. Это может быть связано с тем [11], что

Рис. 5. (Цветной онлайн) Поляризованные спектры КР
кристаллов MnSb2Te4 при двух температурах. Сплош-
ные кривые измерены при направлении поляризации
возбуждающего лазера El в плоскости поверхности об-
разца, параллельном направлению поляризации рассе-
янного света Ers, точечные кривые при El перпенди-
кулярном Ers

в кристаллах MnSb2Te4, в отличие от изоструктур-
ных кристаллов MnBi2Te4, происходит значительное
перемешивание атомов Sb и Mn, что и может объяс-
нить наблюдаемые свойства поляризованных спек-
тров КР, представленных на рис. 5.

Таким образом, в настоящей работе подробные
исследования спектров КР света в кристаллах маг-
нитных топологических изоляторов MnBi2Te4 в ши-
роком интервале температур от 4.2 до 300 K позволи-
ли определить ангармонические параметры различ-
ных фононных мод. Было установлено, что, в от-
личие от опубликованных ранее результатов [8, 9],
с точностью до ±0.1 см−1 температурная зависи-
мость частоты A

(1)
1g фонона с частотой ∼ 48 см−1

в MnBi2Te4 может быть описана стандартной ан-
гармонической моделью с помощью формулы (1), в
которой не учитывается спин-фононное взаимодей-
ствие. Показано также, что спектры КР в кристал-
лах MnSb2Te4, записанные при различных относи-
тельных поляризациях возбуждающего лазера El и
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Рис. 6. (Цветной онлайн) Спроектированная на каж-
дый атом плотность состояний, полученная в рамках
рассчитанной фононной зонной структуры MnSb2Te4.
Сплошная кривая – Te, пунктирная – Sb и точечная –
Mn

рассеянного света Ers, свидетельствуют в пользу то-
го, что в этих кристаллах имеет место значительное
перемешивание атомов подрешеток сурьмы и мар-
ганца.

1. D.N. Basov, R.D. Averitt, D. van der Marel, M. Dressel,
and K. Haule, Rev. Mod. Phys. 83, 471 (2011).

2. S.-W. Cheong and M. Mostovoy, Nat. Mater. 6, 13
(2007).

3. Y. Tokura, K. Yasuda, and A. Tsukazaki, Nat. Rev.
Phys. 1, 126 (2019).

4. M. M. Otrokov, I. I. Klimovskikh, H. Bentmann et al.
(Collaboration), Nature 576, 416 (2019).

5. S. Wimmer, J. Sánchez-Barriga, P. Küppers et al.
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In this letter, we propose a meta-bolometer based on
high Q-factor microwave toroidal metamaterial with in-
tegrated absorbing superconducting pad. The resistance
of superconducting elements can be varied by absorp-
tion of terahertz (THz) radiation (heating), which dras-
tically changes the metamaterial microwave response.
We study numerically the dependence of metamaterial
resonance characteristics over the resistance (R) of the
absorber pad. To explain the nonlinear spectral feature,
we perform multipole expansion of the response at the
resonance frequency for different values of R. We also
estimate theoretically how characteristics of the reso-
nance change over the pad temperature in the case of
the square-shaped absorber made from a superconduct-
ing hafnium film.

Metamaterials are artificial periodic structures with
exceptional properties, unachievable in conventional
electronic materials. Metamaterials with easy-to-
engineer properties have been of significant use in the
development of bolometers. Metamaterials are usually
integrated into bolometers as absorbers [1, 2]. As a
result, one can broaden [3], narrow [4] or move the
bandwidth, increase sensitivity, and control the speed
of operation [5]. Toroidal metamaterials stand out by
extremely high-Q resonances. Their radiation losses
are suppressed, and fields in the metamolecules origin
are extremely high and sensitive to the additional
losses. In this letter, we introduce a novel concept of
meta-bolometer. It is based on the combination of a mi-
crowave high-Q factor toroidal metamaterial as readout
device with embedded micro-pad superconductor as an
absorber of THz radiation. We establish that a pad
with 20 kOhm/sq sheet resistance reduces metamaterial
Q-factor and changes the stop-band level by as much
as −50 dB at 1.5 GHz. Importantly, this sensitivity to
the additional losses requires no galvanic connection to
the absorber. This allows one to detect THz heating of

1)e-mail: alexey.basharin@gmail.com

superconducting pad via the change in metamaterial
transmission spectrum.

The metamaterial we choose to play the role of the
high Q-factor resonator is anapole metamaterial pro-
posed by Basharin et al. [6]. Among the properties of
chosen metamaterial, we highlight the negligible impact
of the losses in real conductors on the metamaterial Q-
factor: just two orders of magnitude less [6]. The array
of metamolecules was simulated with periodic bound-
ary conditions. Each of the periodically arranged meta-
molecules consists of two mirrored epsilon letters as
shown in the inset in Fig. 1. In the simulation, an in-

Fig. 1. (Color online) Dependence of the transmission min-
imum over resistance of the inserted absorber. In the in-
sets – metamaterial model and simulated transmission
spectra for different resistance of the insertion

cident microwave radiation, polarized along the central
wires, penetrates the single PEC metamolecule account-
ing for the periodic boundary conditions of their array.
It excites two counter-directed currents in the meta-
molecule voids, which results in magnetic fields vectors
being rotated around the central strips. Such field con-
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figuration resembles a torus cross-section, which enables
excitation of the toroidal dipole moment along with the
electric dipole moment.

We consider the absorber as a superconducting
hafnium film because of its nonlinear response at
1.5 GHz below Tc = 400mK. Respectively, we estimate
the losses in hafnium over temperature at the metama-
terial resonant frequency using Mattis–Bardeen theory.
This approach can significantly improve the future de-
sign of the terahertz/millimeter-wave detectors. We in-
corporate an absorbing (Hf) pad between the central
strips, 1.85 mm away from each. We study, then, how
the metamaterial resonance changes with the increasing
resistance of the pad.

The role of the absorber plays a 0.5 × 0.5mm pad
with variable surface resistance. Physically, this means
that bolometer based on our metamaterial is illuminated
with two electromagnetic waves at the same time. The
wide microwave beam is the plane wave at the resonance
frequency of the metamaterial. The second beam is THz
radiation which is absorbed by a lossy element (Hf pad)
in the center of each metamolecule.

While simulating nonlinear Hf absorber, we consider
the model of its high-frequency-induced transition from
superconducting to the normal state. We plot its reso-
nance minimum over the surface resistance of the pad in
Fig. 1. The actual transmission spectra for small resis-
tance varying from R = 5Ohm/sq to R = 160Ohm/sq
are presented in the inset in Fig. 1.

In conclusion, we proposed a model of a super-
conducting meta-bolometer. We demonstrated that
toroidal metamaterials are very promising candidates
for bolometers applications due to strongly localized
electric fields and extremely high Q-factor transmission
spectra. This allows toroidal metamaterials to detect the
slightest change of incorporated absorbers resistance.
The proposed bolometer is based on the superconduct-
ing transition. To show this, we used Mattis–Bardeen
theory to evaluate the dependence of the metamate-
rial resonance characteristics over the temperature of
Hf pad. In the practical implementation, a focused THz
beam would heat the absorber, while a plane GHz wave
would be used for reading the absorber’s temperature

at the resonant frequency of the toroidal metamate-
rial. The depth of the resonance on the transmission
spectrum of the GHz wave would reveal the temper-
ature of the pad, and, correspondingly, the frequency
of the detected THz radiation. Practical realization of
the proposed bolometer has potential applications in as-
tronomy as detectors of extremely low THz signal levels
available from the Cosmic Microwave Background Ra-
diation [7, 8] and other objects of the Deep Space [9].
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ternet”).

This is an excerpt of the article “Meta-
Bolometer based on toroidal response”. Full text
of the paper is published in JETP Letters journal.
DOI: 10.1134/S0021364023601732

1. J. Grant, I. Escorcia-Carranza, C. Li, I. J. H. McCrindle,
J. Gough, and D.R. S. Cumming, Laser Photonics Rev.
7, 1043 (2013).

2. V. Savinov, V.A. Fedotov, P.A. de Groot, and N. I. Zhe-
ludev, Supercond. Sci. Technol. 26, 084001 (2013).

3. A. Noor and Z. Hu, J. Infrared Millim. Terahertz Waves
31, 791 (2010).

4. A. Strikwerda, H. Tao, E.A. Kadlec, K. Fan,
W. J. Padilla, X. Zhang, E. A. Shaner, and R.D. Averitt,
Metamaterial based terahertz detector, in CLEO:2011 –

Laser Applications to Photonic Applications, Optica
Publishing Group (2011), pp.QTuD6.

5. F. Alves, L. Pimental, D. Grbovic, and G. Karunasiri,
Sci. Rep. 8, 12466 (2018).

6. A.A. Basharin, V. Chuguevsky, N. Volsky, M. Kafesaki,
and E. N. Economou, Phys. Rev. B 95, 035104 (2017).

7. Handbook of terahertz technologies: devices and applica-

tions, ed. by H.-J. Song and T. Nagatsuma, Pan Stan-
ford Publishing, Singapore (2015).

8. W. S. Holland, D. Bintley, E. L. Chapin, A. Chrysos-
tomou, G.R. Davis, J. T. Dempsey, W.D. Duncan,
M. Fich, P. Friberg, M. Halpern, and K.D. Irwin, Mon.
Not. R. Astron. Soc. 430, 2513 (2013).

9. R.A. Lewis, J. Phys. D: Appl. Phys. 52, 433001 (2019).

Письма в ЖЭТФ том 118 вып. 5 – 6 2023



Письма в ЖЭТФ, том 118, вып. 5, с. 369 – 375 © 2023 г. 10 сентября

Туннельный механизм изменения направления движения

пульсирующего рэтчета. Влияние температуры

В. М. Розенбаум+∗1), И. В. Шапочкина+∗, Л. И. Трахтенберг×◦

+Белорусский государственный университет, 220050 Минск, Беларусь

∗Dalian University of Technology and Belarusian State University Joint Institute, Dalian University of Technology,
116024 Dalian, People’s Republic of China

×Федеральный исследовательский центр химической физики им. Н.Н.Семенова РАН, 119991 Москва, Россия

◦Московский государственный университет имени М.В.Ломоносова, 119991 Москва, Россия

Поступила в редакцию 18 июля 2023 г.
После переработки 26 июля 2023 г.

Принята к публикации 30 июля 2023 г.

Рассматривается пульсирующий рэтчет с пространственно периодическим двухъямным потенциаль-
ным профилем, флуктуирующим на полпериода. Направление движения в таком рэтчете определяется
тем, преодоление какого из барьеров, окружающих мелкую потенциальную яму, имеет большую веро-
ятность. При относительно высоких температурах, в соответствии с законом Аррениуса, вероятности
преодоления барьеров определяются их высотами, а при температурах, близких к абсолютному нулю,
когда движение рэтчета происходит по туннельному механизму, важна также и форма барьера. Поэтому
для узкого высокого и низкого широкого барьеров механизм преодоления может оказаться различным и,
кроме того, зависящим от температуры. В результате возможно температурно-индуцированное измене-
ние направление движения рэтчета. Представлена простая интерполяционная теория, иллюстрирующая
этот эффект. Сформулированы простые критерии к форме потенциального рельефа, используя которые
можно экспериментально наблюдать обращение движения.
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Среди разнообразных свойств наноразмерных си-
стем, в которых направленное движение наночастиц
возникает за счет рэтчет-эффекта, одно из впечат-
ляющих – возможность управления направлением
этого движения путем изменения какого-либо пара-
метра системы, например, температуры окружения
или частоты внутренних или внешних флуктуаций
[1–4] (см. также обзор [5] и литературу, цитируе-
мую в нем). Механизмы формирования направлен-
ного движения за счет неравновесных флуктуаций и
асимметрии периодического потенциального профи-
ля наночастицы существенно отличаются для двух
основных классов рэтчетов, называемых рэтчетами с
флуктуирующей силой (rocking ratchet) и рэтчетами
с флуктуирующим (пульсирующим) периодическим
профилем потенциальной энергии или просто пуль-
сирующими рэтчетами (pulsating или flashing ratchet)
[2, 3]. В первом из них неравновесные флуктуации по-
тенциальной энергии наночастицы обусловлены воз-
действием внешней переменной (флуктуирующей)
силы с нулевым средним значением, а во втором –

1)e-mail: vik-roz@mail.ru

флуктуациями внутренних параметров самого этого
потенциального профиля. Различные методы введе-
ния флуктуаций в систему приводят и к различным
зависимостям потока частиц (средней скорости рэт-
чета) от коэффициентов пространственной и времен-
ной асимметрии потенциальной энергии наночастиц
[6], а также к различному характеру его зависимости
от частоты флуктуаций [7, 8]. Наиболее изучен пер-
вый класс рэтчетов, для которых преимущественно
открывались новые свойства [3, 9].

Как известно [5], рэтчеты, принадлежащие пер-
вому классу, легче реализовать экспериментально,
например, путем использования в качестве управ-
ляющих флуктуаций внешнеего электромагнитного
поля. Поэтому возможность регуляции движения за
счет организации конкуренции пространственной и
временной асимметрии потенциальной энергии была
первой продемонстрирована для рэтчетов с флукту-
ирующей силой [10, 11] и лишь спустя почти 10 лет –
для пульсирующих рэтчетов [12, 13]. Учет квантовых
эффектов в механизмах функционирования микро-
скопических рэтчетов идет, очевидно, в той же по-
следовательности.
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В пионерской работе [1] было показано, что рэт-
чет с флуктуирующей силой, характеризующийся
при достаточно высоких температурах, некоторым
направлением движения, может изменить это на-
правление на противоположное при низких темпе-
ратурах, когда туннельный механизм движения пре-
валирует над классическим. Этот теоретический ре-
зультат был подтвержден экспериментально [14] (по-
дробнее см. [15]). Для пульсирующих рэтчетов эф-
фект изменения направления движения не был изве-
стен.

В данной работе показана возможность обраще-
ния движения благодаря туннельному эффекту для
пульсирующих рэтчетов. Модель высокоэффектив-
ного броуновского мотора с периодическим двухъ-
ямным потенциальным профилем, флуктуирующим
на полпериода [16, 17], взята в качестве базовой мо-
дели и расширена учетом туннелирования. Направ-
ление движения в таком рэтчете определяется тем,
для какого из барьеров, окружающих мелкую потен-
циальную яму, вероятность его преодоления больше.

На рисунке 1 мелкая потенциальная яма огра-
ничена слева высоким и узким барьером, а спра-
ва – низким и широким. При высоких температу-
рах вероятность преодоления барьера, согласно за-
кону Аррениуса, определяются только его высотой.
Поэтому правый барьер преодолевается легче, и ча-
стица с большей вероятностью окажется в правой
глубокой потенциальной яме. Дихотомные флуктуа-
ции потенциального профиля V (x) на половину про-
странственного периода L/2 означают, что если в од-
ном из состояний дихотомного процесса потенциаль-
ный рельеф описывается функцией V (x), то в другом
дихотомном состоянии он будет сдвинут на L/2 с пол-
ным сохранением формы и описываться функцией
V (x ± L/2). Вследствие таких флуктуаций частица,
находящаяся в глубокой яме к концу времени жиз-
ни данного профиля, перебрасывается вертикально
в мелкую яму сдвинутого профиля. После этого про-
цесс повторяется в сдвинутом профиле. За счет энер-
гии, приобретаемой частицей при сдвигах потенци-
альных профилей, возникает среднее направленное
движение направо (см. красные стрелки направо на
рис. 1), являющееся сутью рэтчет-эффекта.

При температурах в области абсолютного нуля
термоактивационное движение рэтчета заморажива-
ется и начинает доминировать туннелирование, для
которого становится важной как высота потенциаль-
ных барьеров, так и их ширина. При должном подбо-
ре параметров потенциального профиля вероятность
туннелирования через узкий высокий барьер окажет-
ся больше, чем через широкий низкий. Поэтому опи-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Двухъямные потенциальные
профили пульсирующего рэтчета, сдвигающиеся на
полпериода (верхний и нижний профили). Мелкая и
глубокая потенциальные ямы обозначены через А и В.
Широкий низкий и узкий высокий барьеры обозначе-
ны через α и β. Константы скоростей переходов через
барьеры обозначены соответствующими символами ба-
рьеров и индексами ям, последовательность которых
указывает направление перехода. Cтрелки направо и
налево (красные и синие) указывают направления дви-
жения рэтчета, функционирующего за счет процессов
термоактивации или туннелирования

санный выше процесс функционирования пульсиру-
ющего рэтчета реализуется и при низких температу-
рах, вплоть до абсолютного нуля, с тем принципи-
альным отличием, что направление движения обра-
щается с понижением температуры (см. синие стрел-
ки налево на рис. 1).

Описанный туннельный механизм обращения
движения пульсирующего рэтчета не был известен
ранее и составляет основное содержание данной
статьи. Он отличается от приведенного в работе
[1] для рэтчета с флуктуирующей силой тем, что
малая флуктуирующая сила сама приводила к
нужным искажениям формы единственного барьера
на периоде, тогда как для обращения движения
пульсирующего рэтчета требуется хотя бы два
барьера на периоде с определенным соотношением
их высот и ширин. Далее мы приводим количе-
ственный анализ обсуждаемого эффекта на основе
строгого результата кинетического описания рэтчета
пульсирующего типа [17, 18], в котором фигурируют
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константы скоростей преодоления потенциальных
барьеров. Для высоких и предельно низких тем-
ператур эти константы могут быть представлены
простыми аналитическими соотношениями (законом
Аррениуса и формулой Гамова, соответственно
[19, 20]), позволяющими выявить условия, при кото-
рых эффект обращения движения имеет место. В
области промежуточных температур представлено
простое интерполяционное описание, использующее
температуру, разделяющую области доминирования
термоактивационного и туннельного механизмов
преодоления потенциальных барьеров (crossover
temperature) [21–23]. Цель такого упрощенного опи-
сания в области промежуточных температур состоит
в том, чтобы дать читателю понимание ключевых
особенностей температурной зависимости средней
скорости рэтчета (включая обращение движения).
Строгое описание температурной зависимости кон-
стант скоростей переходов [24] выходит за рамки
данной статьи, ставящей целью показать только
возможность эффекта обращения движения для
пульсирующих рэтчетов.

Аналитические решения уравнения Смолухов-
ского, описывающие характеристики классического
сверхзатухающего пульсирующего рэтчета с пери-
одическим асимметричным потенциальным профи-
лем, сдвигающимся на полпериода, получены в ра-
боте [16]. При относительно высоких температурах,
соответствующих тепловой энергии, не превышаю-
щей энергетических барьеров, движение броунов-
ской частицы можно рассматривать как прыжковое
и воспользоваться кинетическим описанием. Такое
описание для рассматриваемого рэтчета проводилось
в работе [17] для стохастического дихотомного про-
цесса флуктуаций (сдвигов) потенциального профи-
ля, а в работе [18] и для детерминистических флукту-
аций (детерминистического дихотомного процесса),
при которых каждый профиль характеризовался за-
данным временем жизни τ+ и τ−. Для стохастиче-
ского дихотомного процесса эти времена заменяют-
ся средними частотами переходов между профиля-
ми 〈τ−1

+ 〉 и 〈τ−1
− 〉, сумма которых задает важную ха-

рактеристику флуктуаций – обратное время корре-
ляции Γ. В случае симметричного дихотомного про-
цесса τ+ = τ− величина Γ связана с его периодом
(средним периодом) соотношением Γ = 4/τ .

В рамках кинетического подхода дихотомные
сдвиги двухъямного потенциального профиля на
полпериода описываются антисимметричной моде-
лью [18]. Эта модель характеризуется заданными
константами скоростей переходов αAB, αBA и βBA,
βAB через каждый потенциальный барьер α и β в

обоих направлениях (рис. 1), а также равными зна-
чениями τ+ и τ−. В отсутствие силы нагрузки, кото-
рую обычно рассматривают при вычислении энерге-
тических характеристик рэтчетов, для констант ско-
ростей, соответствующих обратным переходам, спра-
ведливо соотношение детального баланса [25]

αBA = αABe
−∆E/kBT , βBA = βABe

−∆E/kBT , (1)

где kB – постоянная Больцмана, T – абсолютная тем-
пература, а ∆E – разность энергий нулевых коле-
баний в потенциальных ямах А и В, приближенно
равная разности минимумов энергий этих ям, если
они имеют близкую кривизну. Использование соот-
ношений (1) существенно упрощает общие выраже-
ния, полученные в работе [18], и позволяет прийти
к простому результату для потока частиц J (сред-
няя скорость рэтчета 〈v〉 связана с потоком соотно-
шением 〈v〉 = JL, где L – пространственный период
потенциального профиля):

J =
1

4
Γϕ(Γ)

αAB − βAB

αAB + βAB
tanh(∆E/2kBT ). (2)

Здесь функция φ(Γ) обратного времени корреля-
ции Γ определяется следующими выражениями для
детерминистического и стохастического дихотомного
процесса:

ϕ(Γ) =

{

tanh(Σ/Γ), deterministic,

Σ(Σ + Γ)−1, stochastic,

Σ = (αAB + βAB)(1 + e−∆E/kBT ).

(3)

Выражение (2) допускает наглядную физическую
интерпретацию. При ∆E > 0 (т.е. когда барьеры β

и α окружают мелкую потенциальную яму соответ-
ственно слева и справа, как показано на рис. 1) знак
потока J определяется знаком разности αAB − βAB.
Это означает, что направление движения рэтчета
происходит в направлении от менее глубокой ямы
к тому соседнему барьеру, вероятность преодоления
которого больше. В случае одинаковых барьеров α

и β (αAB = βAB) или одинаковых потенциальных
ям А и В (∆E = 0) рэтчет эффект отсутствует,
так как рассматриваемый потенциальный профиль
описывается симметричной периодической функци-
ей [26]. Сопоставление ям и барьеров исходного по-
тенциального профиля и сдвинутого на полпериода
(рис. 1) приводит к важному наблюдению: направ-
ленное движение возникает только при одновремен-
ных флуктуациях параметров потенциальных барье-
ров и ям этого пульсирующего рэтчета [27, 28].

Явный вид выражений для констант скоростей
переходов αAB и βAB через правый и левый барье-
ры определяется типом учитываемых процессов. Для
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оптимизации представления однотипных выражений
для барьеров α и β введем обозначение γ для кон-
станты скорости преодоления произвольного барьера
и представим температурную зависимость этой кон-
станты в виде:

γ(T ) = k0e
−Sγ(T ), γ = α, β. (4)

Здесь предэкспоненциальный множитель k0, имею-
щий смысл частоты соударений частицы с потенци-
альным барьером, можно, с экспоненциальной точ-
ностью, считать не зависящим от температуры, так
что вся температурная зависимость заключена в по-
казателе экспоненты – функции Sγ(T ).

При относительно высоких температурах спра-
ведлив закон Аррениуса, для которого Sγ(T ) =

= Uγ/kBT . При температурах, стремящихся к аб-
солютному нулю, функция Sγ(0) должна следовать
формуле Гамова

Sγ(0) =
2

~

b
∫

a

dx
√

2m[Uγ(x) − E], (5)

где ~ – постоянная Планка,m – масса частицы, E – ее
энергия, задающая границы потенциального барьера
a и b. Критерий температуры для границы, разделя-
ющей температурную область, в которой туннельные
переходы преобладают над аррениусовскими, для па-
раболического барьера имеет вид [21–23]:

T ∗
γ = ~Ωγ(2πkB)

−1, Ωγ ≡
√

|U ′′
γ (xmax)|/m, (6)

где xmax – координата максимума барьера. Учет дис-
сипации, характеризуемой коэффициентом трения ζ,
приводит к замене в выражении (6) “барьерной” час-
тоты Ωγ фактором [1, 19]

µ =

√

ζ2 + 4m|U ′′
γ (xmax)| − ζ

2m
, (7)

стремящимся к |U ′′
γ (xmax)|/ζ при m|U ′′

γ (xmax)| ≪ ζ2.
Таким образом, в широкой области температур,

удовлетворяющей неравенствам T ∗
γ ≪ T < Uγ/kB,

справедлив закон Аррениуса и знак потока J опре-
деляется знаком разности высот барьеров, окружа-
ющих мелкую потенциальную яму:

signJ = sign(Uβ − Uα). (8)

Поскольку в области предельно низких температур
T ≪ T ∗

γ можно использовать формулу Гамова (5), то
в этой области

sign J = sign(Uβ/T
∗
β − Uα/T

∗
α). (9)

Если ввести параметр ширины потенциального
барьера ∆xγ , то величину Sγ(0) можно записать как

Sγ(0) = κ~−1∆xγ
√

2mUγ , где κ – числовой множи-
тель, зависящий от формы барьера. Так, для пря-
моугольного барьера κ равно 2, для параболическо-
го κ = π/2 и Sγ(0) = Uγ/kBT

∗
γ , а для треугольного

κ = 4/3. Тогда соотношение (9) можно представить
в виде signJ = sign(∆xβ

√

Uβ − ∆xα
√
Uα), справед-

ливом для барьеров разной формы .
Сопоставляя уравнения (8) и (9), приходим к вы-

воду, что условия обращения движения при переходе
от термоактивационного к туннельному механизму
преодоления барьеров в пульсирующем рэтчете с по-
тенциалом, флуктуирующем на полпериода, можно
представить в следующих двух эквивалентных фор-
мах:

(

∆xβ
∆xα

)2

<
Uα

Uβ
< 1,

T ∗
α

T ∗
β

<
Uα

Uβ
< 1. (10)

Эти условия как раз и означают, что обращение
движения происходит, когда меньшее единицы отно-
шение высот барьеров, окружающих мелкую потен-
циальную яму, будет превышать отношение соответ-
ствующих граничных температур (6) или квадрат об-
ратного отношения ширин этих барьеров.

Рассмотрим температурную зависимость потока
(2) при термоактивационном механизме преодоле-
ния потенциальных барьеров. Использование арре-
ниусовского закона для констант скоростей перехо-
дов дает зависимости потока от обратной темпера-
туры, представленные сплошными линиями в левой
части графика и на вставке рис. 2. Немонотонность
в области высоких температур обусловлена стоха-
стическим резонансом, проявляющимся в нелиней-
ных системах, когда отклик системы имеет резонан-
соподобное поведение в зависимости от уровня шума
(температуры) [29].

Проявление стохастического резонанса в темпе-
ратурных зависимостях характеристик вращатель-
ных полярных рэтчет систем (для которых различия
двух классов рэтчетов стираются) под действием пе-
ременного электрического поля подробно исследова-
лось в работе [28]. Характерной особенностью стоха-
стического резонанса является увеличение темпера-
туры максимума отклика системы при увеличении
частоты внешнего поля. В нашем случае такой час-
тотой служит обратное время корреляции флукту-
аций Γ. На вставке к рис. 2 кривая 2 соответствует
значению Г которое в 10 раз больше, чем значение Γ

для кривой 1. При этом максимум обратной темпера-
турной зависимости потока сдвигается влево так, что
температура максимума кривой 2 примерно в два ра-
за больше аналогичной температуры кривой 1. Это
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость потока (лога-
рифмическая шкала) от обратной температуры, рас-
считанная по формуле (2). Сплошные линии в областях
высоких и предельно низких температур соответству-
ют аррениусовским константам скоростей переходов и
рассчитанным по формуле Гамова (5) для параболи-
ческих барьеров. Верхние и нижние кривые в области
максимумов (оранжевые и синие) соответствуют детер-
министическим и стохастическим дихотомным флук-
туациям. Пунктирной линией представлено схематиче-
ское поведение потока в области промежуточных тем-
ператур, где происходит обращение движения. При
расчетах использованы следующие значения парамет-
ров: Uα/kB = 1000K, T ∗

α = 50K, Uβ/kB = 2500K,
T ∗
β = 140K, ∆E/kB = 500K, k0 = 1кГц, Γ = 0.1 кГц

(кривая 1), Γ = 1 кГц (кривая 2)

говорит о том, что мы действительно имеем дело со
стохастическим резонансом.

Только в узкой температурной области вблизи
максимума стохастического резонанса наблюдается
расщепление температурных зависимостей потока на
кривые, описывающие детерминистические и стоха-
стические дихотомные флуктуации сдвигов потенци-
ального профиля на полпериода. В остальной обла-
сти температур эти зависимости вырождены.

Такое поведение легко объясняется видом функ-
ции ϕ(Γ) (3) для детерминистического и стохасти-
ческого дихотомного процесса. При фиксированном
значении Γ в области высоких температур Σ ≫ Γ

функция ϕ(Γ) для обоих процессов приближенно
равна 1 и поток пропорционален Γ. При низких тем-
пературах Σ ≪ Γ функция ϕ(Γ) для обоих процес-
сов приближенно равна Σ/Γ и поток перестает за-
висеть от Γ. Поэтому пары кривых 1 и 2 на рис. 2
сливаются в области низких температур, сильно раз-
личаются в области высоких температур, поскольку
соответствуют различным значениям частот Γ, а в
узкой области стохастического резонанса Σ ≈ Γ, где
функции ϕ(Γ) для стохастического и детерминисти-
ческого процессов различаются, происходит снятие
вырождения внутри каждой пары.

Отметим, что область применимости используе-
мого в данной статье кинетического подхода не до-
пускает рассмотрение частот флуктуаций Γ, превы-
шающих характерные частоты внутриямного движе-
ния (предэкспоненциальный множитель k0 в (4)). В
области частот Γ ≫ k0 приближение прыжкового
движения уже не допустимо, а строгое рассмотрение
решений уравнения Смолуховского с непрерывны-
ми потенциалами дает исчезновение рэтчет эффекта
при Γ → ∞, как и должно быть [2] (наличие скач-
ков потенциала допускает наличие рэтчет эффекта
в сверхзатухающем режиме движения [16]). Тем не
менее, при низких температурах, когда Σ ≪ Γ, ис-
пользование кинетического приближения вполне до-
пустимо ввиду того, что вероятности преодоления ба-
рьеров exp[−Sγ(T )] экспоненциально малы. Поэтому
Σ ∼ γ(T ) ≪ k0 и в области низких температур час-
тота флуктуаций должна только попасть в следую-
щий интервал Σ ≪ Γ ≪ k0. Отметим также, что
явление стохастического резонанса присуще и рэтче-
там с флуктуирующей силой (rocking ratchets) [28].
Тем не менее, в работе [1], исследовавшей именно
этот класс рэтчетов, стохастический резонанс не от-
мечался, поскольку рассматривался только адиаба-
тический (низкочастотный) режим движения.

Сплошная линия на рис. 2 в области предель-
но низких температур соответствует отрицательно-
му туннельному потоку рэтчета, рассчитанному по
формуле (2) с константами скоростей переходов (4), в
которых Sγ(0) = Uγ/kBT

∗
γ , где температура T ∗

γ опре-
делялась формулой (6) для параболических барье-
ров. Значения параметров выбирались такими, что-
бы удовлетворялось условие (10) обращения знака
потока с изменением температуры.

Чтобы схематически описать характерное пове-
дение температурной зависимости потока в той об-
ласти, где он изменяет знак, мы воспользовались
несколько грубым, но часто используемым представ-
лением полных констант скоростей преодоления по-
тенциальных барьеров как суммы арренисовского и
туннельного вкладов (см. формулу (9.1) и обсужде-
ние простой квантовой теории переходного состоя-
ния в [19]). Причина употребимости такого представ-
ления состоит в том, что оно правильно воспроиз-
водит значения констант скоростей переходов в об-
ластях высоких и низких температур: при высоких
температурах за счет малости туннельного вклада по
сравнению с аррениусовским, а во второй – за счет
экспоненциально быстрого стремления последнего к
нулю. Пунктирная линия на рис. 2 представляет ре-
зультат такого описания. Обращение знака потока
(возникновение точки остановки рэтчета) происхо-

5 Письма в ЖЭТФ том 118 вып. 5 – 6 2023



374 В. М. Розенбаум, И. В. Шапочкина, Л. И. Трахтенберг

дит при температуре T ≈ 56K, попадающей в ин-
тервал (T ∗

α, T
∗
β ) и близкой к значению T ∗

α = 50K.

Отметим, что для полного описания температур-
ной зависимости потока в области изменения его
знака и определения температуры, соответствую-
щей точке остановки рэтчета, надо учитывать, что
константа скорости туннелирования частиц зависит
от их массы, параметров преодолеваемого барьера,
свойств среды и температуры. Известно несколько
механизмов экспоненциальной зависимости констан-
ты скорости от температуры (4). Например, для пе-
реноса электрона в полярной среде температурная
зависимость определяется энергией ее реорганиза-
ции, для туннелирования атомов и ионов основную
роль играют межмолекулярные колебания, меняю-
щие величину и форму потенциального барьера, а
также реорганизация среды [23, 24, 30–34]. Заметную
роль играет и диссипация энергии при туннелиро-
вании при нулевой и произвольной температурах
[19, 35–39].

В данной статье для анализа температурной за-
висимости потока (включая исследование возможно-
сти его обращения) в высокоэффективном пульси-
рующем рэтчете с периодическим двухъямным по-
тенциальным профилем, флуктуирующим на полпе-
риода, предложена формула (2). Эта формула при
соблюдении условия детального баланса (отсутствия
сил нагрузки или градиентов концентрации) являет-
ся упрощением результата, известного для антисим-
метричной модели рэтчета с дихотомным переключе-
нием двух состояний с двумя каналами реакций [18].
Ценность и привлекательность формулы (2) состо-
ит в ее структуре, произведении нескольких сомно-
жителей, каждый из которых отображает различные
важные свойства рассматриваемого рэтчета.

В выражении для потока (2) зависящий от часто-
ты флуктуаций Γ сомножитель Γϕ(Γ), определенный
формулой (3), во-первых, отличает пульсирующий
рэтчет от рэтчета с флуктуирующей силой тем, что
дает пропорциональность потока частоте Γ в адиаба-
тическом режиме движения, во-вторых, демонстри-
рует наличие стохастического резонанса вне адиаба-
тического режима движения, и, в-третьих, описыва-
ет отличие в потоках, индуцированных стохастиче-
ским дихотомным процессом и детерминистическим,
которое возникает только в узкой области темпера-
тур вблизи максимума стохастического резонанса.

Остальные сомножители в выражении (2) отра-
жают симметрию рассматриваемой модели, а также
содержат такие константы скоростей преодоления
потенциальных барьеров, явный вид которых позво-
ляет учитывать в описании как классический термо-

активационный, так и квантовый туннельный про-
цессы. Асимметрия потенциального профиля обеспе-
чивается разностью глубин потенциальных ям ∆E и
константами скоростей αAB и βAB, так что знак пото-
ка определяется знаками величин ∆E и (αAB−βAB).
Для классического и квантового процессов имеем
sign(αAB − βAB) = sign(Uβ −Uα) и sign(αAB − βAB) =

sign(∆xβ
√

Uβ −∆xα
√
Uα), соответственно, где Uγ и

∆xγ – высоты и ширины правого (γ = α) и левого
(γ = β) барьеров, окружающих мелкую потенциаль-
ную яму (∆E > 0). Поэтому при выполнении условий
(10) реализуется обращение движения, схематически
показанное на рис. 2 пунктирной линией.

Отметим, что в отличие от рэтчета с флуктуиру-
ющей силой, аналитическое описание туннелирова-
ния которого оказалось возможным только в адиа-
батическом (низкочастотном) режиме [1], проведен-
ный в данной статье анализ обращения движения
пульсирующего рэтчета свободен от данного огра-
ничения. Он также выявил стохастический резонанс
и различие его характеристик для детерминистиче-
ских и стохастических флуктуаций потенциальных
рельефов. Экспериментальное наблюдение обнару-
женного обращения движения пульсирующих рэт-
четов описанного типа требует создания периодиче-
ского потенциального рельефа определенной асим-
метричной формы, флуктуирующего на полпериода.
Источником такого рельефа, например, в органиче-
ских пульсирующих электронных рэтчетах [40] мо-
гут быть пальчиковые электроды, изготовленные ме-
тодом осаждения сфокусированного ионного пучка
(focused-ion-beam-assisted deposition). При этом сдви-
говые флуктуации рельефа на полпериода могут
быть реализованы путем переключения потенциа-
лов, подаваемых на эти электроды.

Работа была поддержана субсидией Мини-
стерства науки и высшего образования Рос-
сийской Федерации в рамках государственного
задания # 122040500071-0 и Российским фон-
дом фундаментальных исследований (Проект
# 21-57-52006_MNT_а).
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Рассмотрена сверхрешетка, образованная туннельно связанными одинаковыми антиточками, пери-
одически расположенными в двумерном топологическом изоляторе, помещенном в магнитное поле.
Cпектр сверхрешетки можно контролировать затворными электродами или меняя магнитный поток
через антиточку. Показано, что на границе между двумя областями с разными потоками возникает
топологически защищенный кубит, свойства которого зависят от скачка потока и могут управляться
напряжением на затворах. Получен эффективный гамильтониан такого кубита, и проанализирована за-
висимость его свойств от основных параметров сверхрешетки: туннельной связи между антиточками и
вероятности прыжков с переворотом спина.

DOI: 10.31857/S1234567823170123, EDN: kbpddk

Введение. Последнее десятилетие активно об-
суждаются электрические и оптические свойства то-
пологических изоляторов, т.е. материалов, обьем ко-
торых является изолятором, а на границе существу-
ют проводящие состояния [1, 2, 3]. Свойства этих со-
стояний зависят от размерности материала. В дву-
мерных топологических изоляторах на краю суще-
ствуют геликоидальные краевые состояния (ГКС),
переносящие бездиссипативный ток. Такие одномер-
ные состояния характеризуются определенной ки-
ральностью, т.е. электроны с противоположным спи-
ном распространяются в противоположных направ-
лениях. Обычный (немагнитный) беспорядок не мо-
жет перевернуть спин электрона и именно благодаря
этому свойству в таких каналах отсутствует рассея-
ние назад и диссипация.

Наиболее известная реализация двумерных топо-
логических изоляторов – это квантовые ямы в со-
единениях на основе HgTe, топологические свойства
которых были предсказаны теоретически [4, 5] и под-
тверждены серией экспериментов, включая измере-
ния проводимости краевых состояний [6] и экспери-
ментальные доказательства нелокального переноса
[7–10].

Одним из новых и перспективных направлений

1)e-mail: r.niyazov@mail.ioffe.ru

исследований является интерферометрия на основе
ГКС. Наиболее интересные возможности возникают
при наличии магнитного поля, которое привносит в
проблему дополнительную физику, контролируя ин-
терференцию за счет эффекта Ааронова–Бома (АБ).
Этот эффект проявляется в объемных свойствах дву-
мерных топологических изоляторов [11–15], а также
в системах с ГКС и интерферометрах на их основе
[15–21].

Обычно интерференция подавляется, когда тем-
пература, T, становится больше, чем расстояние
между уровнями квантования в системе. Как бы-
ло недавно теоретически продемонстрировано [18–
21], это не так для АБ интерферометров на основе
ГКС, где интерференция сохраняется даже для слу-
чая T ≫ 2πvF/(L1+L2) (здесь L1,2 – длины плеч ин-
терферометра, а vF – скорость Ферми). Это означает,
что интерференционные эффекты в системах на ос-
нове ГКС можно изучать при относительно высоких
температурах, практически важных для различных
приложений.

Одним из перспективных направлений дальней-
ших исследований является изучение метаматериа-
лов на основе ГКС, таких как геликоидальные кри-
сталлы. Такой кристалл можно создать путем хими-
ческого травления отверстий через слой двумерного
топологического материала. На краях таких отвер-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) (a) Пример экспериментальной реализации геликоидального кристалла, взято из работы [22].
(b) – Одномерная цепочка геликоидальных колец, образованных ГКС (обозначены красным и синим цветом) соединне-
ными туннельными или баллистическими контактами (обозначены серым цветом). Управляющий затвор приложен к
верху кристалла (обозначен светлоголубым). (c) – Граница между двумя полубесконечными областями массива колец
с разными радиусами, на которой происходит скачок потока и, как следствие, образование локализованного кубита

стий возникают ГКС, связанные между собой тун-
нельно или электрически. Недавно уже сообщалось
о первых экспериментальных реализациях систем пе-
риодически расположенных дырок в структурах на
основе HgTe/CdTe [22, 23]. Изучались магнетотранс-
портные свойства периодических массивов таких ды-
рок. Расстояние между дырками было достаточно
велико, так что туннелирование между ГКС даже
в топологической фазе было невозможно. Аналогич-
ные структуры с более коротким расстоянием между
вытравленными отверстиями и, следовательно, бо-
лее сильной туннельной связью между ГКС, соот-
ветствующими соседним отверстиям, могли бы де-
монстрировать туннельный транспорт. Более того,
туннельные барьеры между отверстиями можно кон-
тролировать с помощью затворных электродов. Та-
ким образом, можно изготовить одно- или двумер-
ный массив ГКС с туннельной связью. Такая система
представляет собой геликоидальный кристалл.

Простейшая реализация такого кристалла, а
именно, одномерный периодический массив близко
расположенных одинаковых вытравленных отвер-
стий [24] была недавно рассмотрена теоретически.
Мы показали, что зонная структура кристалла мо-
жет управляться как затворными электродами, так
и внешним магнитным полем, изменяя магнитный
поток через антиточку.

Было продемонстрировано, что изменение маг-
нитного поля позволяет создавать в спектре точки
Дирака. Такие точки появляются при особых значе-
ниях поля, соответствующих целому или полуцелому
кванту магнитного потока через отверстие. Откло-
нение потока от специальных значений приводит к
возникновению щелей, т.е. генерации конечной мас-
сы дираковских фермионов. В таком кристалле мож-

но создавать разного рода дефекты, например, встав-
ляя в кристалл одну антиточку другого размера, че-
рез которую проходит магнитный поток, отличный
от потока через другие точки. Можно также соеди-
нить две области с разными размерами антиточек,
чтобы на границе возник скачок потока (см. рис. 1).
Также скачок потока (СкП) можно создать, прикла-
дывая неоднородное магнитное поле к массиву оди-
наковых точек. Как мы покажем ниже, СкП приво-
дит к возникновению двухкратно вырожденных то-
пологически защищенных состояний типа Волкова–
Панкратова [25]. Вырождение можно снять, изменив
магнитное поле или, что еще важнее, чисто элек-
трическим путем, изменив потенциалы затворов. Это
означает формирование топологически защищенного
кубита, которым можно манипулировать с помощью
затворных электродов.

Целью настоящей работы является вывод эффек-
тивного гамильтониана, описывающего данный ку-
бит и анализ зависимости свойств кубита от клю-
чевых параметров сверхрешетки: туннельной свя-
зи между антиточками и вероятности туннельных
прыжков с переворотом спина.

Модель. Мы изучаем одномерный массив ан-
титочек (вытравленных отверстий) на поверхно-
сти двумерного спин-холловского изолятора (см.
pис. 1a). На границах отверстий существуют ГКС, в
целом образуя цепочку из одинаковых геликоидаль-
ных колец с длиной окружности L = L1 +L2, соеди-
ненных последовательно (см. рис. 1b); для простоты
мы будем считать L1 = L2. Каждое кольцо содер-
жит электроны, движущиеся по часовой стрелке и
против часовой стрелки с энергией E, и импульсом
k = E/vF, со спинами, противоположными в каждой
точке. К массиву приложено однородное магнитное
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поле, которое создает поток Φ в каждом кольце. В
этой статье, мы ограничимся рассмотрением невза-
имодействующей системы. Интересные задачи, ко-
торые возникают при учете электрон-электронного
взаимодействия, будут сформулированы в заключе-
нии работы.

Предположим, что X-переход между двумя со-
седними кольцами с четырьмя каналами рассея-
ния описывается матрицей рассеяния общего вида
(с точностью до несущественных фаз) Ŝ, сохраня-
ющей симметрию относительно обращения времени
[26, 27]:

C′
α = SαβCβ , α, β = 1, 2, 3, 4; (1)

Ŝ =













0 t f ir∗

t 0 ir f

−f ir 0 t

ir∗ −f t 0













. (2)

Здесь C′
α и Cβ – амплитуды исходящей и входящей

волн соответственно, а действительные амплитуды
t = cosα, f = sinα sinβ, r = sinα cosβeiv/2 удовле-
творяют условию t2 + |r|2 + f2 = 1. Строго говоря,
амплитуды t и f могут быть выбраны комплексно-
значными, но их фаза выпадает из дисперсионных
соотношений, обсуждаемых ниже, и может быть опу-
щена, см. обсуждение в [24].

Физически, амплитуды r и f описывают пере-
скоки между кольцами в состояния с одинаковой и
противоположной проекциями спина соответствен-
но. Параметр α связан с полной вероятностью такого
скачка: |r|2 + f2 = sin2 α. Иными словами, угол α от-
вечает за туннельную связь между кольцами, и при
α = 0 кольца независимы. Для туннельного контакта
(α ≪ 1), величина α, в основном, определяется рас-
стоянием туннелирования. Случай баллистического
(или металлического) контакта, когда кольца сильно
связаны, соответствует α ≈ π/2. Угол 2β – это угол
между осями квантования спина в различных спи-
ральных состояниях [28], а элементы r и f пропорци-
ональны перекрытию спиноров в ГКС в соседних ан-
титочках. Соответственно, β отвечает за вероятность
спин-флип перескоков между кольцами. При β = 0,

амплитуда f также обращается в ноль и, как след-
ствие, процессы с переворотом спина отсутствуют.

Фаза v является чрезвычайно важным парамет-
ром, от которого зависит качественная картина спек-
тра. Принципиально важно, что этим параметром
можно управлять чисто электрически, меняя напря-
жение на затворах [24].

Далее вводится матрица переноса, T̂ , описываю-

щая переход от n-й к (n + 1)−й ячейке спирального
кристалла:

T̂ = P̂ T̂0 (3)

где T0 и P описывают переходы через контакт и коль-
цо соответственно. Матрица контакта, T0, соответ-
ствует матрице Ŝ и выражает амплитуды волновой
функции в (n + 1)-м кольце (сразу после контакта)
через амплитуды в n-м кольце (непосредственно пе-
ред контактом). Матрица

P̂ = diag[eiϕb , e−iϕa , eiϕa , e−iϕb ] , (4)

содержит фазы, приобретаемые внутри кольца при
переходе от левого контакта к правому:

ϕa =
ε

2
− πφ, ϕb =

ε

2
+ πφ, (5)

где мы ввели безразмерную энергию и безразмерный
поток:

ε =
EL

vF
= kL, φ =

Φ

Φ0
, (6)

где Φ0 – квант потока.
Общее дисперсионное уравнение. Зонная

структура кристалла определяется из соотношения,
связывающего амплитуды на n-м кольце с амплиту-
дами на (n + 1)-м кольце ψn+1 = T̂ψn = eiqψn. Это
приводит к уравнению:

det[1̂eiq − T̂ ] = 0 , (7)

где 1̂ – это 4×4 единичная матрица. Результирующее
дисперсионное уравнение ε(q) может быть найдено в
неявной форме:

(cosβ sin (ε/2 + πφ) + sinα cos(q − v/2))×
× (cosβ sin (ε/2− πφ) + sinα cos(q + v/2)) +

+ 1
2 sin

2 β
(

cos2 α cos 2πφ− sin2 α cos v − cos ε
)

= 0.

(8)

Дираковские точки. Наиболее интересное
свойство уравнения (8) – наличие дираковских
точек в зависимости ε(q). Такие точки появляются
при целых и полуцелых значений безразмерного
потока. Дираковские точки появляются в окрестно-
сти целых значениях q/π для целых φ и полуцелых
значений q/π – для полуцелых φ. Сначала обсудим
спектр для случая близкого к целому значению
потока. Положение дираковских точек можно пред-
ставить в виде: εDP = 2πn− 2(−1)n+m+pΘ, φDP = p,
qDP = πm. Здесь n, p – целые числа, m = (−1, 0), а
Θ = arcsin[sinα cosβ cos(v/2)]. Для слабой туннель-
ной связи величина Θ мала: Θ ∝ α≪ 1.
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В окрестности дираковских точек спектр можно
записать в виде [24]:

δε = ±
√

(Aδq +Bδφ)2 + C2(δφ)2, (9)

где δε, δq, и δφ отсчитываются от значений εDP, qDP

и φDP, соответственно. Как следует из этого уравне-
ния, щель в спектре определяется выражением

∆DP = 2C|δφ|. (10)

Коэффициенты B и C одинаковы для всех
дираковских точек, тогда как A имеет раз-
ный знак, но одинаковые абсолютные зна-
чения: A = 2(−1)n+m+p sinα sin ξ/ cosΘ,

B = 2π cosβ sin(v/2)/ sin ξ, C =

2π cosα sinβ/(sin ξ cosΘ), и ξ = arccos[cosβ cos(v/2)].

Заметим, что A → 0 для α → 0, таким образом
отражая существование плоских зон в этом пределе.
О дираковских точках имеет смысл говорить, если
ширина зоны больше величины дираковской щели,
A≫ ∆DP.

При β = 0, геликоидальные каналы не связаны
друг с другом. В этом случае, C = 0 и спектр приоб-
ретает вид

δε = |Aδq +Bδφ|. (11)

Следовательно, в этом частном случае мы имеем бес-
щелевой спектр для любого значения δφ.

Спектр для случая почти полуцелых значений
потока φ имеет другой набор дираковских точек:
εDP = 2π(n + 1

2 ) − 2(−1)n+m+pΘ, φDP = m + 1/2,
qDP = πp + π/2. Уравнение (9) остается верным в
этом случае с заменой v → v + π в коэффициентах
A,B,C и в определениях Θ и ξ. При малых v ≪ 1 вы-
ражения для коэффициентов в (9) упрощаются, A ≃
≃ 2 (−1)n+m+p sinα, B ≃ 2π cosβ, C ≃ 2π cosα sinβ,
2Θ ≃ −v sinα cosβ.

Эффективный гамильтониан для дираков-

ской точки. Возможно, самый простой способ полу-
чить эффективный гамильтониан вблизи точек Ди-
рака – это “возвести в квадрат” дисперсионное со-
отношение. А именно, вместо (7) мы рассматриваем
матрицу перехода ко второму соседу, ψn+2 = T̂ 2ψn =

= e2iqψn, что приводит к уравнению

det[1̂ei2q − T̂ 2(ε)] = 0 . (12)

Для конкретности рассмотрим φ ≃ 1/2, когда поло-
жения точек Дирака даются qDP = ±π/2, так что
e2iqDP = −1. Можно проверить, что T̂ 2 = −1̂ также
и для ε = εDP, хотя T̂ при этом не диагональна. Это
свойство упрощает разложение вблизи точек Дира-
ка: q = ±π/2 + δq, ε = π + δε, φ = 1/2 + δφ, v = δv

(δφ ≪ 1, δq ≪ 1, δv ≪ 1). Зависимость от энергии
в (12) содержится в матрице P̂ , которая входит в
определение T̂ . Разлагая эту матрицу по δε вплоть
до второго порядка малости, напишем

P̂ = P̂π(1− Îδε/2− δε2/8) . (13)

Здесь P̂π = P̂ (ε = π) и Î = diag[−i, i,−i, i].
Для того, чтобы получить эффективный гамиль-

тониан, описывающий кристалл в окрестности ди-
раковской точки, мы в качестве первого шага раз-
ложим выражение под детерминантом в (12) по δε

вплоть до второго порядка малости:

(M̂0 + M̂1δε+ M̂2δε
2)ψn = 0 , (14)

где

M̂0 = (PπT0)
2 − e2iq ,

M̂1 = − 1
2Pπ(T̂0Î + ÎT0)PπT0 ,

M̂2 = 1
4 P̂π Î(T0Î + ÎT0)PπT0 .

(15)

При выводе мы использовали, что [Î , P̂π] = 0.

Уравнение (14) переписывается в виде

(1̂δε+ M̂−1
1 M̂0 + M̂−1

1 M̂2δε
2)ψn = 0 . (16)

Домножая слева на (1̂−M̂−1
1 M̂2δε) и отбрасывая сла-

гаемые ∼ δε3, получим ((1̂ − M̂−1
1 M̂2M̂

−1
1 M̂0)δε +

+ M̂−1
1 M̂0)ψn = 0. Это можно представить в виде

уравнения Шредингера

δε ψn = −(1̂− M̂−1
1 M̂2M̂

−1
1 M̂0)

−1M̂−1
1 M̂0ψn ≃

≃ −(M̂−1
1 M̂0 + M̂−1

1 M̂2(M̂
−1
1 M̂0)

2)ψn. (17)

Следующий шаг – провести разложение по δφ, δq
и δv. Как несложно увидеть, матрица M̂0 тожде-
ственно обращается в ноль при δφ = δq = δv = 0.

Поэтому, δε мало. В дальнейнем мы будем считать,
что δε . δφ ∼ δq ∼ δv. Тогда последний член в (17)
мал и в первом порядке малости его можно отбро-
сить.

Первый порядок по δφ, δv, δq and δε. Сначала
мы проведем вычисления в линейном порядке по
δφ, δv, δq и δε. В этом порядке имеем,

(1̂δε+ M̂−1
1 M̂0)ψn = 0 . (18)

Заметим, что матрица M̂−1
1 M̂0 не эрмитова, но мо-

жет быть приведена к эрмитовой форме преобразо-
ванием подобия R̂. Возникающий после такого пре-
образования эрмитов оператор

H(1)
eff = −R̂−1M̂−1

1 M̂0R̂ (19)
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обладает тем же законом дисперсии (в окрестности
дираковской точки) и имеет смысл эффективного га-
мильтониана.

Выбор матрицы R̂ неоднозначен и заслуживает
отдельного комментария. Опуская простые техниче-
ские детали, мы изложим общую идею. Для начала
можно найти матрицу, диагонализующую M̂−1

1 M̂0 в
простейшем случае δφ = 0. При этом диагонализую-
щая матрица R∗ может быть без ограничения общ-
ности умножена справа на диагональную матрицу
Ĉ = diag[c1, c2, c3, c4], c произвольными коэффици-
ентами ci. Без ограничения общности, можно потре-
бовать условия c1c2c3c4 = 1 и параметризовать Ĉ

в следующем виде Ĉ = diag[ac, ac−1, a−1c′, a−1c′−1].
Действуя теперь матрицей R∗ на M̂−1

1 M̂0 при δφ 6= 0,
мы получаем блочную матрицу,

H(1)
eff =

(

H1 0

0 H2

)

. (20)

Гамильтонианы H1,2 недиагональны (в меру δφ) и,
вообще говоря, не являются эрмитовыми, но могут
быть приведены к эрмитовому виду при определен-
ных c, c′. Таким образом, анализ в рамках низшего
порядка оставляет произвол в виде произвольного
коэффициента a. Как будет видно из анализа более
высоких порядков, естественно выбрать |a| = 1 и по-
добрать удобным образом фазу этого коэффициента.

Соответствующая матрица подобия принимает
вид:

R =













−iτατβ i −τβ τα

1 τατβ −iτα −iτβ

τα τβ −i −iτατβ

−iτβ iτα −τατβ 1













,

τα = tan(π4 + α
2 ) , τβ = tan β

2 ,

(21)

а блоки эффективного гамильтониана имеют вид

H1 = δv sinα cosβσ0 + 2πδφ cosα sinβσ1 +

+ (2πδφ cos β + 2δq sinα)σ3 ,

H2 = −δv sinα cosβσ0 + 2πδφ cosα sinβσ1 +

+(2πδφ cosβ − 2δq sinα)σ3 .

(22)

Здесь σ1,3 – матрицы Паули, а σ0 – единичная матри-
ца. Эти формулы согласуются с уравнением (9) вы-
ше.

Блок H2 гамильтониана можно получить из H1

заменой δq → −δq и δv → −δv (или α → −α). Член с
δv может быть поглощен сдвигом энергии в каждом
из двух блоков:

E1 = −E2 = −W, (23)

где

W = δv cosβ sinα. (24)

Поэтому мы можем обсудить только блок H1. Ма-
лый сдвиг волнового вектора, δq ≪ 1, можно пред-
ставить как движение электрона вдоль массива ко-
лец, δq = −id/dx, где x – координата вдоль этого
массива в единицах диаметра кольца, L/π. Делая пе-
ремасштабирование этой безразмерной координаты:
2 sinα x̄ = x, находим 2 sinαδq = −i ∂

∂x̄ . Наконец, H̄1

становится гамильтонианом массивной дираковской
частицы:

H̄1 =

(

φ̄− i ∂
∂x̄ h

h −φ̄+ i ∂
∂x̄

)

, (25)

где φ̄ = 2πδφ cosβ и h = 2πδφ sinβ cosα. Дисперсия
такого гамильтониана для плоской волны eiq̄x̄ опре-
деляется выражением E2 = (q̄ + φ̄)2 + h2, где

q̄ = 2 sinα δq = −i d
dx̄

. (26)

Второй порядок по δφ, δv, δq and δε. Разложим
теперь уравнение (12) до второго порядка по δφ, δq
и δε. Для этого используем следующие выражения:

det[δε+ M̂−1
1 M̂0 + M̂−1

1 M̂2(M̂
−1
1 M̂0)

2] = 0 , (27)

Heff = −R−1(M̂−1
1 M̂0 + M̂−1

1 M̂2(M̂
−1
1 M̂0)

2)R . (28)

Поправки к Heff бывают двух типов: поправки
к H̄1 и H̄2, которые не приводят к антипересече-
нию и могут быть здесь опущены, а также блочно-
внедиагональные поправки, которые даются форму-
лой

H(2)
eff =

(

0 V̂

V̂ † 0

)

. (29)

С описанной выше точностью мы находим

V̂ = (δq2 − π2δφ2 sin2 β) sin 2α σ̂3 +

+ π2δφ2 sinα sin 2β σ̂1, (30)

где σ̂i (i = 0, 1, 2, 3) – матрицы Паули.
Скачки потока в кристалле: топологиче-

ски защищенные локализованные состояния.

Обсудим теперь локализованные состояния вблизи
СкП. Предположим, что имеются две полубесконеч-
ные области массива с разным значением потока (см.
рис. 1c). В первой области при x < 0 поток меньше
1/2, φ = 1/2 − δφ, а во второй, при x > 0, имеют
φ = 1/2 + δφ. Задача полностью аналогична рас-
смотренной в работе [25]. Тогда на границе раздела
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двух областей возникают два (поскольку гамильто-
ниан имеет два блока) вырожденных локализован-
ных состояния типа Волкова–Панкратова:

ψloc
1 =













i

1

0

0













e−(|h|+i|φ̄|)|x̄|,

ψloc
2 =













0

0

1

i













e−(|h|−i|φ̄|)|x̄| .

(31)

Заметим, что мы опустили префактор (−1)n =

= exp(±iπx) в обеих функциях, что соответствует
упомянутому сдвигу δq = q ± π/2 выше. Мы видим,
что длины локализации этих локализованных состо-
яний равны

Lloc = L
tanα

π2δφ sinβ
. (32)

При выводе мы предположили, что Lloc ≫ L. При
δv = 0, энергия, соответствующая этим вырожден-
ным состояниям, лежит точно в середине дираков-
ской щели, как и в задаче, обсуждаемой в [25].

Полученные выше локализованные топологиче-
ски защищенные состояния образуют двухуровневую
систему, или кубит. Энергетические уровни этой си-
стемы зависят от параметра δv, управляющего асим-
метрией системы вверх-вниз. Изменяя δv электрода-
ми затвора, можно манипулировать уровнями энер-
гии E1 = E1(δv) и E2 = E2(δv), которые пересека-
ются друг с другом при δv = 0. В этой точке уровни
двукратно вырождены в низшем приближении по δφ,
δq.

В следующем разделе мы покажем, что на самом
деле, между этими уровнями имеется антипересече-
ние, так что возникает “отталкивание уровней” из-за
поправок к эффективному гамильтониану, см. (30).

Эффективный гамильтониан кубита. Про-
ецируяH

(1)
eff +H

(2)
eff на два локализованных состояния,

ур. (31), мы получаем гамильтониан кубита, образо-
ванного ψloc

1 и ψloc
2 :

Hqubit =

(

W ∆

∆∗ −W

)

. (33)

Здесь W линейно зависит от δv соглас-
но уравнению (24), ∆ = ∆x − i∆y =

= 2πδφ2 cotα sinβ(i cosα cosβ − sinβ). Соответству-
ющие энергетические уровни даются выражением

E±
qubit = ±

√

W 2 + |∆|2, (34)

где

|∆| = 2π2δφ2 sinβ cosα

√

cot2 α+ sin2 β . (35)

Уровни кубита изображены на рис. 2. Расстояние
между уровнями зависит от туннельной связи меж-
ду антиточками, контролируемой параметром α, и

Рис. 2. (Цветной онлайн) Дисперсия низколежащих зон
геликоидального кристалла. Вертикальное расстояние
между дираковскими точками контролируется пара-
метром v. Пунктирные линии показывают положение
локализованных уровней, которые возникают при на-
личии скачка потока в кристалле. ∆Equbit = E+

qubit −

E−
qubit, см. уравнение (34)

от вероятности туннельного прыжка с переворотом
спина, которая зависит от β. Видно, что в отсут-
ствие спин-флип процессов, т.е. при β = 0, мы имеем
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∆ = 0. Заметим также, что в пределе малых α выра-
жение (35) можно представить в виде

|∆| ∝ |δφ|∆DP/A, (36)

откуда видно, что стационарный кубит существует
при |δφ| < A ∝ α. В противном случае, |δφ| ≥ A,

уровни кубита переходят в сплошной спектр, |∆| ≥
≥ ∆DP, т.е. становятся резонансами и распадаются
за конечное время. Таким образом, для существова-
ния стационарного кубита туннельная связь между
антиточками должна быть не слишком маленькой.

Кубит эквивалентен спину 1/2 в “магнитном
поле”

Bqubit = (∆x,∆y,W ). (37)

Самое главное, что “магнитное поле” Bqubit на са-
мом деле зависит от напряжения на затворе и мо-
жет управляться чисто электрическим способом. За-
метим также, что такие кубиты существуют во всех
зонах, так что при высокой температуре в темпе-
ратурном окне находится ансамбль кубитов, числом
∼ TL/vF. Этими кубитами можно когерентно управ-
лять с помощью вентилей и магнитного поля.

Выводы. В настоящей работе, мы построили тео-
рию перестраиваемого кристалла, образованного пе-
риодическим набором одинаковых отверстий в дву-
мерном топологическом изоляторе. Мы продемон-
стрировали, что туннельным транспортом через та-
кой массив можно управлять как магнитным полем,
так и чисто электрическим путем, используя различ-
ные конфигурации электродов затвора.

Мы вывели эффективный гамильтониан, описы-
вающий топологически защищенные локализован-
ные состояния, возникающие около СкП в таком
кристалле. Конкретно, мы показали, что на границе
между областями с разными радиусами колец (или
между двумя областями с разным магнитным по-
лем), возникают два локализованных состояния, ко-
торые образуют кубит, помещенный в эффективное
“магнитное поле” Bqubit, см. уравнение (37). Прин-
ципиально важно, что эффективное поле зависит от
напряжения на затворе, так что состоянием кубита
можно управлять чисто электрически.

В кристалле с несколькими границами между
разными областями возникают пространственно раз-
деленные кубиты. Меняя (адиабатически или рез-
ко) внешние параметры, например, напряжение на
затворе, от которого зависит Bqubit, можно контро-
лировать одиночный кубит и создавать запутанные
состояния с участием кубитов, находящиеся на раз-
ных границах. Более того, даже на одной границе мо-
жет возникнуть ансамбль из N ∼ TL/vF топологиче-
ски защищенных кубитов при относительно высоких

температурах, T ≫ vF/L, когда температурное ок-
но охватывает много зон кристалла и, следователь-
но, включает множество массивных конусов Дирака.
Анализ квантовых вычислений ансамблем энергети-
чески разделенных кубитов в интерферометре АБ
был представлен в нашей недавней работе [19]. Обоб-
щение результатов [19] на геликоидальный кристалл
является интересной задачей для дальнешего разви-
тия интерферометрии на основе ГКС.

Наметим также ряд проблем, которые можно бы-
ло бы рассмотреть в дальнейших исследованиях.
Наиболее интересным представляется изучение роли
электрон-электронного взаимодействия. Такое вза-
имодействие может привести к нескольким нетри-
виальным эффектам. Во-первых, при учете этого
взаимодействия возможна реконструкция края [29]
для некоторых моделей удерживающего потенциала
на краю образца. В этом случае, при определенных
предположениях относительно краевого потенциала,
может возникнуть больше двух краевых проводящих
состояний. Кроме того, взаимодействие приводит к
перенормировке матрицы рассеяния, описывающей
перескоки между соседними кольцами. Такая пере-
нормировка может сильно поменять параметры α и
β, описывающие перескоки между соседними коль-
цами [27]. Наконец, межэлектронное взаимодействие
приводит к дефазировке геликоидальных состояний.
Было бы интересно прояснить, как такая дефазиров-
ка будет влиять на времена релаксации (так назы-
ваемое время T1) и дефазировки (время T2) кубита.
Ожидается, что при низких температурах, T ≪ ∆DP,
скорость релаксации, T−1

1 , будет подавлена по анало-
гии со сверхпроводящим случаем, когда температура
становится ниже сверхпроводящей щели [30], в отли-
чие от дефазировки, определяющейся виртуальными
процессами. Также интересно проанализировать эф-
фекты, связанные с несовершенством кристалла, ко-
торые приводят к случайным компонентам в матри-
це переноса. На качественном уровне такие эффек-
ты должны приводить к появлению конечной длины
локализации. Соответствующий теоретический ана-
лиз должен быть аналогичен анализу локализации в
одномерной бесспиновой цепочке со случайной мат-
рицей перескока между узлами (см. [31, 32]). Анализ
этих важных проблем выходит за рамки данной ста-
тьи и может быть рассмотрен в будущих исследова-
ниях.

Таким образом, мы продемонстрировали возмож-
ность создания управляемых кубитов в геликои-
дальном кристалле. Наиболее интересные приложе-
ния полученных результатов в области квантовых
вычислений появляются за счет возможности чи-
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сто электрического высокотемпературного управле-
ния кубитами.

Исследование выполнено при финансовой
поддержке Российского научного фонда грант
# 20-12-00147-Π. Работа Р. А. Ниязова частично под-
держана Фондом развития теоретической физики и
математики “БАЗИС”.
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Оценки абсолютных долей распадов f0(1710) и радиационных

переходов ψ(2S) → γf0(1710) и Υ(1S) → γf0(1710)
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Используя результаты коллаборации VES для Br(J/ψ → γf0(1710)), мы оценили абсолютные доли
распадов f0(1710)-резонанса на ππ, KK̄, ηη и впервые на ωω и ωφ. Кроме того, мы впервые оценили
Br(ψ(2S) → γf0(1710)) ≈ 3.5 × 10−5 и Br(Υ(1S) → γf0(1710)) ≈ 1× 10−5.

DOI: 10.31857/S1234567823180015, EDN: wpjspm

Недавно на обновленной установке VES на ускорителе в Протвино была исследована реакция π−p→ ωφn

при импульсе P lab
π− = 29 ГэВ [1]. Проведенный анализ показал, что наблюдаемый сигнал в ωφ-системе может

быть описан вкладом известного скалярного резонанса f0(1710) [2]. Доминирующим механизмом реакции
π−p → f0(1710)n при высоких энергиях и малых переданных импульсах является механизм однопионного
обмена. Этот факт позволил авторам [1] найти величину произведения долей распадов f0(1710) → ππ и
f0(1710) → ωφ:

Br(f0(1710) → ππ)Br(f0(1710) → ωφ) = (4.8± 1.2)× 10−3. (1)

Затем, используя данные, указанные в Review of Particle Physics (RPP) [2] для распадов J/ψ → γf0(1710) →
→ γππ и J/ψ → γf0(1710) → γωφ, они нашли произведение Br(J/ψ → γf0(1710) → γππ)Br(J/ψ →
→ γf0(1710) → γωφ) = (9.5 ± 2.6) × 10−8, поделили его на свой результат (1), извлекли корень и таким
образом получили полную долю распада J/ψ → γf0(1710) [1]:

[

Br(J/ψ → γf0(1710) → γππ)Br(J/ψ → γf0(1710) → ωφ)

Br(f0(1710) → ππ)Br(f0(1710) → ωφ)

]1/2

=

= Br(J/ψ → γf0(1710)) = (4.46± 0.82)× 10−3. (2)

Эту величину они сравнили с известной долей распада J/ψ → γf0(1710) → 5 channels, т.е. с Br(J/ψ →
→ γf0(1710) → (γππ + γKK̄ + γηη + γωω + γωφ)) = (2.13 ± 0.18) × 10−3 [2], и заключили, что на не за-
регистрированные каналы приходится Br(J/ψ → γf0(1710) → (γ4π+γηη′+γππKK̄+···)) = (2.33±0.84)×10−3

[1].
Если поделить указанные в RPP [2] значения для долей распадов J/ψ → γf0(1710) → γππ, γKK̄, γηη, γωω,

γωφ на величину Br(J/ψ → γf0(1710)) из формулы (1), то мы получим абсолютные доли соответствующих
распадов для самого f0(1710)-резонанса. Эти оценки приведены в табл. 1.

Таблица 1. Доли распадов f0(1710)

ππ KK̄ ηη ωω ωφ Сумма

0.0852 ± 0.0193 0.213 ± 0.045 0.054± 0.029 0.070± 0.026 0.056 ± 0.017 0.478 ± 0.065

Отметим, что факторизация эффективных констант рождения и распада f0(1710)-резонанса позволяет
найти отношение Br(f0 → ππ)/Br(f0 → KK̄) из данных по радиационным распадам J/ψ, ψ(2S) и Υ(1S) [2]
тремя разными способами:

1)e-mail: achasov@math.nsc.ru; shestako@math.nsc.ru
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Br(f0(1710) → ππ)

Br(f0(1710) → KK̄)
=

Br(J/ψ → γf0(1710) → γππ)

Br(J/ψ → γf0(1710) → γKK̄)
= 0.40± 0.07, (3)

Br(f0(1710) → ππ)

Br(f0(1710) → KK̄)
=

Br(ψ(2S) → γf0(1710) → γππ)

Br(ψ(2S) → γf0(1710) → γKK̄)
= 0.58± 0.11, (4)

Br(f0(1710) → ππ)

Br(f0(1710) → KK̄)
=

Br(Υ(1S) → γf0(1710) → γππ)

Br(Υ(1S) → γf0(1710) → γKK̄)
= 0.36± 0.17. (5)

Эти оценки в пределах ошибок согласуются друг с другом. Результат VES (см. (2)), факторизация и
данные RPP [2] позволяют определить абсолютные доли радиационных распадов ψ(2S) → γf0(1710) и
Υ(1S) → γf0(1710) двумя способами (используя данные о каналах f0(1710) → ππ и f0(1710) → KK̄):

Br(ψ(2S) → γf0(1710)) =
Br(ψ(2S) → γf0(1710) → γππ)

Br(J/ψ → γf0(1710) → γππ)
Br(J/ψ → γf0(1710)) = (4.1± 1.2)× 10−5, (6)

Br(ψ(2S) → γf0(1710)) =
Br(ψ(2S) → γf0(1710) → γKK̄)

Br(J/ψ → γf0(1710) → γKK̄)
Br(J/ψ → γf0(1710)) = (3.1± 0.7)× 10−5, (7)

Br(Υ(1S) → γf0(1710)) =
Br(Υ(1S) → γf0(1710) → γππ)

Br(J/ψ → γf0(1710) → γππ)
Br(J/ψ → γf0(1710)) = (0.93± 0.27)× 10−5, (8)

Br(Υ(1S) → γf0(1710)) =
Br(Υ(1S) → γf0(1710) → γKK̄)

Br(J/ψ → γf0(1710) → γKK̄)
Br(J/ψ → γf0(1710)) = (1.03± 0.19)× 10−5. (9)

Свойства резонанса f0(1710) и его возможная природа уже несколько десятилетий являются предметом
интенсивных дискуссий, см. обзоры [2, 3] и ссылки в них. На сегодняшний день численные оценки, указанные
в табл. 1, представляют собой неплохое дополнение к имеющимся весьма скудным сведениям об абсолют-
ных долях распада f0(1710), см. раздел в RPP [2], посвященный этому состоянию (существующие данные
не используются Particle Data Group для нахождения средних или подгоночных значений, пределов и т.д.).
Утверждения, подобные “seen”, в этом разделе могут быть заменены соответствующими значениями из табл. 1.

Подобный способ оценки абсолютных долей распадов может оказаться полезным и для других тяжелых
скалярных (тензорных) многоканальных резонансов, например, для f0(1370), f0(1500), f0(1770) и f0(2020),
которые могут рождаться как в πN -столкновениях за счет механизма однопионного обмена, так и в радиа-
ционных распадах J/ψ, ψ(2S) и Υ(1S).

В недавней работе [4] мы обсуждали свойства нового мезона a0(1700/1800) [2], предполагая что он может
быть похож на q2q̄2-состояние из MIT-мешка [5]. У этого a0-мезона должен быть изоскалярный партнер f0
с близкой (или даже вырожденной) массой [5]. Доли распадов в табл. 1 помогут понять, может ли f0(1710)

претендовать на эту роль. Этот вопрос будет рассмотрен отдельно.
Работа выполнена в рамках государственного задания Института математики им. С. Л. Соболева СО РАН,

проект # FWNF-2022-0021.
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Предложена система спин-флипа, обеспечивающая многократные перевороты поляризации прото-
нов в режиме спиновой прозрачности в сверхпроводящем синхротроне Нуклотрон при импульсе пучка
3.54 ГэВ/c, соответствующему целочисленному спиновому резонансу γG = 7. Управление спином частиц
осуществляется навигатором на основе штатных корректирующих диполей. Приведены результаты чис-
ленного моделирования спиновой динамики протонов в режимах спин-флипа и адиабатического захвата
поляризации протонов навигатором при доставке пучка в область резонанса γG = 7. Обсуждается воз-
можность экспериментальной проверки системы спин-флипа протонов в Нуклотроне. Для проведения
пилотного эксперимента предложена схема сохранения поляризации протонов до импульса 3.54 ГэВ/c с
помощью преднамеренного увеличения мощностей целочисленных спиновых резонансов за счет контро-
лируемого отклонения замкнутой орбиты корректирующими диполями в процессе ускорения пучка.

DOI: 10.31857/S1234567823180027, EDN: wpjswo

Введение. Контролируемое вращение поляриза-
ции пучков частиц в накопителях и коллайдерах
является критической компонентой поляризацион-
ных экспериментов по разгадке спинового кризиса
в глубоконеупругом рассеянии [1], тонким спиновым
явлениям в жестких процессах [2, 3] и проверкам
фундаментальных симметрий [4] как на современ-
ных, так и планируемых накопителях и коллайде-
рах, таких как NICA (Nuclotron based Ion Collider
fAcility, Объединенный Институт Ядерных Исследо-
ваний, г. Дубна) [5, 6] и EIC (Electron-Ion Collider,
Brookhaven National Laboratory, USA) [7]. Вместе с
тем, возможность накопления пучков с отличной от
вертикальной поляризацией далека от решения, в
особенности для поляризованных дейтронов в точке
встречи пучков в коллайдере. В связи с этим осо-
бо привлекательна работа в так называемом режиме
спиновой прозрачности (ST режиме), предложенном
в работах [8, 9]. В частности, для разгадки спинового

1)e-mail: filatov.iun@mipt.ru

кризиса императивно глубоконеупругое рассеяние на
поляризованных нейтронах, и в роли нейтронов мож-
но использовать или дейтроны, или 3He [10]. Опыт
накопления поляризованного 3He высокой энергии
отсутствует, однако для контроля поляризации 3He
можно использовать аналогичные методы, апробиро-
ванные на поляризованных протонах [11]. Для ра-
боты на EIC с поляризованными дейтронами един-
ственно реалистической представляется техника спи-
новой прозрачности [12].

Именно ST режим рассматривается как базисный
для экспериментов с поляризованными протонами и
дейтронами в ускорительном комплексе NICA [13].
В этом уникальном режиме рабочая точка выбира-
ется в окрестности целочисленного (целого) спино-
вого резонанса со стабилизацией требуемой ориента-
ции поляризации в точке взаимодействия и ее управ-
лением спиновыми навигаторами – устройствами на
базе слабых магнитных полей, которые практически
не изменяют орбитальных характеристик пучка при
манипуляциях направлением поляризации [14]. До-
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стоинством ST режима является возможность реа-
лизации системы спин-флипа (SF-системы), позволя-
ющей осуществлять многократные перевороты спи-
нов во время проведения эксперимента, что приводит
к значительному уменьшению систематических оши-
бок полученных экспериментальных данных [15–17].

В экспериментально проверенных SF-системах,
основанных на пересечении индуцированного спино-
вого резонанса с помощью RF-магнитов [18], прин-
ципиально происходит, хоть и незначительная, де-
поляризация при каждом перевороте спина, что в
итоге ограничивает максимальное число переворо-
тов поляризации. Так, в коллайдере RHIC при ис-
пользовании такой SF-системы на RF-диполях бы-
ла экспериментально продемонстрирована высокая
эффективность переворота спинов на уровне 97 % в
диапазоне энергий от 24 до 255 ГэВ [19], чему соот-
ветствует максимальное допустимое число переворо-
тов спина во время эксперимента порядка несколь-
ких десятков. Особенностью системы спин-флипа в
ST режиме является отсутствие резонансной деполя-
ризации пучка, которая исключается за счет стаби-
лизации спиновой частоты навигатором в процессе
переворотов спина. В результате исключается сама
возможность пересечения целочисленного спинового
резонанса.

Для протонов в диапазоне импульсов до 3 ГэВ/c
рассматривалась возможность экспериментальной
проверки ST режима на целых спиновых резонан-
сах в Нуклотроне, который является инжектором
поляризованных протонов и дейтронов в коллайдер
NICA [20, 12]. Была предложена и промоделирована
представляющаяся оптимальной на низких энергиях
SF-система протонов на базе спинового навигатора,
реализованного с помощью двух слабых солено-
идов [17]. Навигаторные соленоиды с интегралом
поля до 0.3 Тл ·м, помимо управления поляризацией
протонов, позволяют обеспечить адиабатическое
пересечение целых резонансов с сохранением поля-
ризации в процессе ускорения пучка до импульса
3 ГэВ/c [21]. Однако для выполнения таких экс-
периментов требуется заметная модернизация
Нуклотрона для введения навигаторных соленоидов
в структуру синхротрона, который в настоящее
время используется как инжектор релятивистских
ядер в коллайдер NICA для выполнения первооче-
редной программы исследований в детекторе MPD
(Multi-Purpose Detector) [22].

Ввиду насущности экспериментальной проверки
принципа ST, в работе [23] был предложен прин-
ципиально новый спиновый навигатор, который не
использует дополнительные магнитные поля, а со-

здается на основе имеющихся в магнитной структу-
ре Нуклотрона штатных корректирующих диполей.
Идея такого навигатора основана на интерференци-
онном усилении действия корректирующих диполей
на спин за счет возникновения дополнительных по-
лей на возмущенной замкнутой орбите. При низких
энергиях возмущение орбиты и навигаторная час-
тота ограничиваются апертурой камеры Нуклотро-
на, но апертурные ограничения снимаются с ростом
энергии. При этом растет и действие навигатора на
спиновую динамику. В отличие от продольных по-
лей требуемые интегралы дипольных навигаторных
полей не растут с энергией при фиксированном зна-
чении навигаторной частоты.

Оптимальным для проведения эксперимента по
проверке ST режима с навигаторными диполями
представляется импульс пучка 3.54 ГэВ/c, соответ-
ствующий целому спиновому резонансу γG = 7

(здесь G – аномальная часть гиромагнитного отно-
шения, γ – релятивистский фактор). При таком им-
пульсе и значении нормализованной вертикальной
бетатронной частоты νy в диапазоне от 7 до 8 все
еще исключается пересечение опасного внутреннего
спинового резонанса γG = νy [21].

Для проведения пилотного эксперимента в Нук-
лотроне по тестированию SF-системы протонов необ-
ходимо решение ряда задач в неисследованном ранее
режиме ST:

• разработать SF-систему протонов на базе кор-
ректирующих диполей Нуклотрона;

• сохранить поляризацию при ускорении прото-
нов до 3.54 ГэВ/c с помощью корректирующих
диполей;

• обеспечить адиабатический захват поляриза-
ции протонов навигатором в область целого
спинового резонанса γG = 7.

Последовательный анализ этого круга новых за-
дач спиновой динамики является темой этой работы.
Сформулированные требования на параметры штат-
ных корректирующих диполей для навигации спи-
нов протонов в Нуклотроне найдут приложения и
для управления поляризацией протонов в коллайде-
ре NICA.

SF-система протонов на базе корректирую-

щих диполей.

Спиновый навигатор для γG = 7. Методика рас-
чета спиновых навигаторов на базе корректирующих
диполей Нуклотрона приведена в работах [23, 24].
Корректирующие диполи индуцируют навигаторное
поле hnav, которое является периодической функци-
ей координаты z вдоль расчетной замкнутой орбиты.
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Навигаторное поле определяет в точке наблюдения
повторяющееся от оборота к обороту направление
поляризации n, вокруг которого спины вращаются
с навигаторной частотой νnav

hnav(z) = νnav n(z). (1)

Спины частиц, направленные вдоль оси навига-
тора n, будут совершать устойчивое периодическое
движение, в то время как спины частиц, направлен-
ные поперечно к оси навигатора, будут размешивать-
ся из-за разброса навигаторной частоты и частот ор-
битального движения.

В Нуклотроне с вертикальным полем в арочных
диполях вклад в итоговое навигаторное поле будут
давать только корректирующие диполи с радиаль-
ными полями в количестве Ndip [23]:

hnav(z) =

Ndip
∑

i=1

hi(z) =

Ndip
∑

i=1

νi ni(z), (2)

где вклад в парциальные поля hi от каждого i-ого
диполя с радиальным полем bx,i длиной L, распо-
ложенного в месте с координатой zi, определяется
периодической спиновой функцией отклика Fx для
режима спиновой прозрачности [25, 26]:

νi =
|Fx(zi)| bx,i L

2π Bρ
, ni(z) =

3
∑

j=1

Fxj(zi)

|Fx(zi)|
sj(z). (3)

Здесь Bρ – магнитная жесткость, sj – единичные ор-
ты спиновой системы координат, которые в начале
координат совпадают с ортами ускорительной систе-
мы [27]. При движении частицы по расчетной ор-
бите спиновые орты sj(z) воспроизводят динамику
спинов, изначально направленных вдоль радиально-
го ex, вертикального ey и продольного ez направ-
лений. Функция отклика учитывает кроме прямого
действия на спин радиального поля корректора, так-
же и дополнительное действие полей, возникающих
на искаженной этим корректором замкнутой орбите.

Рассмотрим задачу о получении требуемого на-
правления поляризации с помощью спинового на-
вигатора в детекторе, расположенного, например, в
начале координат. Компоненты парциальных осей
навигатора от i-ого корректора будут иметь вид

ni(0) =
Fx1(zi) ex + Fx2(zi) ey + Fx3(zi) ez

|Fx(zi)|
. (4)

На рисунке 1 приведена зависимость компонент
радиальной функции отклика Fx протонов от коор-
динаты z в Нуклотроне для γG = 7. В Нуклотроне

Рис. 1. (Цветной онлайн) Компоненты функции откли-
ка для протонов в Нуклотроне

вертикальная компонента функции отклика отсут-
ствует (Fx2 = 0) [23]. Сплошная красная и пунк-
тирная синяя линии соответствуют радиальной Fx1 и
продольной Fx3 компонентам функции отклика. Так-
же на рис. 1 показана структура Нуклотрона: зеле-
ными прямоугольниками обозначены арочные дипо-
ли. Места расположения корректоров указаны тре-
угольниками под структурой Нуклотрона.

Для реализации спинового навигатора целесооб-
разно выбрать 1-й и 9-й корректоры, обозначенные
соответственно красным и синим треугольниками.
С одной стороны, в местах их размещения модуль
функции отклика максимален. С другой – в ме-
сте расположения 1-го корректора отсутствует ком-
понента Fx3, т.е. 1-й корректор (обозначен красным
треугольником) будет индуцировать радиальное на-
вигаторное поле в начале координат. Аналогично, 9-й
корректор (синий треугольник) индуцирует продоль-
ное навигаторное поле (Fx1(z9) = 0). Таким образом,
варьируя поля этих корректоров, можно одновремен-
но задавать навигаторную частоту и требуемое на-
правление поляризации в детекторе:

νnav = |hnav| =
√

b2x1|Fx(z1)|2 + b2x9|Fx(z9)|2 L
2πBρ

, (5)

n =
hnav

|hnav|
=
bx1Fx1(z1) ex + bx9Fx3(z9) ez
√

b2x1|Fx(z1)|2 + b2x9|Fx(z9)|2
, (6)

где |Fx(z1)| ≈ |Fx(z9)| ≈ 80.
Для стабилизации спинового движения необходи-

мо, чтобы действие навигатора на спин значитель-
но превосходило действие возмущающих магнитных
полей, вызванных несовершенством изготовления и
выставки магнитных элементов Нуклотрона, а также
бетатронными колебаниями, т.е. навигаторная часто-
та должна значительно превосходить мощность резо-
нанса γG = 7 [8]

νnav ≫ ω. (7)

Дополнительно, для подавления действия на спин
синхротронных колебаний необходимо выполнить
условие [23, 28]:

νnav ≫ max(σ, νγ), (8)
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где σ = G∆γ – амплитуда синхротронной модуля-
ции спиновой частоты, νγ – частота синхротронных
колебаний в единицах частоты обращения частицы
Ω0, которые для γG = 7 при ускоряющем напряже-
нии Vrf = 10 кВ и кратности ускорения q = 5 равны
σ ≈ 1.4 · 10−3 и νγ ≈ 4.3 · 10−4.

Мощность резонанса в Нуклотроне в основном
связана с неточностью выставки квадруполей и для
γG = 7 при среднеквадратичном искажении замкну-
той орбиты до 1 мм, достигнутое путем коррекции
орбиты реальной структуры, составляет ω ≈ 4 ·10−3.
Таким образом, значение навигаторной частоты, рав-
ное νnav = 0.02, достаточно для управления поляри-
зацией протонов.

На рисунке 2 приведены графики отклонения
замкнутой орбиты при стабилизации радиальной
(сплошная линия) и продольной (пунктирная линия)
поляризации протонов в начале координат спиновым
навигатором с частотой νnav = 0.02. Требуемый ин-
теграл радиального поля в корректирующем диполе
для обеспечения указанной частоты навигатора со-
ставляет примерно 20 мТл ·м. Максимальное откло-
нение замкнутой орбиты от расчетной в обоих слу-
чаях не превышает 10 мм.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Искажение замкнутой орбиты
при стабилизации радиальной и продольной поляриза-
ции при γG = 7

SF-система без резонансной деполяризации.

Представленный спиновый навигатор позволяет
совершать адиабатические перевороты спинов с
помощью навигаторных диполей. В процессе мани-
пуляций направлением поляризации (n-оси) во время
эксперимента необходимо, чтобы изменение полей
навигаторных диполей было адиабатическим [17]:

∣

∣

∣

∣

∂n

∂bx1

dbx1
dt

∣

∣

∣

∣

≪ νnavΩ0,

∣

∣

∣

∣

∂n

∂bx9

dbx9
dt

∣

∣

∣

∣

≪ νnavΩ0 . (9)

Во время переворотов спина можно исключить
деполяризацию пучка, связанную с пересечениями
спиновых резонансов, поддерживая значение навига-
торной частоты νnav постоянной [8]. Для этого необ-
ходимо, чтобы поля навигаторных диполей лежали

на эллипсе при различных ориентациях поляриза-
ции:

b2x1
B2

1

+
b2x9
B2

9

= 1, B1 =
2πνnavBρ

|Fx(z1)|L
, B9 =

2πνnavBρ

|Fx(z9)|L
.

(10)
На рисунке 3 показана связь полей bx1 и bx9 на-

вигаторных диполей для стабилизации навигаторной
частоты при изменении направления поляризации.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Связь полей навигаторных
диполей для стабилизации навигаторной частоты

Красными точками отмечены поля корректоров,
для которых поляризация имеет продольное направ-
ление, а синими точками, – когда поляризация имеет
радиальное направление.

Условие адиабатического захвата при организа-
ции SF-системы через время переворота спина τ за-
пишется в виде [17]:

τ ≫ T/νnav, (11)

где T – период обращения частицы. При νnav = 0.02

время переворота спина должно быть τ ∼ 1мс, чему
соответствует 103 оборотов частицы.

Моделирование SF-системы для γG = 7. При-
ведем результаты численного моделирования спино-
вой динамики при организации SF-системы на целом
резонансе γG = 7, выполненного с помощью спин-
трекинг кода Zgoubi [29].

На рисунке 4 показан график зависимости про-
дольной и радиальной компонент спина от числа
оборотов частицы во время двух переворотов спина.
Навигаторная частота во время изменения направ-
ления спина поддерживалась постоянной и равной
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Адиабатические перевороты
спина протона в Нуклотроне с помощью навигаторных
корректоров

νnav = 0.02. Спин совершает переворот примерно за
103 оборотов, что обеспечивает адиабатический ха-
рактер динамики спина в процессе переворота.

Спин последовательно следует за полем навига-
тора, начиная от продольного направления (S = ez)
к радиальному (S = ex) и затем снова к продольному
(S = −ez) и радиальному (S = −ex) направлениям с
обратными знаками.

В расчетах учтены ошибки юстировки квадрупо-
лей, которые приводили к искажению замкнутой ор-
биты (см. рис. 5). Поперечное отклонение искажен-
ной орбиты r⊥ от расчетной в среднем составля-
ет около 1 мм, а максимальное отклонение не пре-
вышает 3 мм. Также полагалось, что нормализован-
ные эмиттансы бетатронных колебаний составляли
ǫx,y = 4πмм ·мрад, а параметры синхротронных ко-
лебаний соответствуют значениям Vrf = 10 кВ, q = 5

(фаза синхронной частицы равна нулю).

Рис. 5. (Цветной онлайн) Отклонение искаженной
замкнутой орбиты, вызванное ошибками выставки
квадруполей

Отметим, в процессе переворота спина происхо-
дит контролируемое изменение замкнутой орбиты
навигаторными корректорами, что приводит к сме-
щению замкнутой орбиты в месте расположения де-
тектора в вертикальной плоскости Нуклотрона, как
показано на рис. 6. Сдвиг замкнутой орбиты в верти-
кальном направлении при переворотах спинов с про-
дольной ориентацией составляет около 0.5 мм и при-
мерно 5.5 мм для спинов с радиальной ориентацией.

Представленные расчеты показывают, что нави-
гатор с частотой νnav = 0.02 позволяет осуществлять
перевороты спинов протонов примерно за 1 милли-
секунду. Однако на практике время переворота спи-

Рис. 6. (Цветной онлайн) Сдвиг замкнутой орбиты в
вертикальном направлении во время переворотов спи-
на протона

нов будет ограничено скоростью изменения радиаль-
ного поля в сверхпроводящих корректорах, которая
составляет ∼ 1 Тл/с [30]. В этом случае время пере-
ворота спина составит ∼ 0.1 с. Таким образом, в Нук-
лотроне с сверхпроводящими корректирующими ди-
полями условие адиабатического захвата спинов на-
вигатором во время спин-флипов будет заведомо вы-
полнено.

Сохранение поляризации протонов. Деполя-
ризация пучка при ускорении протонов в Нукло-
троне до 3.54 ГэВ/c в основном связана с пересече-
нием целых резонансов, мощности которых растут
с энергией пучка [21]. Мощности целых резонансов
связаны с искажением замкнутой орбиты, вызванной
ошибками выставки магнитных элементов, и растут
пропорционально ее отклонению.

Результат пересечения целого резонанса γG = k

определяется нормализованной скоростью измене-
ния отстройки от резонанса ε′ в момент его пересече-
ния, которая вычисляется через темп подъема поля:

ε′ = R
dε

dz
=
eGRρ

mc3

(

dB

dt

)

, ε = γG− k, (12)

где 2πR – длина расчетной орбиты, ρ – радиус орби-
ты в арочных диполях, ε – отстройка от резонанса. В
Нуклотроне R ≈ 40м, ρ ≈ 22м и при темпе подъема
поля dB/dt = 0.6Тл/с скорость пересечения стано-
вится равной ε′ ≈ 10−6.

Изменение вертикальной компоненты спина по-
сле пересечения резонанса определяется формулой
Фруассара–Стора [31]

S after
y =

(

−1 + 2 exp

(

−πω
2

2 ε′

))

S before
y . (13)

При быстром пересечении (ε′ ≫ ω2) вертикаль-
ная проекция спина практически не изменяется. При
медленном пересечении (ε′ ≪ ω2) спин адиабатиче-
ски переворачивается. Опасными являются резонан-
сы с промежуточным пересечением (ε′ ∼ ω2), когда
происходит существенная потеря поляризации.
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В таблице 1 приведены значения мощностей це-
лых резонансов и степени деполяризации пучка по-
сле пересечения каждого резонанса при условии, что
до пересечения резонанса пучок был полностью по-
ляризован: D=1−|S after

y |. При расчетах полагалось,
что среднеквадратичное искажение орбиты, вызван-
ное несовершенством структуры синхротрона, со-
ставляет 1 мм, скорость подъема поля равна 0.6 Тл/с.

Таблица 1. Пересечение целых спиновых резонансов в
Нуклотроне

γG = k 2 3 4 5 6

pc, ГэВ 0.46 1.26 1.87 2.44 3.00

ω, 10−4 0.24 0.59 1.32 2.96 7.51

D, % 0.2 1.1 5.2 25 85

Расчеты показывают, что первые два резонанса
γG = 2 и γG = 3 пересекаются быстро. Пересече-
ние резонанса γG = 4 приводит к 5 % деполяризации
пучка. Значительная деполяризация пучка происхо-
дит при пересечении резонансов γG = 5 и γG = 6.

Поляризацию пучка в Нуклотроне можно сохра-
нить, обеспечив адиабатическое пересечение резо-
нансов с номерами γG = 4, 5, 6 за счет преднаме-
ренного увеличения мощности этих резонансов кор-
ректирующими диполями. Контролируемое возбуж-
дение замкнутой орбиты нужно осуществлять после
быстрого пересечения первых двух резонансов.

Приведем результаты численного моделирования
процесса ускорения протона, выполненные с помо-
щью Zgoubi. На рисунке 7 показано изменение вер-
тикальной проекции спина от γG, связанное с пере-
сечением целых резонансов, при ускорении протона
до γG ≈ 6.5. Частица запускалась вдоль искаженной
замкнутой орбиты, вызванной такими же ошибками
выставки квадруполей, как и в случае моделирова-
ния SF-системы (см. рис. 5).

Рис. 7. (Цветной онлайн) Ускорение вертикально поля-
ризованного протона в Нуклотроне

Характер пересечения целых резонансов для
конкретно взятой выборки сдвигов квадруполей
соответствует данным статистической модели
(см. табл. 1): первые два резонанса пересекаются
быстро, на резонансе γG = 4 теряется примерно
6 % поляризации, в то время как на последних двух

резонансах происходит значительное отклонение
направления спина от вертикали.

На рисунке 8 показан результат моделирования
сохранения поляризации протонов за счет корректи-
рующих диполей. Амплитуда ускоряющего напряже-
ния, кратность ускорения, поперечные эмиттансы, а
также ошибки выставки квадруполей выбраны таки-
ми же, как и при моделировании SF-системы.

Рис. 8. (Цветной онлайн) Сохранение поляризации про-
тонов в Нуклотроне

Замкнутая орбита возбуждалась плавным вклю-
чением корректоров с номерами 1, 5, 9, 20 на участке
“энергии” γG от 3.3 до 3.7 и далее поддерживалась
постоянной, чтобы преднамеренно увеличить мощ-
ности целых резонансов γG = 4, 5, 6. Максималь-
ное отклонение орбиты составляло 15 мм при макси-
мальном значении полей в корректирующих диполях
bx1 = −bx5 = bx9 = −bx20 = 0.2Тл на γG = 6.5.

Расчеты показывают, что корректирующие дипо-
ли обеспечивают сохранение поляризации при уско-
рении протонов до 3.54 ГэВ/c: первые два резонан-
са пересекаются быстро без изменения вертикальной
проекции спина, а остальные резонансы пересекают-
ся медленно с адиабатическим переворотом спина на
каждом резонансе.

Адиабатический захват поляризации про-

тонов. Кроме сохранения поляризации при ускоре-
нии протонов до энергии эксперимента, необходимо
согласовать направления поляризации пучка и спи-
нового поля, индуцированного навигатором. Вдали
от целого спинового резонанса n-ось поляризации
определяется арочными диполями и направлена вер-
тикально. В точке резонанса n-ось задается полем
спинового навигатора и лежит в плоскости синхро-
трона. Согласование направления поляризации ав-
томатически достигается в случае адиабатического
входа в область резонанса γG = 7.

Для адиабатической доставки пучка в область це-
лого резонанса, кроме выполнения условия (8), необ-
ходимо выполнить дополнительное условие на темп
подъема средней энергии γmc2 пучка [17]:

dγ

dt
≪ Ω0

G
ν2nav. (14)

В этом случае спин, ориентированный вертикаль-
но вдали от резонанса, адиабатически наклоняется в
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плоскость синхротрона до тех пор, пока не выстроит-
ся вдоль поля, индуцированного спиновым навигато-
ром. При медленном приближении к резонансу сте-
пень поляризации пучка сохраняется с высокой точ-
ностью – навигатор адиабатически захватывает по-
ляризацию, обеспечивая стабильную прецессию спи-
нов вокруг спинового поля навигатора.

В другом предельном случае, когда резонанс до-
стигается быстро, спины частиц не успевают изме-
нить свою ориентацию и остаются вертикальными,
т.е. поперечными к спиновому полю навигатора в ре-
зонансе γG = 7. В результате поляризация будет уте-
ряна из-за разброса спиновой частоты.

На рисунке 9 приведены результаты численного
моделирования адиабатического захвата поляриза-
ции протонов навигатором при доставке пучка в об-
ласть резонанса γG = 7, выполненные с помощью
Zgoubi. Навигатор стабилизировал радиальное на-
правление поляризации в детекторе с помощью 1-го
корректора. Поперечные эмиттансы, энергетический
разброс, частота синхротронных колебаний, а также
ошибки выставки квадруполей выбирались такими
же, как и при моделировании SF-системы и процес-
са ускорения поляризованных протонов.

Рис. 9. (Цветной онлайн) Адиабатический захват на-
вигатором поляризации протонов в область резонанса
γG = 7

Изначально полагалось, что перед адиабатиче-
ским захватом поляризации выполнены следующие
процедуры. Поляризация протонов сохранена с по-
мощью корректирующих диполей до γG ∼ 6.5, и
спин направлен против вертикального направления.
После ускорения три из четырех корректоров с номе-
рами 5, 9 и 20, использующихся для преднамеренно-
го увеличения мощностей резонансов, медленно вы-
ключаются, а 1-й навигаторный корректор остается
включенным для поддержания навигаторной часто-
ты, равной νnav = 0.02.

При начальном темпе подъема поля 0.6 Тл/с усло-
вие (14) выполнено, и спин адиабатически выстраи-
вается вдоль радиального направления по мере при-
ближения к резонансу γG = 7. Далее, на интервале
от 80 до 220 тысяч оборотов спин стабилизируется
навигатором в радиальном направлении в ST режи-
ме. Чтобы убедиться в адиабатическом характере ди-
намики спина при захвате поляризации навигатором,
на рис. 9 показан участок (N > 220 тысяч оборотов)
с медленным выходом из области резонанса в исход-
ную точку γG = 6.5 с восстановлением начального
направления спина без потери поляризации.

Выводы. Предложенные на базе штатных кор-
ректирующих диполей система спин-флипа, система
адиабатического захвата поляризации навигатором,
а также схема сохранения поляризации при ускоре-
нии пучка протонов позволят провести при суще-
ствующем оснащении Нуклотрона эксперименталь-
ную проверку принципа спиновой прозрачности на
резонансе γG = 7. Измерение поляризации прото-
нов можно проводить на имеющихся на ускоритель-
ном комплексе Нуклотрон-ОИЯИ поляриметрах как
на внутренней мишени [32, 33], так и на выведенном
пучке [34].

Успешное сохранение поляризации протонов с
импульсом до 3.54 ГэВ/c позволит проводить как экс-
перименты с поляризованными протонами на внеш-
них мишенях, так и использовать Нуклотрон без вве-
дения в него дополнительных магнитных элементов
в качестве быстроциклирующего инжектора поля-
ризованных протонов в коллайдер NICA. Послед-
нее есть неотъемлемое требование в программе спи-
новой физики для формирования высокоинтенсив-
ных поляризованных пучков протонов в комплексе
NICA [35, 36].

Результаты анализа спиновой динамики вбли-
зи целочисленных резонансов актуальны также для
управления поляризацией дейтронов в коллайде-
ре EIC. Представленная система спин-флипа может
быть использована в режиме спиновой прозрачности
для управления поляризацией протонов и дейтронов
на любой энергии в коллайдере NICA с двумя со-
леноидальными змейками, что позволит проводить
высокопрецизионные эксперименты с поляризован-
ными пучками в ускорительном комплексе NICA.

Исследование выполнено за счет гран-
та Российского научного фонда # 22-42-04419,
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Экспериментально исследована генерация третьей гармоники терагерцового излучения в топологи-
ческих изоляторах на основе халькогенидов висмута и сурьмы. Обнаружено, что эффективность преоб-
разования в третью гармонику обратно пропорциональна энергии Ферми электронов, при этом лучшим
из исследованных материалов по эффективности преобразования является теллурид сурьмы.
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Введение. Топологически нетривиальные мате-
риалы очень перспективны для различных прак-
тических приложений терагерцовой (ТГц) фотони-
ки. На поверхности материалов, называемых тополо-
гическими изоляторами (ТИ), вследствие сильного
спин-орбитального взаимодействия могут существо-
вать безмассовые электроны, топологически защи-
щенные от рассеяния назад [1, 2]. В результате по-
верхностные состояния в ТИ заполняют всю запре-
щенную зону объемного материала и остаются ме-
таллическими даже в присутствии примесей и по-
верхностных дефектов. Кроме того, поверхностные
носители обладают огромной подвижностью [3]. По-
мимо использования ТИ в качестве детекторов и
генераторов ТГц излучения [4–6], весьма перспек-
тивно их применение в качестве высокоэффектив-
ных преобразователей частоты ТГц-излучения [7–
10]. Ранее генерация высших ТГц гармоник на-
блюдалась в ряде дираковских материалов: в гра-
фене [11, 12], в трехмерном дираковском полуметал-
ле Cd3As2 [13]. Генерация третьей ТГц гармоники в
ТИ Bi2Se3 впервые была экспериментально исследо-
вана в [7]. Сравнивая нелинейный ТГц-отклик образ-
цов с нетривиальной (Bi2Se3) и тривиальной тополо-
гией ((Bi0.9In0.1)2Se3), было показано, что ТГц тре-
тья гармоника возникает при наличии поверхност-
ных электронных состояний. Генерация высших ТГц
гармоник дираковскими электронами может быть
описана с помощью термодинамического механизма
нелинейности, зависящего от сверхбыстрой модуля-

1)e-mail: kirill-spdc@yandex.ru; pik@fireras.ru

ции поглощения. Этот механизм обеспечивается эф-
фективным нагревом и последующим охлаждением
электронной системы при взаимодействии с сильны-
ми ТГц полями [14]. Таким образом, поведение ТГц
высших гармоник связано с характерными времен-
ными масштабами динамики носителей дираковских
фермионов. В тех случаях, когда охлаждение зани-
мает несколько пикосекунд, это приводит к ярко вы-
раженным эффектам насыщения при увеличении на-
пряженности падающего поля, что недавно наблюда-
лось в графене при сильном терагерцовом возбуж-
дении [15]. В работе [8] было показано, что сверх-
быстрая релаксация поверхностных состояний в ТИ
приводит к отсутствию эффектов накопления в те-
чение большой длительности ТГц импульса возбуж-
дения, что приводит к режиму без насыщения, в от-
личие от графена c сильным насыщением генерации
гармоник излучения ТГц диапазона и с длительно-
стью релаксации носителей около нескольких пико-
секунд.

В настоящей работе мы измеряли параметры ге-
нерации третьей гармоники ТГц излучения в ТИ
халькогенидов висмута и сурьмы различных хими-
ческих составов с продвижением в более высокоча-
стотный диапазон – по сравнению с ранее прове-
денными нами исследованиями [8, 9]. При этом бы-
ла изучена эффективность генерации третьей гар-
моники в зависимости от положения уровня Ферми с
целью нахождения наиболее перспективного химиче-
ского соединения из семейства халькогенидов висму-
та и сурьмы в качестве нелинейного преобразователя
ТГц частоты.
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1. Исследуемые образцы ТИ.

1.1. Технология роста. В работе исследова-
лись образцы ТИ халькогенидов висмута и сурь-
мы, описываемых общей химической формулой
Bi2−xSbxTe3−ySey. Образцы выращивались в гори-
зонтальном кварцевом реакторе при атмосферном
давлении водорода методом парофазного осаждения
из металлоорганических соединений на сапфировых
подложках базовой ориентации (0001) толщиной
400 мкм с буферным слоем ZnTe толщиной 5–20 нм
[16]. Триметилвисмут (BiMe3), триметилсурьму
(SbMe3), диэтилцинк (ZnEt2), диэтилтеллурид
(Et2Te) и диизопропилселенид (iPro2Se) были ис-
пользованы в качестве источников висмута, сурьмы,
цинка, теллура и селена. Буферные слои ZnTe
выращивались в едином технологическом цикле
с пленками ТИ при одной и той же температуре
445 ◦С. Суммарный поток водорода был равен
1.0 л/мин при осаждении буферных слоев ZnTe
и 0.5 л/мин при эпитаксии пленок ТИ. Соотно-
шение элементов пятой и шестой групп VI/V в
паровой фазе было не ниже 10, а общее парци-
альное давление BiMe3 + SbMe3 поддерживалось
близким к 6 × 10−5 бар. Стехиометрия и состав
пленок установлены по данным рентгеновской
энергодисперсионной и рамановской спектроско-
пии. Рентгеновская дифракция использовалась для
подтверждения эпитаксиальной природы выращен-
ных пленок. Для определения элементного состава
пленок использовали рентгеновский спектрометр X-
MaxN, состыкованный с электронным микроскопом.
В результате были выращены и охарактеризованы
пленки ТИ бинарных и тройного составов с раз-
личной толщиной и типом проводимости (табл. 1).
Составы двух образцов (# 1, 2) на композиционно-

Таблица 1. Список исследуемых образцов

Номер Химическая Тип Толщина

образца формула проводимости пленки, нм

# 1 Bi2Se3 n 30

# 2 Bi2(Te0.44Se0.66)3 n 220

# 3 Bi2Te3 p 490

# 4 Sb2Te3 p 510

структурной диаграмме y(x) располагались вы-
ше кривой Рена [17], поэтому в них преобладала
электронная объемная проводимость. Два других
образца обладали преимущественно дырочной объ-
емной проводимостью (# 3, 4) с составами ниже
кривой Рена.

1.2. Характеризация образцов. Для исследования
пропускания образцов ТИ в ТГц диапазоне мы ис-

пользовали традиционную схему терагерцовой спек-
троскопии временного разрешения (ТСВР) [18]. В
качестве ТГц источника для измерений использова-
лась ТГц фотопроводящая InGaAs-антенна. Напря-
женность поля ТГц импульсов, пропускаемых через
образцы ТИ, измерялась методом электрооптическо-
го детектирования в кристалле ZnTe. Функция про-
пускания T (f) тонкой пленки напрямую связана с ее
комплексной проводимостью G(f), и, в соответствии
с формулой Тинхама [19, 20], может быть представ-
лена в виде:

T (f) =
1 + n

1 + n+ Z0G(f)
eiΦ(f). (1)

Здесь n – показатель преломления подложки Al2O3,
Φ(f) – фазовый набег, возникающий из-за прохож-
дения тонкой пленки, Z0 = 377Ом – импеданс ва-
куума. Полная проводимость может быть представ-
лена как сумма вкладов объемных и поверхностных
носителей. Поскольку поверхностный вклад в прово-
димость значительно меньше, чем объемный, в даль-
нейшем мы можем рассматривать и изучать только
объемную часть проводимости:

G(f) ≈ Gbulk = σbulk(f)d, (2)

где σbulk(f) – объемная удельная проводимость,
d – толщина пленки. Результаты измерений σbulk(f)

представлены на рис. 1. Резонанс около 1.6 ТГц обу-
словлен хорошо известным фононом, активным в ин-
фракрасном (ИК) поглощении. Видно, что статиче-
ская удельная проводимость максимальна в образ-
цах # 3 и 4, что связано с высокими концентраци-
ями носителей заряда из-за расположения уровня
Ферми в валентной зоне. Напротив, в образце # 2,
химический состав которого на конфигурационно-
структурной диаграмме y(x) характеризуется точкой
вблизи кривой Рена, объемная проводимость наибо-
лее сильно подавлена в полном соответствии с ре-
зультатами работ [17, 21]. В качестве подгоночной
функции для соответствия экспериментальным зави-
симостям на рис. 1 мы использовали сумму трех чле-
нов: вклад типа формулы Друде для свободных но-
сителей, вклад Друде–Лоренца для связанных элек-
тронов, и вклад всех резонансов с высокими часто-
тами (например, от межзонных переходов), который
линейно спадает с частотой:

σbulk(f) ∝
f2
pD

γD/2π − if
+

+
f2
pL · f

f · γL/2π + i(f2
0L − f2)

− if(ε∞ − 1), (3)

Письма в ЖЭТФ том 118 вып. 5 – 6 2023



Генерация третьей гармоники терагерцового излучения. . . 399

Рис. 1. (Цветной онлайн) Дисперсия действительной (a) и мнимой (b) частей объемной проводимости исследуемых
образцов ТИ

где fpD и fpL – плазменные частоты свободных и
связанных электронов, γD и γL – соответствующие
постоянные затухания, f0L – частота фонона, ε∞ и
ε0 – высокочастотная и статическая диэлектриче-
ские проницаемости. Расчетные спектры объемной
проводимости показаны пунктиром на рис. 1, видно
неплохое согласие между результатом моделирова-
ния по формуле (3) и экспериментом. Для последу-
ющей характеризации образцов ТИ нам важно было
знать положение уровня Ферми относительно объ-
емной запрещенной зоны. Это можно сделать, рас-
считав концентрацию свободных носителей, связан-
ную со статической проводимостью. Тогда в прибли-
жении для сильно вырожденных полупроводников,
можно получить следующие выражения для разно-
сти энергий дна зоны проводимости и уровня Ферми
∆E = Ec − EF для n- и p-типа:

∆E =
















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
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√

(

3

8π
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0

eµn
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eµh
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(4)

где σbulk
0 – статическая объемная проводимость,

m∗
n,h – эффективные массы электронов и дырок,

µn,h – подвижности электронов и дырок, Eg – шири-
на запрещенной зоны. Напротив, в случае малой ста-
тической проводимости (низкой концентрации сво-
бодных носителей) можно применить приближение
невырожденного полупроводника и воспользоваться
соотношениями:

∆E = (5)

=
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
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
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hkbT
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Полагая для образцов # 1, 2 эффективную массу
электронов m∗

n = 0.21me [22], для образцов # 3, 4
эффективную массу дырок m∗

h = 0.42me [23], и Eg =

= 0.203 эВ [24], мы определили сдвиги энергии Фер-
ми (табл. 2). В результате уровень Ферми в Bi2Se3
(# 1) находится на 0.1 эВ выше дна зоны проводи-
мости Ec (Ec − EF < 0), а в образце Bi2Te3 (# 3)
на 0.04 эВ ниже потолка валентной зоны. Ниже всех
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уровень Ферми расположен у образца Sb2Te3 (# 4),
что полностью коррелирует с наибольшей удельной
проводимостью и, как следствие, значительным по-
глощением в ТГц спектральном диапазоне.

Таблица 2. Положение уровня Ферми

Номер Объемная концентрация Разность энергий

образца носителей N , см−3 ∆E = Ec − EF , эВ

#1 6.9× 1018 −0.1

#2 5.7× 1017 0.06

#3 3.5× 1019 0.25

#4 4.5× 1019 0.36

2. Генерация третьей гармоники ТГц излу-

чения.

2.1. Методика эксперимента. В качестве источ-
ника сильного ТГц поля для последующего преоб-
разования частоты использовался метод оптическо-
го выпрямления в кристалле ниобата лития (НЛ) им-
пульсов с наклонным фронтом, генерируемых титан-
сафировым лазером, на установке, подробно описан-
ной в [8]. После кристалла НЛ был установлен поло-
совой фильтр, который выделял ТГц излучение на-
качки на основной частоте 0.7 ТГц. Пиковая напря-
женность ТГц поля составляла около 60 кВ/см. По-
сле образца ТИ, в котором осуществлялось умноже-
ние частоты излучения ТГц накачки, был установлен
второй полосовой фильтр, который подавлял ТГц
излучение на основной частоте и пропускал только
его третью гармонику на частоте 2.1 ТГц. Амплиту-
да ТГц импульсов накачки и третьей гармоники из-
мерялась электрооптическим методом на кристалле
ZnTe толщиной 2 мм с использованием зондирующих
лазерных импульсов длительностью 100 фс. В работе
исследовались временные зависимости третьей гар-
моники ТГц излучения, полученной в ТИ с разны-
ми толщинами и составами из табл. 1. Пример такой
временной зависимости приведен на рис. 2а для об-
разца # 2. Также на рис. 2b приведен Фурье-спектр
сигнала. Видно, что, несмотря на наличие узкополос-
ного ТГц фильтра, выделяющего излучение на час-
тоте третьей гармоники, часть излучения ТГц на-
качки основной частоты проходит через фильтр. В
дальнейшем интерес для нас представляла только
Фурье-амплитуда сигнала третьей гармоники на час-
тоте 2.1 ТГц.

2.2. Анализ экспериментальных результатов.

Измеренная в эксперименте напряженность поля
третьей гармоники на выходе исследуемых образцов
Eout

3ω представлена в табл. 3. Абсолютные значения
Eout

3ω были получены на основе калибровки по напря-
женности поля третьей гармоники в графене с из-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Пример временной зависимо-
сти напряженности поля ТГц импульса третьей гармо-
ники и его спектр в образце # 2 (Bi2Te2Se)

Таблица 3. Напряженность поля и эффективность генерации
третьей гармоники

Образец Eout
3ω , В/см T3ω , % Ein

3ω , В/см η, %

#1 5.5 97.1 5.7 0.01

#2 6.6 51.3 12.9 0.02

#3 5.6 17.8 31.5 0.05

#4 1.8 2.2 81.8 0.14

вестной кубической восприимчивостью [8, 11], в кото-
ром эффективность преобразования по полю в тре-
тью гармонику была равна 0.5 %. Однако этих дан-
ных недостаточно, чтобы определить эффективность
преобразования частоты за счет динамики поверх-
ностных носителей в ТИ, так как необходимо учесть
потери на отражение на границе раздела среды и по-
глощение излучения в объеме ТИ. Для определения
поля Ein

3ω , рождающегося в толще образца, мы ис-
пользовали результаты раздела 1.2, в котором была
рассчитана удельная проводимость для всех исследу-
емых образцов на основе их пропускания по полю в
ТГц диапазоне. Таким образом, с учетом потерь бы-
ла рассчитана напряженность поля третьей гармо-
ники Ein

3ω = Eout
3ω /T3ω, и эффективность преобразо-

вания излучения η = Ein
3ω/Eω (табл. 3). На рисунке 3

изображена зависимость эффективности преобразо-
вания ТГц излучения в третью гармонику от раз-
ности энергий дна зоны проводимости Ec и уровня
Ферми EF . Видно, что эта зависимость носит моно-
тонно возрастающий характер с понижением уров-
ня Ферми. Согласно кинетической теории генерации
третьей гармоники свободными носителями на по-
верхности ТИ [9], третья гармоника фототока в ТИ
обратно пропорциональна энергии Ферми EF . EF –
основной параметр, характеризующий исследуемые
образцы ТИ. Он исключительно важен для генера-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Эффективность преобразова-
ния в третью ТГц гармонику в зависимости от поло-
жения уровня Ферми в образцах ТИ

ции высших ТГц гармоник, так как определяет, ка-
кая часть дираковского конуса не занята носителями
заряда. Нелинейный ток зависит от многих факто-
ров, в том числе от времен релаксации носителей.
Мы полагаем, что времена релаксации незначитель-
но отличаются у родственных материалов, поэтому
основным фактором, влияющим на амплитуду тре-
тьей гармоники, является энергия Ферми. Наиболее
важен для генерации третьей гармоники линейный
характер закона дисперсии электронов, именно он
приводит к нелинейному отклику на внешнее тера-
герцовое поле, как следует и из эксперимента, и из
теории [9]. Например, для параболических зон в 2D
системах ток на частоте 3-й гармоники равен ну-
лю. Жесткая связь спина с импульсом, безусловно,
важна для ТИ, однако, в рассматриваемой модели
[9] это не учитывается. По-видимому, отличие в эф-
фективности преобразования ТИ от графена боль-
шей частью обусловлено различием времен релакса-
ции, что было показано в экспериментах “накачка-
зондирование” [8], это же приводит к более раннему
насыщению третьей гармоники при увеличении на-
пряженности поля накачки. Напряженность поля, ге-
нерируемого нелинейным током, также обратна про-
порциональна EF , и может быть аппроксимирована
зависимостью вида:

Ein
3ω(f) ∝

1

EF
=

1

Ec − (Ec − EF )
≡ 1

Ec −∆E
, (6)

где ∆E ≡ Ec − EF , Ec – энергия дна зоны прово-
димости. Результат аппроксимации эксперименталь-

ных данных выражением вида (6) свидетельствует об
удовлетворительном согласии теории и эксперимен-
та. В ТИ на основе халькогенидов висмута и сурь-
мы, таких как Bi2Se3, энергия Ферми поверхностных
электронов может быть достаточно большой. Соглас-
но (6), эффективность генерации третьей гармоники
при заданной амплитуде электрического поля накач-
ки уменьшается в 2D-системах Дирака с большой
энергией EF . Также можно видеть, что эффектив-
ность преобразования накачки в излучение 3-й гар-
моники значительно больше в образце # 4 (Sb2Te3),
чем в остальных. Однако этот образец в ТГц диа-
пазоне имеет наибольшую объемную проводимость
(рис. 1), а значит и коэффициент поглощения, что
значительно уменьшает итоговую выходную напря-
женность поля третьей гармоники Eout

3ω . Возможный
способ избавиться от поглощения связан с использо-
ванием образцов существенно меньшей толщины по-
рядка нескольких элементарных пятислойных бло-
ков. Один такой блок имеет толщину около 1 нм.
Как известно из [24], с уменьшением толщины ниже
определенных размеров ТИ теряют свои свойства;
при достижении толщины, равной восьми элемен-
тарным блокам, дираковский конус преобразуется в
пару электронных зон с запрещенной зоной между
ними. Поскольку в двумерных системах переход от
линейного электронного спектра к параболическому
приводит к исчезновению нелинейного тока на час-
тоте третьей гармоники, то для достижения макси-
мальной напряженности поля представляется целе-
сообразным использование образцов теллурида сурь-
мы с минимально возможной толщиной, но ограни-
ченной снизу величиной не меньшей толщины деся-
ти элементарных пятислойных блоков (10 нм) во из-
бежание подобных нежелательных эффектов. Также
следует отметить, что возможные отклонения от ли-
нейного закона дисперсии, безусловно, должны вли-
ять на эффективность преобразования в 3-ю гармо-
нику, как при увеличении энергии Ферми, так и при
ее уменьшении. Как следует из эксперимента, эти
изменения незначительны в диапазоне химических
соединений на конфигурационно-структурной диа-
грамме (x, y) от Bi2Se3 до Sb2Te3. Однако при выходе
за эти крайние “точки” можно ожидать отклонения
зависимости амплитуды поля третьей гармоники от
зависимости вида ∼ 1/EF .

Заключение. В работе исследована генерация
третьей ТГц гармоники в ТИ на основе халькоге-
нидов висмута и сурьмы (Bi2−xSbxTe3−ySey) с раз-
личной объемной проводимостью. Показано, что эф-
фективность генерации третьей гармоники, рассчи-
танная из экспериментальных данных с исключени-
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ем влияния потерь при распространении в образцах,
обратно пропорциональна энергии Ферми. Обнару-
жено, что наибольшей эффективностью преобразо-
вания обладает материал теллурид сурьмы. Для по-
лучения максимальной эффективности преобразова-
ния излучения накачки в выходное излучение на час-
тоте третьей ТГц гармоники предложено использо-
вать образцы теллурида сурьмы толщиной около де-
сяти элементарных пятислойных блоков.

Авторы выражают благодарность С. А. Тарасен-
ко за плодотворные консультации, а также С. П. Ко-
валеву и И. Е. Илякову за неоценимую помощь в из-
мерениях терагерцовой третьей гармоники.
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Рассматриваются связанные состояния в континууме (ССК) в резонаторе Фабри–Перо (ФП) внутри
квантово-механического волновода. Показано, что в случае, когда ССК существует уже в изолирован-
ных зеркалах, в ФП резонаторе, помимо типичных ФП ССК, соответствующих дискретному набору длин
резонатора, появляются симметричный и антисимметричный парные ССК (ПССК). В отличие от ФП
ССК, ПССК не требует формирования стоячей волны ФП резонанса между зеркалами, поэтому энергия
и параметры ПССК практически не зависят от длины ФП резонатора, а его волновая функция имеет
экспоненциально малую амплитуду между зеркалами. Результаты численного моделирования двумер-
ного квантово-механического волновода с двумя притягивающими областями рассеяния (“примесями”),
играющими роль зеркал, проиллюстрированы наглядной аналитической моделью.

DOI: 10.31857/S1234567823180040, EDN: wppesb

Введение. Связанные состояния в континууме
(ССК) – это локализованные состояния с энерги-
ями, лежащими в континууме распространяющих-
ся состояний. ССК – это фундаментальное явле-
ние интерференции волн, которое можно наблю-
дать в физических системах различной природы:
квантово-механических, электромагнитных, акусти-
ческих (см., например, обзоры [1–3]). ССК можно
рассматривать как резонанс с нулевой шириной и
формально бесконечной добротностью (без учета ма-
териальных потерь). ССК ортогональны распростра-
няющимся состояниям и не связаны с ними. Усло-
вие расцепления с непрерывным спектром соответ-
ствует выделенной точке в пространстве парамет-
ров системы, что вряд ли может быть точно достиг-
нуто на практике. Тем не менее, вблизи этой точ-
ки ССК переходит в узкий резонанс (квази-ССК),
который обладает чрезвычайно высокой добротно-
стью. Таким образом, изучение ССК обеспечивает
регулярный способ построения структур с высокой
добротностью, имеющий практическую значимость
для широкого круга приложений, включая лазеры с
компактным резонатором [4–7], генерацию высших
гармоник [8], сенсорику [9] и т.д. Возможно также и
дополнительное увеличение Q-фактора вблизи точ-
ки слияния ССК [10–12]. В работах [13–15] слияние
ССК интерпретируется как аннигиляция частицепо-
добных объектов с топологическими зарядами про-

1)e-mail: gorbatsevichaa@lebedev.ru

тивоположного знака. В этом письме мы продолжаем
аналогию ССК с частицеподобными объектами, ко-
торые в нашем случае взаимодействуют друг с дру-
гом туннельным образом на расстоянии.

Деструктивная интерференция, обеспечивающая
ортогональность ССК и состояний континуума, мо-
жет иметь симметрийное происхождение, как в слу-
чае ССК защищенных симметрией, или может быть
следствием рассеяния на двух или более резонансах –
ССК Фридриха–Винтгена (ФВ) [16]. ССК Фабри–
Перо (ФП) [11, 17–22] зачастую рассматривают как
отдельный вид ССК, который образуется при сов-
падении условия набега фазы в ФП резонаторе и
энергии (частоты) нулевой прозрачности зеркал (ан-
тирезонанс Фано) с учетом взаимодействия зеркал
через затухающие моды [19]. Таким образом, ФП
ССК возникают при дискретном наборе длин резо-
натора, когда разность кругового набега фазы есть
целое кратное 2π. В настоящем письме мы сосре-
доточимся на квантово-механической модели волно-
вода, которая допускает прозрачное аналитическое
рассмотрение и где многомодовая интерференция
обеспечивает различные особенности формирования
ССК [23]. Тем не менее, предыдущие исследования
физики ССК в квантово-механических и оптических
волноводах [11, 23, 24] дают основания полагать, что
основные результаты нашей работы будут качествен-
но справедливы и для оптических систем. Показано,
что в геометрии ФП могут существовать ССК нового
типа, которые появляются всегда парами при прак-
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тически любой длине ФП резонатора (за исключени-
ем очень малых длин). Такие парные ССК (ПССК)
возникают в резонаторе ФП с зеркалами, имеющи-
ми ФВ ССК. В некотором смысле физический ме-
ханизм возникновения ПССК можно рассматривать
как продолжение аналогии между ССК и частице-
подобными объектами на случай туннельной связи
между двумя ФВ ССК.

Численный расчет. Для ФП ССК требует-
ся ФП резонатор и идеальные зеркала. Рассмот-
рим двумерный квантово-механический однородный
вдоль оси x (направление распространения) волно-
вод шириной H , окруженный потенциальным барье-
ром U0 > 0 в направлении y с двумя одинаковыми
рассеивающими областями (“примесями”) длины L и
ширины h с притягивающим потенциалом Uw < 0,
которые играют роль зеркал (см. рис. 1a). Извест-
но, что такие “примеси” демонстрируют антирезо-
нансы Фано в спектре пропускания и, следовательно,
при определенных энергиях становятся совершенно
непрозрачными [19, 25, 26]. Таким образом, при со-
ответствующих энергиях (или близких к ним) мож-
но ожидать образования ФП ССК при необходимом
выборе расстояния D между “примесями” (длины
ФП резонатора). Более того, многомодовая интерфе-
ренция в таких волноводных системах обеспечивает
весьма богатое поведение интерференционных явле-
ний даже для отдельной “примеси” [23, 25]. Изменяя
один параметр (например, длину “примеси” L), мож-
но управлять ее антирезонансами вплоть до образо-
вания ССК [19, 25, 26]. Взаимодействие ССК в оди-
ночных зеркалах и ФП ССК в резонаторе является
основным объектом нашего исследования в настоя-
щем письме.

Рассмотрим движение электрона с эффективной
массой 0.0665m0 и положим U0 = 1 эВ и Uw =

= −0.3 эВ. Выбранные параметры имеют типичные
значения для материалов на основе GaAs. Для удоб-
ства численных расчетов поперечные моды непре-
рывного спектра моделировались плотным набором
дискретных состояний, для чего в структуру были
добавлены искусственные бесконечно высокие барье-
ры на расстоянии ∆ от волновода. Решение двумер-
ного уравнения Шредингера, описывающего рассе-
яние или задачу на собственные значения в этой
структуре, получено с помощью метода разложения
по поперечным модам [25, 27–30]. Конкретные значе-
ния числа учитываемых поперечных мод N и пара-
метра ∆ выбираются согласованно, исходя из сходи-
мости результатов численного моделирования к точ-
ному решению (N → ∞, ∆ → ∞). Выбранные в на-
стоящей статье значения N = 10 и ∆ = 5 нм обеспе-

чивают относительную погрешность численных зна-
чений энергии и параметров ССК, определяемую по
величине погрешности выполнения закона сохране-
ния потока вероятности, не более 10−4.

Помимо ССК, в изолированных “примесях” [25],
может наблюдаться слияние антирезонансов [23], ко-
торое определяет наличие или отсутствие деструк-
тивной интерференции и, следовательно, может на-
рушить возможность образования ФП резонанса.
Эти явления выходят за рамки настоящего письма
и заслуживают отдельного рассмотрения. В связи с
этим, параметры структуры для численного модели-
рования выбираются таким образом, чтобы умень-
шить влияние высших мод и предотвратить упомя-
нутый выше эффект слияния. Выбираем H = 5 нм
и h = 3.5 нм, а остальные геометрические парамет-
ры D и L варьируем для изучения условий форми-
рования ССК. Интересующий нас диапазон энергий
лежит между порогами первой и второй мод в волно-
воде, которые для рассматриваемых значений пара-
метров составляют E1 ≈ 131.8мэВ и E2 ≈ 506.3мэВ
соответственно.

На рисунке 1b, c показаны численно рассчитан-
ные зависимости энергии ССК и необходимой для его
образования длины “примесей” (зеркал) от заданного
расстояния D между ними. Вблизи энергии EBIC,1

и значения длины LBIC,1, соответствующей ССК
в изолированной “примеси”, существует пара ССК
(симметричный и антисимметричный), слабо зави-
сящих от длины ФП резонатора D и следующие за
ССК в одной “примеси”. Назовем такие ССК парны-
ми (ПССК). Отметим, что наблюдаемое туннельное
расщепление ССК не связано с туннельным расщеп-
лением антирезонансов изолированных зеркал как,
например, в работах [31, 32], а непосредственно воз-
никает из-за туннельного расщепления ССК в изо-
лированных зеркалах по аналогии с обычными свя-
занными состояниями, например, в квантовых ямах
(хотя эта аналогия, конечно, не буквальная). Вообще
говоря, ФП ССК и ПССК в известном смысле ком-
плементарны друг другу. Так, ФП ССК существует
в широком диапазоне значений длины зеркал L, но
в узком диапазоне расстояний между ними D (дис-
кретный набор значений, удовлетворяющий условию
ФП резонанса). С другой стороны, ПССК существу-
ют в узком диапазоне значений L, соответствующих
образованию ССК в изолированном зеркале, но, в то
же время, в широком диапазоне значений D.

Вблизи энергии и параметров, соответствующих
ССК в отдельном зеркале, ПССК и ФП ССК ги-
бридизуются и между ними происходит непрерыв-
ная трансформация при изменении параметров (см.
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Рис. 1. (Цветной онлайн) (a) – Схема двумерного
квантово-механического волновода с двумя притягива-
ющими “примесями”. Численно рассчитанная зависи-
мость энергии ССК EBIC (b) и соответствующей дли-
ны “примеси” LBIC (c) от расстояния между ними D.
Красная жирная и синяя тонкая линии описывают сим-
метричный и антисимметричный ССК соответственно.
Горизонтальные тонкие пунктирные черные линии по-
казывают энергию EBIC,1 ≈ 396.869мэВ и соответству-
ющую длину LBIC,1 ≈ 7.528 нм для ССК в изолирован-
ной “примеси”. На вставках показано поведение ССК
вблизи ССК в изолированной “примеси”. Вдали от ССК
изолированной “примеси”, ФП ССК следуют условию
для набега фазы в ФП резонаторе (см. тонкие черные
сплошные линии в части (c)). Черные звездочки 1 и 2

обозначают соответственно симметричные ФП ССК и
ПССК, распределения плотности вероятности которых
показаны на рис. 2

вставки на рис. 1b, c). Гибридизация происходит из-
за эванесцентной связи между “примесями” через за-
тухающие моды и, следовательно, исчезает по мере
увеличения расстояния между ними. Важно обра-
тить внимание, что при фиксированном значении па-
раметров D и L = LBIC в системе существует только
один ПССК. Второй ПССК с близкой энергией суще-
ствует при близких, но все же отличающихся пара-
метрах. В частности, совпадение энергий ССК, име-

ющее место на рис. 1b, кажущееся, так как при этом
эти ССК соответствуют различным значениям пара-
метра L (рис. 1c), т.е. квантово-механическое вырож-
дение в обычном понимании отсутствует.

Вдали от энергии и параметров, соответствую-
щих ССК в изолированной “примеси”, существуют
ФП ССК, которые с высокой точностью подчиня-
ются простым одномодовым условиям образования
ФП резонанса с учетом фазы коэффициента отра-
жения зеркал (показаны тонкими черными линиями
на рис. 1c). ФП ССК, естественно, требуют образова-
ния ФП резонанса между зеркалами. Следовательно,
условие их появления периодично по D, а волновая
функция ССК имеет ненулевую амплитуду в пер-
вой (распространяющейся) моде внутри ФП резона-
тора, сравнимую с амплитудой внутри зеркал. Сле-
дует отметить, что отражение рассматриваемых зер-
кал (“примесей”) основано на антирезонансе Фано,
для создания которого требуется относительно боль-
шая амплитуда волновой функции. С другой сторо-
ны, ПССК не нуждаются в ФП резонансе и поэтому
почти не зависят от расстояния D между зеркала-
ми, и их волновая функция экспоненциально мала
внутри резонатора из-за отсутствия составляющей в
распространяющейся моде. Рисунок 2 иллюстрирует
это ключевое различие между волновыми функция-
ми ФП ССК и ПССК.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Распределение плотности ве-
роятности в симметричных ФП ССК (a) и ПССК (b)
при одном и том же расстоянии D = 10 нм между
“примесями”. Энергия и длина “примеси”, соответству-
ющие этим ССК показаны на рис. 1: LBIC ≈ 2нм,
EBIC ≈ 472.324мэВ для ФП ССК и LBIC ≈ 7.528 нм,
EBIC ≈ 396.583мэВ для ПССК

Симметричные ФП ССК возникают, начиная с
LBIC = 0, что соответствует порогу второй моды
в волноводе E2. Для антисимметричных состояний
всегда имеется область при малых L, где они отсут-
ствуют. С увеличением номера n резонанса ФП эта
область уменьшается. Следуя рис. 1c, кривые суще-
ствования ССК для симметричных ССК выше про-
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стого предсказания по фазовым условиям образова-
ния ФП резонанса, тогда как для антисимметричных
ССК они ниже. Это связано с вкладом высших (за-
тухающих) мод в резонаторе. В конечном итоге это
приводит к тому, что при прохождении ССК в оди-
ночной “примеси” (EBIC,1, LBIC,1) при увеличении L
происходит резкое изменение набега фазы в ФП ре-
зонаторе на 2σs,aπ (σs = 1 для симметричных состо-
яний и σa = −1 – для антисимметричных). Другими
словами, ФП ССК с n и n + 2σs,a непрерывно пере-
ходят друг в друга при изменении параметров через
область ССК в одиночной “примеси”.

Аналитическая модель. Чтобы дать анали-
тическое описание образования ПССК, рассмот-
рим модель квантово-механического волновода с
δ-функциональными рассеивателями, перепутыва-
ющими моды и играющими роль зеркал. Задача
рассеяния (как и задача на собственные значения)
в этой системе является фактически одномерной
с учетом дополнительных измерений путем введе-
ния соответствующих мод поперечного размерного
квантования [19, 30]. Гамильтониан описанной
многомодовой одномерной задачи принимает вид

Ĥ = − ∂2

∂x2
Î+V̂0+δ

(

x+
D

2

)

V̂1+δ

(

x− D

2

)

V̂2, (1)

где Î – единичная матрица, V̂0 = diag(E1, E2, . . . ) –
диагональная матрица, содержащая пороги попереч-
ных мод, а матрица V̂i представляет внутри- и меж-
модовые δ-функциональные потенциалы, образую-
щие левое (i = 1) и правое (i = 2) зеркала. Да-
лее мы сосредоточимся на симметричных системах
с V̂1 = V̂2 = V̂ . Здесь выбраны единицы, в которых
~
2

2m = 1.
Рассматриваем диапазон энергий между порога-

ми первой и второй мод волновода (E ∈ (E1, E2)), по-
этому существует только одна распространяющаяся
мода, а все остальные – затухающие. Внутри и снару-
жи резонатора волновод однороден с определенным
набором таких мод. В этих областях решение уравне-
ния Шредингера с гамильтонианом (1) выражается в
виде суперпозиции распространяющейся и затухаю-
щей волн. В каждом δ-зеркале накладывается усло-
вие непрерывности волновой функции и разрыва ее
производных, следующие из (1):

Ψi+1(xi) = Ψi(xi), (2a)

Ψ′
i+1(xi)−Ψ′

i(xi) = V̂iΨi(xi). (2b)

Здесь Ψi(x) – вектор-столбец волновых функций
всех поперечных мод в i-й области (i = 1 и i = 3 вне

ФП резонатора и i = 2 – внутри него) и x1,2 = ±D/2 –
положения δ-зеркал.

ССК могут быть описаны либо с точки зрения
задачи рассеяния как резонансы или антирезонан-
сы с нулевой шириной [25, 33, 34], либо прямым
решением задачи на собственные значения с ну-
левыми исходящими волнами. В пространственно-
симметричных системах различают собственные со-
стояния по четности, что позволяет вдвое сократить
количество неизвестных переменных (амплитуд вол-
новой функции). Поэтому в симметричных многомо-
довых структурах удобнее изучать ССК через зада-
чу на собственные значения. Таким образом, ищем
симметричный (s) и антисимметричный (a) ССК в
виде:

Ψ
s,a
1 (x) = (0, a2e

κ2x, a3e
κ3x, . . . )

⊤
,

Ψs
2(x) = (b1 cos kx, b2 coshκ2x, b3 coshκ3x, . . . )

⊤
,

Ψa
2(x) = (b1 sinkx, b2 sinhκ2x, b3 sinhκ3x, . . . )

⊤
,

Ψ
s,a
3 (x) = σs,a

(

0, a2e
−κ2x, a3e

−κ3x, . . .
)⊤
. (3)

Здесь σs = −σa = 1, k – волновое число в первой
распространяющейся моде, κn – постоянная затуха-
ния в n-й моде. Применение условия непрерывно-
сти (2a) к волновым функциям (3) в первой моде дает
b1 cos

kD
2 = 0 или b1 sin

kD
2 = 0 для симметричного и

антисимметричного состояний соответственно. Вме-
сте эти условия могут быть объединены как

b1 sin kD = 0. (4)

Уравнение (4) выполняется, если либо sin kD = 0,
что соответствует условию резонанса ФП для точеч-
ных (δ-функциональных) зеркал, либо при b1 = 0.

Подстановка sin kD = 0 в условия (2b) пока-
зывает, что уравнения для затухающих мод мож-
но решать независимо от распространяющейся мо-
ды, что дает связанные состояния в системе затухаю-
щих мод (собственные состояния эффективной моле-
кулы ССК, связанной с каналом распространения).
В случае ФП ССК амплитуда волновой функции b1
в распространяющейся моде внутри ФП резонатора
отлична от нуля:

b1 =
(−1)n

k

(

V12a2e
−κ2D

2 + V13a3e
−κ3D

2 + . . .
)

, (5)

где V1n с n ≥ 2 – соответствующие элементы матри-
цы V̂ .

Аналогично, условие b1 = 0, примененное к урав-
нениям (2b), приводит к эффективному отсутствию
взаимодействия распространяющейся и эванесцент-
ных мод, что приводит к задаче на собственные зна-
чения только для затухающих мод (ССК молекула).
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Однако в этом случае задача на собственные значе-
ния снабжается дополнительным условием b1 = 0,
которое можно сформулировать как обращение в
ноль правой части уравнения (5). Это требование
просто означает обращение в ноль связи с распро-
страняющейся модой. Таким образом, для ПССК ам-
плитуда волновой функции равна нулю вдоль всей
распространяющейся моды, и, как следствие, при
D → ∞ как симметричные, так и антисимметричные
ПССК стремятся к ССК в изолированных зеркалах.

Простейшая модель, описывающая ФП ССК по-
дробно обсуждалась в [19] и представляет собой
двухмодовый волновод с зеркалами, моделируемы-
ми двумя идентичными δ-функциональными ямами
во второй моде, локально связанными с первой рас-
пространяющейся модой. ПССК в этой системе от-
сутствуют потому, что правая часть уравнения (5)
имеет только один член в двухмодовом случае, и об-
ращение его в нуль требует либо тождественно ну-
левой волновой функции, либо тривиального отсут-
ствия какой-либо связи между распространяющейся
и затухающей модами.

Гораздо более богатая картина возникает, если в
отдельных зеркалах существует ССК, для чего тре-
буется не менее двух резонансов в каждом зерка-
ле [16]. Рассмотрим две затухающие моды с поро-
гами U ± ∆U , каждая из которых имеет две δ-ямы
при x = ±D/2 (см. рис. 3a). Матрица межмодовых
связей V̂ имеет вид:

V̂ =







0 γ2 γ3

γ2 −α2 γ

γ3 γ −α3






. (6)

Используя формализм [2, 34], нетрудно показать, что
ССК существует в одиночном зеркале, если выпол-
няется следующее условие:

α2,3 = 2κ2,3 − γ
γ2,3
γ3,2

, (7)

где κ2,3 =
√
U ∓∆U − E.

Применяя граничные условия (2) к решению ви-
да (3) с матрицей V̂ из (6), можно определить необ-
ходимые параметры для формирования ПССК и ФП
ССК. Следуя общему соображению, предложенному
выше, симметричные и антисимметричные ФП ССК
возникают, если sin kD = 0 и
(

α2 −
2κ2

1 + σs,ae−κ2D

)(

α3 −
2κ3

1 + σs,ae−κ3D

)

= γ2.

(8)
Уравнение (8) определяет собственные состояния мо-
лекулы ССК – связанные состояния в двух взаимо-

Рис. 3. (Цветной онлайн) (a) – Схематический вид мо-
дели, описывающий формирование ФП ССК и ПССК.
Зависимость энергии ССК (b) и необходимого для
его формирования значения расщепления между эва-
несцентными модами (c) от расстояния D между δ-
зеркалами. Сплошные линии соответствуют ПССК, а
штриховые линии – ФП ССК (жирная красная и тон-
кая синяя линии указывают на симметричное и ан-
тисимметричное состояния соответственно). Горизон-
тальные тонкие пунктирные черные линии показывают
энергию EBIC,1 и соответствующее значение парамет-
ра ∆UBIC,1 для ССК в изолированном зеркале, опре-
деляемые уравнением (7). На вставке в части (c) по-
казана зависимость добротности симметричных (жир-
ные красные линии) и антисимметричных (тонкие си-
ние линии) квази-ПССК от ∆U при D = 3 (сплошные
линии) и D = 10 (штрихпунктирные линии). Парамет-
ры выбраны следующим образом: α2 = 0.3, α3 = 0.6,
γ2 = 1, γ3 = 0.8 и γ = 0.5

действующих эванесцентных модах с четырьмя δ-
функциональными ямами. В пределе D → ∞ усло-
вие (8) сводится к (α2 − 2κ2) (α3 − 2κ3)− γ2 = 0, что
соответствует связанным состояниям в затухающих
модах для изолированного зеркала и, следователь-
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но, как легко показать, определяет энергии его пол-
ной непрозрачности. Из-за требования формирова-
ния ФП резонанса волновая функция ФП ССК име-
ет ненулевую амплитуду в распространяющейся моде
внутри резонатора в соответствии с уравнением (5)
с V12 и V13, взятыми из (6).

Условия образования пары симметричных и анти-
симметричных ПССК выводятся аналогично и дают
следующие два уравнения:

α2,3 =
2κ2,3

1 + σs,ae−κ2,3D
− γ

γ2,3
γ3,2

. (9)

Как и следовало ожидать, при большом расстоянии
между зеркалами энергия EBIC и значение требуе-
мого параметра ∆UBIC , вычисляемое по уравнени-
ям (9), стремятся к значениям EBIC,1 и ∆UBIC,1, со-
ответствующие ССК в изолированном зеркале и удо-
влетворяющие условиям (7):

EBIC ≈ EBIC,1 −
σs,a
4

[

α̃2
2e

−κ2D + α̃2
3e

−κ3D
]

,

∆UBIC ≈ ∆UBIC,1 −
σs,a
4

[

α̃2
2e

−κ2D − α̃2
3e

−κ3D
]

,

(10)

где α̃2,3 = α2,3 + γγ2,3/γ3,2. Такие ПССК не требу-
ют формирования ФП резонанса и, следовательно,
практически не зависят от расстояния между зерка-
лами, а их волновая функция экспоненциально ма-
ла внутри резонатора из-за отсутствия составляю-
щей в распространяющейся моде (b0 = 0). Имен-
но это и наблюдалось при численном моделировании
(см. рис. 1 и 2).

Уравнение (8) вместе с sin kD = 0, а также урав-
нения (9) можно решить численно, чтобы получить
энергию EBIC и требуемый параметр (разность энер-
гий между порогами затухающих мод ∆UBIC) для
ФП ССК и ПССК соответственно. На рисунке 3b, c
показана зависимость EBIC и ∆UBIC от длины резо-
натора D. Как и в результатах численного моделиро-
вания (ср. с рис. 1b, c), видно, что ФП ССК являются
периодическими по D, тогда как ПССК демонстри-
руют довольно слабую зависимость от D, особенно в
пределе D → ∞. Однако, в отличие от результатов
численных расчетов, где ПССК и ФП ССК гибриди-
зировались друг с другом, здесь они полностью неза-
висимы, что является результатом нулевой ширины
зеркал в упрощенной аналитической модели.

Заключение и обсуждение. В настоящем
письме численно и аналитически исследованы ССК
в квантово-механических волноводных структурах
с двумя связанными рассеивающими потенциа-
лами. Благодаря деструктивной многомодовой

интерференции эти потенциалы действуют как
зеркала, составляющие резонатор Фабри–Перо
(ФП) вместе с полостью между ними. Мы пока-
зали, что, помимо хорошо известных ФП ССК,
возникающих из-за резонансного удержания между
зеркалами, существуют парные ССК (ПССК), свя-
занные с ССК в изолированных зеркалах. ПССК
можно рассматривать как результат туннельного
взаимодействия двух частицеподобных объектов
(мета-атомов), каждый из которых соответствует
ССК в изолированном зеркале. Этот результат
нетривиален, так как наличие ССК в одиночном
резонаторе требует пространственной симметрии
в направлении распространения, что уменьшает
количество эффективных каналов, необходимых
для его формирования [12, 35]. В структуре ФП
резонатора пространственная симметрия для каж-
дого отдельного зеркала локально отсутствует из-за
наличия другого зеркала, хотя и существует для
всей структуры в целом. Следовательно, a priori не
было очевидно, что ССК одиночного зеркала будут
существовать и в структуре с двумя зеркалами.

Рассмотрение ПССК в настоящем письме огра-
ничено квантово-механической моделью в иллюстра-
тивных целях. Однако основные практические при-
ложения ССК в настоящее время существуют в клас-
сических волновых системах: электромагнитных или
акустических [2, 3]. В волноводах уравнения Шре-
дингера и Гельмгольца для нормального падения
(kz = 0) волны в TE поляризации схожи, но, в
частности, из-за частотной зависимости парамет-
ров решение последнего представляет собой нелиней-
ную задачу на собственные значения. Следователь-
но, аналитическое рассмотрение электромагнитных
волноводов, раскрывающее основные физические ме-
ханизмы, гораздо менее прозрачно, чем квантово-
механическое. Тем не менее, в силу принципиаль-
ной аналогии волновых явлений, качественная кар-
тина образования ПССК должна быть справедливой
и для волноводов другой физической природы (в том
числе и электромагнитных). Необходимо также от-
метить, что в случае TM поляризации существует
нулевая мода (с постоянным значением поля поперек
волновода), что может иметь качественное влияние
на все интерференционные явления, в том числе и на
ССК. Поэтому образование и поведение ССК в такой
поляризации требует отдельного исследования.

ПССК не требуют формирования ФП резонан-
са (стоячей волны большой амплитуды) для своего
возникновения. Следовательно, они существуют по-
чти при любых расстояниях между зеркалами, за
исключением очень малых, когда внутризеркальные

Письма в ЖЭТФ том 118 вып. 5 – 6 2023



Парные связанные состояния в континууме в волноводах с резонатором Фабри–Перо 409

структуры разных зеркал начинают сильно взаимо-
действовать друг с другом. В этой области энергия
ПССК становится зависимой от длины ФП резона-
тора и может непрерывно регулироваться ее измене-
нием, что важно для практических приложений.

Волновые функции ПССК имеют в резонаторе
исчезающе малую амплитуду, оставаясь при этом
когерентной по всей структуре. Возникает интригу-
ющий вопрос, может ли ПССК служить посредни-
ком взаимодействия удаленных квантовых объектов
(например, кубитов), что заслуживает отдельного
изучения. Другим интересным предметом последу-
ющих исследований являются свойства более круп-
ных ССК молекул с тремя или более мета-атомами, а
также массивы взаимодействующих ССК и их связь
с ССК метаповерхностями.

Работа выполнена при поддержке Российского
научного фонда (проект # 21-19-00808).
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and M. Soljačić, Nat. Rev. Mater. 1, 16048 (2016).

2. A.F. Sadreev, Rep. Prog. Phys. 84, 055901 (2021).

3. К.Л. Кошелев, З.Ф. Садриева, А.А. Щербаков,
Ю.С. Кившарь, А.А. Богданов, УФН 193, 528
(2023).

4. A. Kodigala, T. Lepetit, Q. Gu, B. Bahari, Y. Fainman,
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Phys. Rev. Lett. 113, 257401 (2014).

14. H.M. Doeleman, F. Monticone, W. den Hollander,
A. Alu, and A.F. Koenderink, Nat. Photonics 12, 397
(2018).

15. M. Kang, S. Zhang, M. Xiao, and H. Xu, Phys. Rev.
Lett. 126, 117402 (2021).

16. H. Friedrich and D. Wintgen, Phys. Rev. A 32, 3231
(1985).

17. T. V. Shahbazyan and M.E. Raikh, Phys. Rev. B 49,
17123 (1994).

18. Sh. Fan, P.R. Villeneuve, J. D. Joannopoulos,
M. J. Khan, C. Manolatou, and H.A. Haus, Phys.
Rev. B 59, 15882 (1999).

19. Ч.С. Ким, О.Н. Рознова, А.М. Сатанин, В. Б. Штен-
берг, ЖЭТФ 121, 1157 (2002).

20. E.N. Bulgakov and A.F. Sadreev, JETP Lett. 90, 744
(2010).

21. A. F. Sadreev, E.N. Bulgakov, and I. Rotter,
JETP Lett. 82, 498 (2005).

22. D.C. Marinica, A.G. Borisov, and S.V. Shabanov,
Phys. Rev. Lett. 100, 183902 (2008).

23. N.M. Shubin, V.V. Kapaev and A.A. Gorbatsevich,
Phys. Rev. B 106, 125425 (2022).

24. N.M. Shubin, V.V. Kapaev, and A.A. Gorbatsevich,
Phys. Rev. B 104, 125414 (2021).

25. C. S. Kim, A.M. Satanin, Y. S. Joe, and R.M. Cosby,
Phys. Rev. B 60, 10962 (1999).

26. Н.М. Шубин, В.В. Капаев, А.А. Горбацевич, Письма
в ЖЭТФ 116, 204 (2022).

27. J. Sanchez-Dehesa, J. A. Porto, F. Agullo-Rueda, and
F. Meseguer, J. Appl. Phys. 73, 5027 (1993).

28. G.N. Henderson, T.K. Gaylord, and E.N. Glytsis,
Proc. IEEE 79, 1643 (1991).

29. M. Asada, Y. Miyamoto, and Y. Suematsu, IEEE J.
Quantum Electron 22, 1915 (1986).

30. A.A. Gorbatsevich and V.V. Kapaev, Russ.
Microelectron. 36, 1 (2007).

31. А.Ф. Садреев, А.С. Пилипчук, Письма в ЖЭТФ
100, 664 (2014).

32. A. F. Sadreev, D.N. Maksimov, and A. S. Pilipchuk,
J. Phys. Condens. Matter. 27, 295303 (2015).

33. M. L. L. De Guevara, F. Claro, and P.A. Orellana, Phys.
Rev. B 67, 195335 (2003).

34. A.A. Gorbatsevich and N.M. Shubin, Phys. Rev. B 96,
205441 (2017).

35. F. Remacle, M. Munster, V. Pavlov-Verevkin, and
M. Desouter-Lecomte, Phys. Lett. A 145, 265 (1990).

Письма в ЖЭТФ том 118 вып. 5 – 6 2023



Письма в ЖЭТФ, том 118, вып. 6, с. 410 – 416 © 2023 г. 25 сентября

Новый солитоноподобный режим генерации широкополосного

терагерцового излучения лазерными импульсами с наклонными

волновыми фронтами

С. В. Сазонов+∗1), Н. В. Устинов×

+Национальный исследовательский центр “Курчатовский институт”, 123182 Москва, Россия

∗Московский авиационный институт (Национальный исследовательский университет), 125993 Москва, Россия

×Объединенный институт ядерных исследований, 141980 Дубна, Россия

Поступила в редакцию 8 августа 2023 г.
После переработки 16 августа 2023 г.

Принята к публикации 16 августа 2023 г.

Проанализирован новый солитоноподобный режим генерации терагерцового излучения оптическим
импульсом с наклонными волновыми фронтами. Показано, что принципиальное значение для форми-
рования оптико-терагерцового солитона имеет дифракция оптического импульса. Наряду с солитонной
частью излучения в синхронном режиме генерируется несолитонная широкополосная компонента тера-
герцового диапазона. Выявлены два условия синхронизма, названные нами “суперчеренковским” и “ан-
тичеренковским”, при которых генерация наиболее эффективна. В первом случае оптико-терагерцовый
солитон распространяется быстрее несолитонной терагерцовой компоненты. Во втором случае, напро-
тив, несолитонная компонента является предвестником оптико-терагерцового солитона.

DOI: 10.31857/S1234567823180052, EDN: wpqbcf

1. Введение. На протяжении последних десяти-
летий все большую популярность приобретают во-
просы, связанные с эффективной генерацией те-
рагерцового излучения. Данное излучение находит
нетривиальные приложения, связанные с безопас-
ностью, восстановлением изображений, медициной,
спектроскопией различных сред и т.д. [1–3].

Исследования взаимодействия терагерцового из-
лучения с веществом представляют интерес также
с точки зрения фундаментальной физической нау-
ки [4–7]. К настоящему времени интенсивности ге-
нерируемых в лабораторных условиях терагерцовых
сигналов достигли настолько высоких значений [8, 9],
что возникла настоятельная необходимость в разви-
тии “нелинейной терагерцовой оптики” [4–7].

Один из наиболее эффективных способов гене-
рации терагерцового излучения основан на эффекте
оптического выпрямления субпикосекундных и фем-
тосекундных лазерных импульсов в квадратично-
нелинейных средах [10–12]. Генерируемые этим спо-
собом терагерцовые импульсы обладают длитель-
ностью порядка одного периода электромагнитных
колебаний. Таким образом, они относятся к раз-
ряду предельно коротких импульсов (ПКИ), явля-
ясь широкополосными в спектральном смысле. По

1)e-mail: sazonov.sergey@gmail.com

этой причине при теоретическом описании динамики
данных импульсов нельзя использовать приближе-
ние медленно меняющейся огибающей (ММО) [13].
В свою очередь, входные оптические импульсы дли-
тельностью в десятки и сотни фемтосекунд можно с
хорошим приближением считать квазимонохромати-
ческими, обладающими определенной несущей час-
тотой ω. Поэтому к ним вполне применимо прибли-
жение ММО.

Для эффективной генерации описанных выше те-
рагерцовых сигналов важным является выполнение
условия синхронизма черенковского типа vg cos θ =

= c/nT [10–12]. Здесь c – скорость света в вакууме,
vg – групповая скорость света оптического импульса
в рассматриваемой среде, nT – показатель преломле-
ния данной среды в терагерцовом диапазоне, θ – угол
между направлениями распространения задаваемого
оптического импульса и генерируемого терагерцово-
го сигнала.

Если угол θ отличен от нуля, имеем взаимно
неколлинеарное распространение оптического и те-
рагерцового сигналов. В этом случае генерируемый
терагерцовый сигнал не испытывает постоянной под-
питки энергией, так как отрывается от оптическо-
го импульса. Из-за этого обстоятельства эффектив-
ность генерации по энергии является невысокой, ед-
ва достигая значений порядка 10−6 [11, 12]. Увели-
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чить эффективность генерации можно, обеспечив
коллинеарное распространение задаваемого и гене-
рируемого сигналов, т.е. положив в черенковском
условии θ = 0. Тогда условие синхронизма приобре-
тает вид vg = c/nT и называется в теории нелиней-
ных волн условием Захарова–Бенни (ЗБ) [14]. При
выполнении условия ЗБ возможна нелинейная гене-
рация длинноволновых импульсов коротковолновы-
ми сигналами. Такая генерация проявляет себя в фи-
зике плазмы [15], гидродинамике [16], а также в фи-
зике магнитных сред [17] и длинных молекул [18].

Удовлетворить условию ЗБ при оптическом мето-
де генерации терагерцового излучения можно в по-
лупроводниковых кристаллах [19]. Однако в таких
кристаллах весьма велико затухание электромагнит-
ных волн терагерцового диапазона. Поэтому здесь не
приходится говорить о высокой эффективности ге-
нерации. В диэлектрических кристаллах, обладаю-
щих высокой квадратичной нелинейностью, оптиче-
ская групповая скорость vg, как правило, значитель-
но превышает фазовую скорость c/nT в терагерцо-
вом диапазоне [11, 12]. Поэтому здесь удовлетворить
условию ЗБ не представляется возможным.

Значительно повысить эффективность генерации
в экспериментальных условиях удалось с помощью
техники наклонных волновых фронтов оптического
импульса [20–24]. В этом случае роль угла θ в че-
ренковском условии играет угол между фазовыми
и групповыми фронтами импульса (или, что то же
самое, угол между фазовой и групповой скоростями
данного оптического сигнала). В этом случае энергии
оптического и генерируемого им широкополосного
терагерцового сигнала переносятся в коллинеарном
режиме. Как результат, эффективность генерации по
энергии возрастает на несколько порядков [25].

В [26] было показано, что процесс генерации опи-
сывается нелинейной интегрируемой системой урав-
нений Ядзимы–Ойкавы (ЯО), которая обладает со-
литонными решениями [27]. В приложении к случаю
оптической генерации терагерцового излучения это
означает формирование оптико-терагерцового соли-
тона. В работе [28] аналогичное исследование прове-
дено на основе обобщенной системы ЯО, учитываю-
щей дисперсию терагерцовой компоненты. При этом,
правда, в [28] предполагалось выполнение условия
ЗБ, удовлетворить которому в реальных условиях,
как отмечалось выше, представляется весьма про-
блематичным.

В работе [29] рассмотрен солитонный режим ге-
нерации при учете наклона волновых фронтов опти-
ческого импульса. Показано, что процесс генерации
в этом случае описывается системой типа Ядзимы–

Ойкавы–Кадомцева–Петвиашвили (ЯОКП). Так как
при выводе волнового уравнения для терагерцово-
го сигнала использовалось приближение однонаправ-
ленного распространения (ОР) [30–32], то угол на-
клона θ волновых фронтов предполагался малым.
В то же время в экспериментальных условиях дан-
ное условие выполняется далеко не всегда. Напри-
мер, для того, чтобы удовлетворить черенковскому
условию в кристалле ниобата лития, необходимо ис-
пользовать углы наклона θ ≈ 67◦ [11, 12]. Поэто-
му возникла необходимость исследования солитон-
ного режима генерации широкополосного терагерцо-
вого сигнала с помощью квазимонохроматического
оптического импульса, угол между фазовой и груп-
повой скоростями которого является произвольным
(не обязательно малым). Соответствующая система
уравнений без использования приближения ОР к те-
рагерцовой компоненте была выведена в работе [33]
и названа системой Захарова–Буссинеска. Там же на
основе одного из солитоноподобных решений иссле-
дован процесс генерации.

Настоящая работа посвящена физическому ана-
лизу нового солитоноподобного решения данной си-
стемы, описывающего генерацию терагерцового из-
лучения.

Ниже, в настоящей работе, по отношению к од-
ним и тем же объектам будут употребляться терми-
ны “солитон” и “солитоноподобное решение” без под-
черкивания различий, связанных с математическим
вопросом интегрируемости. Такая тенденция устой-
чиво просматривается в последние десятилетия в фи-
зической литературе.

2. Оптико-терагерцовые солитоны систе-

мы Захарова–Буссинеска. Пусть фазовая ско-
рость оптического импульса с наклонными волно-
выми фронтами направлена вдоль оси z, которая
перпендикулярна оптической оси x одноосного кри-
сталла. Тогда система уравнений типа Захарова–
Буссинеска для комплексной огибающей ψ электри-
ческого поля оптического импульса и поля E генери-
руемой терагерцовой компоненты имеет вид [33]

i

(

∂ψ

∂z
+

1

vg

∂ψ

∂t

)

= −β
2

∂2ψ

∂t2
+ αEψ +

c

2nωω

∂2ψ

∂x2
, (1)

∂2E

∂z2
−n

2
T

c2
∂2E

∂t2
=

∂2

∂t2
(µE2+σ|ψ|2)−γ ∂

4E

∂t4
−∂

2E

∂x2
. (2)

Здесь nω – оптический показатель преломления,
nT =

√
1 + 4πχT – терагерцовый показатель прелом-

ления, χT – терагерцовая линейная восприимчивость
среды, β = ∂v−1

g /∂ω – параметр дисперсии груп-
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повой скорости (ДГС) оптической компоненты, γ =

= 2π(∂2χT /∂ω
2)ω=0/c

2 > 0 – параметр дисперсии те-
рагерцовой компоненты, α = 4πωχ(2)(ω; 0)vg/c

2, µ =

= 4πχ(2)(0; 0)/c2, σ = 8πχ(2)(ω;−ω)/c2, χ(2)(ω1;ω2) –
нелинейная оптическая восприимчивость второго по-
рядка, зависящая от частот ω1 и ω2.

Здесь мы предполагаем, что как подаваемый на
среду оптический импульс, так и генерируемый те-
рагерцовый сигнал являются щелевыми. Поэтому в
системе (1), (2) отсутствуют вторые производные по
поперечной координате y.

Если в случае µ = γ = 0 не учитывать дифрак-
цию обоих компонент, то система (1), (2) переходит
в одномерную систему уравнений Захарова [15, 17].
При ψ = 0 уравнение (1) обращается в тождество
0 = 0, а уравнение (2) переходит в двумерное урав-
нение Буссинеска [34]. По этой причине в работе [33]
система (1), (2) была названа системой Захарова–
Буссинеска. Везде ниже по отношению к системе (1),
(2) мы будем пользоваться данной терминологией.

В работе [33] было получено и детально проана-
лизировано решение системы (1), (2) в виде оптико-
терагерцового солитона с наклонными волновыми
фронтами у оптической компоненты.

Здесь мы получили другое солитоноподобное ре-
шение данной системы, имеющее вид

ψ = ψme
iqzsech

(

t− z′/v

τ

)

,

E = −Emsech2

(

t− z′/v

τ

)

,

(3)

где ось z′, вдоль которой происходит перенос энергии
обеих компонент, образует с осью z угол θ и связана
с ней и оптической осью x преобразованием поворота

z′ = z cos θ + x sin θ. (4)

При этом для угла θ и амплитуд солитонных ком-
понент имеем соответственно

cos θ =
1√
1 + η

, (5)

η =
nωωv

2
g

c
(β − βc), βc =

6αγ

µ
, (6)

ψm =
1

τ

√

6γ

σµ

(

1

v2B
− 1

v2

)

, Em =
6γ

µτ2
. (7)

Скорость v рассматриваемого солитона и ско-
рость vB солитона уравнения Буссинеска определя-
ются соответственно выражениями

v = vg cos θ,
1

vB
=

√

n2
T

c2
− 4γ

τ2
, (8)

а для нелинейной добавки q к волновому числу оп-
тического импульса имеем

q =
3αγ

µτ2
. (9)

В качестве свободного параметра в решении (3)–
(9) выступает длительность τ оптической компонен-
ты. При этом длительность терагерцовой составля-
ющей, как видно из (3), ∼ τ/2.

Важно заметить, что принципиальную роль в
формировании оптикотерагерцового солитона (3)–
(9) играет дифракция оптического импульса, опи-
сываемая последним слагаемым в правой части (1).
Действительно, пренебрежение данной дифракцией
равносильно формальному условию nω → ∞. В этом
случае, как видно из (5) и (6), η → ∞ и cos θ = 0. То-
гда из первого выражения (8) имеем v = 0, что, со-
гласно (3) и (7), приводит к исчезновению солитона.

Из (7) видно, что выражение для амплитуды те-
рагерцовой компоненты рассматриваемого солито-
ноподобного решения совпадает с выражением для
амплитуды солитона уравнения Буссинеска. В то
же время скорость обеих компонент, распространя-
ющихся в связанном режиме, фиксирована, не зави-
сит от свободного параметра τ (см. (5), (6) и первое
выражение (8)). Аналогичная ситуация имеет место
для солитонов с наклонными волновыми фронтами,
описываемых модифицированным нелинейным урав-
нением Шредингера [35].

Важно заметить, что в рассматриваемом реше-
нии фиксированным является также значение угла θ
наклона волновых фронтов оптической компоненты
(см. (5), (6)).

Терагерцовая компонента (3) солитона представ-
ляет собой униполярный (полуволновый) электро-
магнитный импульс. В настоящее время нелинейная
оптика униполярных импульсов испытывает доста-
точно бурное развитие (см., например, обзор [36]).

В выражении (8) для скорости vB второе (диспер-
сионное) слагаемое под знаком корня следует рас-
сматривать как малую поправку к первому слага-
емому. Поэтому здесь подкоренное выражение все-
гда положительно. Данное утверждение становится
особенно очевидным, если принять, что зависимость
восприимчивости от частоты в терагерцовом диапа-

зоне имеет лоренцовский вид χT (ω) =
ω2

TχT

ω2
T−ω2 , где

ωT – характерная резонансная частота терагерцово-
го поглощения. Тогда (∂2χT (ω)/∂ω

2)ω=0 = 2χT /ω
2
T .

Следовательно,

γ =
n2
T − 1

c2ω2
T

. (10)
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Подставляя (10) во второе выражение (8), получим

1

vB
=
nT

c

√

1− 4
n2
T − 1

(nTωT τ)2
. (11)

Метод учета дисперсии в виде разложения по вре-
менным производным от электрического поля спра-
ведлив при условии (ωT τ)

2 ≫ 1 [31, 32, 37]. Отсюда
видно, что подкоренное выражение в (11) положи-
тельно.

После подстановки (10) во второе выражение (6)
будем иметь

βc = 6(n2
T − 1)

ωvg
c2ω2

T

χ2(ω; 0)

χ(2)(0; 0)
. (12)

Из (5) и (6) следует обязательное условие

β − βc > 0. (13)

Аналогично условие положительности подкорен-
ного выражения в первом выражении (7) с учетом
(8) и (10) и (11) запишем в виде

χ(2)(ω;−ω)
χ(2)(0; 0)

[

1−
(

c

nT vg cos θ

)2

− n2
T − 1

(nTωT τ)2

]

> 0.

(14)

В рассматриваемом нами процессе генерации
должно выполняться установленное в [38] и проде-
монстрированное на примерах в [39] общее прави-
ло сохранения электрической площади импульса при
его одномерном распространении. Так как оптиче-
ская компонента является квазимонохроматическим
солитоном огибающей, то ее электрическая площадь
всегда равна нулю. На входе в кристалл терагерцо-
вая компонента отсутствует. Поэтому ее электриче-
ская площадь также равна нулю. В силу правила со-
хранения электрической площади приходим к выво-
ду, что данная величина и внутри кристалла должна
быть равна нулю. Таким образом,

SE ≡
+∞
∫

−∞

Edt = 0. (15)

Площадь терагерцовой компоненты солитона (3)

равна S
(s)
E = −12γ/µτ и не удовлетворяет условию

(15). Следовательно, в процессе генерации должна
порождаться терагерцовая компонента несолитонно-
го типа. В силу условия (15) площадь данной несо-

литонной компоненты должна быть равна −S(s)
E =

= +12γ/µτ . Вид этой сугубо терагерцовой компо-
ненты можно установить, полагая в (2) ψ = 0. Учи-
тывая, что ∂2/∂z2 + ∂2/∂x2 = ∂2/∂z′2 + ∂2/∂x′2 и

рассматривая распространение только вдоль оси z′,
запишем

∂2E

∂z′2
− n2

T

c2
∂2E

∂t2
= µ

∂2

∂t2
(E2)− γ

∂4E

∂t4
.

Используя теперь вполне уместное здесь приближе-
ние ОР [32, 37], придем к уравнению Кортевега–де
Вриза (КдВ)

∂E

∂z′
+
nT

c

∂E

∂t
+

c

nT
µE

∂E

∂t
− c

2nT
γ
∂3E

∂t3
= 0. (16)

Хорошо известно автомодельное (несолитонное)
знакопеременное решение уравнения КдВ в виде
промодулированного по частоте импульса [40, 41].
Это решение можно записать в виде [41] E =

= z′2/3f(ξ/z′1/3), где ξ = t− nT z
′/c, а f – функция,

подчиняющаяся обыкновенному дифференциально-
му уравнению

c

2nT
γf̈ +

ϕ

3
ḟ − c

nT
f ḟ − 2

3
f = 0,

где точка над f обозначает производную по автомо-
дельной переменной ϕ = ξ/z′1/3.

Автомодельное решение обладает весьма широ-
ким частотным спектром, обладающим свойствами
суперконтинуума [28, 29].

Электрическая площадь данного автомодельного
решения отлична от нуля. В нашем случае она равна
площади солитона (3), взятой с противоположным
знаком.

Важно заметить, что скорость данной несолитон-
ной части терагерцового излучения равна линейной
скорости c/nT .

Рассмотрим конкретные примеры.
В кристалле типа KDP все три нелинейные вос-

приимчивости второго порядка χ(2)(0; 0), χ(2)(ω; 0) и
χ(2)(ω;−ω) положительны [42]. Поэтому неравенство
(14) для этого случая можно переписать в виде усло-
вия “суперчеренковского” вида

vg cos θ > vB ≈ c/nT . (17)

Так как здесь скорость v = vg cos θ оптико-
терагерцового солитона больше, чем линейная ско-
рость c/nT , то упомянутая выше несолитонная часть
генерируемого терагерцового излучения отстает от
солитонной части, распространяющейся в связанном
состоянии с оптическим импульсом.

Из (12) в этом случае видно, что βc > 0. То-
гда, согласно неравенству (13), ДГС оптического
импульса обязательно должна быть положитель-
ной. Более того, положительное значение парамет-
ра β должно удовлетворять условию β > βc. Взяв
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χ(2)(ω; 0)/χ(2)(0; 0) ∼ 0.1 [42], nT ≈ 2, ω ∼ 1015 с−1,
ωT ∼ 1014 с−1, vg ∼ c, будем иметь βc ∼ 10−24 с2/см.
Полагая также nω ∼ 1, β − βc ∼ 0.1, найдем из (6)
и (12) η ∼ 1, что после подстановки в (5) может
дать вполне разумные значения для угла наклона
θ, удовлетворяющие “суперчеренковскому” условию
(17). Для более четких выводов здесь необходимо ис-
пользовать не оценочные, а точные значения приве-
денных выше параметров.

В качестве другого примера рассмотрим одноос-
ный кристалл ниобата лития. Здесь χ(2)(0; 0) > 0,
χ(2)(ω; 0) < 0 и χ(2)(ω;−ω) < 0 [42]. При этом
χ(2)(0; 0) ∼ 10−6 CGSE, |χ(2)(ω; 0)| ∼ |χ(2)(ω;−ω| ∼
∼ 10−7 SGSE. Тогда из (8), (11) и (14) будем иметь
“античеренковское” условие

vg cos θ < vB ≈ c/nT . (18)

Здесь, как легко видеть, несолитонная часть те-
рагерцового излучения распространяется быстрее
оптико-терагерцового солитона, являясь его пред-
вестником.

Как видно из (12), в этом случае βc < 0. Тогда
условие (13) выполняется при любых положитель-
ных значениях параметра ДГС β. При отрицатель-
ной ДГС абсолютное значение параметра β долж-
но удовлетворять условию |β| < |βc|. В частности,
данное неравенство удовлетворяется при β = 0. То-
гда приходим к “бездисперсионным” солитонам, ко-
торые имеют место также в решении системы (1), (2)
другого типа, найденного в [33]. Из (5) следует, что
η = tan2 θ. Используя также первое выражение (6),
будем иметь

βc = β − c

nωv2g
tan2 θ. (19)

Таким образом, величина βc выполняет роль эф-
фективного параметра ДГС оптического импульса.
Второе слагаемое в правой части (19) появляется
благодаря дифракции оптической компоненты (см.
последнее слагаемое в правой части (1)). Следова-
тельно, дифракция вносит вклад в эффективную
ДГС благодаря наклону волновых фронтов оптиче-
ского импульса. Дифракционное искривление фазо-
вых волновых фронтов, распространяющихся вдоль
оси z, приводит к уширению оптического волнового
пакета в проекции на ось z′, что равносильно нали-
чию эффективной дисперсии [35]. Это подтвержда-
ется выражением (19).

Численные оценки параметров |βc| и η для кри-
сталла ниобата лития по порядку величины совпада-
ют с соответствующими значениями, полученными
выше для кристалла типа KDP.

Очевидно, что оптико-терагерцовый солитон
формируется на дистанциях порядка дисперсионной
длины ld ∼ τ2/2|βc| оптического импульса. Подста-
вив сюда приведенные выше оценочные значения,
найдем ld ∼ 10−2 см. Следовательно, описанные
выше сценарии генерации солитонной и несолитон-
ной частей терагерцового излучения вполне можно
наблюдать в кристаллах с характерным размером в
несколько миллиметров.

Примем, что поперечные размеры оптического
и терагерцового импульсов D ∼ 1мм. Тогда ди-
фракционная длина терагерцового сигнала lD ∼
∼ D2/cτ ∼ 10 см. Это значительно превосходит пред-
полагаемые размеры кристаллического образца. По-
этому формирование оптико-терагерцового солитона
представляется здесь вполне возможным в реальных
условиях.

Характерную длину волны λT генерируемого ши-
рокополосного терагерцового сигнала можно оце-
нить как λT ∼ cτ . Подставив сюда τ ∼ 10−13 см,
будем иметь λT ∼ 10−2−10−3 см. Таким образом,
λT ≪ D. Данное условие является важным аргумен-
том в пользу принятого при записи исходной систе-
мы (1), (2) параксиального приближения.

Легко видеть, что значения интенсивностей оп-
тической Iω и терагерцовой IT компонент рассмот-
ренного здесь солитона можно оценить с помощью
выражений вида

Iω ∼ c

4π(ωT τ)2|χ(2)(0; 0)χ(2)(ω;−ω)| ,

IT ∼ c

4π(ωT τ)4|χ(2)(0; 0)|2 .

Отсюда для эффективности генерации имеем

IT
Iω

∼ 1

(ωT τ)2

∣

∣

∣

∣

χ(2)(0; 0)

χ(2)(ω;−ω)

∣

∣

∣

∣

.

Подставив сюда приведенные выше значения при-
сутствующих параметров и полагая τ ∼ 10−13 с, по-
лучим Iω ∼ 1012 Вт/см2, IT ∼ 1011 Вт/см2 и IT /Iω ∼
∼ 10−1.

Таким образом, эффективность генерации в про-
анализированном здесь солитоноподобном режиме
может достигать порядка десяти процентов. Это зна-
чительно выше, чем эффективность, достигаемая на
основе солитонного режима, проанализированного в
[33]. Аналогичное замечание касается также интен-
сивностей оптической и терагерцовой компонент.

Важным отличием проанализированного здесь
решения от солитоноподобного решения, полученно-
го в [33], является то, что здесь длительность гене-
рируемого терагерцового сигнала оказывается в два
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раза меньшим длительности оптического импульса
(см. (3)). Таким обрзаом, терагерцовый сигнал пол-
ностью захватывается оптическим импульсом в син-
хронном режиме распространения. Это обеспечива-
ет хорошую подпитку генерируемого сигнала за счет
энергии оптического импульса. В солитоноподобном
решении, найденном в работе [33], длительности обо-
их компонент являются одинаковыми. Таким образ-
ром захват терагерцового сигнала оптическим им-
пульсом не является столь эффективным, как в рас-
смотренном здесь случае. Поэтому эффективность
генерации является не такой высокой.

3. Заключительные замечания. Таким обра-
зом, в настоящей работе получено новое солитоно-
подобное решение системы (1), (2) типа Захарова–
Буссинеска. Важно заметить, что принципиальная
роль в формировании данного солитона принадле-
жит дифракции. На основе солитоноподобного реше-
ния проанализирован процесс генерации терагерцо-
вого излучения оптическим импульсом с наклонны-
ми волновыми фронтами в кристалле, обладающем
квадратичной оптической нелинейностью. С помо-
щью правила сохранения электрической площади по-
казано, что помимо солитонной части терагерцового
излучения порождается также несолитонная (авто-
модельная) часть. Угол наклона волновых фронтов
оптической компоненты солитона однозначно опре-
деляется параметрами кристалла и не может иметь
произвольное значение.

В зависимости от знаков различных нелиней-
ных восприимчивостей втрого порядка, зависящих
от несущей частоты оптического импульса, могут
быть реализованы режимы при “суперчеренковском”
(17) и “античеренковском” (18) условиях синхрониз-
ма. В первом случае скорость оптико-терагерцового
солитона больше скорости несолитонной части гене-
рируемого терагерцового излучения. Во втором слу-
чае, напротив, несолитонная часть является, свое-
го рода, предвестником оптико-терагерцового соли-
тона.

Заметим, что проанализированный в работе [33]
солитоноподобный режим генерации наиболее эф-
фективно реализуется при строгом выполнении че-
ренковского условия.

Открытым пока остается вопрос устойчивости
найденного здесь солитоноподобного решения. Кро-
ме того, требует исследования вопрос о том, при ка-
ких входных условиях могут реализовываться соли-
тоноподобные решения, найденные здесь и в рабо-
те [33]. Возможно, одной из подсказок здесь может
служить то, что интенсивности оптической и тера-
герцовой компонент найденного здесь солитона на

два–три порядка больше соответствующих интенсив-
ностей солитона, проанализированного в работе [33].
Более строгого и внятного ответа следует ожидать
от численных экспериментов с системой (1), (2), ко-
торые мы планируем провести отдельно.
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Дается миниобзор последних достижений автора в классификации особых точек поля вектора Пойн-
тинга в полях сложной конфигурации. Выявлена глубокая связь между топологической структурой
силовых линий этого поля и законом сохранения энергии, симметрией задачи и размерностью простран-
ства.
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Введение. Хорошо известно, что качественно то-
пологическая структура любого поля в значитель-
ной степени определяется типом и положением его
особых точек. Разумеется, это справедливо и для
электромагнитного поля. По этой причине, а также
в связи с колоссальным развитием эксперименталь-
ных возможностей по созданию и изучению световых
пучков сложной конфигурации, исследование осо-
бых точек электромагнитного поля привлекает при-
стальтное внимание специалистов, см., например, [1–
6] и цитируемую там литературу.

Сказанное в полной мере относится к полю век-
тора Пойнтинга S. В частности, сингулярности это-
го поля оказываются важны при резонансном рас-
сеянии света субволновыми объектами, например,
при рассеянии света наночастицами, так как именно
топологическая структура поля вектора Пойнтинга
определяет сложную циркуляцию энергии в окрест-
ности рассеивающей свет частицы и в ней самой, а
дивергенция этого поля — диссипацию электромаг-
нитной энергии в такой частице.

Помимо чисто академического интереса эти во-
просы имеют большое практическое значение для
различных нанотехнологий, так как управляемое на
наномасштабах энерговыделение представляет уни-
кальную возможность осуществить локальное воз-
действие на различные материалы. Поле вектора
Пойнтинга также дает вклад в пондеромоторные си-
лы [4], который важно знать для манипуляции на-
нообъектами в этой области. Подробное обсуждение
этого вопроса содержится в обзоре [7].

1)e-mail:mitribel@gmail.com

При этом, экспериментальное измерение поля
вектора Пойнтинга представляет собой весьма труд-
ную задачу [8], а в практически важном случае поля
внутри твердотельного рассеивающего объекта ока-
зывается невозможным. В такой ситуации теорети-
ческое описание этого поля является единственным
инструментом его исследования.

Начиная с пионерской работы Бохрена [9], та-
кие исследования проводилось многими авторами
[10–19]. В частности, детальная классификация осо-
бых точек поля вектора Пойнтинга была сделана в
работе [2].

Однако, абсолютное большинство исследований
относятся к изучению особенностей в полях слож-
ных конфигурации. Здесь было получено много ин-
тересных, важных и часто неожиданных результа-
тов. Среди них — сингулярности непараксиальных
бесселевых пучков [4]; сингулярности в суперосцил-
лирующих полях [20]; сингулярности, обусловленные
интерференцией с тороидальными модами [21]; воз-
никновение обратного (по отношению к падающей
волне) потока энергии вблизи оси остро сфокусиро-
ванного вихревого пучка [22, 23] и др. Как правило,
теоретическое описание этих особенностей связано
с громоздкими вычислениями, привлечением таких
понятий, как топологический заряд [24, 25], геомет-
рическая фаза Панчаратнама–Берри [26, 27] и т.п.

Между тем, описание в рамках традиционной
классификации Пуанкаре (седло, узел, и т. п.) про-
стейшей ситуации спонтанного образования сингу-
лярностей при рассеянии плоской линейно поляризо-
ванной электромагнитной волны, не требующее гро-
моздких вычислений и введения новых понятий, да-
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леко не закончено. Конкретно, тому факту, что по-
ле вектора Пойнтинга удовлетворяет закону сохра-
нения энергии, который вкупе с размерностью про-
странства и симметрией задачи накладывает значи-
тельные ограничения как на тип особых точек, так и
на бифуркационную картину их рождения (анниги-
ляции), до недавнего времени не уделялось достаточ-
ного внимания. Частично этот пробел был восполнен
недавними результатами автора [28–30], краткое об-
суждение которых приводится ниже. Формат мини-
обзора не позволяет здесь представить сколь-нибудь
полное обсуждение других аспектов проблемы. Чи-
татель, интересующийся такими аспектами, адресу-
ется к цитируемым выше работам, а также к имею-
щимся там литературным ссылкам.

Отметим также, что, с точки зрения теоретиче-
ского описания проблемы, решение уравнений Макс-
велла определяет поля E и H. Что касается поля S,
то оно вычисляется на основании найденных полей
E и H, и в этом смысле является вторичным. Как
будет видно из дальнейшего, это обстоятельство иг-
рает существенную роль в понимании физического
смысла сингулярностей такого поля.

Работа имеет следующую структуру: в разделе I
дается формулировка задачи; в разделе II рассмат-
риваются сингулярности в недиссипативной среде,
возникающие при рассеянии на сфере (II A) и цилин-
дре (II B); в разделе III обсуждается влияние дисси-
пативных эффектов; раздел IV посвящен эффектам,
связанным с контролируемым нарушением симмет-
рии; в разделе V приводятся заключение и благодар-
ности, а также формулируются некоторые нерешен-
ные задачи.

I. Постановка задачи. Хорошо известно, что
поведение поля в окрестности особой точки опреде-
ляется локальными топологическими характеристи-
ками данной точки и слабо зависит от глобального
поведения этого поля вдали от нее. По этой причине
обсуждаемая ниже феноменологическая теория яв-
ляется универсальной. Она нечувствительна к из-
менению геометрии рассеиваемого пучка, а также
формы и оптических характеристик рассеивающего
объекта. Однако конкретные примеры, иллюстриру-
ющие эту теорию, основаны на расчетах, использую-
щих точные решения соответствующих задач рассе-
яния плоской линейно поляризованной электромаг-
нитной волны сферой радиуса R или бесконечным
круговым цилиндром с радиусом сечения R. Эти ре-
шения хорошо известны, см., например, [31]. Такой
подход позволил сравнительно легко как находить
сами особые точки, так и контролировать точность
расчетов, которая выбиралась достаточной для уве-

ренного разрешения всех необходимых деталей об-
суждаемых явлений.

Магнитная проницаемость рассеивающего тела µ
считается равной единице (что соответствует опти-
ческим частотам); а его диэлектрическая проницае-
мость ε = ε′ + iε′′ = const, где ε′′ > 0. При необходи-
мости полученные результаты легко обобщаются на
случай отличного от единицы µ и/или ε′′ < 0 (актив-
ное рассеивающее тело с инверсной населенностью).

При теоретическом описании задач рассеяния по-
ле вне рассеивающего объекта обычно представляет-
ся в виде суммы поля падающей волны и поля излу-
чения, рассеянного объектом. Во избежание недора-
зумений подчеркнем, что всюду в настоящей работе
под полями E и H понимаются полные поля, равные
указанной сумме.

Вектор Пойнтинга предполагается действитель-
ным и определяется обычным образом [32]:

S =
c

16π
([E∗H] + [EH∗]), (1)

где c – скорость света в вакууме, а звездочка означа-
ет комплексное сопряжение. Заметим, однако, что в
некоторых случаях целесообразно вводить комплекс-
ный вектор Пойнтинга Ŝ = c

8π [E
∗H], мнимая часть

которого имеет смысл осциллирующего потока запа-
сенной энергии [33]. Эта величина играет важную
роль в некоторых задачах взаимодействия света с
веществом [34–40]. Как правило, обсуждаемые ниже
результаты, полученные для действительного S, лег-
ко обобщаются на случай комплексного Ŝ.

Структура поля вектора Пойнтинга описывается
соответствующими силовыми линиями, которые по
аналогии с гидродинамикой мы также будем назы-
вать линиями тока. Касательные к этим линиям в
каждой их точке соответствуют направлению век-
тора S в этой точке. Уравнение линий тока удоб-
но задавать в параметрическом виде r = r(t). Здесь
t – безразмерный параметр, вообще говоря, никак не
связанный с истинным временем. При таком пред-
ставлении “скорость” dr/dt будет направлена по ка-
сательной к линии тока, т.е. пропорциональна век-
тору S(r). За счет надлежащего масштабирования
t соответствующий коэффициент пропорционально-
сти всегда можно обратить в единицу. Тогда уравне-
ние, определяющее линии тока, приобретает вид:

dr

dt
= S(r). (2)

Далее, введем безразмерные переменные, норми-
руя координату r на R, а поля E,H и S на соот-
ветствующие значения в падающей волне. Поскольку
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везде ниже будут использоваться только безразмер-
ные переменные, мы сохраним за ними те же обозна-
чения, так как это не может привести к недоразуме-
ниям.

Сингулярности вектора S(r), как и любого век-
торного поля, соответствуют точкам пересечения его
силовых линий. Поскольку, как уже отмечалась, ка-
сательные к силовым линиям определяют направ-
ление вектора S(r), то их пересечение в некоторой
точке rs означает, что вектор S(rs) не определяет-
ся однозначно. Единственный способ совместить этот
факт со следующей из фундаментальных физиче-
ских принципов однозначностью поля S(r) – потребо-
вать, чтобы S(rs) = 0. Очевидно, что для этого суще-
ствуют три возможности: (a) E(rs) = 0, (b) H(rs) = 0

и (c) S(rs) = 0, когда при этом ни (a) ни (b) не выпол-
няются (этот случай соответствует образованию сто-
ячей волны). В соответствии с терминологией, вве-
денной в работе [2], мы будем называть такие особые
точки сингулярностями Е-типа (E-induced), Н-типа

(H-induced) и поляризационного типа (polarization-
induced), соответственно. При этом оба первых типа
удобно также называть полевыми сингулярностями

(field-induced). Чтобы отличать эту классификацию
от стандартной классификации Пуанкаре (узел, фо-
кус, и т.п.), мы будем называть ее электромагнитной.

Важно подчеркнуть, что если в полевых сингу-
лярностях, по понятным причинам, обнуляется все
векторное произведение [E∗H], то поляризационные
сингулярности требуют обнуление только его дей-
ствительной части. Вследствие этого сингулярные
точки полевого типа для действительной и мнимой
частей комплексного вектора Пойнтинга Ŝ совпада-
ют, а сингулярности поляризационного типа, вообще
говоря, нет.

II. Недиссипативный предел. Заметим, что
стандартная постановка задачи о рассеянии света ма-
териальным объектом, при которой падающая волна
приходит из бесконечности, а рассеянная – уходит
на бесконечность [31], возможна только если это те-
ло окружено недиссипативной средой, частным слу-
чаем которой является вакуум. В противном случае
падающая волна затухает, не доходя до рассеиваю-
щего объекта. По этой причине, все сингулярности,
находящиеся вне рассеивающего тела, должны рас-
сматриваться в недиссипативной среде, так что слу-
чай отсутствия диссипации в окрестности сингуляр-
ности является важным для описания рассеяния лю-
бой, даже сильно поглощающей частицей. Поскольку
задача рассеяния для частицы в среде с произволь-
ным значением ε > 0 сводится к случаю рассеяния в
вакууме тривиальным масштабным преобразовани-

ем [31], не нарушая общности рассмотрения можно
считать, что диэлектрическая проницаемость окру-
жающей среды равна единице, что и будет предпо-
лагаться в дальнейшем.

Сфера. Анализ сингулярностей начнем с обсуж-
дения случая рассеяния света конечным объектом,
имеющим плоскость симметрии. При этом будем
предполагать, что плоскость поляризации совпадает
с плоскостью симметрии. Простейшим примером яв-
ляется рассеяние сферой. Подчеркнем, однако, что,
хотя приводимые ниже конкретные результаты свя-
заны именно с таким примером, это обусловлено ис-
ключительно удобством вычислений. Развитая же
феноменологическая теория справедлива для тела
произвольной формы, обладающего плоскостью сим-
метрии.

В соответствии с традиционной трактовкой зада-
чи [31] выберем систему координат, в которой ось z
направлена вдоль волнового вектора падающей вол-
ны k, а ось x совпадает с направлением осцилляций
вектора E этой волны. Тогда вектор H падающе-
го электромагнитного излучения оказывается парал-
лельным оси y.

В общем случае линии тока вектора Пойнтинга
в этой задаче существенно трехмерные. Однако из
симметрии следует, что плоскость xz является инва-
риантной – линии тока, принадлежащие этой плос-
кости, двумерны. Если рассеивающее тело, помимо
зеркальной симметрии по отношению к плоскости
xz, симметрично и по отношению к плоскости yz

(как это имеет место для сферы), то и эта плоскость
будет инвариантна. Тем не менее, хотя какие-либо
ограничения на положения сингулярностей поля S(r)

неизвестны (и есть основания ожидать, что такие
ограничения не существуют), в настоящее время при
рассеянии на сфере обнаружены только сингуляр-
ности, принадлежащие инвариантной плоскости, па-
раллельной плоскости поляризации [10–14, 16, 28, 29],
к обсуждению которых мы и переходим.

Выбирая начало координат в сингулярной точке,
учитывая, что в силу инвариантности плоскости xz

компонента Sy(x, 0, z) ≡ 0, и разлагая компоненты
вектора S в ряд по малым отклонениям от сингу-
лярности, получаем, что в этом случае уравнение (2)
приобретает вид:

dx

dt
= Sx(x, y, z) ≈ s

(x)
x x+ s

(y)
x y + s

(z)
x z, (3)

dy

dt
= Sy(x, y, z) ≈ s

(y)
y y, (4)

dz

dt
= Sz(x, y, z) ≈ s

(x)
z x+ s

(y)
z y + s

(z)
z z, (5)
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Точное решение уравнений Максвелла. Рассеяние сферой плоской линейно поляризованной
волны в вакууме. Линии тока поля вектора Пойнтинга, а также значения логарифма квадрата модуля вектора Пойн-
тинга (а), электрического (b) и магнитного (с) полей в инвариантной плоскости xz (показаны цветом). Плоскость
поляризации совпадает с плоскостью рисунка. Волновой вектор k падающего излучения параллелен оси z. Параметр
размера q = 0.3; ε = −2.17. Поверхность сферы изображена сплошной зеленой линией. Из симметрии задачи следует,
что структуры всех полей симметричны относительно плоскости x = 0, перпендикулярной плоскости рисунка. Крести-
ки (х) отмечают положение особых точек поля вектора Пойнтинга. Точки 4 и 5 – фокусы, остальные сингулярности –
седла; |S|2 = 0 во всех особых точках. Характерный масштаб структуры полей значительно меньше длины волны
излучения, размер которой изображен в верхней части рисунка [28]. См. подробности в тексте

где s
(xm)
xn ≡

(

∂Sxn

∂xm

)

s
. Здесь индекс s означает, что

производная берется в сингулярной точке, и xm обо-
значает любую из трех компонент вектора r.

Стандартным образом, представляя решение си-
стемы уравнений (3)–(5) в виде xn = xn0 exp(κt),
xn0 = constn и приравнивая детерминант получен-
ной системы алгебраических уравнений нулю, нахо-
дим корни характеристического уравнения

κ1,2 = γ ± α, κ3 = s
(y)
y , (6)

γ =
s
(x)
x + s

(z)
z

2
, α =

√

(

s
(x)
x − s

(z)
z

)2

+ 4s
(z)
x s

(x)
z

2
. (7)

Отметим, что κ3 всегда является действительной
величиной, что в окрестности рассматриваемой син-
гулярности соответствует экспоненциальному оттал-
киванию линий тока от инвариантной плоскости при
κ3 > 0 и их экспоненциальному приближению к ней
при κ3.

Воспользуемся теперь законом сохранения энер-
гии, согласно которому −div S = Q, где Q – плот-
ность диссипируемой электромагнитной энергии. По-
скольку сейчас мы рассматриваем недиссипативный
случай, то Q = 0. Что же касается div S, то в рас-
сматриваемом приближении divS ≈ s

(x)
x + s

(y)
y + s

(z)
z .

В этом случае из выражений (6)–(7) следует, что κ3
и γ имеют противоположные знаки. Иными слова-
ми, если в инвариантной плоскости поток энергии

направлен в сторону сингулярности, то в перпенди-
кулярном направлении линии тока уходят от сингу-
лярной точки, и наоборот. Это свойство согласуется
с интегральной формой закона сохранения энергии,
согласно которой в стационарной задаче в недисси-
пативной среде поток энергии через любую замкну-
тую поверхность (в том числе и через поверхность,
окружающую сингулярность) должен обнуляться.

Обсудим теперь типы сингулярностей, принадле-
жащих инвариантной плоскости. В качестве приме-
ра, на рис. 1 приведена структура поля, возникаю-
щая в этом случае при ε = −2.17 и параметре раз-
мера q ≡ kR = 0.3, где k = ω/c – волновое число
падающей волны в вакууме, а c – скорость света.

На рисунке 1а идентифицируются шесть особых
точек. В инвариантной плоскости xz две из них (под
номерами 4 и 5) являются устойчивыми фокусами, а
остальные – седлами. Подчеркнем, что из сказанного
в предыдущем параграфе следует, что в трехмерном
пространстве (3D) фокусы 4, 5 неустойчивы по пер-
пендикулярному к инвариантной плоскости направ-
лению, т. е. являются сложными особыми точками
седло-фокус.

Вычисления показывают, что во всех особых точ-
ках вектор Пойнтинга обнуляется, как и должно
быть. Для того чтобы понять, к какому электро-
магнитному типу (полевому или поляризационному)
принадлежат эти сингулярности, мы наложили ли-

Письма в ЖЭТФ том 118 вып. 5 – 6 2023



Влияние закона сохранения энергии, размерности пространства и. . . 421

нии тока рис. 1а на профиль полей |E|2 и |H|2, см.
рис. 1b, c. Видно, что фокусы являются сингулярно-
стями Н-типа, а седла – поляризационными сингу-
лярностями.

Для понимания этого результата отметим, что
поляризационные сингулярности соответствуют ло-
кальному образованию стоячих волн, когда через
сингулярность проходят пары волн равной ампли-
туды, распространяющиеся в противоположных на-
правлениях. Это предполагает наличие у сингуляр-
ности выделенных направлений. Такие направления
есть у седла – это “усы” сепаратрисы. В отличие от
седла, фокус не имеет выделенных направлений, в
силу чего образование стоячих волн в окрестности
фокуса затруднено2). Отметим, что такое различие
между фокусами и седлами топологически устойчи-
во, так как эти сингулярности топологически не эк-
виваленты и не могут переходить друг в друга при
преобразовании координатной системы [41].

Особо подчеркнем, что обсуждаемые области об-
разования стоячих волн имеют существенно субвол-
новые размеры, что хорошо видно на рис. 1, где
для наглядности длина волны падающего излучения
изображена в том же масштабе, что и структуры
полей.

Важным свойством обсуждаемых результатов яв-
ляется то, что полевые сингулярности (фокусы) ока-
зались связаны с обнулением поля перпендикуляр-
ного инвариантной плоскости. В данном случае это
поле H. Такая структура полевых сингулярностей
является общим свойством особых точек, принад-
лежащим инвариантным плоскостям. При этом, ес-
ли плоскость поляризации перпендикулярна инвари-
антной, то полевые сингулярности оказываются Е-
типа. Чтобы убедиться в в справедливости сказан-
ного, рассмотрим рассеяние света цилиндром.

B. Цилиндр. Также, как и в предыдущем разде-
ле, развитая феноменологическая теория справедли-
ва для бесконечного цилиндра с произвольной фор-
мой поперечного сечения. Приведенные ниже приме-
ры кругового цилиндра взяты только для упрощения
вычислений.

Рассмотрение начнем с простейшего случая нор-
мального падения и двух независимых поляризаций
падающей волны – ТЕ и ТМ, см. рис. 2, где ориен-
тация координатных осей и вектора k соответству-
ет общепринятой, см., например, [31]. В этом слу-
чае зависимость полей от координаты z исчезает,
задача становится двумерной (2D), разложения для

2)Важное дополнение к этому рассуждению сделано в За-
ключении.

компонент вектора Пойнтинга в окрестности сингу-
лярности приобретают вид Sx(x, y) ≈ s

(x)
x x + s

(y)
x y;

Sy(x, y) ≈ s
(x)
y x+ s

(y)
y y, а условие div S = 0 сводится

к равенству s(x)x + s
(y)
y = 0.

Рис. 2. Взаимная ориентация цилиндра, координатных
осей и векторов k, E, H падающей волны. (a) – TE
поляризация; (b) – TM поляризация [28, 31]

В результате для корней характеристического
уравнения вместо (6), (7) получаем следующее вы-
ражение:

κ1,2 = ±
√

(

s
(x)
x

)2

+ s
(y)
x s

(x)
y . (8)

Таким образом, в 2D случае закон сохранения
энергии приводит к жесткому ограничению
на возможные типы особых точек, а имен-

но: при
(

s
(x)
x

)2

+ s
(y)
x s

(x)
y > 0 это седла, а при

(

s
(x)
x

)2

+ s
(y)
x s

(x)
y < 0 – центры. Существова-

ние других особых точек запрещено. Случай
(

s
(x)
x

)2

+ s
(y)
x s

(x)
y = 0 – вырожденный. Для его

анализа требуется учесть более высокие члены
разложения Sx,y(x, y).

В качестве примера, на рис. 3, 4 представлены
структуры полей и линии тока вектора Пойнтинга
при рассеянии ТЕ и ТМ поляризованного излучения
цилиндром. Эти примеры полностью согласуются с
приведенными выше общими соображениями.

III. Диссипативные эффекты. Из сказанного
ранее следует, что поскольку окружающая рассеи-
вающую частицу среда должна быть недиссипатив-
ной, то диссипативными свойствами может обладать
только сама частица. Поэтому обсуждаемые в этом
разделе сингулярности должны находиться внутри
такой частицы.

Как диссипация влияет на свойства обсуждаемых
сингулярностей? Качественное соображение состоит
в том, что поскольку теперь движение вдоль линии
тока сопровождается диссипативными потерями, то
линии тока не могут образовывать семейства замкну-
тых силовых линий. Это делает невозможными су-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Рассеяние плоской ТЕ-поляризованной электромагнитной волны круговым цилиндром. Ли-
нии тока вектора Пойнтинга, а также поля |S|2, |E|2, |H|2 – в логарифмическом масштабе; q = 0.1; ε = −1. Падающая
волна распространяется в отрицательном направлении оси x, см. рис. 2. Структуры полей зеркально симметричны
относительно плоскости y = 0, перпендикулярной плоскости рисунка. Крестики (х) обозначают сингулярности поля
S. Поверхность цилиндра обозначена зеленой окружностью. Центры (точки 1, 2, 7, 8) соответствуют сингулярностям
Н-типа. Седла (точки 3–6) – поляризационным сингулярностям [28]

ществования особых точек типа центр – они стано-
вятся фокусами3).

При количественном описании рассматриваемой
задачи единственное отличие диссипативной среды
от недиссипативной сводится к записи закона сохра-
нения энергии, который в диссипативной среде имеет
вид −divS = Q > 0. Что касается Q, то в выбранных
нами безразмерных переменных оно задается следу-
ющим выражением: Q = ε′′q|E|2 (напомним, что q

здесь – это параметр размера, равный kR).

Отметим, что диссипация связана только с элек-
трическим полем, поскольку магнитная проницае-
мость на оптических частотах равна единице. Это
вносит асимметрию между полями E и H. В част-
ности, следует ожидать, что влияние диссипации на
сингулярности Н-типа будет существенно большее,
чем на сингулярности Е-типа.

Действительно, в равенстве −div S(r) = Q(r)

правая и левая части должны быть одного порядка
малости. В рассматриваемом приближении div S ≈
≈ ∑

n s
(xn)
xn = const. Соответственно, в правой части

равенства следует положить Q(r) ≈ Q(rs) = const,
где rs – координата особой точки. Всюду ниже под
Q будет пониматься именно Q(rs). В сингулярностях
Н-типа и поляризационных сингулярностях электри-
ческое поле не обращается в ноль. Соответственно,

3)Это совершенно верно в 2D. В 3D, в принципе, возможна
ситуация, когда поле S(r) устроено таким образом, что дисси-
пативные потери для траекторий в инвариантной плоскости в
точности компенсируются притоком энергии вдоль трансвер-
сальных к этой плоскости направлений. В такой исключитель-
ной ситуации существование замкнутых траекторий становит-
ся возможным.

Q 6= 0. Дальнейшее рассмотрение для сферы и ци-
линдра удобно проводить раздельно.

A. Сфера. Для сферы корни характеристиче-
ского уравнения по-прежнему даются выражениями
(6), (7), однако вместо условия

∑3
n s

(xn)
xn = 0 теперь

должно использоваться условие
∑3

n s
(xn)
xn = −Q. По-

скольку одно дополнительное условие накладывает-
ся на три независимых коэффициента s(xn)

xn , в задаче
остается достаточно степеней свободы, чтобы это не
приводило к ее качественным изменениям. В част-
ности, γ в выражениях (6), (7) может иметь как по-
ложительный, так и отрицательный знак, т.е. линии
тока могут как приближаться к сингулярности, так
и удаляться от нее. При этом убегание траекторий
от сингулярности не противоречит наличию дисси-
пативных потерь, так как последние компенсируют-
ся притоком энергии вдоль направлений трансвер-
сальных инвариантной плоскости. Подчеркнем так-
же, что обнуление γ при s

(x)
x + s

(z)
z = 0 еще не озна-

чает замкнутости линий тока, так как на них вли-
яют члены более высокого порядка, не учтенные в
линейном приближении; см. ниже обсуждение этого
вопроса при рассеяния на цилиндре.

Заметим также, что интегральная форма закона
сохранения энергии позволяет вывести простую фор-
мулу, связывающую различные компоненты вектора
Пойнтинга в окрестности сингулярности. С этой це-
лью построим окружающую сингулярность поверх-
ность, имеющую форму кругового цилиндра с ради-
усом основания r и осью, проходящей через данную
особую точку перпендикулярно инвариантной плос-
кости. Введем локальную цилиндрическую систему
координат, центр которой совпадает с рассматрива-
емой сингулярностью, а ось – с осью построенного
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Рис. 4. (Цветной онлайн) То же, что на рис. 3, при ТМ поляризации падающего излучения и q = 0.3, ε = 16. В этом
случае центры (точки 1, 4) соответствуют сингулярностям Е-типа [28]

цилиндра. Тогда, учитывая, что поток вектора Пойн-
тинга через поверхность цилиндра равен мощности,
диссипированной в его объеме, легко получаем

〈Sr〉 ≈ −rs
(y)
y +Q

2
, (9)

где 〈Sr〉 – усредненная по угловой переменной ради-
альная компонента вектора Пойнтинга в локальной
системе координат. Выражение (9) справедливо для
любого типа особой точки, лежащей в инвариантной
плоскости.

В. Цилиндр. В отличие от сферы, в случае рассе-
яния бесконечным круговым цилиндром переход от
3D к 2D приводит к существенно более радикальному
влиянию эффектов диссипации на структуру и тип
возможных сингулярностей. Рассмотрение начнем со
случая чистой ТЕ или ТМ поляризации падающего
излучения.

Прежде всего отметим, что выражения для кор-
ней характеристического уравнения теперь приобре-
тают вид, аналогичный выражениям κ1,2 для сферы,
см. (6). При этом, γ = −Q/2 [29]. Что же касает-
ся α, то эта величина может быть как чисто дей-
ствительной, так и чисто мнимой. Таким образом,
для Q > 0 и ТЕ-поляризованной падающей волны,
когда все особые точки являются точками Н-типа,
возможными сингулярностями являются только сед-
ла, а также устойчивые фокусы и узлы. Эти количе-
ственные результаты полностью согласуются с при-
веденными выше качественными аргументами.

При ТМ поляризации падающего излучения
электрическое поле в сингулярной точке обнуляется
и Q = 0. Может показаться, что в этом случае
ситуация оказывается эквивалентна недиссипа-
тивному пределу, но это не так. Дело в том, что
обнуление диссипации происходит в единственной
точке, а именно – в самой сингулярности. В ее

окрестности величина электрического поля мала, но
не равна нулю и описывается членами разложения
более высокого порядка, не учтенными в развитой
линейной теории. Учет этих членов превращает
замкнутые на себя линии тока (особенность типа
центр) в спиральные, сходящиеся к особой точке
траектории, точно также как это происходит для
ТЕ поляризации. Разница состоит в том, что теперь
в силу экстремально малой диссипации при том
же значении ε шаг этих спиралей оказывается
значительно меньше, чем для ТЕ поляризации.

В качестве примера соответствующие поля и ли-
нии тока приведены на рис. 5, 6, где представлены ре-
зультаты расчетов для цилиндра из германия на дли-
нах волн λ1 = 1590 нм и λ2 = 1494 нм с учетом фак-
тической величины его диэлектрической проницае-
мости при этих значениях λ [42]. Такой выбор про-
диктован тем, что ε(λ1) ≈ 17.775 + i0.024, в то время
как ε(λ2) ≈ 17.983 + i0.483, т.е. при близких значе-
ниях Re ε(λ1,2) значения Im ε(λ1,2) отличаются более
чем в двадцать раз. Это позволяет выяснить влияние
диссипации на поведение полей в окрестностях осо-
бых точек при практически фиксированных прочих
параметрах задачи.

Величина параметра размера q при обоих значе-
ниях λ была одинаковая и равнялась 1.62, что при
данных значениях ε(λ1,2) соответствует окрестности
дипольного резонанса как для ТЕ, так и для ТМ по-
ляризаций. Это обеспечивало качественное совпаде-
ние структуры поля S(r) для обеих поляризаций. От-
метим также, что R/λ1,2 ≈ 0.26, т. е. для падающего
излучения такой цилиндр является существенно суб-
волновой частицей.

Хотя отмеченные на рис. 5a, d и рис. 6a, c сингу-
лярности кажутся центрами, зум показывает, что на
самом деле они – устойчивые фокусы. При этом шаг
спиральных линий тока в случае ТЕ поляризации
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Рассеивание света германиевым цилиндром в вакууме. Падающая плоская линейно поля-
ризованная волна распространяется в отрицательном направлении оси x. Поле вектора Пойнтинга и его линии тока.
Поверхность цилиндра изображена зеленой окружностью; λ = λ1 = 1590 nm; ε(λ1) ≈ 17.775 + i0.024; q = 1.62. Струк-
тура поля симметрична относительно плоскости y = 0, перпендикулярной плоскости рисунка. Панели (a)–(c) – ТЕ
поляризация падающего излучения; (d), (e) – ТМ поляризация. Панель (b) – зум окрестности сингулярности, по-
меченной на (а) малым черным прямоугольником. То же относится к панелям (d) и (e). Панель (c) – зум области,
отмеченной на (b) прямоугольником. См. детали в тексте. Обратите внимание на существенно разный масштаб панелей
(с) и (е) [29]

оказывается существенно больше, чем в случае ТМ.
В обоих случаях шаг растет с увеличением значения
мнимой части диэлектрической проницаемости, ср.
рис. 5 и 6.

IV. Эффекты нарушения симметрии. До сих
пор мы рассматривали высокосимметричные реше-
ния. Однако в реальном эксперименте симметрия
всегда нарушается. В этой связи важное значение
приобретает вопрос о топологической устойчивости
полученных результатов при нарушении симметрии,
т.е. о том, насколько обсуждаемые выше результаты
универсальны, и как будут меняться свойства сингу-
лярностей при нарушении симметрии. При этом сле-
дует различать слабое нарушение симметрии за счет
неидеальности формы лазерного пучка и/или рас-
сеивающей частицы, флуктуаций диэлектрической
проницаемости и т. п., и сильные нарушения – на-

пример, при рассеивании света частицей произволь-
ной формы.

Что касается сильного нарушения симметрии, то,
хотя автору неизвестно ни одного достоверного при-
мера сингулярностей поля вектора Пойнтинга в та-
ких задачах, нет никаких причин, по котором такие
сингулярности не могли бы возникнуть. Если такая
сингулярность возникает, то в силу отсутствия сим-
метрии она должна быть существенно трехмерной.

В общем случае, якобиан J ≡
(

∂(Sx,Sy,Sz)
∂(x,y,z)

)

s
имеет

девять действительных ненулевых компонент, а со-
ответствующее кубическое характеристическое урав-
нение – три корня κ1,2,3, из которых либо все три
действительные, либо один действительный, а два
комплексно сопряженные. При этом одно условие
Sp{J} = −Q, накладываемое на коэффициенты яко-
биана, не приводит к ограничениям на знаки кор-

Письма в ЖЭТФ том 118 вып. 5 – 6 2023



Влияние закона сохранения энергии, размерности пространства и. . . 425

Рис. 6. (Цветной онлайн) Тот же, что и на рис. 5a, b, d, e, но для λ = λ2 = 1494 нм; ε(λ2) ≈ 17.983 + i0.483 [29]

ней характеристического уравнения. Ситуация ока-
зывается такой же, как и для обсуждавшегося вы-
ше случая сферы. Если три действительных корня
имеют одинаковые знаки, то это узел (устойчивый
при κ1,2,3 < 0 и неустойчивый при противоположном
знаке). Если же один из корней имеет знак, проти-
воположный двум другим, то это седло-узел. Нако-
нец, если два корня комплексные, то сингулярность –
седло-фокус. Это все, что в общем случае можно ска-
зать про сингулярность при сильном нарушении сим-
метрии.

Значительно более интересен случай слабого на-
рушения симметрии. Этот вопрос был изучен в рабо-
те [30], где исследовалось рассеяние цилиндром плос-
кой электромагнитной волны, для которой вектор k

по-прежнему оставался перпендикулярным оси ци-
линдра, но последняя составляла с плоскостью по-
ляризации произвольный угол α, см. рис. 7. Такой
случай интересен тем, что является простейшим ва-
риантом задачи с несколькими группами симмет-
рии, часть из которых контролируемо нарушается,

а часть остается в силе. Конкретно, в рассматри-
ваемом примере меняя угол α, можно контролиро-
вать нарушение зеркальной симметрии относительно
плоскости xy, в то время как симметрия по отноше-
нию к произвольным трансляциям вдоль оси цилин-
дра сохраняется.

В силу отмеченной трансляционной симмет-
рии поля E, H и S могут зависеть только от x

и y и не могут от z. Поскольку в особой точке
обнуляются все три компоненты вектора Пойн-
тинга, то ее координаты x, y должны определять-
ся системой из трех независимых уравнений:
Sx(x, y) = Sy(x, y) = Sz(x, y) = 0, которым долж-
ны удовлетворять две переменные. Такая система
переопределена и в общем случае решений не имеет.

Отсюда, казалось бы, следует вывод об отсут-
ствии в задаче особых точек. Это не совсем так.
Дело в том, что возможны ситуации, когда одна
или несколько компонент вектора Пойнтинга тожде-
ственно обнуляются вследствие сохранившейся сим-
метрии, что сокращает число уравнений в системе,
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Рис. 7. (Цветной онлайн) Взаимная ориентация цилин-
дра, координатной системы и векторов k, E и H падаю-
щей электромагнитной волны при произвольной ориен-
тации ее плоскости поляризации относительно оси ци-
линдра [30]

определяющей положение сингулярности, и делает
уравнения совместными.

Детальный анализ симметрии данной задачи с
учетом ограничений, накладываемых граничными
условиями на поверхности цилиндра, показывает,
что компоненты вектора Пойнтинга удовлетворяют
следующим соотношениям: [30]

(Sx(x, y), Sy(x, y), Sz(x, y)) =

(Sx(x,−y),−Sy(x,−y),−Sz(x,−y)). (10)

Из этих соотношений, в частности, следует, что
Sz ≡ 0 на оси x. Тогда на этой оси возможно появ-
ление особых точек. Отметим, что такие сингуляр-
ности могут быть только узлами и седлами, так как
топологическая структура центров и фокусов не удо-
влетворяет зеркальной симметрии компонентов Sx и
Sy относительно оси x.

Однако, теперь, наряду с истинными сингуляр-
ностями появляются сингулярности фиктивные –
эти точки являются сингулярными в 2D проекции
линий тока на плоскость xy, но имеют ненулевую
z-компоненту вектора Пойнтинга, поэтому в 3D они
представляют собой регулярные точки, множество
которых создает вертикальную линию, параллель-
ную оси z. Пример такой фиктивной сингулярности,
а также две истинные особые точки, лежащие на оси
x представлены на рис. 8.

Отметим, что аналогичные “фиктивные” сингу-
лярности хорошо известны и часто встречаются, на-
пример, в теории параксиальных пучков – сингуляр-
ные точки существуют только в проекции линий то-
ка на плоскость, перпендикулярную оси пучка, в то
время как компонента вектора Пойнтинга вдоль оси

пучка остается конечной, т. е. в 3D такие “сингуляр-
ности” являются регулярными точками, см., напри-
мер, публикации [43, 44].

Важное отличие таких “сингулярностей” от об-
суждающихся в настоящем разделе состоит в том,
что для первых направление, в котором компонента
вектора Пойнтинга не обнуляется, навязывается сим-
метрией пучка и соответствует его оси, иными сло-
вами, либо совпадает со средним направлением рас-
пространения падающего излучения, либо, в некото-
рых неординарных ситуациях, оказывается ему про-
тивоположно. В случаях же, обсуждаемых здесь, это
ограничение снимается. В частности, ненулевая ком-
понента вектора Пойнтинга в точке r3 на рис. 8a пер-

пендикудярна волновому вектору падающей плоской
волны, ориентированному антипараллельно оси x,
что хорошо видно на рис. 8b.

Из рисунка 8b также следует, что изображенная
на нем трехмерная линия тока никакой трансляци-
онной симметрией вдоль оси z не обладает. Легко
понять, почему это так. Действительно, в общем слу-
чае в регулярной точке все три компоненты вектора
S отличны от нуля и не равны по величине. Тогда из
уравнения (2) следует, что зависимость от “времени”
t каждой из трех пространственных координат линии
тока, выходящей из данной регулярной точки, инди-
видуальна. Это приводит к существенно трехмерной
форме рассматриваемой линии. С другой стороны,
поскольку проекция этой линии на плоскость xy со-
ответствует сходящейся спирали, см. рис. 8a, такая
линия не может быть инвариантна по отношению к
трансляциям вдоль оси z. Из этих рассуждений оче-
видно, что трехмерность и отсутствие трансляцион-
ной симметрии являются общими свойствами линий
тока в такой задаче, за исключением прямых линий
параллельных оси x, лежащих в плоскости xz, ко-
торые в силу условий (10) также являются точными
решениями уравнения (2).

Вывод об отсутствии трансляционной симметрии
у трехмерных линий тока находится в кажущем-
ся противоречии с отмеченной выше инвариантно-
стью поля S относительно произвольных трансляций
вдоль оси z. В действительности никакого противо-
речия нет. Замена z → z + const переводит линию
тока, в другую линию тока, форма которой идентич-
на исходной.

Данные результаты показывают, что поведение
линий тока в окрестности обсуждаемых здесь особен-
ностей является топологически устойчивым по отно-
шению к слабому нарушению симметрии. Хотя такое
нарушение приводит к регуляризации особых точек
за счет возникновения малой трансверсальной к ис-
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Рис. 8. (Цветной онлайн) Поле вектора Пойнтинга и его линии тока внутри германиевого цилиндра. Волновой век-
тор падающей плоской линейно поляризованной волны антипараллелен оси x, см. рис. 7. Ось цилиндра составляет c
плоскостью поляризации угол α = 45.403◦; ε = 17.775 + 0.024i; q = 1.62; (a) – 2D проекция линий тока на плоскость,
перпендикулярную оси цилиндра. В проекции имеются три сингулярности, отмеченные черными точками: два седла
(r1,2), лежащие на оси x и устойчивый фокус вне этой оси (r3). Последняя точка является фиктивной особенностью –
в трехмерном пространстве она регулярна. Это хорошо видно на панели (b), где представлено 3D изображение части
уса сепаратрисы, выходящей из седла r1 в сторону r3 – он является асимптотически уходящей в бесконечность спира-
лью, которая навивается на параллельную оси цилиндра прямую линию. Проекция этой линии на плоскость xy и дает
точку r3 [30]. См. детали в тексте. Обратите внимание на существенно разный масштаб осей x, y и z на панели (b)

ходной инвариантной плоскости компоненты векто-
ра Пойнтинга, изменения структуры линий тока в
проекции на исходную инвариантную плоскость не
только не меняется качественно, ср. рис. 5d и 8a, но
и количественные изменения остаются малы в меру
малости нарушения симметрии. Более подробно этот
вопрос обсуждается в работе [30].

Конструктивное использование симметрии зада-
чи позволяет также построить феноменологическую
теорию, объясняющую последовательность бифур-
каций, приводящих к рождению (аннигиляции) как
фиктивных, так и истинных сингулярностей как при
изменении угла α, так и при изменении других пара-
метров задачи (т. е., q или ε). Однако, по мнению ав-
тора, этот материал представляет узкоспециальный
интерес и здесь обсуждаться не будет. Читатель, ин-
тересующийся этими вопросами, может найти их из-
ложение в работе [30].

V. Заключение. В заключение заметим, что по-
скольку поляризационные сингулярности связаны с
образованием стоячих волн в малой окрестности осо-
бой точки, это предполагает существование в данной
области фиксированных направлений, вдоль кото-
рых пары волн распространяются в противополож-
ных направлениях. Дальнейшие рассуждения оказы-
ваются существенно различными в 2D и 3D случаях.

В 2D для сингулярностей типа центр и фокус та-
кие направления отсутствуют. Поэтому данные син-
гулярности принадлежат к полевому типу. Что каса-
ется узлов и седел, то здесь никаких ограничений
нет, и для них оказываются возможными оба ти-
па электромагнитных сингулярностей. Однако в рас-
сматриваемую задачу поля E и H входят симметрич-
ным образом. Обнуление же одного из них в особой
точке выделяет это поле по отношению к другому.
Тогда следует ожидать, что, если такое обнуление
не следует из топологической структуры особенности
(как это было в случае центра и фокуса), то в общем
случае узлы и седла должны представлять собой по-
ляризационные сингулярности. Полевые же особен-
ности для таких сингулярностей являются случая-
ми исключительными, связанными с определенным
вырождением. Так или иначе, все седла и узлы, на-
блюдавшиеся нами до сих пор в различных случаях,
относились к поляризационному типу.

Что касается 3D, то поскольку кубическое харак-
теристическое уравнение всегда имеет, по крайней
мере, один чисто действительный корень, в окрест-
ности такой точки имеется выделенное направление,
совпадающее с собственным вектором, соответствую-
щим этому чисто действительному корню, по которо-
му потоки энергии по обе стороны сингулярности на-
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правлены противоположно друг другу. По этой при-
чине топологическая структура сингулярности не на-
кладывает никаких ограничений на ее электромаг-
нитный тип. Тем не менее, в случае рассеяния сфе-
рой все лежащие в инвариантной плоскости фокусы
оказывались полевого типа. Возможно, это связано
с нарушением симметрии между E и H, вносимой
совпадением инвариантной плоскости с плоскостью
поляризации.

Отметим также задачу о вычислении топологи-
ческого заряда данных сингулярностей, а также вы-
яснение вопроса о его сохранении при различных би-
фуркациях, рассмотренных в работе [30]. Хотя прин-
ципиальных трудностей в поисках ответа на эти во-
просы не видно, в настоящий момент они остаются
открытыми, и их можно рассматривать как темы бу-
дущих исследований.

В заключение еще раз подчеркнем, что все об-
суждаемые сингулярности не связаны с какими-либо
особенностями падающего лазерного пучка. Они по-
являются спонтанно при рассеянии плоской линей-
но поляризованной волны, никаких особенностей не
имеющей.

Таким образом, в работе выявлена глубокая связь
между топологической структурой сингулярностей
поля вектора Пойнтинга, их электромагнитным ти-
пом, законом сохранения энергии, симметрией зада-
чи и размерностью пространства. Полученные ре-
зультаты проливают новый свет на проблему цирку-
ляции электромагнитной энергии в полях сложной
конфигурации и создают базу для их практического
применения в различных приложениях, в частности,
в формировании потоков энергии заданной субвол-
новой структуры, что важно для многих нанотехно-
логических приложений.
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Экспериментально исследована генерация вихревого течения в несжимаемой жидкости внутри вра-
щающегося закрытого аквариума кубической формы. Возбуждение течения осуществлялось путем со-
здания мелкомасштабных вихрей вблизи боковых ребер куба. В объеме жидкости наблюдались коге-
рентные столбовые вихри-циклоны, простирающиеся от дна до крышки куба. Время существования
циклонов значительно превышало время вязкого затухания за счет трения о дно и крышку. Установле-
но, что существуют два режима квази-двумерной турбулентности, которые характеризуются разными
способами взаимодействия квази-двумерного течения и инерционных волн. Исследованы радиальные
профили средней по времени азимутальной скорости в когерентных вихрях в этих двух режимах, пока-
зано, что отличаются размерами и распределением завихренности по радиусу.

DOI: 10.31857/S1234567823180076, EDN: wxwjog

Введение. Интерес к изучению турбулентных
течений во вращающейся как целое жидкости объ-
ясняется широким спектром приложений, начиная с
геофизики и астрофизики и заканчивая инженерным
делом [1, 2]. Технический прогресс в измерении по-
ля скорости течения методами измерения частиц по
изображению частиц (particle image velocimetry, PIV)
и измерения частиц по траекториям частиц (particle
tracking velocimetry, PTV), достигнутый в последние
два десятилетия, открыл путь для значительно бо-
лее детального определения структуры и динамики
течений, в частности, турбулентного потока вращаю-
щейся как целого жидкости, см., например, обзор [3].

Существует качественное различие двумерных и
трехмерных турбулентных статистически изотроп-
ных течений. Тогда как в трехмерной турбулентно-
сти преобладает прямой каскад энергии [4, 5], в дву-
мерной турбулентности преобладает обратный кас-
кад энергии [6]. Иными словами, в двумерном тече-
нии наблюдается объединение вихрей в более круп-
ные, тогда как в трехмерном течении преобладает
дробление вихрей на более мелкие. Эксперименты по
двумерной турбулентности в тонких слоях [7] показа-
ли, что в конечной системе со слабым трением о дно
обратный каскад приводит к образованию когерент-

1)e-mail: d.tumachev@issp.ac.ru

ных вихрей. Когерентные структуры согласно [8] –
это долгоживущие упорядоченные крупномасштаб-
ные образования на фоне мелкомасштабной турбу-
лентности, которые обладают высокой степенью уни-
версальности для определенного турбулентного типа
движения. Примерами когерентных структур могут
служить подковообразные вихри в турбулентных по-
граничных слоях [9] и конденсаты [10].

Возникновение когерентных вихрей наблюдается
и в турбулентных течениях вращающейся жидкости,
где сила Кориолиса доминирует над силами инер-
ции. В этом случае формируются столбовые вихре-
вые структуры, однородные вдоль оси вращения, в
которых скорость течения направлена в плоскости,
ортогональной оси вращения. Таким образом, эф-
фективная размерность течения снижается до двух,
в частности, прямой каскад энергии сменяется обрат-
ным. Такое квази-двумерное течение наблюдалось
экспериментально [11, 12] и в численном моделирова-
нии [13]. В общем случае полное течение быстро вра-
щающейся жидкости представляет собой наложение
квази-двумерного течения и инерционных волн [2]. В
главном приближении эти течения являются незави-
симыми [14], хотя и взаимодействующими, благода-
ря гидродинамической нелинейности [15]. Несмотря
на то, что когерентные вихревые структуры явля-
ются предметом изучения уже многие годы, на на-
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стоящий момент не ясны механизмы, определяющие
их структуру. Основной проблемой является замы-
кание уравнения Рейнольдса на среднее течение в
вихре, которое есть усредненное уравнение Навье–
Стокса относительно быстрых турбулентных пуль-
саций. Замыкание предполагает вычисление тензора
Рейнольдса при данном среднем вихревом течении.
В модели, сформулированной в [16] и развитой в [17],
это замыкание проведено в пределе сильного разде-
ления масштабов между вихревой структурой и тур-
булентными пульсациями.

Целью этого письма является экспериментальное
изучение особенностей квази-двумерной турбулент-
ности в целом и устойчивых во времени столбовых
вихрей в частности, определение радиальной струк-
туры этих вихрей и определение характера их взаи-
модействия с инерционными волнами. Мы оставляем
за рамками данного исследования вопрос, как фор-
мируются и зарождаются вихри, рассматривая слу-
чай статистически стационарного состояния.

Экспериментальная методика. Эксперимен-
тальная установка представляла собой кубический
стеклянный аквариум с ребром 1 м, установленный
на вращающуюся платформу рис. 1a. Куб полностью

Рис. 1. (Цветной онлайн) (a) – Эскиз эксперименталь-
ной установки; (b) – часть мешалки, которой произво-
дилось возбуждение турбулентности

заполнен дистиллированной водой и сверху герме-
тично закрыт прозрачной стеклянной крышкой. Ви-
зуализация вихревого движения в жидкости произ-
водится с помощью методики лазерного листа. Для
этого в воду добавлялись частички полиамида РА-
12 со средним размером 90 мкм. Частички подсве-
чивал лазерный лист, направленный горизонтально
посередине куба. Ось расположенной сверху видео-

камеры была направлена перпендикулярно лазерно-
му листу. Полученные изображение после обработки
на компьютере с помощью PIV метода [18, 19] поз-
воляли получать двумерное поле скорости в плос-
кости лазерного луча. Возбуждение турбулентного
движения внутри куба проводилось вращением че-
тырех вертикальных расположенных по углам куба
мешалок с закрепленными на них лопатками рис. 1b.
На каждой такой мешалке расположено по 10 лопа-
ток. Мешалки, таким образом, имели неоднородную
по вертикали геометрию, в результате чего их вра-
щение эффективно возбуждало инерционные волны.
Чтобы мешалки сами по себе не сообщали течению
вращение относительно вертикальной оси, их враще-
ние было периодическим: в первую секунду проис-
ходили 2 оборота в одну сторону, во вторую секун-
ду – 2 оборота в противоположную сторону. Скорость
вращения мешалок во всех экспериментах одинако-
ва. Симметричность движения лопаток проверялась
проведением эксперимента, в котором куб вращался
в противоположную сторону, в результате чего были
получены результаты, статистически идентичные ис-
ходному направлению вращения. Отметим, что наи-
более близкий к нашему метод возбуждения течения
использовался в работах [20, 21].

Все эксперименты начинались с раскручивания
куба с одновременным включением мешалок. Экспе-
рименты выполнялись при конечной скорости вра-
щения от 0.12 до 0.72 об/с, которая достигалась
при постоянным угловым ускорением 0.05 об/c2. Для
крупномасштабной квази-двумерной компоненты те-
чения основной диссипативной силой во вращающей-
ся системе является трение о дно и крышку куба в
пограничном слое Экмана [1, 17]. Это трение харак-
теризуется временем затухания τ = H/(2

√
νΩ), в на-

ших экспериментах составлявшее 600 ÷ 200 с. После
раскрутки куба и включения мешалок выжидалось
как минимум 5τ для того, чтобы система пришла в
состояние статистического равновесия.

Турбулентное макро-число Рейнольдса [22]
ReM = vrmsLf/ν, вычисляемое по среднеквадратич-

ной скорости vrms = 〈v2x + v2y〉
1/2

и размеру лопаток
Lf ≃ 6.5 см, составляло около 2000 (рис. 2). Тур-
булентное макро-число Россби RoM = vrms/(2ΩLf )

составляло от 0.35 до 0.05. Отношение этих пара-
метров ReM/RoM , что есть характерное значение
отношения сил Кориолиса и объемных вязких сил,
находится вблизи значения 5 ·103, что является стан-
дартной величиной для такого типа экспериментах,
см. обзор [12]. Значения безразмерных параметров
говорят о том, что в течении доминирует сила
Кориолиса, а самое течение умеренно турбулентное.
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Рис. 2. (Цветной онлайн) (a) – Зависимости макро-числа Рейнольдса (пустые квадраты �) и числа вихрей (запол-
ненные кружки •) от частоты вращения куба. (b) – Зависимости микро-числа Россби Roω (пустые квадраты �) и
макро-числа Россби RoM (заполненные кружки •) от частоты вращения куба

Время съемки в срединной горизонтальной плос-
кости составляло 15 мин с частотой 75 кадров в
секунду. Из полученных данных с помощью метода
PIV получали 2D2C поле скорости [18, 19]. Про-
странственное разрешение поля скорости составляло
0.4 см.

Экспериментальные результаты. Характер-
ные поля завихренности ω = ∂xvy − ∂yvx в гори-
зонтальной плоскости на полувысоте, представлены
на рис. 3 для минимальной частоты вращения куба
0.12 об/с (рис. 3a) и для максимальной частоты вра-
щения куба 0.72 об/с (рис. 3b). Желтый цвет соответ-
ствует циклоническому вращению (вращению в ту
же сторону, что и вращение системы), а синий – ан-
тициклоническому. На рисунке 3 можно наблюдать
много вихрей, преимущественно циклонической на-
правленности. Вихри однородны по вертикали, что
проверялось в отдельном эксперименте, в котором
поле скорости измерялось в вертикальном срезе. Эти
вихри перемещаются в горизонтальной плоскости с
характерной скоростью несколько см/c. Антицикло-
ны были слабо выражены и имели малое время жиз-
ни, поэтому в дальнейшем речь пойдет только про
циклоны. Анализ эволюции вихревых пятен показы-
вает, что существуют вихри со временем жизни боль-
ше, чем время эксперимента (900 с). Соответственно,
эти вихри существуют дольше вязкого времени Эк-
мана. Более того, за время эксперимента не наблю-
далось существенного изменения энергии таких дол-
гоживущих вихрей.

На рисунке 3a число вихрей N примерно в 2–3 ра-
за меньше, чем на рис. 3b. Переход от низкого числа
вихрей на минимальной скорости вращения к боль-
шому числу вихрей на высокой скорости вращения

куба происходит скачкообразным образом при ско-
рости вращения около Ω⋆ ≈ 0.35 об/с, см. рис. 2a, а
не линейным образом, как наблюдалось в [23]. Чис-
ло вихрей, одновременно присутствующих в объе-
ме, слабо изменялось в течении одного эксперимен-
та. Несмотря на то, что число вихрей резко менялось
со скоростью вращения куба, скачок не испытывают
некоторое другие статистические величины. К ним
относятся микро-число Россби Roω, определяющееся
как средняя завихренность в центрах циклонов де-
ленная на 2Ω, и макро-число Россби RoM (рис. 2b).
Отметим, что имеет место почти линейная зависи-
мость Roω = 3.5 ·RoM +0.3. Этот график показывает,
что при низкой скорости вращения вихри являются
относительно более сильными. График макро-числа
Рейнольдса ReM (рис. 2a) также не демонстрирует
каких-либо особенностей вблизи частоты Ω⋆.

Скачкообразная зависимость числа вихрей N ,
тем не менее, имеет соответствие со скачкообразной
зависимостью более полной статистической инфор-
мации о течении. Функция распределения (PDF) ло-
кального числа Россби Ro(r) = ω(r)/2Ω при разных
скоростях вращения куба (рис. 4), где r = {x, y}, по-
строенного для области, не включающей погранич-
ные слои, также демонстрирует скачкообразное из-
менение. При низких скоростях вращения это чис-
ло внутри антициклонов удовлетворяет неравенству
Ro(r) > −1. При высоких скоростях вращения ниж-
няя граница Ro(r) > −0.5. Аналогичным образом
сужается верхняя граница распределения. Следует,
однако, отметить, что скачок в форме хвостов PDF
происходит при более низкой скорости вращения,
нежели скачок числа вихрей N . В целом же рас-
пределения качественно схожи с результатами, полу-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Поле завихренности, усред-
ненное по 1/3 с в момент t = 166 c после начала съемки.
(a) – Низкая скорость вращения 0.12 об/с; (b) – высо-
кая скорость вращения 0.72 об/с

ченными предыдущими исследователями в [22, 24],
несмотря на то, что там использовались иные мето-
ды возбуждения турбулентности. В частности, рас-
пределения не симметричны относительно нуля и со-
ответствуют перемежаемой статистике. В нашем экс-
перименте коэффициент асимметрии составлял 1.33
и 2.4 при самой низкой и самой высокой скоростях
соответственно. Отметим здесь, что именно потому,
что число Россби достигает значений порядка еди-
ницы, мы не используем термин “геострофический”
как характеристику квази-двумерного течения в це-
лом и столбовых вихрей, в частности [2, 15], хотя при
выполнении неравенства Ro(r) > −1 это разделение
становится условным.

На основании сделанных наблюдений мы можем
выдвинуть предположение о существовании двух су-
щественно разных турбулентных режимов квази-

Рис. 4. (Цветной онлайн) PDF локального числа Россби
Ro(r) = ω/2Ω

двумерного течения. Рассмотрим более подробно
свойства столбовых вихрей в этих двух режимах.

Низкая скорость вращения куба. Для измерения
статистических свойств отдельного вихря необходи-
мо перейти в систему отсчета, начало которой лежит
на оси этого вихря. Центр вихря вслед за [10] опреде-
лялся в главном приближении как положение экстре-
мума завихренности, после чего производилась про-
цедура уточнения положения следующим образом.
Внутри квадратной области размером 5 см с центром
в экстремуме завихренности находилась точка, ха-
рактеризующаяся максимумом циркуляции, вычис-
лявшейся по окружности с центром в этой точке и
радиусом 2.5 см.

Для каждой скорости вращения был построен ра-
диальный профиль азимутальной скорости в вихре
Uϕ

G (r) = 〈Uϕ
i (r, ϕ, t)〉ϕ,t,i, где усреднение производи-

лось по углу ϕ, времени t и номеру i отслеженно-
го вихря (красная кривая на рис. 5). На расстоянии
от 2 до 20 см наблюдался почти плоский участок
Uϕ

G (r). Похожий плоский участок радиального про-
филя Uϕ

G (r) уже наблюдался экспериментально [25]
в тонком слое проводящей жидкости с электромаг-
нитной накачкой. Также строилась зависимость про-
изводной по радиусу циркуляции скорости Γ′(r) =

r · 〈ωi(r, ϕ, t)〉ϕ,t,i (синяя штрих-пунктирная кривая
на рис. 5), а r теперь – расстояние до оси вихря. Сто-
ит отметить, что профиль величины Γ′(r) не меняет
знак. Радиус rcore сердцевины вихря, определявшей-
ся согласно равенству rcore · ωG|r=0 = 2Uϕ

G (rcore), со-
ставлял около 2.3 см.
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Профили азимутальной ско-
рости вихря Uϕ

G(r) (сплошная линия), величины Γ′(r)

(штрих-пунктирная линия), величина аппроксимации
профиля скорости среднего течения Uϕ(r) = ω · r/2

(прямая синяя пунктирная прямая), профиль азиму-
тальной скорости с вычтенным профилем скорости
среднего течения Uϕ

G(r) − Uϕ(r) (черная пунктирная
линия). (a) – Низкая скорость вращения 0.12 об/с, ω =

= 0.06 c−1; (b) – высокая скорость вращения 0.72 об/с,
ω = 0.047 с−1

Относительно большое количество вихрей позво-
ляет говорить о глобальном среднем течении на мас-
штабе всей области течения. Для того, чтобы от-
делить течение, связанное с рассматриваемым вих-
рем, от глобального среднего течения, мы произвели
вычитание из измеренного профиля скорости Uϕ

G (r)

скорости глобального среднего течения Uϕ(r). По-
скольку, согласно нашим наблюдениям, вихри в сред-
нем заполняли равномерно доступную область те-

чения, мы аппроксимировали Uϕ(r) линейным про-
филем скорости, Uϕ(r) = ω · r/2. Для определения
средней завихренности вне пограничного слоя ω на-
ми проводилась линейная аппроксимация для ско-
ростей Uϕ

G (r), лежащих на расстоянии больших, чем
30 см (зеленая пунктирная прямая на рис. 5). Вычи-
тание коллективного вращения вихрей из вычислен-
ного ранее профиля азимутальной скорости Uϕ

G (r)

позволяет эмпирическим путем определить радиус
вихрей как точку, где Uϕ

G (r) − Uϕ(r) обращается в
нуль (см. рис. 5). Рассчитанный таким образом ра-
диус вихрей равен ≃ 25 см. Отметим, что скорость
среднего течения 〈U〉, вычисленная путем усредне-
ния поля скорости по всему времени эксперимента, с
хорошей точность совпадет с той же оценкой ω · r/2,
где, в данном случае, r есть расстояние до центра
куба.

Высокая скорость вращения куба. Радиальные
профили азимутальной скорости Uϕ

G (r) и величины
Γ′(r) представлены на рис. 5b. Вихри являлись в зна-
чительной степени изолированными (в терминах ра-
боты [26]). В изолированных вихрях завихренность
в области сердцевины вихря компенсируется завих-
ренностью, имеющей противоположный знак, в теле
вихря, так что интеграл под кривой Γ′(r), что есть
полная циркуляция Γ(r), связанная с вихрем, равен
нулю. В нашем случае Γ(r) достигала минимум на ≃
15 см, что можно считать радиусом этих вихрей. Ра-
диус сердцевины вихря rcore составлял те же 2.3 см.
По-прежнему линейная аппроксимация среднего те-
чения 〈U〉 хорошо описывается коэффициентом ω.

Таким образом, при высокой скорости вращения
вихри оказываются не только относительно более
слабыми, но и более мелкими, что, разумеется, на-
ходится в согласии с их бо́льшим количеством на
единицу площади. Интегральной мерой одновремен-
но силы и величины вихрей может служить вели-
чина флуктуаций энергии течения на фоне средне-
го 〈U〉. На рисунке 6 построена зависимость средней
плотности энергии полного течения v2rms/2 и сред-
ней плотности энергии среднего течения 〈U〉2/2 от
скорости вращения. Вычитая из первого второе, мы
получаем искомую меру — кинетическую энергию,
заключенную в отдельных вихрях. Согласно рис. 6,
она не зависит от частоты вращения куба. Заметим,
что эта величина относительно устойчива к мето-
ду подсчета. Например, если считать энергию вих-
рей путем интегрирования компенсированного про-
филя Uϕ

G (r)−Uϕ(r), см. рис. 5, то отношение энергии
изолированных вихрей к вихрям на низкой скорости
вращения куба составит 0.5–0.6. Эта величина, умно-
женная на число вихрей, пропорциональна средней
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Рис. 6. (Цветной онлайн) Зависимости средней энергии
(открытые кружки ◦), энергии среднего течения (звез-
дочки ∗), и разницы полной энергии и среднего течения
(закрашенные кружки •) от частоты вращения куба

энергии, содержащейся в отдельных вихрях на еди-
ницу площади, что также почти не зависит от ско-
рости вращения. В итоге, если теперь нормировать
энергию вихрей на Ω2, то мы опять придем к заклю-
чению, что вихри на высоких скоростях вращения
являются относительно более слабыми.

Обсуждение. При турбулентном движении во-
ды во вращающемся кубе наблюдаются долгоживу-
щие когерентные вихри. Их время жизни значитель-
но больше времени Экмана. Можно предложить два
механизма поддержания энергии вихрей. Первый –
за счет слияния столбовых вихрей, когда только что
отделившийся от мешалки вихрь поглощается вих-
рем, который уже присутствует в кубе [27]. Вторым
механизмом поддержания энергии вихрей является
поглощение столбовыми вихрями инерционных волн,
для чего требуется выполнение условий ReM ≫ 1 и
Ro(r) � −1 [22, 28, 29].

Второй механизм, однако, оказывается подавлен-
ным, если макрочисло Россби RoM оказывается ни-
же некоторого порогового предела. Покажем это,
считая число Россби малым, Ro(r) ≪ 1. Прене-
брегая нелинейным взаимодействием инерционных
волн между собой и предполагая, что длина вол-
ны инерционных волн мала по сравнению с харак-
терным масштабом квази-двумерного течения, мы
можем по теории возмущений описать нелинейное
влияние неоднородности квази-двумерного течения
Uα(t, r) на эволюцию волны, описывающуюся полем
скорости u(t, r, z). Рассмотрим волновой пакет, дви-

гающийся по траектории R(t). Уравнение Навье–
Стокса, линеаризованное относительно u, и записан-
ное в волновом представлении в окрестности точки
R, имеет вид

(

∂t + i
(

U(t,R) · k
)

− σβαkβ
∂

∂kα

)

u+ 2[Ω× u] =

= −
(

(u · ∇)U
)

k
− ikp− νk2u, (1)

где k – волновой вектор, градиент скорости квази-
двумерного течения σβα(t) = ∂αUβ(t,R) берется в
точке нахождения R(t) волнового пакета, а индексы
α, β = {x, y}. В силу относительной малости длины
волны мы ограничились приближением квази- дву-
мерного поля скорости линейным профилем.

Проанализируем уравнение (1). Второе слагаемое
в круглой скобке в левой части (1) обеспечивает пере-
нос волнового пакета со скоростью потока U(t,R(t)).
Пусть у рассматриваемого волнового пакета волно-
вой вектор есть K. Сила Кориолиса в (1) приводит
к движению волнового пакета относительно потока
с групповой скоростью, горизонтальные компоненты
которой суть V g

α = (2ΩKz/K
3)Kα. Скорость движе-

ния волнового пакета в горизонтальной плоскости,
таким образом, есть

dRα

dt
= V g

α (t) + Uα(t,R). (2)

Третье слагаемое в круглой скобке в левой части
уравнения (1) выражает влияние неоднородности на
поле волны. Его действие на любое поле, в том чис-
ле поле инерционной волны, приводит к изменению
волнового вектора K вдоль характеристики [16, 17],

dKα/dt = −σβαKβ , Kz = const. (3)

Отметим, что это же слагаемое вместе со слагаемыми
в правой части обеспечивают изменение амплитуды
волны со временем.

Теперь рассмотрим аксиально-симметричный
столбовой вихрь с полем скорости Uα = Uϕ

G (r) e
ϕ
α,

где вектор r отсчитывается от оси вихря, а еди-
ничный вектор eϕα направлен по азимуту. Градиент
такого поля есть

σβα = Σrα eϕβ/r + (Uϕ
G /r)ǫβα, (4)

где локальная сила сдвига Σ = r∂r(U
ϕ
G /r), а ǫαβ –

единичный антисимметричный тензор второго ран-
га, ǫxy = 1. Второе слагаемое в (2) производит пере-
нос волнового пакета вместе с элементом жидкости,
движущемся по круговой орбите в вихре, а второе
слагаемое в (4) производит согласно (3) вращение
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волнового вектора вместе с этим элементом жидко-
сти. Оба этих вклада могут быть исключены пере-
ходом в связанную с этим элементом систему коор-
динат. В этой системе координат система уравнений
(3), (2) приобретает вид

dKr

dt
= −ΣKϕ,

dR

dt
= V g

r =
2ΩKzKr

k3
, (5)

а компоненты Kz и Kϕ не изменяются. Исключив из
системы уравнений (5) время, получим

Kz

Kϕ
d

(

1

K

)

=
1

2Ω
ΣdR. (6)

Как и должно быть для бездиссипативной системы,
процесс изменения параметров волны обратим. Необ-
ратимость достигается только в случае, если инте-
грал от правой части (6) оказывается по абсолютной
величине настолько велик, что абсолютная величи-
на K волнового вектора в некоторый момент обра-
щается в бесконечность. Это означает, что с учетом
вязкости произойдет исчезновение волны и переда-
ча ее энергии квази-двумерому течению. Посколь-
ку интеграл от правой части (4) оценивается как
vrms/2Ω, а значение волнового числа вдали от вих-
ря как K ∼ 1/Lf , то условием достижения необра-
тимости является превышение макро-числом Россби
некоторого порогового значения, RoM > Ro⋆M . Отме-
тим, что представленное рассуждение требует, что-
бы локальное число Россби было мало, Σ/2Ω ≪ 1,
в противном случае следует учитывать поправки к
частоте вращения Ω со стороны течения [26]. Одна-
ко и при нарушении этого условия сделанные выводы
остаются качественно верны.

Пороговое макро-число Россби Ro⋆
M

≈ 0.1 соглас-
но графику на рис. 2b. При частотах вращения ниже
Ω⋆ мы можем рассчитывать на применимость тео-
рии, развитой в [10, 16, 17]. Действительно, на рис. 5а
есть область с плоским участком радиальной зависи-
мости средней скорости в вихре Uϕ

G (r) в соответствии
с теоретическими оценками [17]. Развитая здесь тео-
рия предсказывает, что в этой области в процессе
поглощения волн образуются гармоники с большим
волновым числом, что находится в согласии с экспе-
риментальными данными: энергетический спектр ве-
дет себя как k−2.4 на низких частотах вращения, то-
гда как на высоких скоростях вращения индекс уве-
личивается до ≃ −3.3. Наши попытки, однако, вслед
за [30] установить выполнение уравнения Рейнольдса
показали, что полное время нашего наблюдения не
дает достаточного объема данных для полноценно-
го статистического усреднения тензора Рейнольдса
в уравнении на среднее течение в вихре.

Заключение. Экспериментально показано,
что существуют два турбулентных режима квази-
двумерного течения в сосуде с горизонтальными
границами. Режимы отличаются разным коли-
чеством вихрей-циклонов и их профилями. В
обоих режимах циклоны являются устойчивыми во
времени структурами, которые существуют дольше
времени вязкого затухания. Переход между режима-
ми происходит при пороговом значении макрочисла
Россби Ro⋆

M
≈ 0.1, показывающем отношение ам-

плитуды скорости течения и групповой скорости
инерционных волн. Нами приведены теоретические
аргументы в пользу того, что переход сопро-
вождается изменением режима взаимодействия
инерционных волн с квази-двумерным течением.
При относительно низких скоростях вращения
сосуда, которые соответствуют относительно боль-
шому числу RoM > Ro⋆

M
, квази-двумерное течение

эффективно поглощает инерционные волны. При
относительно высоких скоростях вращения это
число падает, так что снижается эффективность
передачи энергии от инерционных волны столбовым
вихрям.

Работа выполнена в Лаборатории “Современ-
ная гидродинамика”, созданной в рамках гранта
Министерства науки и высшего образования РФ
075-15-2019-1893 в ИТФ им. Л. Д. Ландау РАН,
при поддержке гранта Российского научного фонда
# 22-22-00977.
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Обнаружено сильное подавление равновесного магнитотуннелирования в гетероструктуре
графен/hBN/графен, обусловленное корреляционной кулоновской щелью в туннельной плотно-
сти состояний. Сравнение подавления равновесной туннельной проводимости G0 в сильном магнитном
поле при понижении температуры и зависимости ширины наблюдаемой щели ∆ от величины фактора
заполнения уровней Ландау ν с результатами аналогичных экспериментов в GaAs гетероструктурах
показало их качественное подобие и подтвердило нашу гипотезу о природе эффекта. При этом, однако,
полученная нами величина ∆ значительно превосходит измеренные во всех предыдущих работах в
полупроводниковых гетероструктурах, что связано, вероятно, с большим масштабом циклотронных
энергий в графене по сравнению с GaAs в интервале нижних уровней Ландау.
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Изучение многочастичных корреляционных
эффектов в полупроводниковых туннельных ге-
тероструктурах с двумя параллельными слоями
двумерного электронного газа (ДЭГ) уже давно
привлекает внимание исследователей. Так, в по-
лупроводниковых GaAs/AlAs гетероструктурах с
параллельными слоями ДЭГ уже около 30 лет назад
экспериментально были обнаружены проявления
сильнокоррелированной электронной жидкости в
слоях ДЭГ в магнитном поле, которые приводили
к формированию кулоновской щели в туннельной
плотности состояний и подавлению туннелирова-
ния между слоями [1–3]. Такая кулоновская щель
при переходах электронов между двумя силь-
нокоррелированными слоями ДЭГ обусловлена
необходимостью дополнительных затрат энергии на
извлечение электрона из одного слоя и встраивание
в другой. Суммарные затраты энергии этих про-
цессов определяются кулоновским взаимодействием
электронов внутри ДЭГ и составляют величину
образующейся энергетической щели ∆.

Многочастичные теории такой щели [4–6], по-
явившиеся в тот же период, предсказывают, что
при фиксированном факторе заполнения ν < 1 ее
величина составляет ∆ ≈ 0.4e2/4πεlB, где lB =

1)См. дополнительный материал к данной статье на сайте
нашего журнала www.jetpletters.ac.ru

2)e-mail: vdov62@yandex.ru

= (~/eB)1/2 – магнитная длина, или если электрон-
ная жидкость образует решетку, подобную кристал-
лу Вигнера [7, 8], ∆ ≈ e2/4πεa, где a = 1/(nπ)1/2 –
расстояние между электронами внутри слоя. Были
также представлены теории щели в слабых магнит-
ных полях (при больших ν ≫ 1) [9–12], которые, од-
нако, так и не смогли дать удовлетворительного опи-
сания магнитополевых зависимостей ∆(B) из экс-
периментов [2, 3]. При этом в эксперименте [2] по-
лучена эмпирическая зависимость ∆ ≈ A~ωc (где
~ωc = ~eB/m∗ – циклотронная энергия, A – констан-
та), которая вполне согласуется и с предсказаниями
различных теорий [9–12]. В представленной здесь ра-
боте это соотношение использовалось для сравнения
щелей в графене и GaAs.

Открытие графена и появление вандерваальсов-
ских гетероструктур придало новый импульс к ис-
следованиям корреляционных эффектов. В графено-
вых гетероструктурах наблюдение туннельной щели
из-за внутрислоевой кулоновской корреляции было
впервые упомянуто в работе [13], но это осталось
без доказательств, вероятно, вследствие того, что
фокус этой работы был направлен на исследование
гигантского усиления туннельной проводимости из-
за межслоевой корреляции. Затем в работе [14] бы-
ла обнаружена и изучена корреляционная кулонов-
ская щель при магнитотуннелировании между гра-
феновыми слоями через локализованное состояние в
hBN барьере, где эксперимент осложнялся возмож-
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ным влиянием заряда на этом локализованном состо-
янии как на процесс туннелирования, так и на фор-
мирование и корректность измерения величины ще-
ли. Дополнительной трудностью интерпретации экс-
перимента в [14] являлось наблюдение щели только
при туннельных переходах между уровнями Ландау
(УЛ) с различными индексами вследствие особенно-
стей дизайна структуры.

В данной же работе сообщается об обнаруже-
нии и изучении корреляционной кулоновской ще-
ли при прямом (без участия промежуточных со-
стояний) туннелировании между слоями графена в
графен/hBN/графен гетероструктуре с двумя за-
творами, что избавило нас, такими образом, от про-
блем эксперимента [14] и позволило корректно изу-
чить формирование щели и впрямую измерить ее ве-
личину ∆. Для реализации возможности туннельных
переходов между слоями графена при относительно
малых энергиях без участия промежуточных состо-
яний в нашем эксперименте использовались гетеро-
структуры с высокой степенью углового согласова-
ния ∼ 2◦ графеновых слоев. Сравнение особенностей
температурного поведения обнаруженного нами эф-
фекта, таких как инверсия температурной зависимо-
сти равновесной проводимости с уменьшением фак-
тора заполнения уровней Ландау (УЛ) ν и ее акти-
вационный характер при малых ν, с результатами
аналогичных экспериментов в GaAs показывает их
качественное подобие и подтверждает нашу интер-
претацию природы эффекта. Обнаруженный рост ве-
личины щели с уменьшением ν также согласуется с
ранними результатами для полупроводниковых си-
стем. Однако характерные параметры и зависимости
щели количественно сильно отличаются от измерен-
ных в полупроводниковых системах. Так, величина
∆ значительно превосходит величины, измеренные
во всех этих работах, что связано, вероятно, с боль-
шим масштабом циклотронных энергий в графене по
сравнению с GaAs в актуальном интервале УЛ, а так-
же с возможным влиянием межслоевого кулоновско-
го взаимодействия электронов [12, 15].

Исследовавшийся образец изучался нами раннее
в работах [16, 17] и представлял собой вертикаль-
ную вандерваальсовскую гетероструктуру, получа-
емую путем механического расслоения и переноса
слоев графена и hBN . Схематическое изображение
основных слоев структуры и измерительной цепи
показаны на рис. 1, микрофотография и подробное
описание образца даны на рис. S1 дополнительных
материалов. Слои графена были кристаллографиче-
ски взаимно сориентированы, угловое рассогласова-
ние кристаллографических решеток слоев верхнего

Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема равновесного тунне-
лирования между монослоями графена, где конусами
Grtop и Grbottom обозначены верхний и нижний моно-
слои графена, hBN-1, hBN-2 и hBN-3 – нижний под-
затворный, туннельный и верхний слои нитрида бора
соответственно, SiO2 – основной диэлектрический слой
нижнего затвора, µT и µB – химические потенциалы в
верхнем и нижнем слоях. Энергетический сдвиг дира-
ковских точек, зависящий от Vtg, Vbg и Vb, обозначен
как ∆ED

и нижнего листов графена составляло ∼ 2◦, а пло-
щадь их пересечения ∼ 25 мкм2. Приложение маг-
нитного поля B, перпендикулярного плоскости гра-
феновых слоев, приводит к квантованию движения
электронов в плоскости слоев и формированию неэк-
видистантных УЛ, графически представляющих со-
бой окружности на поверхности дираковских кону-
сов (см. рис. 2), энергетический спектр которых опи-
сывается выражением EN = ±υF (2e~|N | · B)1/2, где
N = 0, ±1, ±2, а υF – скорость Ферми. Прило-
жение напряжений к верхнему и нижнему затво-
рам (Vtg и Vbg) приводит к изменениям химических
потенциалов µt и µb и последовательному заполне-
нию/опустошению УЛ в слоях. Смещающее напря-
жение Vb изменяет взаимное расположение дираков-
ских конусов по энергии, и в случае совпадения за-
полненного и пустого УЛ открывается возможный
канал для резонансно-туннельного тока. Строго го-
воря, условию резонанса между УЛ с сохранением
энергии и импульса соответствует пересечение запол-
ненного и пустого УЛ в k-пространстве, что нельзя
отразить на представленной упрощенной схеме тун-
нелирования. Детально туннелирование между УЛ
в двух слоях графена, разделенных туннельным ба-
рьером, описано в работе [18]. Изменение напряже-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Сечение карты равновесной
проводимости при B = 12Tл по линии равенства кон-
центраций, ntop = nbottom. На вставках справа пока-
заны схемы туннельных переходов между уровнями
Ландау верхнего и нижнего монослоев графена L3-L3
(вверху) и L1-L1 (внизу)

ния Vb и контроль за Vtg и Vbg давали в результате
возможность наблюдать последовательность особен-
ностей на ВАХ, соответствующих туннельным резо-
нансам между отдельными УЛ в верхнем и нижнем
слоях. Поддерживая же значение Vb = 0 и изменяя
Vtg и Vbg, были построены трехмерные карты рав-
новесной (т.е. вблизи Vb = 0) туннельной проводимо-
сти данных гетероструктур (см. карту для B = 12Тл
на рис. S2 дополнительных материалов). Идеальным
инструментом для изучения проявлений коллектив-
ных эффектов в туннельных гетеросистемах явля-
ются эксперименты по измерению равновесной меж-
слоевой туннельной проводимости в магнитном по-
ле при условии поддержания равенства концентра-
ций электронов в слоях, между которыми происхо-
дит туннелирование, с помощью верхнего и нижнего
затворов. Соблюдение этих условий является крити-
чески важным для наблюдения и корректного изме-
рения параметров корреляционной кулоновской ще-
ли в туннельной плотности состояний, как было по-
казано ранее в экспериментальных работах с GaAs
гетероструктурами [1, 2], где ранее была обнаруже-
на кулоновская щель, поскольку в случае дисбалан-
са концентраций электрическое поле в барьере будет
значительно усложнять интерпретацию величин из-
меряемых параметров щели. Именно такие измере-
ния межслоевой туннельной проводимости при под-
держании равенства концентраций электронов в гра-
феновых слоях с помощью управления затворными
напряжениями и составляют основу данной работы.
Карты проводимости были построены с помощью мо-

дуляционной методики с амплитудой модулирующе-
го напряжения 0.1–1 мВ на частоте 27 Гц. Измере-
ния проводились при температурах 1.8–50 К. В от-
личие от предыдущих исследований [16, 17] здесь на-
ми измерялись также и зависимости величины тун-
нельного тока от напряжения смещения I − Vb (или
dI/dVb − Vb) в условиях совпадения концентраций
электронов верхнего и нижнего графенов вблизи ну-
левого смещения, т.е. при ntop = nbottom и Vb = 0.

На рисунке 2 показана зависимость равновесной
туннельной проводимости от величины фактора за-
полнения ν = nsh/eB, где ns – плотность двумер-
ного газа, полученного из сечения эксперименталь-
ной карты в координатах Vtg и Vbg при B = 12Tл.
Это сечение карты по линии равенства концентра-
ций, ntop = nbottom, обозначено пунктирной ли-
нией на рис. S2 дополнительных материалов, при-
близительно отвечающей соотношению Vtg = 0.4 +

0.083Vbg. Каждая особенность, соответствующая пе-
реходу между УЛ с одинаковыми индексами, рас-
щеплена на 4 пика. Величина расщепления для всех
измеренных особенностей для B = 12Тл лежит в
интервале 7–9 мэВ. Такое расщепление обусловлено
снятием спинового и долинного вырождения УЛ в
сильном магнитном поле [17, 19–21]. Рост амплиту-
ды резонансных особенностей с увеличением ν в сло-
ях обусловлен как естественным ростом прозрачно-
сти туннельного барьера, так и запретом на туннель-
ные переходы между нижними УЛ с сохранением
продольной слоям компоненты импульса, поскольку
вследствие даже небольшой угловой разориентации
графеновых слоев дираковские конусы разнесены в
k-пространстве и начинают пересекаться только при
определенной энергии. По нашим оценкам, для угло-
вой разориентации графеновых слоев приблизитель-
но в 2◦ эта энергия составляет примерно 150–200 мэВ
и соответствует переходам между УЛ с индексами
3-3 в B = 12Тл. На рисунке 2 показаны схемы воз-
можных переходов между УЛ с номерами L1-L1 и L3-
L3 в нашем образце в B = 12Тл, из которых видно,
что если для УЛ L3-L3 соответствующие орбитали,
представленные в виде окружностей на поверхности
конусов на рис. 2, пересекаются в k-пространстве и
тогда возможны переходы между ними c сохранени-
ем как энергии, так и продольной слоям компоненты
импульса, то туннелирование между меньшими по
номеру уровнями Ландау в 12 Тл возможно только с
участием фононов [22] или же благодаря рассеянию
на интерфейсе графен/hBN .

На рисунке 3 представлены две I − Vb характе-
ристики нашего образца при B = 12Тл, T = 2К
и таких значениях Vtg и Vbg, чтобы выполнялось
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Рис. 3. (Цветной онлайн) I − Vb характеристики образ-
ца при B = 12Тл, T = 2К в условиях равенства кон-
центраций ntop = nbottom при Vb = 0. (а) – ν = 12

и ntop = nbottom ∼ 3.46 · 1012 см−2; (b) – ν = 8 и
ntop = nbottom ∼ 2.3 · 1012 см−2 при Vb = 0. На встав-
ках схематически показаны орбитали уровней Ландау
в k-пространстве, соответствующие туннельным пере-
ходам между УЛ L3-L3 (а) и L2-L2 (b) при Vb = 0 в
магнитном поле B = 12Тл для образца с разориен-
тацией кристаллических решеток верхнего и нижнего
листов графена, равной приблизительно 2◦

условие равенства концентраций ntop = nbottom при
Vb = 0. Кривая на рис. 3а соответствует ν = 12 и
ntop = nbottom ∼ 3.46 ·1012 см−2, а кривая на рис. 3b –
ν = 8 и ntop = nbottom ∼ 2.3 · 1012 см−2 при Vb = 0.
Зависимость I − Vb на рис. 3а демонстрирует тради-
ционную для резонансного туннелирования форму
с максимумами тока при Vb ≈ ±7мВ и следующи-
ми за ними областями отрицательной дифференци-
альной проводимости. Большое отношение пиково-
го тока к долинному Ipeak/Ivalley ∼ 2, по аналогии с
традиционным резонансным туннелированием, сви-
детельствует о высокой степени сохранения импуль-

са при переходах между УЛ [16] и таким образом под-
тверждает нашу оценку, что при угловой разориента-
ции листов графена ∼ 2◦ орбитали, соответствующие
туннельному переходу между УЛ L3-L3 в магнитном
поле B = 12Тл, будут пересекаться в k-пространстве
(см. вставку к рис. 3а). При дальнейшем увеличении
напряжения смещения увеличивается “окно проводи-
мости” и становится возможным одновременное тун-
нелирование как через УЛ с большими индексами,
так и туннелирование с участием фононов [18, 22],
что и вызывает рост тока и широкий пик вблизи
Vb ∼ 30мВ. Однако зависимость I − Vb на рис. 3b,
соответствующая туннелированию между УЛ L2-L2
при малых напряжениях смещения не имеет обла-
сти отрицательной дифференциальной проводимо-
сти, что указывает на преимущественно неупругие
процессы переходов электронов между этими уров-
нями и, таким образом, также подтверждает нашу
оценку. На основании этого, для исключения влия-
ния неупругих процессов и упрощения интерпрета-
ции наблюдаемых эффектов здесь мы сосредоточим-
ся на переходах L3-L3.

С понижением температуры при туннелировании
между УЛ L3-L3 в больших магнитных полях на за-
висимостях dI/dVb − Vb проявляется провал вблизи
Vb = 0. На рисунке 4а показаны такие зависимости
для ν = 12, ntop = nbottom ∼ 3.46 · 1012 см−2 при
T = 15К (красная кривая) и 2 К (синяя кривая),
в магнитном поле B = 12Тл. Ширина провала при
температуре 2 К и B = 12Тл, измеряемая как рас-
стояние между максимумами проводимости, состав-
ляла ∆ ≈ 6мВ, и он полностью замывается с ростом
температуры до ∼ 15 К. При этом, на зависимостях
dI/dVb−Vb при тех же значениях концентраций в ма-
лых магнитных полях провал отсутствовал (см., на-
пример, рис. 4b). Кроме того, температурное поведе-
ние зависимостей на рис. 4a и b принципиально раз-
лично: при наличии провала рост температуры при-
водит к увеличению туннельной проводимости вбли-
зи Vb = 0, а в его отсутствие – к падению проводи-
мости и традиционному температурному размытию
резонанса из-за уширения УЛ. Таким образом, уже
можно заключить, что, аналогично [1–3], в исследуе-
мой графеновой гетеросистеме подавление равновес-
ной туннельной проводимости так же имеет магни-
тополевую природу. Более того, как будет показа-
но далее, наблюдаемый эффект подавления магни-
тотуннелирования обусловлен проявлением кулонов-
ской щели в туннельной плотности состояний вслед-
ствие образования коррелированных коллективных
состояний в ДЭГ графеновых слоев. А поскольку на
данный момент нет теории такой кулоновской щели
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Рис. 4. (Цветной онлайн) (a) – dI/dVb − Vb зависимо-
сти для ν = 12, ntop = nbottom ∼ 3.46 · 1012 см−2

при T = 15К (красная кривая) и 2К (синяя кри-
вая), в магнитном поле B = 12Тл; на вставке пока-
заны величины щели ∆ для переходов L1-L1, L2-L2,
L2-L2; (b) – dI/dVbias − Vbias зависимости для ν = 36,
ntop = nbottom ∼ 3.46 · 1012 см−2 при T = 15К (крас-
ная кривая) и 2К (синяя кривая), в магнитном поле
B = 4Тл

для графеновых гетероструктур, мы будем строить
доказательство природы наблюдаемого нами эффек-
та на основе сравнения полученных данных с резуль-
татами экспериментов по наблюдению щели в GaAs
гетероструктурах [1–3], которые наиболее близки по
экспериментальной реализации и методам и, поэто-
му, дают возможность наиболее прямого сравнения
данных. Измеренное нами значение ширины щели
∆ ≈ 6мВ для ν = 12, ntop = nbottom ≈ 3.46 ·1012 см−2

в B = 12Тл значительно превышает результаты,
полученные при сопоставимых значениях ν в [2], и
сравнивается только с ширинами щели, измеренны-
ми в [1–3] в ультраквантовом пределе для ν < 1/2.
Поскольку все ранние работы в GaAs системах по-
казали, что величина щели описывается зависимо-
стью вида ∆ ≈ A~ωc, где ~ωc – циклотронная энер-

гия и A – константа [1, 2, 9–12], и, предполагая оди-
наковый механизм образования щели в GaAs и гра-
фене, можно полагать, что отличие измеренной на-
ми ∆ от GaAs обусловлено значительной разницей
циклотронных масс mc [23] и, следовательно, вели-
чин ~ωc = ~eB/mc в GaAs и графене, в интервале
нескольких нижних УЛ. Так же не стоит исключать
возможное влияние на величину ∆ и межслоевого
кулоновского взаимодействия электронов [12, 15].

Интерпретация щели в предыдущих работах [1–3]
с GaAs структурами основана на том, что величина
∆ составляется из вкладов затрат энергии на “выры-
вание” электрона из одного слоя коррелированного
ДЭГ и встраивания его в другой слой, и величина
∆ при этом растет с уменьшением ν. Отсюда, есте-
ственно, следует, что ∆ для туннельных переходов
между УЛ с разными (соседними) индексами, напри-
мер ∆12, будет иметь промежуточное значение меж-
ду ∆11 и ∆22, т.е. ∆22 < ∆12 < ∆11, что и наблюда-
ется при сравнении измеренных здесь величин ∆11 и
∆22 (см. вставку к рис. 4а) с ∆12 из эксперимента [14].

По аналогии с [1–3] мы исследовали температур-
ное поведение равновесной туннельной проводимо-
сти G0 = dI/dVb при Vb = 0, которое позволяет
однозначно определить наличие/отсутствие энерге-
тического зазора при туннелировании. Зависимости
G0 = dI/dVb при Vb = 0 от температуры для пе-
реходов L9-L9 и L3-L3 при B = 4 и 12 Тл, соответ-
ственно, представленные на рис. 5а, демонстрируют
противонаправленное движение в интервале низких
температур вплоть до T ∼ 10К: если в случае L9-
L9 проводимость плавно падает с ростом T во всем
интервале температур, отражая обычное уширение
УЛ, то для перехода L3-L3 равновесная туннельная
проводимость сначала растет до T ∼ 10К, отражая
замытие туннельной щели температурой, а затем на-
чинает медленное падение, отражая обычное ушире-
ние УЛ. Рисунок 5b представляет собой ту же зави-
симость G0 (Vb = 0) при B = 12Тл при туннелирова-
нии между УЛ L3-L3, только построенную от обрат-
ной температуры 1/T , и проявляет активационное
поведение G0 при низких температурах, аналогично
[1–3]. Aктивационный характер поведения равновес-
ной проводимости явно указывает на наличие щели
в туннельной плотности состояний. Полученная при
этом величина энергии активацииEa ∼ 0.68мэВ при-
близительно на порядок меньше, чем ширина щели
∆, измеренная из графика на рис. 4а. Подобное отно-
шение ∆/Ea ≈ 14−20 уже наблюдалось как в GaAs
гетероструктурах с двойными квантовыми ямами [1–
3], так и графеновых структурах [14] и было объясне-
но тем, что энергия активации определяется не вели-
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Рис. 5. (Цветной онлайн) (a) – Зависимости G0 =

dI/dVb при Vb = 0 от температуры для переходов L9-L9
при B = 4Tл (красная) и L3-L3 при B = 12Тл (синяя);
(b) – Зависимость G0 при ν = 12, B = 12Тл для пере-
хода L3-L3 от обратной температуры 1/T

чиной щели ∆, а скорее гораздо меньшей характери-
стической энергией коллективных возбуждений си-
стемы [24, 25]. Аналогичное подавление равновесной
туннельной проводимости с понижением температу-
ры наблюдались нами также и при переходах L2-L2
и L1-L1 (см. рис. S4 дополнительных материалов), но
как отмечено выше, в данной работе мы сфокусиру-
емся на переходах L3-L3 с сохранением параллельной
слоям компоненты импульса.

В заключение важно отметить, что хотя все пере-
ходы L1-L1, L2-L2 и L3-L3 демонстрируют расщеп-
ление УЛ из-за снятия вырождения, как видно из
рис. 2, любое из сечений карты на рис. S3 вдоль Vb
показывает также и наличие провала проводимости
в окрестности Vb = 0, что означает одновременное со-
существование двух этих эффектов – реальных ще-
лей в плотности состояний из-за расщепления УЛ и

кулоновской “псевдощели” в туннельной плотности
состояний.

Таким образом, было обнаружено резкое подав-
ление проводимости в окрестности Vb = 0 магнит-
ным полем при туннелировании в гетерострукту-
рах графен/hBN/графен и активационный характер
температурной зависимости равновесной проводимо-
сти, который мы связываем с корреляционной куло-
новской щелью в туннельной плотности состояний.
Рост величины щели ∆ с уменьшением ν также со-
гласуется с ранними результатами для полупровод-
никовых систем. При этом, однако, полученная вели-
чина ∆ значительно превосходит измеренные во всех
предыдущих работах, что связано, вероятно, с боль-
шим масштабом циклотронных энергий в графене по
сравнению с GaAs в интервале нижних УЛ и согла-
суется с результатами [14].

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского научного фонда (грант # 23-12-00115).
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В каком магнитном поле рождается краевой магнитоплазмон?
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Методом оптического детектирования резонансного микроволнового поглощения исследовано пове-
дение магнитоплазменных мод в высококачественных двумерных электронных системах (ДЭС) на базе
AlGaAs/GaAs гетероструктур с мезой в форме диска. Путем анализа магнитодисперсионной зависимо-
сти удается установить значение магнитного поля, при котором вдоль края ДЭС образуется двумерный
“скин-слой” и, как следствие, магнитоплазменная мода приобретает краевой характер. Исследовано по-
ведение этого значения магнитного поля в зависимости от электронной плотности ДЭС. Разработана
модель для описания полученных экспериментальных результатов.

DOI: 10.31857/S123456782318009X, EDN: wwqjvw

Плазменные возбуждения в двумерных электрон-
ных системах (ДЭС) являются предметом активного
исследования на протяжении более 50 лет [1–10]. В
отличие от трехмерного случая, спектр двумерных
плазмонов имеет бесщелевой сильно дисперсионный
характер [1]:

ω2
p(q) =

nse
2

2m∗ε0ε
q, (1)

где q – волновой вектор плазмона, ns – электронная
концентрация, m∗ – эффективная масса двумерных
электронов, ε0 и ε = (εGaAs+1)/2 – диэлектрическая
проницаемость вакуума и эффективная диэлектри-
ческая проницаемость окружающей среды. Напри-
мер, для ДЭС в форме диска с диаметром d волно-
вой вектор для фундаментальной плазменной моды
q = 2.4/d [11]. В перпендикулярном магнитном поле
плазменный резонанс расщепляется на две моды –
циклотронную и краевую [5–8]. Частота циклотрон-
ной магнитоплазменной моды в пределе большого
магнитного поля стремится к частоте циклотронного
резонанса ωc = eB/m∗. Частота же краевой магни-
топлазменной моды (КМП) в пределе большого маг-
нитного поля стремится к нулю.

В первом эксперименте по обнаружению КМП [5]
в массиве дисков двумерных электронов была пред-
ложена теоретическая модель, описывающая магни-
тодисперсию КМП в рамках дипольного приближе-
ния для модели “сплюснутого” эллипсоида

ωemp = −ωc

2
+

√

ω2
p +

(ωc

2

)2

. (2)

1)e-mail: muravev_vm@mail.ru

Однако в более поздних экспериментах, проводив-
шихся в больших магнитных полях в режиме цело-
численного и дробного квантовых эффектов Холла
было установлено, что магнитодисперсия КМП моды
значительно отклоняется от зависимости (2) [12, 13].
В частности, было обнаружено, что с изменением
магнитного поля частота КМП осциллирует, а его
затухание ведет себя подобно холловской проводи-
мости. Для объяснения этих эффектов была разви-
та подробная теория, которая учитывала накопле-
ние заряда вблизи края ДЭС [14]. Суть подхода со-
стояла в том, что для устранения логарифмической
расходимости переменного потенциала КМП, вбли-
зи края ДЭС феноменологически вводится полоска
с шириной l, где аккумулируется заряд волны. В та-
ком случае можно аналитически рассчитать электро-
динамику системы и получить выражение для шири-
ны слоя и магнитодисперсии КМП, распространяю-
щейся вдоль прямолинейного края полубесконечной
ДЭС:

l =
i σxx
2ε0ε ω

. (3)

ωemp =
σxy q

2πε0ε
ln

5.4

q l
, ql ≪ 1. (4)

Здесь σxx и σxy – компоненты тензора проводимо-
сти ДЭС. Рассматриваемая краевая область локали-
зации зарядов является двумерным аналогом скин-
слоя [15]. Из формулы (3) следует, что в нулевом
магнитном поле l = 1/q. Таким образом, для ДЭС
в форме диска l сравнима с его диаметром. Последу-
ющие эксперименты действительно подтвердили су-
ществование краевой области локализации зарядов
КМП [16–23]. Однако вопрос о том, в каком магнит-
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ном поле вдоль края ДЭС образуется “скин-слой” и
нижняя магнитоплазменная мода приобретает крае-
вой характер, остается до сих пор не изученным.

Эксперименты были выполнены на высококаче-
ственных GaAs/AlGaAs гетероструктурах с шири-
ной квантовой ямы 20 нм. Концентрация двумер-
ных электронов в различных образцах составляла от
ns = 0.4×1011 см−2 до 1.2×1011 см−2, подвижность —
от µ = 0.5× 106 см2/(В · с) до µ = 1.0× 106 см2/(В · с)
при температуре T = 4.2К. Образцы представляли
собой диски ДЭС с диаметром мезы d = 0.34мм.
Образец помещался внутрь коаксиальной СВЧ ли-
нии, которая погружалась в криостат со сверхпро-
водящим магнитом. Катушка магнита позволяла со-
здавать магнитное поле до 7Тл в направлении, пер-
пендикулярном поверхности образца. СВЧ излуче-
ние в частотном диапазоне от 1МГц до 40ГГц и мощ-
ностью до 10мВт подавалось на вход коаксиальной
линии. Другой конец линии заканчивался согласо-
ванной нагрузкой для подавления стоячих волн на
длине СВЧ тракта. Такая схема монтажа образца
позволяла разворачивать СВЧ частоту при практи-
чески неизменной мощности микроволнового излуче-
ния, падающего на образец. Для регистрации плаз-
менных возбуждений в ДЭС использовалась оптиче-
ская методика детектирования микроволнового по-
глощения [24, 25]. Выбранная методика для изме-
рения плазменных резонансов основана на высокой
чувствительности спектра люминесценции фотовоз-
бужденных электронов и дырок к разогреву ДЭС.
При совпадении частоты микроволнового излучения
с частотой плазмона двумерная электронная систе-
ма начинает резонансно разогреваться, что приводит
к изменению спектра люминесценции. Для фотовоз-
буждения и сбора сигнала люминесценции в коакси-
альную линию напротив образца помещалось опто-
волокно с диаметром центральной жилы 0.4мм. При
этом использовалось излучение от стабилизирован-
ного лазера с длиной волны λ = 780 нм и мощностью
0.1мВт. Интеграл модуля разности спектров люми-
несценции под микроволновым излучением и без него
служил мерой интенсивности поглощения СВЧ излу-
чения. Все эксперименты проводились при базовой
температуре на образце T = 4.2K.

На рисунке 1 показаны типичные спектры микро-
волнового поглощения, измеренные при различных
значениях магнитного поля B = 0, 8, 40 и 80мТл.
Эксперименты проводились на ДЭС в форме оди-
ночного диска с диаметром d = 0.34 мм и электрон-
ной концентрацией ns = 1.2 × 1011 см−2. В нулевом
магнитном поле в спектре поглощения наблюдает-
ся возбуждение фундаментальной плазменной моды.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Спектры микроволнового по-
глощения, измеренные при различных значениях маг-
нитного поля. Кривые сдвинуты по вертикали для
наглядности. Горизонтальными пунктирными линия-
ми для каждой из кривых указан уровень сигна-
ла без СВЧ облучения. Стрелками показаны поло-
жения КМП моды согласно дипольному приближе-
нию (2). Измерения проводились на диске с диамет-
ром d = 0.34мм и электронной концентрацией ns =

1.2× 1011 см−2

Из полуширины резонанса ∆f = 2ГГц можно од-
нозначно определить время электронной релаксации
τ ≈ 80 пс. При приложении внешнего магнитного по-
ля плазменный резонанс раздваивается на две маг-
нитоплазменные моды. Их детальное магнитополе-
вое поведение представлено на рис. 2a. Пунктирной
линией на рис. 2a показана частота циклотронного
резонанса ωc = eB/m∗, сплошной черной линией –
результат простейшей дипольной модели (2), сплош-
ной синей линией – результат теоретической моде-
ли Волкова и Михайлова (4). Видно, что, начиная с
магнитного поля B0 = 26мТл, частота нижней маг-
нитоплазменной моды отклоняется от теоретическо-
го предсказания. Магнитное поле B0 определялось
следующим образом. Строилось относительное от-
клонение частоты магнитоплазмона от формулы (2)
(рис. 2b). Отклонение ∆f/f практически равно нулю
до магнитного поля B0. После же B0 происходит ка-
чественное изменение в поведении магнитоплазмен-
ного возбуждения и ∆f/f начинает расти линейно
по магнитному полю.

Чтобы разобраться в наблюдаемом физическом
явлении, мы прибегли к аналитической модели из

Письма в ЖЭТФ том 118 вып. 5 – 6 2023



В каком магнитном поле рождается краевой магнитоплазмон? 447

Рис. 2. (Цветной онлайн) (a) – Магнитодисперсия фун-
даментального плазменного возбуждения для диска с
диаметром d = 0.34 мм. Штриховой линией (CR) пока-
зано положение циклотронного резонанса ωc = eB/m∗.
Сплошными черными кривыми показана теоретиче-
ская магнитодисперсия согласно модели “сплюснутого”
эллипсоида (2). Сплошной синей линией показана маг-
нитодисперсия согласно теоретической модели Волко-
ва и Михайлова (4). Видно, что начиная с магнитного
поля 26 мТл, наблюдается существенное расхождение
между экспериментом и теоретической моделью (2).
(b) – Относительное отклонение частоты магнитоплаз-
мона ∆f/f от формулы (2) в зависимости от прило-
женного магнитного поля B. (с) – Зависимость q |l| от
магнитного поля. Стрелкой показано магнитное поле,
при котором q |l| = 1

работы [14]. Воспользуемся для двумерной проводи-
мости, σxx, формулой Друде:

σxx =
nse

2τ

m∗
1− iωτ

(1− iωτ)2 + ω2
cτ

2
. (5)

Тогда из (3) можно прямым расчетом определить
размер “скин-слоя” |l| в зависимости от приложенно-
го магнитного поля (рис. 2c). Видно, что в нулевом
магнитном поле q |l| = 1, т.е. “скин-слой” сравним с
размером диска. Далее, при приложении магнитно-
го поля |l| резко увеличивается, достигает максиму-

ма и далее уменьшается до нуля в пределе бесконеч-
но больших магнитных полей. На зависимости есть
магнитное поле, когда q |l| = 1 (стрелка на рис. 2c).
Можно считать, что в образцах конечного размера,
начиная с этого магнитного поля вдоль края ДЭС об-
разуется “скин-слой” и магнитоплазменная мода при-
обретает краевой характер.

Тот же результат можно получить следующим
аналитическим путем. Для ширины “скин-слоя” в
плазменном пределе ωτ ≫ 1 из (3) можно найти сле-
дующее выражение [14]:

q l =
ω2
p

ω2
emp − ω2

c

. (6)

Отсюда следует, что размер “скин-слоя” быстро
уменьшается с увеличением магнитного поля. При
некотором магнитном поле его размер становится со-
поставим с диаметром диска q |l| = 1. Для того, что-
бы найти значение этого магнитного поля, найдем
из формулы (2) выражение для частоты КМП моды
ωemp ≈ ωp − ωc/2. Здесь ωp – частота плазмона в ну-
левом магнитном поле. Подставив в (6), находим, что
в магнитном поле ωc = 2ωp/3 выполняется условие
q |l| = 1. Для исследуемого образца эта точка нахо-
дится в магнитном поле B = 37 мТл, что согласуется
с B0 = 26мТл (стрелка на рис. 2b), где частота ниж-
ней магнитоплазменной моды начинает отклоняться
от теоретической модели “сплюснутого” эллипсоида.

Для того, чтобы дополнительно проверить мо-
дель, мы провели эксперименты на серии образцов
с одиночными дисками фиксированного диаметра
d = 0.34мм, но разными электронными концентра-
циями ns = 0.45, 0.62, и 1.2×1011 см−2. Результирую-
щая зависимостьB0 от электронной концентрации ns

представлена на рис. 3. Черной кривой на рис. 3 пока-
зана теоретическая зависимость ωc = 2ωp/3. Видно,
что теоретическая модель на качественном уровне
хорошо согласуется с экспериментальными точками.
Однако количественное согласие недостаточно хоро-
шее. Следует отметить, что формула (3), на кото-
рую мы опирались, была получена в предположе-
нии, что ДЭС представляет собой бесконечную по-
луплоскость. В наших же экспериментах ДЭС имеет
конечный размер в форме диска. Более полная тео-
рия, учитывающая это обстоятельство, помогла бы
лучше понять и описать экспериментальные данные.

В работе проведено экспериментальное исследо-
вание спектров поглощения для дисков двумерных
электронов, изготовленных из высококачественных
AlGaAs/GaAs гетероструктур. Установлено значение
магнитного поля, при котором вдоль края ДЭС обра-
зуется двумерный “скин-слой” и, как следствие, маг-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость B0 от электрон-
ной плотности ns. Сплошной линией показана корне-
вая зависимость согласно качественной теоретической
модели (6)

нитоплазменная мода приобретает краевой характер.
Сравнение полученных экспериментальных данных с
теоретической моделью [14] показало хорошее каче-
ственное согласие.

Работа была выполнена при поддержке Россий-
ского научного фонда, грант # 21-12-00287.
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В работе теоретически исследуется ферромагнитная пленка, находящаяся в электрическом поле за-
ряженного проводника. Показано, что при наличии неоднородного магнитоэлектрического взаимодей-
ствия в такой пленке могут формироваться уединенные магнитные неоднородности, структура и усло-
вия зарождения которых определяются знаком воздействующих зарядов. В частности, установлено, что
минимальное значение модуля линейной плотности заряда, при которой начинает формироваться неод-
нородность, в несколько раз отличается для положительно и отрицательно заряженных проводников.

DOI: 10.31857/S1234567823180106, EDN: wwwors

Введение. Несмотря на то, что неоднородное
магнитоэлектрическое взаимодействие (НМЭВ) и
связанный с ним флексомагнитоэлектрический эф-
фект проявляются в сравнительно узком классе ма-
териалов (преимущественно в ферритах-гранатах)
[1, 2], уровень интереса к их возможному практиче-
скому применению остается довольно высоким. Это
связано, с одной стороны, с развитием представлений
о вихреподобных неоднородностях различного типа
(скирмионах, бимеронах и т.д. [3]), которые считают-
ся перспективными для разработки устройств нано-
электроники. В рамках данного направления НМЭВ,
равно как и взаимодействие Дзялошинского–Мория
[4], можно рассматривать в качестве фактора, ста-
билизирующего неоднородности указанного типа [5],
причем НМЭВ обладает рядом преимуществ, в част-
ности, из-за возможности непосредственно влиять на
интенсивность взаимодействия через величину при-
лагаемого электрического поля. Другой важной сфе-
рой применения НМЭВ является управление домен-
ной структурой магнетика без необходимости созда-
ния магнитных полей [6–8], что крайне важно с пози-
ций энергосбережения. Отметим, что реализуемость
данного подхода на практике уже получила экспери-
ментальное подтверждение [9].

Поскольку на феноменологическом уровне описа-
ния ферромагнитная пленка представляет собой од-
нородный электрически нейтральный объект, можно
было бы ожидать, что одновременная смена знаков
всех воздействующих на нее зарядов не должна ка-
чественно повлиять на картину наблюдаемых явле-

1)e-mail: magadeeveb@gmail.com; vakhitovrm@yahoo.com

ний. Действительно, в ряде работ по обсуждаемой
тематике (см., например, [8, 10]) направление внеш-
него электрического поля выбирается условно, так
как предполагается, что структуры, формирующие-
ся под влиянием НМЭВ в полях, которые отличают-
ся только направлением, совпадают друг с другом с
точностью до какого-либо преобразования симмет-
рии. Тем не менее, в общем случае данное утвер-
ждение неверно. Это вполне очевидно с микроскопи-
ческой точки зрения, поскольку отрицательно и по-
ложительно заряженные частицы играют далеко не
равную роль в физике магнитных явлений. В данной
работе на примере пленки, помещенной в поле заря-
женного проводника, будет показано, что эта асим-
метрия может проявиться также и на макроскопиче-
ском уровне: в зависимости от знака заряда провод-
ника распределение намагниченности в пленке мо-
жет вести себя совершенно неодинаково.

1. Описание модели. Рассмотрим тонкую фер-
ромагнитную пленку, параллельно которой на рас-
стоянии H расположен бесконечный прямолиней-
ный проводник с постоянной линейной плотностью
электрического заряда λ (см. рис. 1). Тогда напря-
женность поля E, создаваемого проводником, бу-
дет меняться вдоль перпендикулярной его направ-
лению оси Ox, а значит, единичный вектор намагни-
ченности m также будет зависеть от единственной
пространственной координаты x. Для наглядности
рассуждений ограничимся случаем, когда матери-
ал образца характеризуется сильной легкоплоскост-
ной анизотропией, ось которой нормальна поверхно-
сти пленки (наличие анизотропии, близкой к одно-
осной, вполне характерно для ферритов-гранатов, в
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Рис. 1. Геометрия задачи

которых наблюдается НМЭВ [10]). Тогда вектор m

практически не будет выходить из плоскости плен-
ки, и его направление можно приближенно задать
одним углом θ, так что mx = sin θ, θ(x → ±∞) = 0.
С учетом вклада размагничивающих полей предста-
вим полную энергию магнетика в следующем виде
[11, 12]:

Etot =

+∞
∫

−∞

[

A

(

dθ

dx

)2

+ 2πM2
s sin2 θ +ΦME

]

S dx.

(1)

Здесь A – обменный параметр, Ms – намагничен-
ность насыщения, S – площадь сечения пленки плос-
костью, нормальной оси Ox, а ΦME – плотность энер-
гии НМЭВ, впервые введенная в работах [13, 14] и
определяемая соотношением

ΦME =M2
sE(b1m divm+ b2m× rotm), (2)

где b1 и b2 – константы НМЭВ [6, 10].
Выражая в формуле (2) вектор m через угол θ,

несложно убедиться, что ΦME ∼ dθ
dx . Следователь-

но, в выражении (1) становится возможно интегриро-
вание по частям, что позволяет записать плотность
энергии НМЭВ в альтернативной форме:

Φ̃ME = −1

2
M2

s (b1 − b2)
dEx

dx
sin2 θ. (3)

Отметим, что дополнительное слагаемое в энер-
гии, возникающее в результате интегрирования по
частям, в данном случае пропорционально разности
значений Ex sin

2 θ на границах образца, вследствие
чего им заведомо можно пренебречь из-за малости
обеих величин Ex и sin θ при |x| ≫ H . Из формул (1)
и (3) видно, что в рассматриваемом случае влияние
как размагничивающих полей, так и НМЭВ сводит-
ся к появлению эффективной одноосной анизотро-
пии, константа которой модулирована в простран-
стве. Это имеет аналогию с механизмом индуциро-
ванного электрическим полем изменения одноосной

анизотропии, изложенным в [15] (а также более по-
дробно в [16, 17] применительно к объяснению флек-
сомагнитоэлектрического эффекта [1]). В тех обла-
стях, где функция Ex(x) меняется достаточно быст-
ро, возрастая при b1 > b2 или убывая при b1 < b2,
направление Ox может оказаться осью легкого на-
магничивания, что, в свою очередь, может приве-
сти к формированию уединенной магнитной неод-
нородности. Тем не менее, при замене всех воздей-
ствующих на пленку зарядов на противоположные
(что эквивалентно замене напряженности поля E

на −E одновременно во всех точках образца) обла-
сти возрастания и убывания функции Ex(x) меня-
ются местами, из-за чего пространственное распре-
деление константы эффективной анизотропии пре-
терпевает существенные изменения. В частности, мо-
жет оказаться, что направление Ox уже не являет-
ся осью легкого намагничивания ни в одной из то-
чек образца, вследствие чего формирование неод-
нородных структур становится заведомо невыгод-
ным. Конечно, такая ситуация не может иметь ме-
ста, если, например, функция Ex(x) является чет-
ной: в этом случае замена E на −E приведет лишь
к отражению имеющегося распределения намагни-
ченности относительно плоскости x = 0. В общем
случае, однако, такая замена будет вызывать пере-
строение наблюдаемых магнитных структур на ка-
чественном уровне, так что проявления флексомаг-
нитоэлектрического эффекта, обусловленные нали-
чием члена (3) в плотности энергии магнетика, ока-
зываются невзаимными относительно знака воздей-
ствующих зарядов. Отметим, что член (3) исчезает
при условии равенства констант НМЭВ (данное до-
пущение встречается в ряде работ по тематике НМ-
ЭВ; см., например, [5]), поэтому далее будем пола-
гать b1 6= b2.

Переходя к конкретному виду зависимостиEx(x),
заметим, что в простейшем случае, когда проводник
на рис. 1 является бесконечно тонким, а диэлектри-
ческие проницаемости как магнетика, так и среды, в
которой находится проводник, близки к диэлектри-
ческой проницаемости вакуума, имеет место извест-
ное соотношение Ex(x) = 2λx/(x2 + H2). На прак-
тике, однако, необходимо учитывать два важных об-
стоятельства. Во-первых, из-за конечных размеров
проводника под величиной H следует понимать не
ширину зазора между пленкой и проводником, а рас-
стояние от поверхности пленки до оси проводника. В
частности, когда зазор мал или вообще отсутству-
ет (проводник контактирует с поверхностью пленки)
величинаH представляет собой, по сути, радиус про-
водника. Во-вторых, в случае отличных от единицы
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относительных диэлектрических проницаемостей ε1
и ε2 магнетика и среды соответственно в приведен-
ной выше формуле для Ex появляется дополнитель-
ный множитель 2/(ε1 + ε2). Для наглядности будем
включать этот множитель в параметр λ, понимая под
ним линейную плотность заряда проводника, умно-
женную на постоянную величину 2/(ε1 + ε2). С уче-
том этих оговорок и указанного вида функции Ex(x)

из формул (1) и (3) получаем следующее выражение
для приведенной энергии магнетика:

ε =

+∞
∫

−∞

[

(

dθ

dξ

)2

+ (h2 + Zf(ξ)) sin2 θ

]

dξ, (4)

где введены безразмерные величины

ε = HEtot/(AS), ξ = x/H,

h = H
√

2πM2
s /A, Z =M2

s (b1 − b2)λ/A,

а также функция f(ξ) = ξ2−1
(ξ2+1)2 , график которой

показан на рис. 2. Из формулы (4) видно, что при

Рис. 2. (Цветной онлайн) График функции f(x/H)

небольших по абсолютной величине значениях нор-
мированной плотности заряда Z минимуму энергии
ε может отвечать только однородное распределение
намагниченности θ ≡ 0, поэтому условие формиро-
вания магнитной неоднородности может быть пред-
ставлено в виде |Z| > Zm. Далее будет показано, что
как критическое значение модуля плотности заряда
Zm, так и структура наблюдаемых неоднородностей
оказываются неодинаковыми для случаев Z > 0 и
Z < 0.

2. Результаты численных расчетов. На ри-
сунке 3 показаны зависимости θ(x/H), полученные
путем численной минимизации энергии (4) при h = 1

и Z = ±20. Несложно видеть, что при Z = 20 (си-
няя кривая) наибольший угол θ отклонения вектора

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость угла θ от коор-
динаты x при h = 1 и Z = ±20. Под графиком схема-
тически показаны соответствующие данной зависимо-
сти направления вектора намагниченности в различ-
ных точках образца при Z = 20 (синие стрелки) и
Z = −20 (красные стрелки)

намагниченности достигается при x = 0, т.е. в непо-
средственной близости от заряженного проводника.
Напротив, при Z = −20 (красная кривая) зависи-
мость θ от x имеет минимум при x = 0, так что на-
блюдаемая магнитная структура, фактически, рас-
падается на две симметрично расположенные неод-
нородности. Данное различие в распределениях на-
магниченности объясняется тем, что при Z > 0 об-
ласть, в которой направление Ox становится лег-
кой осью, лежит в окрестности минимума функции
f (см. рис. 2), а при Z < 0 такие области лежат в
окрестности двух максимумов, в то время как при
|x| < H отклонение вектора намагниченности от на-
правления θ = 0 существенно затрудняется.

Независимо от знака величины Z, введем обозна-
чение θmax для наибольшего значения угла откло-
нения θ при заданных h и |Z| (соответственно, при
Z > 0 величина θmax представляет собой значение θ
при x = 0). Зависимость θmax от |Z|, рассчитанная
при h = 1, показана на рис. 4. При Z → ±∞ зна-
чения угла θmax, как и следовало ожидать, выходят
на горизонтальную асимптоту θmax = π/2: ясно, что
вектор m ни при каких условиях не может “проско-
чить” направление оси Ox. Другой общей особенно-
стью синей (Z > 0) и красной (Z < 0) кривых на
рис. 4 является то, что при небольших значениях |Z|
в обоих случаях θmax = 0, т.е. распределение намаг-
ниченности оказывается однородным. Отсюда мож-
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимость наибольшего
значения угла отклонения вектора намагниченности
θmax от нормированной плотности заряда проводника
Z при h = 1

но заключить, что при h = 1 критическое значение
модуля плотности заряда Zm составляет около 3.0 в
случае Z > 0 и около 15.6 в случае Z < 0. Таким
образом, при смене знака зарядов величина Zm ме-
няется в несколько раз, благодаря чему обсуждаемая
невзаимность проявления флексомагнитоэлектриче-
ского эффекта должна легко обнаруживаться экспе-
риментально: к примеру, при плотности заряда про-
водника Z = 10 вектор намагниченности вблизи него
будет поворачиваться почти на π/2 (см. рис. 4), в то
время как при Z = −10 однородное распределение
намагниченности вообще не исказится под действи-
ем внешнего поля. Ниже будет показано, что анало-
гичная картина наблюдается не только при h = 1, но
также и при любом другом расстоянии между про-
водником и пленкой.

Отметим, что поведение кривых на рис. 4 в
окрестностях точек |Z| = Zm свидетельствует о
бифуркационном сценарии зарождения магнитных
неоднородностей. При |Z| < Zm однородное распре-
деление θ ≡ 0 отвечает единственному экстрему-
му функционала (4). При |Z| > Zm, помимо это-
го экстремума, появляются еще два, поскольку рас-
сматриваемый функционал инвариантен относитель-
но замены θ на −θ (в частности, наряду с каждым
из распределений, показанных на рис. 3, может ре-
ализоваться также структура, симметричная дан-
ной структуре относительно плоскости x = 0; та-
ким структурам, вообще говоря, должны соответ-
ствовать дополнительные ветви графиков на рис. 4
с θmax < 0, симметричные показанным ветвям от-
носительно горизонтальной оси, в результате чего и
возникает рисунок “вилки”, характерный для бифур-
каций). Эти новые экстремумы (конкретный выбор

между ними определяется механизмом спонтанного
нарушения симметрии) минимизируют энергию си-
стемы, в то время как состояние θ ≡ 0 становится
неустойчивым. Таким образом, устойчивость одно-
родного распределения намагниченности гарантиру-
ет отсутствие других возможных минимумов энер-
гии, что будет неявно использовано при дальнейших
рассуждениях.

3. Количественная теория явления. Грубую
оценку снизу для величины Zm можно получить уже
из того условия, что для формирования магнитной
неоднородности направление Ox должно быть осью
легкого намагничивания хотя бы в каких-то точках
образца. Отсюда с учетом (4) и вида функции f (см.
рис. 2) получаем:

Zm >

{

h2, Z > 0,

8h2, Z < 0.
(5)

Чтобы вычислить точные значения Zm, выяс-
ним, при каких Z однородное распределение θ ≡ 0

перестает минимизировать функционал (4). Для
этого рассмотрим произвольное малое возмущение
|θ| ≪ 1 и разложим его по ортонормированному
базису, образованному собственными функциями ψn

оператора

L̂ = − d2

dξ2
+ Zf(ξ), (6)

так что θ = ΣnCnψn (поскольку спектр оператора
является смешанным, под суммированием здесь и
далее подразумевается в том числе и интегрирова-
ние по непрерывной части спектра, а коэффициен-
ты Cn могут быть комплексными). Тогда, сохраняя
в (4) только члены, квадратичные по возмущению θ,
имеем:

ε = Σn(h
2 + µn)|Cn|2, (7)

где µn – собственные значения оператора (6), отве-
чающие собственным функциям ψn. Из полученно-
го выражения можно сделать два важных вывода.
Во-первых, магнитные неоднородности начинают за-
рождаться тогда, когда хотя бы какой-то из множи-
телей в скобках в сумме (7) становится отрицатель-
ным, что гарантирует неустойчивость однородного
распределения с ε = 0. Следовательно,

µmin(Z = ±Zm) = −h2, (8)

где µmin – наименьшее из собственных значений опе-
ратора (6), которое рассматривается как функция
величины Z. Во-вторых, при незначительном пре-
вышении величиной |Z| критического значения Zm
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зарождение неоднородной структуры будет обуслов-
лено преимущественно ростом коэффициента Cn пе-
ред собственной функцией ψmin, отвечающей µmin

(подробное обоснование этой идеи в схожей ситуа-
ции дано в работе [18]). Тем самым возникающее
распределение намагниченности будет определяться
формой этой собственной функции: θ ∼ ψmin. Про-
водя очевидную аналогию между оператором (6) и
гамильтонианом в уравнении Шредингера, заметим,
что ψmin представляет собой волновую функцию ос-
новного состояния частицы, движущейся в потенци-
альном поле Zf(ξ). При Z > 0 частица локализу-
ется в потенциальной яме, расположенной в области
|x| < H (см. рис. 2). В то же время при Z < 0 в этой
области возникает не яма, а потенциальный барьер,
и частица обнаруживается в двух бесконечно про-
тяженных потенциальных ямах, имеющих миниму-
мы при x = ±

√
3H . Несложно видеть, что графики

функции θ, показанные на рис. 3, полностью согла-
суются с этой логикой, хотя превышение |Z| над Zm

является довольно существенным.

Рис. 5. (Цветной онлайн) Зависимость критического
значения Zm нормированной плотности заряда провод-
ника Z от нормированного расстояния h между про-
водником и пленкой. Сплошными линиями показаны
точные значения Zm, а штриховыми – значения, полу-
ченные на основе грубой оценки снизу

Соотношение (8) можно рассматривать как урав-
нение относительно Zm. На рисунке 5 показаны две
ветви его решения, соответствующие случаям Z > 0

(синяя сплошная линия) и Z < 0 (красная сплошная
линия). На этом же рисунке для сравнения приведе-
ны кривые, отвечающие оценке (5) (штриховые ли-
нии). Таким образом, данная оценка и впрямь явля-
ется весьма грубой. Тем не менее, отношение значе-
ний Zm для зарядов разных знаков при одном и том
же h, действительно, составляет около 8 при h ≫ 1

и лежит в диапазоне от 6 до 8, если h > 2. Это

подтверждает высказанный ранее тезис о том, что
невзаимность проявления флексомагнитоэлектриче-
ского эффекта относительно знака воздействующих
зарядов может быть проверена экспериментально с
большой достоверностью: если для данного магнети-
ка b1 > b2, то для искажения однородного распре-
деления отрицательными зарядами потребуется по-
чти на порядок большая плотность заряда λ, чем при
воздействии положительными зарядами (и наоборот,
если b1 < b2).

Отметим, что точные значения Zm могут отли-
чаться от оценки (5) в разы, но все же не на поря-
док. Это позволяет использовать ее для оценки по-
рядка величины зарядов, необходимых для наблю-
дения обсуждаемого явления: минимальный модуль
плотности заряда |λ|, при котором под действием по-
ля проводника начинает формироваться магнитная
неоднородность, примерно в 10 раз превышает вели-
чину H2/|b1 − b2| при Z > 0 и примерно в 100 раз
при Z < 0. Удобство этой оценки заключается в том,
что она ожидаемо не зависит от величины обменно-
го параметра A, так как опирается, по сути, лишь на
способность НМЭВ конкурировать с влиянием раз-
магничивающих полей.

Заключение. Допущение о наличии сильной
анизотропии типа “легкая плоскость”, лежащее в ос-
нове рассмотренной модели, разумеется, несколько
ограничивает применимость количественных резуль-
татов, полученных в данной работе: большинство ма-
териалов, в которых наблюдается флексомагнито-
электрический эффект, нельзя считать даже строго
магнитоодноосными. Тем не менее, причина проде-
монстрированного здесь эффекта невзаимности кро-
ется не в анизотропии магнетика, а в самом НМЭВ:
возможность появления членов типа (3) является
неотъемлемым следствием феноменологической тео-
рии, приводящей к представлению плотности энер-
гии НМЭВ в форме (2). Тем самым следует ожидать,
что описанное явление будет в той или иной сте-
пени проявляться в произвольных материалах при
условии, что симметрия кристалла не запрещает ни
наличия самого НМЭВ, ни неравенства характери-
зующих его констант. В этом смысле эксперименты
с изменением знака воздействующих зарядов (или
знака потенциала электрического зонда) могут стать
полезным инструментом для изучения особенностей
магнитных материалов. Отметим также, что нера-
венство констант НМЭВ, по всей видимости, не яв-
ляется необходимым условием для качественно раз-
личного поведения магнитных структур в полях, со-
здаваемых положительными и отрицательными за-
рядами. Поиск достаточно простых моделей, иллю-
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стрирующих данное утверждение, станет предметом
дальнейших исследований.

Авторы благодарят за финансовую поддержку
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выполнение научных исследований лабораториями
(приказ MN-8/1356 от 20.09.2021).

1. А.С. Логгинов, Г.А. Мешков, А.В. Николаев,
А.П. Пятаков, Письма в ЖЭТФ 86, 124 (2007).

2. I. S. Veshchunov, S.V. Mironov, W. Magrini,
V. S. Stolyarov, A.N. Rossolenko, V.A. Skidanov,
J.-B. Trebbia, A. I. Buzdin, Ph. Tamarat, and
B. Lounis, Phys. Rev. Lett. 115, 027601 (2015).

3. K. Everschor-Sitte, J. Masell, R.M. Reeve, and
M. Kläui, J. Appl. Phys. 124, 240901 (2018).

4. А.С. Самардак, А. Г. Колесников, А.В. Давыденко,
М.Е. Стеблий, А.В. Огнев, ФММ 123, 260 (2022).

5. G.A. Meshkov, A.P. Pyatakov, A.D. Belanovsky,
K.A. Zvezdin, and A. S. Logginov, J. Magn. Soc. Jpn.
36, 45 (2012).

6. I. Dzyaloshinskii, Europhys. Lett. 83, 67001 (2008).

7. F.A. Maksutova, R.V. Solonetskiy, R.M. Vakhitov, and
A.P. Pyatakov, Europhys. Lett. 129, 27004 (2020).

8. Р.М. Вахитов, Р.В. Солонецкий, А.Р. Низямова,
ФММ 124, 10 (2023).

9. Д.П. Куликова, А.П. Пятаков, Е.П. Николаева,
А.С. Сергеев, Т.Б. Косых, З.А. Пятакова, А.В. Ни-
колаев, А.К. Звездин, Письма в ЖЭТФ 104, 196
(2016).

10. Р.М. Вахитов, З. В. Гареева, Р.В. Солонецкий,
Ф.А. Мажитова, ФТТ 61, 1120 (2019).

11. Е.Б. Магадеев, Р.М. Вахитов, Р. Р. Канбеков,
ЖЭТФ 162, 417 (2022).

12. E.B. Magadeev, R.M. Vakhitov, and R.R. Kanbekov,
Europhys. Lett. 142, 26001 (2023).

13. В. Г. Барьяхтар, В. А. Львов, Д.А. Яблонский,
Письма в ЖЭТФ 37, 565 (1983).

14. A. Sparavigna, A. Strigazzi, and A. Zvezdin, Phys. Rev.
B 50, 2953 (1994).

15. А.Ф. Кабыченков, Ф.В. Лисовский, Е. Г Мансветова,
Письма в ЖЭТФ 97, 304 (2013).

16. А.Ф. Кабыченков, Ф. В. Лисовский, ЖЭТФ 145, 733
(2014).

17. Г. В. Арзамасцева, А.М. Балбашов, Ф.В. Лисовский,
Е. Г. Мансветова, А. Г. Темирязев, М. П. Темирязева,
ЖЭТФ 147, 793 (2015).

18. Е.Б. Магадеев, Р.М. Вахитов, Р. Р. Канбеков,
ЖЭТФ 163, 78 (2023).

Письма в ЖЭТФ том 118 вып. 5 – 6 2023



Письма в ЖЭТФ, том 118, вып. 6, с. 455 – 461 © 2023 г. 25 сентября

Голдстоуновская мода скирмионного кристалла

В. Е. Тимофеев1), Д. Н. Аристов

НИЦ “Курчатовский институт”, Петербургский институт ядерной физики, 188300 Гатчина, Россия

Санкт-Петербургский государственный университет, 199034 С.-Петербург, Россия

Поступила в редакцию 2 августа 2023 г.
После переработки 14 августа 2023 г.

Принята к публикации 15 августа 2023 г.

В работе обсуждается голдстоуновская мода скирмионного кристалла в модели двумерного ферро-
магнетика с взаимодействием Дзялошинского–Мории во внешнем магнитном поле. В подходе стереогра-
фической проекции строится конфигурация скирмионного кристалла, после чего рассматривается поле
смещений скирмионов. В силу небольшого перекрытия стереографических образов потенциальная энер-
гия выражается в терминах смещений только ближайших соседей. В работе найден общий вид дисперсии
голдстоуновской моды, а также изучена зависимость параметров от магнитного поля. В квазиклассиче-
ском формализме найдена функция Грина, показано, что распространение смещений в кристалле меняет
свою тензорную структуру с изотропной на анизотропную на больших расстояниях.

DOI: 10.31857/S1234567823180118, EDN: wwxblc

Введение. Магнитные скирмионы – топологиче-
ски нетривиальные вихри локальной намагниченно-
сти. Благодаря топологической защищенности, ма-
леньким размерам и возможности манипуляции по-
ложением скирмионов при помощи спиновых токов,
магнитные скирмионы могут послужить основой для
разработки новейших устройств беговой памяти [1],
а также арифметико-логических устройств [2].

В определенном смысле магнитный скирмион
[3] – это чрезвычайно маленький магнитный пузырь
[4] (цилиндрическая доменная стенка [5]). В терми-
нах описания доменных стенок радиус скирмиона
сопоставим с шириной доменной стенки и опреде-
ляется величиной взаимодействия Дзялошинского–
Мории (ДМ) [3, 6].

Как правило, для описания динамики локальной
намагниченности используется уравнение Ландау–
Лифшица–Гильберта (ЛЛГ). При описания движе-
ния доменной стенки как целого из уравнения ЛЛГ
может быть получено уравнение Тиле [7]. Уравнение
Тиле и его обобщения [8] являются главным инстру-
ментом анализа движения скирмионов [9]. В частно-
сти, уравнение Тиле допускает учет влияния спино-
вых токов на движение скирмионов и позволяет об-
суждать движение скирмиона на треке, см., напри-
мер, [9].

В решетках без центра инверсии с взаимодействи-
ем ДМ магнитные скирмионы зачастую упорядочи-

1)e-mail: Victor.Timofeev@thd.pnpi.spb.ru

ваются в регулярные решетки [10–12]. Такие решет-
ки, также называемые скирмионными кристаллами
(СкК) [13], образуются в случае, когда одиночный
скирмион обладает меньшей энергией по сравнению с
однородной конфигурацей, магнитной спиралью или
конической конфигурацией [14]. Ранее нами было по-
казано, что при плотной упаковке скирмионов, поми-
мо парного отталкивающего взаимодействия между
скирмионами, возникает притягивающее взаимодей-
ствие в тройках скирмионов [15]. Таким образом дви-
жение отдельных скирмионов в решетке не сводится
к движению уединенного скирмиона в потенциаль-
ной яме.

Возбуждения в СкК обладают сложной зонной
структурой [16–19]. Возбуждения с разной угловой
симметрией отвечают различным деформационным
модам отдельных скирмионов, таким как: эллипти-
ческая, дыхательная, вращение по часовой стрелке,
против часовой стрелки и др. Моды с определен-
ной симметрией [20] проявляются в экспериментах
по магнитном резонансу [21].

Мягкая голдстоуновская мода СкК, также назы-
ваемая гиротропной модой, ассоциируется со смеще-
нием скирмионов в СкК и впервые обсуждалась в ра-
боте [22]. СкК в ней рассматривался как суперпози-
ция трех магнитных спиралей с соответствующими
сдвигами фаз, и было показано, что наличие топо-
логического члена в лагранжиане приводит к квад-
ратичной дисперсии мягкой моды (что недавно было
подтверждено численно в работе [23]). Гиротропная
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мода не проявляется в экспериментах по магнитному
резонансу [24], однако видна в неупругом рассеянии
нейтронов [25].

В этой работе мы рассматриваем простейшую
модель нецентросимметричного ферромагнетика с
взаимодействием ДМ во внешнем магнитном по-
ле, в котором СкК является основным состояни-
ем в широком диапазоне параметров. Мы исполь-
зуем подход стереографической проекции, позволя-
ющий оставаться в парадигме скирмионов как ква-
зичастиц, и рассматриваем поле смещений положе-
ний скирмионов в решетке. Мы численно показываем
применимость приближения ближайших соседей и
получаем замкнутое выражение для дисперсии гол-
дстоуновской моды. Мы также находим зависимость
силовых констант от внешнего магнитного поля. По-
казано, что динамическая функция Грина смещений
изотропна на малых расстояниях, в то время как на
промежуточных расстояниях ее тензорная структу-
ра анизотропна.

Модель. Мы рассматриваем плоскую модель
нецентросимметричного ферромагнетика с взаимо-
действием ДМ в однородном магнитном поле, пер-
пендикулярном плоскости. Плотность энергии такой
модели дается выражением:

E =
C

2
∂µSi∂µSi −DǫµijSi∂µSj −BS3, (1)

где C – параметр обменного взаимодействия, D – ве-
личина взаимодействия ДМ, а B – величина внешне-
го магнитного поля. Удобно выбрать единицы изме-
рения в модели (1) следующим образом: мы будем из-
мерять длину в единицах l = C/D, а плотность энер-
гии в единицах CS2l−2 = S2D2/C. Тогда энергия
будет зависеть только от одного безразмерного пара-
метра b = BC/SD2. Мы рассматриваем предел низ-
ких температур, когда локальная намагниченность
насыщена, и ее модуль не меняется от точки к точ-
ке S = Sn, где |n| = 1. Такая двумерная модель
применима также к тонким пленкам, толщина кото-
рых меньше или порядка l. Мы опускаем магнитоди-
польное взаимодействие, поскольку в нашем случае
оно может быть сведено к одноосной анизотропии,
а небольшая анизотропия приведет лишь к незначи-
тельным изменениям параметров СкК.

Подход стереографической проекции позволяет
выразить компоненты вектора n следующим обра-
зом:

n1 + in2 =
2f

1 + f f̄
, n3 =

1− f f̄

1 + f f̄
, (2)

здесь f – комплекснозначная функция, а f̄ – ком-

плексно сопряженная к ней. Стереографический об-
раз единичного скирмиона удобно записать в виде:

f1 =
i z0 κ(zz̄/z

2
0)

z̄
, (3)

где κ – гладкая вещественная профильная функция,
z0 – параметр, связанный с размером скирмиона. Ан-
зац (3) наиболее удобен для описания случая СкК,
в то же время он полностью воспроизводит профиль
полученный в рамках анзаца цилиндрической домен-
ной стенки для уединенного скирмиона. Ранее было
показано, что стереографический образ мультискир-
мионной конфигурации может быть с хорошей точ-
ностью представлен суммой стереографических об-
разов отдельных скирмионов [15]. В частности, СкК
описывается следующей функцией:

fSkX =
∑

n,m

f1(r− na1 −ma2), (4)

где a1 = (0, a), a2 = (−
√
3a/2, a/2), а a – пара-

метр решетки СкК, см. рис 1. Статические свойства
анзаца (3)–(4) подробно обсуждались нами ранее в
работах [15, 14]. Было показано, что предложенная
конфигурация СкК обладает меньшей энергией по
сравнению с магнитной спиралью и однородной кон-
фигурацией в диапазоне значений магнитного поля,
0.25 . b . 0.8.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Эскиз СкК с одним смещен-
ным из положения равновесия скирмионом. Красные
стрелки и гексагон показывают вектора решетки и при-
митивную ячейку СкК, оранжевый круг иллюстрирует
типичное значение параметра z0, зеленая стрелка обо-
значает смещение скирмиона в правом верхнем углу.
Зона Бриллюэна и ее симметрийные точки изображе-
ны в правом нижнем углу

Динамика вектора локальной намагниченности
описывается плотностью лагранжиана, L = T − E ,
со следующим кинетическим слагаемым:

T =
S

γ0
(1 − cos θ)ϕ̇, (5)
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где ϕ и θ определяют направление вектора n =

= (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ), а γ0 – гиромагнит-
ное отношение. Можно убедиться, что такая фор-
ма кинетического слагаемого приводит к уравнению
Ландау–Лифшица. В терминах f выражение (5) мо-
жет быть записано следующим образом:

T [f ] =
i

2

f̄∂tf − f∂tf̄

1 + f f̄
, (6)

здесь множитель S/γ0 был включен в единицы изме-
рения времени. Точное уравнение на f(t) существен-
но нелинейное и не может быть решено в общем виде.
В предыдущих работах [19, 20] мы обсуждали описа-
ние нормальных мод инфинитезимальных флуктуа-
ций функции f . В этой работе мы сосредоточимся
на построении подхода к описанию гиротропной мо-
ды СкК.

Поле смещений и дисперсия. В предыдущих
работах мы рассматривали fSkX , ур. (4), как равно-
весную конфигурацию локальной намагниченности
f0, на фоне которой существуют небольшие динами-
ческие флуктуации, δf . Общая функция может быть
записана следующим образом

f = f0 + δf ≡ f0 + (1 + f0f̄0)ψ,

динамика ψ подробно обсуждалась ранее в рабо-
те [19].

В настоящей работе мы полагаем, что решетка
скирмионов несовершенна, в том смысле, что ее сте-
реографический образ все еще описывается суммой
отдельных скирмионов, и их форма остается опти-
мальной, при этом несовершенство проявляется в по-
ложении центров скирмионов. Подобное рассмотре-
ние схоже с описанием смещений ионов в кристаллах
в теории фононов.

fSkX =
∑

l

f1(r− r
(0)
l + ul), (7)

где r
(0)
l = na1+ma2, здесь n,m – целые, а a1,2 – век-

торы решетки. Для инфинитезимальных смещений
ul можно написать выражение:

fSkX ≃ f0 +
∑

l

ul∇f1(r− r
(0)
l ). (8)

Чтобы использовать выражения, полученные ранее в
работе [19], мы определим величину ψ(r) следующим
образом:

∑

l

ul∇f1(r− r
(0)
l ) = (1 + f0f̄0)ψ(r), (9)

а также напишем uj∇ = u+j ∂z + u−j ∂z̄, где ∂z =

= (∂x− i∂y)/2, ∂z̄ = (∂x+ i∂y)/2, и u±j = uxj ± iuyj . Ис-

пользуя для краткости обозначение fj = f1(r− r
(0)
j ),

мы выразим

ψ =
∑

j

u+j ∂zfj + u−j ∂z̄fj

1 + f0f̄0
, (10)

и аналогично для комплексно-сопряженной величи-
ны ψ̄. В итоге мы получаем:

(

ψ

ψ̄

)

=
1

1 + f0f̄0

∑

j

(

∂z̄fj , ∂zfj

∂z̄ f̄j , ∂z f̄j

)(

u−j
u+j

)

,

≡
∑

j

Oj

(

u−j
u+j

)

.

(11)

Для однородного смещения uj = u, используя свой-
ство

∑

j(fj , f̄j) = (f0, f̄0), мы восстанавливаем ра-
нее полученное выражение для нулевой моды (см.
ур. (29) в работе [19]):

Ψø =
1

1 + f0f̄0

(

∂z̄f0

∂z̄ f̄0

)

,

Ψ̄ø = σ1Ψ
∗
ø =

1

1 + f0f̄0

(

∂zf0

∂z f̄0

)

. (12)

Квадратичная по смещениям часть лагранжиана
принимает следующий вид:

L =
1

2

∑

lj

(

u+l , u−l

)(

−iK̂lj∂t − Ĥlj

)

(

u−j
u+j

)

,

K̂lj =

∫

drO†
l .σ3.Oj , (13)

Ĥlj =

∫

drO†
l .

(

(−i∇+A)2 + U V

V ∗ (i∇+A)2 + U

)

.Oj ,

явный вид выражений для U , V и A приводится в
работе [19]2).

Обсудим несколько общих свойств возникающих
выражений.

(i) В силу трансляционной инвариантности, ве-
личины K̂lj и Ĥlj зависят лишь от разности d =

= r
(0)
l − r

(0)
j .

(ii) Нулевая мода соответствует суммированию
по j, следовательно, должно выполняться свойство
∑

j Ĥlj =
∑

l Ĥlj = 0, см. ниже.

2)Пользуясь возможностью, исправим опечатку в работе
[19]: слагаемое в фигурных скобках в определении A долж-
но обладать другим знаком и множителем 2 вместо 4.
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(iii) Стереографический образ отдельного скир-
миона f1(r) быстро убывает с расстоянием. Сле-
довательно, K̂lj , Ĥlj быстро убывают с ростом

|r(0)l − r
(0)
j |. Поэтому целесообразно рассматривать

самодействие, l = j, и взаимодействие ближайших
соседей.

(iv) Можно показать, что
∑

j K̂lj = πσ3, эта ве-
личина пропорциональна топологическому заряду,
приходящемуся на элементарную ячейку СкК.

(v) Для треугольной решетки с шестью соседями
имеем d = (a cosφd, a sinφd), где φd = π

3 (n − 1/2) и
n = 0, . . . , 5. Каждый отдельный скирмион характе-
ризуется определенной хиральностью, f1(r) ∝ eiφ/r.
Благодаря этому потенциалы U, V , а как следствие
и матрица Oj , при вращении φ → φ + φd меняют-
ся определенным образом; стоит отметить, что при
таком повороте фаза φd удваивается у внедиагональ-
ных членов Ĥlj , а у диагональных не меняется. Та-
ким образом, мы получаем:

Ĥlj =

(

h1, h2e
−2iφd

h2e
2iφd , h1

)

,

где h1,2 зависят только от расстояния, d. На одном
узле, l = j, внедиагональные члены отсутствуют,
h2 = 0. Численный расчет показывает, что h1,2 < 0

для l 6= j.

(vi) Уравнение Тиле для движения l’-го скирми-
она можно получить, положив u±j = 0 в (13) для
всех j 6= l. В этом случае лагранжиан принимает
вид Kllu

x
l u̇

y
l − h1((u

x
l )

2 + (uyl )
2), ср. [26]. Отметим,

что даже если изначально u±j = 0, то коллективный
характер ур. (13) приводит к распространению изна-
чального возмущения. Мы вернемся к этому вопросу
ниже.

Пользуясь упомянутыми выше свойствами, полу-
чим квадратичную форму лагранжиана:

L =
1

2

∑

q

(

u+−q, u−−q

)(

−iK̂q∂t − Ĥq

)

(

u−q
u+q

)

,

K̂q = (π + k1γs(q))σ3, (14)

Ĥq =

(

h1γs(q), h2 γ
∗
d(q)

h2 γd(q), h1γs(q)

)

,

где uxj ±iuyj =
∑

q e
iqrju±q , а сумма по шести ближай-

шим соседям дает

γs(q) =
∑

d

e−iqd − 6 =

= 2
(

2 cos
√
3
2 qxa cos

1
2qya+ cos qya− 3

)

,

γd(q) =
∑

d

e−iqde2iφd = (15)

= 2
(

cos
√
3
2 qxa cos

1
2qya− cos qya −

− i
√
3 sin

√
3
2 qxa sin

1
2qya

)

,

при этом γs,d(0) = 0. Обращение в нуль диагональ-
ных членов Ĥq при q = 0 обеспечивается свойством
(ii), упомянутым выше, и мы обсудим его ниже.

Дисперсионный закон ω = ǫq во временной за-
висимости u±q (t) = eiωtu±q может быть получен ре-

шением уравнения det(ωK̂q − Ĥq) = 0, из которого
следует:

ǫq =
(h21γ

2
s (q)− h22|γd(q)|2)1/2
π + k1γs(q)

.

Численно мы нашли, что во всем диапазоне зна-
чений, b ∈ (0.3, 0.8), справедливо соотношение h1 ≃
≃ 0.84 h2. Зависимость h1,2 от b изображена на рис. 2.
Стоит отметить, что оба коэффициента стремятся к

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость прыжковых кон-
стант h1, h2, и жесткости A от магнитного поля b

нулю одновременно при подходе к критическому по-
лю, bc ≃ 0.8. В рамках теории упругости это значит,
что коэффициенты Ламе λ, µ, обсуждаемые в рабо-
те [22], убывают и обращаются в нуль при b = bc,
при этом λ ≃ 1.94µ, см. также ур. (19) ниже. Зави-
симость дисперсии вдоль контура проходящего че-
рез симметричные точки заты Бриллюэна показана
на рис. 3. Выражение ǫq принимает значения 9|h1|/π
и 2
√

4h21 − h22/π в симметрийных точках q = K и
q = M , соответственно. Также ǫq=M/ǫq=K ≃ 0.71 во
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всем диапазоне значений b. Уменьшение ширины зо-
ны с сохранением упомянутого выше отношения 0.71,
с ростом b согласуется с результатами, полученным
в работе [18]. Величина k1 в кинетическом члене K̂q

отрицательная и небольшая, |k1| < 2 · 10−2, поэтому
в дальнейшем мы опустим ее из рассмотрения.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Дисперсия ǫq для разных зна-
чений b. Символы Γ, M, K соответствуют симметрий-
ным точкам зоны Бриллюэна, обозначены на рис. 1

В пределе малых волновых векторов |q| ≪ 1,
справедливо следующее:

ǫq ≃ 3
4π q

2a2
√

4h21 − h22 ≡ Aq2. (16)

Зависимость коэффициента жесткости, A, от b изоб-
ражена на рис. 2; между величинами A и h1,2 нет
простой пропорциональной зависимости, поскольку
параметр d нелинейно зависит от b, см. работу [19].
Имеет смысл сравнить величину A в контексте дис-
персии магнонов в простом ферромагнетике. Этот
случай соответствует конфигурации f0 ≡ 0, а сле-
довательно U = b, V = 0 и A = 0 в (13), см. ур. (16)–
(18) в [19]. Это приводит к тому, что ǫq = q2+b, т.е. к
A = 1, и щели в спектре. Сравнивая полученные вы-
ше выражения со случаем простого ферромагнетика,
можно отметить, что дисперсия низколежащих воз-
буждений бесщелевая, а жесткость убывает с ростом
поля. Может возникнуть вопрос: как с ростом поля
b в бесщелевом спекре появляется щель при исчез-
новении СкК и переходе в фазу однородной намаг-
ниченности. Ответ состоит в том, что в этом случае
область применения (16) сужается до q = 0, посколь-
ку a→ ∞ при bc, ср. [27].

Рассмотрим теперь подробнее упомянутое выше
свойство (ii), использованное в определении γs(q).
Вычисления, выполненные с использованием нашей
пробной функции, показывают, что свойство Ĥq = 0

для q = 0 выполнено с точностью до 5 · 10−3 в диа-
пазоне полей 0.35 < b < 0.75. Это говорит о хоро-
шем выборе пробной функции и согласуется с нашей

предыдущей работой [19]. В то же время, наша проб-
ная функция не является точным решением модели
и не обеспечивает экстремум действия, его первая ва-
риация тождественно не равна нулю. В этом случае
следует добавить дополнительные члены к эффек-
тивному гамильтониану, Ĥlj в (13), как мы поясним
ниже.

Рассмотрим разложение нашей функции до вто-
рого порядка по смещениям:

δf = (1 + f0f̄0)
−1ψ =

∑

l

(

uαl ∂αf1(r− r
(0)
l ) +

+ 1
2u

α
l u

β
l ∂α∂βf1(r− r

(0)
l )
)

. (17)

Это выражение должно быть умножено на δL/δf , ко-
торая теперь предполагается отличной от нуля. По-
сле интегрирования по r члены первого порядка про-
порциональные ∝ uαl , приводят к возникновению си-
лы, приложенной к l-му скирмиону в направлении
от положения равновесия. Члены второго порядка в
(17), будучи умножены на δL/δf и проинтегрирова-
ны по r, добавляются к выражению (13).

Прежде всего заметим, что кинетическая часть
δL/δf , будучи симметричной по индексам α, β, сво-
дится к членам, пропорциональным полной произ-
водной по времени, ∝ d

dt (u
α
l )

2, которые можно от-
бросить. Потенциальную часть лагранжиана проин-
тегрируем по частям, отбросив внеинтегральные сла-
гаемые из-за быстрого убывания f1(r) с расстоянием.
Оставшаяся часть, после определенных вычислений,
преобразуется к следующему виду:

L′ =
1

2

∑

lj

(

u+l , u−l

)

Ĥlj

(

u−l
u+l

)

, (18)

это значит, что мы должны заменить Ĥlj в (13) на
H̃lj = Ĥlj − δlj

∑

m Ĥlm. Ясно, что если условие
∑

j Ĥlj = 0 изначально не выполнялось из-за неточ-
ности пробной функции, то теперь оно восстанавли-
вается для H̃lj , поскольку

∑

j H̃lj = 0. Используя
симметрию выражения (17) по индексам α, β, мож-
но также показать, что также выполнено

∑

l H̃lj = 0.
Все вышесказанное обосновывает свойство (ii), а так-
же объясняет вычитание 6 в определении γs(q).

Функция Грина в пределе малых q. Обсу-
дим распросранение смещений в СкК. Чтобы упро-
стить обсуждение, рассмотрим две последователь-
ных замены координат в лагранжиане. В первую

очередь, при помощи матрицы U =

(

1, −i
1, i

)

, вер-

немся к декартовым координатам u±q = uxq ± iuyq.
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Во-вторых, перейдем к главным осям Ĥq, а имен-
но, параллельно и перпендикулярно вектору q =

= q(cosφq, sinφq), написав (uxq, u
y
q) = (u

‖
q, u⊥q ) · U †

1 ,

где U1 =

(

cosφq, − sinφq

sinφq, cosφq

)

. В итоге мы приводим

лагранжиан к следующему виду:

L =
1

2

∑

q

(

u
‖
−q, u⊥−q

)

(

−A‖q
2, −2π∂t

2π∂t, −A⊥q2

)(

u
‖
q

u⊥q

)

,

A‖ = − 3
2 (2h1 + h2)a

2, A⊥ = − 3
2 (2h1 − h2)a

2, (19)

где A‖, A⊥ > 0 – модули упругости, соответству-
ющие продольной и поперечной моде для акусти-
ческих фононов; справедливо также A‖A⊥ = 2πA.
Иная форма кинетического слагаемого приводит, во-
первых, к квадратичной дисперсии в нашем случае
вместо линейной для случая акустических фононов.
Во-вторых, в нашем случае величина 2π u⊥−q ста-
новится канонически сопряженным импульсом для
смещения u‖q.

Согласно общим правилам [28, 19], проведем про-
цедуру вторичного квантования нашей теории. По-
требуем выполнения [u

‖
q, 2π u⊥−q] = i~ (мы считаем

~ = 1), тогда

u‖q =
1√
4πκ

(c†qe
iǫqt + c−qe

−iǫqt) ,

u⊥q = i

√
κ√
4π

(c†qe
iǫqt − c−qe

−iǫqt) ,

(20)

где κ =
√

A‖/A⊥ ≃ 1.98 – параметр асимметрии.
В терминах операторов рождения (уничтожения), c†q
(cq), гамильтониан приобретает вид Ĥ =

∑

q ǫqc
†
qcq.

Определим запаздывающую функцию Грина сле-
дующим образом:

G(t,q) = −iϑ(t)
(

[ux−q(t), u
x
q], [ux−q(t), u

y
q]

[uy−q(t), u
x
q], [uy−q(t), u

y
q]

)

, (21)

с соответствующим Фурье преобразованием при
t > 0:

G(t, r) = −
√
3a2

4π

×
∫

d2q

(2π)2
eiqrU1

(

1
κ
sin ǫqt, − cos ǫqt

cos ǫqt, κ sin ǫqt

)

U †
1 .

Простое вычисление (с эффективно ограниченной
областью интегрирования q ≤ a−1 при помощи гаус-
сова множителя exp (−q2a2)) приводит к выраже-

нию, справедливому на больших временах и рассто-
яниях, tA ≫ ra, r ≫ a:

G(t, r) =

√
3a2

16π2tA

[

− cos(r2/4tA)
κ + κ

−1

2

(

1, 0

0, 1

)

+

+ sin(r2/4tA)

(

0, 1

−1, 0

)

+

+ F (r2/4tA)
κ − κ

−1

2

(

cos 2φ, sin 2φ

sin 2φ, − cos 2φ

)]

,

F (z) = cos z − sin z/z. (22)

На малых расстояниях, r ≪
√
tA, существенно пер-

вое слагаемое в G(t, r), отвечающее изотропному
распространению. На промежуточных расстояниях,√
tA ≪ r ≪ tA/a, главную роль играет комбинация

первого и третьего слагаемых, и проявляется анизо-
тропия тензора G(t, r), с главными осями в направ-
лении, параллельном и перпендикулярном вектору
r в плоскости. На больших расстояниях, r ≫ tA/a,
функция G(t, r) становится экспоненциально мала,
что говорит о том, что возмущение еще не достигло
точки r. Стоит отметить, что осциллирующие мно-
жители зависят только от отношения r2/t, а упо-
мянутая выше анизотропия касается относительного
веса корреляций ux и uy. Мы иллюстрируем это пове-
дение на рис. 4, где изображены две главных компо-
ненты G‖(t, r) и G⊥(t, r), для парных корреляторов
u‖ и u⊥, соответственно.

Рис. 4. Функции Грина G‖(t, r) и G⊥(t, r), при t =

= 6A−1a2, описывают корреляции смещений u‖ и u⊥,
параллельных и перпендикулярных вектору r

Заключение. Мы построили теорию низколе-
жащей голдстоуновской моды решетки скирмионов,
также известной как гиротропная мода. Эта мода
описывает смещение скирмионов из положений рав-
новесия, соответствующее уравнение движения при-
нимает вид коллективного уравнения Тиле. Спектр
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квадратичен при малых волновых векторах, что яв-
ляется следствием двух фактов: упругий вид потен-
циальной энергии и кинетическое слагаемое лагран-
жиана, ассоциированное с фазой Берри. Упругий вид
потенциальной энергии получен в результате рас-
смотрения скирмионов как отдельных топологиче-
ских объектов и не предполагает сложного теоре-
тического описания в терминах фазонов, трех маг-
нитных спиралей и т.п. По этим причинам квадра-
тичный характер спектра следует ожидать и при
включении в модель других взаимодействий, напри-
мер, дипольного взаимодействия, анизотропии и др.,
пока сохранятеся структура СкК. Распространение
возмущений по решетке скирмионов анизотропно на
промежуточных расстояниях. Нами показано, что
ширина зоны монотонно убывает с ростом магнитно-
го поля и исчезает при критическом значении, отве-
чающем переходу в однородное ферромагнитное со-
стояние.

Работа поддержана Российским научным фон-
дом, грант # 22-22-20034 и Санкт-Петербургским
научным фондом, грант # 33/2022. Работа
В. Тимофеева частично поддержана Фондом разви-
тия теоретической физики и математики “БАЗИС”.
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323, 915 (2009).

11. X. Z. Yu, N. Kanazawa, Y. Onose, K. Kimoto,
W.Z. Zhang, S. Ishiwata, Y. Matsui, and Y. Tokura,
Nat. Mater. 10, 106 (2010).

12. X. Z. Yu, Y. Onose, N. Kanazawa, J.H. Park, J. H. Han,
Y. Matsui, N. Nagaosa, and Y. Tokura, Nature 465, 901
(2010).

13. N. Nagaosa and Y. Tokura, Nat. Nanotechnol. 8, 899
(2013).

14. V. E. Timofeev, A.O. Sorokin, and D.N. Aristov, Phys.
Rev. B 103, 094402 (2021).

15. V. E. Timofeev, A.O. Sorokin, and D.N. Aristov, JETP
Lett. 109, 207 (2019).

16. A. Roldán-Molina, A. S. Nunez, and J. Fernández-
Rossier, New J. Phys. 18, 045015 (2016).

17. M. Garst, J. Waizner, and D. Grundler, J. Phys. D:
Appl. Phys. 50, 293002 (2017).

18. A. Mook, J. Klinovaja, and D. Loss, Physical Review
Research 2, 033491 (2020).

19. V. E. Timofeev and D.N. Aristov, Phys. Rev. B 105,
024422 (2022).

20. V. E. Timofeev and D.N. Aristov, JETP Lett. 117, 676
(2023).

21. Y. Onose, Y. Okamura, S. Seki, S. Ishiwata, and
Y. Tokura, Phys. Rev. Lett. 109, 037603 (2012).

22. O. Petrova and O. Tchernyshyov, Phys. Rev. B 84,
214433 (2011).

23. N. Mohanta, A.D. Christianson, S. Okamoto, and
E. Dagotto, Communications Physics 3, 229 (2020).

24. T. Schwarze, J. Waizner, M. Garst, A. Bauer,
I. Stasinopoulos, H. Berger, C. Pfleiderer, and D.
Grundler, Nat. Mater. 14, 478 (2015).

25. T. Weber, D.M. Fobes, J. Waizner, P. Steffens,
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Экспериментально исследован ансамбль нейтральных возбуждений в лафлиновской жидкости в
дробном состоянии 1/3. Обнаружено, что возбуждения вызывают нелинейный оптический отклик, про-
являющийся в виде квадратичной зависимости сигнала отражения от мощности возбуждения. При-
веденные экспериментальные результаты показывают, что наблюдаемый эффект обусловлен вкладом
когерентного антистоксово-стоксова рассеяния света от возбужденной лафлиновской жидкости.

DOI: 10.31857/S123456782318012X, EDN: wxijgh

Двумерная электронная система позволяет иссле-
довать квазичастицы с различной статистикой. В
трех измерениях электронные комплексы могут быть
либо фермионными, включающими сами электроны,
дырки, трионы, плазмароны и т. д., либо бозонны-
ми, включающими экситоны, плазмоны, биэксито-
ны, плекситоны и т.д. Напротив, в двумерной элек-
тронной системе, находящейся во внешнем магнит-
ном поле, допускается дробная (энионная) статисти-
ка квазичастиц, являющаяся промежуточной меж-
ду бозонным и фермионным пределами [1]. Возмож-
ность экспериментальной реализации энионной ста-
тистики в двумерных электронных системах была
признана вскоре после пионерской работы Лафли-
на, описывающей свойства электронных систем для
нескольких дробных квантово-холловских (ДКЭХ)
состояний [2]. Однако лишь недавно было доказано,
что определенные квазичастицы в двумерных элек-
тронных системах действительно являются эниона-
ми. Оказалось, что в состоянии ДКЭХ 1/3 поведе-
ние заряженных квазичастиц отличается от поведе-
ния частиц с бозонной или фермионной статистикой.
Вместо этого они ведут себя как частицы со стати-
стикой π/3 [3, 4]. Кроме того, в состояниях ДКЭХ
ожидается более сложная статистика, в том числе и
неабелевого вида [5].

Возникает вопрос, каковы нейтральные возбуж-
дения в объеме такой энионной материи. Существует
теоретический консенсус относительно магниторото-
нов – нейтральных возбуждений с орбитальным уг-
ловым моментом, равным единице [6, 7], – которые
считаются бозонами. Тем не менее эксперименталь-

1)e-mail: kulik@issp.ac.ru

ная работа с магниторотонами представляет собой
сложную задачу, поскольку они хорошо определе-
ны только при больших двумерных импульсах по-
рядка обратной магнитной длины. При нулевом им-
пульсе (в наиболее подходящем для эксперименталь-
ного исследования случае) эти возбуждения попада-
ют в многоротонный континуум и затухают [8, 9].
В то же время теоретический анализ предсказывает
наличие другой низкоэнергетической бозонной ветви
нейтральных возбуждений, существующей при нуле-
вом импульсе, а именно, ветви “магнитогравитонов”
[10–12].

Магнитогравитоны, пожалуй, – одни из самых
экзотических квазичастиц в физике твердого те-
ла. Традиционно их описывают в терминах возму-
щений пространственной метрики, введенных для
системы квазичастиц ДКЭХ [10]. Эти возбужде-
ния имеют орбитальный угловой момент, равный
двум. Если бы их и удалось обнаружить экспери-
ментально, они бы быстро релаксировали в основ-
ное состояние [13]. Тем не менее было обнаруже-
но, что при определенных параметрах удерживаю-
щего потенциала двумерной системы аналоги маг-
нитогравитонов с единичным спином (будем в даль-
нейшем называть их “спиновые магнитогравитоны”)
могут быть нижайшими по энергии нейтральными
возбуждениями с нулевым импульсом. Ранее авто-
рам статьи удалось создать необходимые экспери-
ментальные условия для наблюдения ансамбля спин-
магнитогравитонов [14]. В настоящей работе мы ис-
следуем оптические свойства возбужденной лафли-
новской жидкости со спин-магнитогравитонами и на-
блюдаем новый эффект – нелинейный оптический
отклик возбужденной лафлиновской жидкости.
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Для исследования ансамбля спин-магнитограви-
тонов была использована гетероструктура с кванто-
вой ямой GaAs/AlGaAs шириной 18 нм с концентра-
цией электронов 8.4 ·1010 см−2. Образец помещался в
криостат с откачкой паров 3Не для обеспечения ми-
нимальной температуры образца 0.5 К. Оптические
измерения проводились во внешнем магнитном поле
до 14 Тл с использованием двух экспериментальных
схем. В двухсветоводной конфигурации (I) один све-
товод подводил излучение лазера накачки к образцу,
а другой использовался для сбора отраженного света
и направления его на входную щель спектрометра.
Во второй схеме (II) имелось оптическое окно, ис-
пользуемое как для подведения возбуждающего све-
та к образцу, так и для сбора рассеянного света. Рав-
номерно возбуждаемая область в первой эксперимен-
тальной схеме имела диаметр 600 мкм, тогда как вто-
рая конфигурация позволяла сфокусировать пучок
лазера накачки в гораздо меньшее пятно диаметром
менее 100 мкм, но с неравномерным пространствен-
ным распределением. Использовалась спектроскопи-
ческая методика, основанная на резонансном отра-
жении света (RR, resonant reflection). Электронная
система возбуждалась с помощью перестраиваемого
непрерывного лазерного источника с шириной линии
10 МГц. Вклад отражения от поверхности образца
подавлялся с помощью скрещенных линейных поля-
ризаторов, установленных между образцом и торца-
ми накачивающего и собирающего световодов. Так-
же мы измерили спектры резонансной фотолюминес-
ценции (PL, photoluminescence) и фотовозбуждения
(PLE, photoexcitation) электронной системы (рис. 1).

В спектре фотовозбуждения исследуемой кванто-
вой ямы наблюдаются линии, соответствующие раз-
решенным двухчастичным оптическим переходам из
валентной зоны на нулевой уровень Ландау зоны
проводимости. Дырочные состояния в подзонах лег-
ких и тяжелых дырок валентной зоны в магнитном
поле представляют собой суперпозиции состояний на
0, 1, 2, 3 уровнях Ландау и с проекциями спина на
ось магнитного поля −3/2, −1/2, 1/2 и 3/2. Слия-
ние уровней Ландау конечной ширины приводит к
непрерывной области слаборазрешенных оптических
переходов с энергиями выше энергий разрешенных
оптических переходов с нулевого уровня Ландау тя-
желых дырок на нулевой уровень Ландау зоны про-
водимости (рис. 1). Следовательно, в спектрах ре-
зонансной фотолюминесценции значительную силу
осциллятора проявляют переходы между нулевыми
уровнями Ландау (0e-0h). Поскольку нижний спино-
вый подуровень нулевого уровня Ландау электронов
занят лафлиновской жидкостью, его интенсивность

Рис. 1. (Цветной онлайн) (а) – Спектры фотовозбуж-
дения (PLE) (синие точки) и резонансной фотолюми-
несценции (PL) (зеленая линия) лафлиновской жидко-
сти, измеренные при температуре 0.5 К. Допустимые
оптические переходы 0e-0h отмечены как 0h↑ и 0h↓ в
зависимости от спина электрона в зоне проводимости
GaAs (g-фактор электрона в GaAs отрицательный). Се-
рым фоном отмечена область слаборазрешенных опти-
ческих переходов из валентной зоны в зону проводимо-
сти, из дырочных состояний с преимущественно нену-
левым орбитальным угловым моментом. (b) – Спектр
резонансного отражения (RR) лафлиновской жидко-
сти при 0.5 К (красная линия) и электронной систе-
мы при 1.4 К при разрушении лафлиновской жидкости
(черная линия). На вставке показана схема измерения
сигнала RR

резонансной PL существенно меньше по сравнению
с интенсивностью PL с верхнего спинового подуров-
ня [14]. По той же причине в спектре RR электрон-
ной системы мы наблюдаем только одну хорошо раз-
личимую линию (I) с интенсивностью, значительно
превышающей интенсивность остальных линий RR.
Природа канала (I) отражения становится понят-
ной из соответствующего спектра PL. Процесс мож-
но представить как поглощение фотона из лазерно-
го источника с созданием электрон-дырочной пары
с дыркой на нулевом уровне Ландау подзоны тяже-
лых дырок валентной зоны и электроном на пустом
верхнем спиновом подуровне нулевого уровня Лан-
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дау зоны проводимости с последующей рекомбина-
цией фотовозбужденной электрон-дырочной пары.

Помимо основной линии I, в спектре RR лафли-
новской жидкости наблюдается линия II заметной
интенсивности, энергия которой не соответствует
максимуму плотности состояний валентной зоны
(рис. 1) [14]. Она связана с наличием в лафлиновской
жидкости спин-магнитогравитонов. Интенсивность
линии II сильно меняется, когда дополнительное ла-
зерное излучение с энергией, превышающей энер-
гию оптического перехода (0e-0h), создает ансамбль
сверхдолгоживущих спин-магнитогравитонов.

Спин-магнитогравитоны образуются в ходе ре-
лаксационных процессов (рис. 2). Электрон из ва-
лентной зоны квантовой ямы переносится на неза-
нятый верхний спиновый подуровень нулевого уров-
ня Ландау посредством слаборазрешенного оптиче-
ского перехода. Фотовозбужденная дырка из валент-
ной зоны релаксирует на верхний спиновый подуро-
вень нулевого уровня Ландау тяжелых дырок за счет
сильной спин-орбитальной связи в валентной зоне
GaAs, вызывая изменение полного спина электрон-
ной системы. Затем при рекомбинации с электроном
лафлиновской жидкости дырка из валентной зоны
превращается в ферми-дырку, занимая место элек-
трона на нижнем спиновом подуровне нулевого уров-
ня Ландау зоны проводимости. В результате фото-
возбужденный электрон и ферми-дырка могут об-
разовать спин-магнитогравитон при условии, что в
процессе релаксации фотовозбужденной дырки в ва-
лентной зоне часть энергии релаксации, необходи-
мая для возбуждения спин-магнитогравитона, пере-
дается электронам лафлиновской жидкости (рис. 2).
В нашем исследовании мы обнаружили, что наи-
большая скорость роста линии II на единицу мощ-
ности дополнительного лазерного излучения возни-
кает, когда лазерное излучение имеет ту же энер-
гию, что и оптический переход, связанный с ли-
нией II [14]. Поэтому именно в этом оптическом
переходе наиболее эффективно образуются спин-
магнитогравитоны, тогда как наиболее эффектив-
ным каналом создания спин-магнитогравитонов яв-
ляется передача всей энергии релаксации в валент-
ной зоне на возбуждение электронов в лафлинов-
ской жидкости. В этом случае для рассеивания
избыточной энергии не требуется дополнительный
акустический фонон (рис. 2). Этот процесс пред-
ставляет собой резонансное стоксово комбинаци-
онное рассеяние света, создающее спин-магнито-
гравитоны.

Однако само по себе стоксово комбинационное
рассеяние не может привести к появлению линии в

Рис. 2. (Цветной онлайн) (а) – Интенсивности резонанс-
ного отражения линии (II) при уровнях мощности ла-
зерного возбуждения от 0.5 до 56 мкВт. На диаграмме
изображены схемы оптических переходов, образующих
спин-магнитогравитоны (smg). (b) – Левая вертикаль-
ная ось – парная корреляционная функция g(r) для ос-
новного состояния лафлиновской жидкости при факто-
ре заполнения 1/3 (черная кривая). Правая вертикаль-
ная ось – разность парных корреляционных функций
для возбужденного и основного состояний, построен-
ных для спин-магнитогравитона с нулевым импульсом
(красная сплошная линия). Переменная r дана в еди-
ницах магнитной длины. Численный расчет проводил-
ся для 10 электронов по методике, описанной в [14]

спектре отражения. Для наблюдения линии II необ-
ходимо обратное антистоксово комбинационное рас-
сеяние света от возбужденной лафлиновской жид-
кости. В этом случае не корректно рассматривать
“фермиевскую дырку” в лафлиновской жидкости,
которая могла бы быть заполнена валентным элек-
троном при антистоксовом комбинационном рассе-
янии света, так как такого возбуждения не су-
ществует. Как показано на рис. 2, положительные
и отрицательные заряды в спин-магнитогравитоне
“размазаны” в пространстве не менее чем на пять
магнитных длин. Тем не менее возможен оптиче-
ский переход из валентной зоны в зону проводи-
мости с аннигиляцией спин-магнитогравитона как
процесс, обратный cтоксову комбинационному рас-
сеянию. Таким образом, вклад в линию II мо-
гут вносить два процесса рассеяния: i) стоксово
комбинационное рассеяние света, создающее спин-
магнитогравитон в основном состоянии лафлинов-
ской жидкости, за которым следует антистоксово
комбинационное рассеяние, аннигилирующее этот
спин-магнитогравитон (стоксово-антистоксово ком-
бинационное рассеяние света); ii) антистоксово ком-
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бинационное рассеяние света в возбужденном состо-
янии лафлиновской жидкости, аннигилирующее су-
ществующий спин-магнитогравитон, а затем сток-
сово комбинационное рассеяние света с последую-
щим рождением такого же спин-магнитогравитона
(антистоксово-стоксово комбинационное рассеяние
света). Важно отметить, что оба процесса должны
быть когерентными, чтобы давать вклад в резонанс-
ное отражение света с нулевой передачей энергии
(импульса).

Интенсивность сигнала отражения линии II опре-
деляется не только двумя вышеупомянутыми про-
цессами, но и “холостым” процессом – резонанс-
ным упругим обратным рассеянием от лафлиновской
жидкости. Когерентное стоксово-антистоксово ком-
бинационное рассеяние света невозможно отличить
от фонового “холостого” процесса. Однако ожидает-
ся, что обратное антистоксово-стоксово комбинаци-
онное рассеяние света будет вызывать нелинейную
зависимость сигнала RR от мощности возбуждающе-
го излучения, когда один и тот же лазерный источ-
ник используется для двух процессов: возбуждения
спин-магнитогравитонов и измерения рассеяния све-
та от существующих спин-магнитогравитонов. Дей-
ствительно, при использовании одиночного лазерно-
го источника с энергией фотонов, равной энергии оп-
тического перехода линии II, наблюдается сверхли-
нейное (квадратичное) усиление рассеяния в канале
II при достижении определенного порога мощности
лазерного возбуждения (рис. 2–4).

Нелинейность интенсивности сигнала отражения
определяется двумя процессами: стоксовым (диа-
грамма (а) на рис. 4) и когерентным антистоксово-
стоксовым рассеяниями (диаграмма (b) на рис. 4).
Оптические процессы, рассматриваемые в (b) и в “хо-
лостом” процессе (c), могут быть описаны следую-
щим уравнением:

I = αP + βPn, (1)

где I – интенсивность отраженного света, P – мощ-
ность лазерного возбуждения, n – полное число спин-
магнитогравитонов в лафлиновской жидкости. Пер-
вое и второе слагаемые в сумме представляют со-
бой соответствующие вклады от (c) и (b). Коэф-
фициент α обозначает вероятность рассеяния света
в (c). Он также учитывает способность нашей экс-
периментальной установки возбуждать электронную
систему и собирать отраженный свет. Поэтому, по-
скольку точное значение α принципиально неизвест-
но, физический смысл имеет только нормированная
величина I

α .

Рис. 3. (Цветной онлайн) Левая ось – зависимость ин-
тенсивности сигнала резонансного отражения от мощ-
ности лазерного возбуждения, полученная для кана-
лов рассеяния I (красные сплошные точки) и II (крас-
ные пустые кружки). Интенсивность отраженного сиг-
нала нормируется коэффициентом пропорционально-
сти α из уравнения (1). Черные линии – линейные
функции. Красная линия представляет собой квадра-
тичную функции мощности возбуждения. Правая ось –
интенсивность сигнала фотовозбуждения, измеренная
на энергии линии II

Вычисляя среднее число возбуждений, создан-
ных в (а) в условиях стационарного возбуждения,
получаем:

dn

dt
= γP − n

τ
= 0, (2)

где τ – время жизни спин-магнитогравитонов, а ко-
эффициент γ обозначает вероятность возбуждения
спин-магнитогравитона с нулевым импульсом в про-
цессе (а) с учетом всех неизвестных нашей экспери-
ментальной установки. Таким образом, получаем:

I

α
= P +

βγτ

α
P 2 = P + ρP 2, (3)

с ρ = βγτ
α , что дает искомую зависимость P 2.

Полученные уравнения хорошо описывают зави-
симость интенсивности сигнала рассеяния от мощ-
ности возбуждения. На начальном этапе, когда чис-
ло спин-магнитогравитонов в электронной системе
невелико, в спектре отражения доминирует “холо-
стой” процесс (c). При этом фотоны, возбуждаю-
щие электронную систему, участвуют в процессе (а),
что приводит к созданию спин-магнитогравитонов
в лафлиновской жидкости. Дальнейшее увеличе-
ние мощности возбуждения активирует канал рас-

Письма в ЖЭТФ том 118 вып. 5 – 6 2023



466 Л. В. Кулик, А. С. Журавлев, А. В. Ларионов и др.

Рис. 4. (Цветной онлайн) Интенсивность сигнала резо-
нансного отражения в канале II в зависимости от мощ-
ности лазерного возбуждения (пустые кружки), изме-
ренная в небольшом пятне лазерного возбуждения, как
описано в тексте. Интенсивность отраженного сигна-
ла нормируется коэффициентом пропорциональности
α из уравнения (1). Зеленая, черная и красная линии –
корневая, линейная и квадратичная функции мощно-
сти возбуждения соответственно. На вставке приведе-
на схема трех оптических процессов, стимулированных
фотоном с энергией линии II: (а) – резонансное стоксо-
во комбинационное рассеяние света; (b) – когерентное
антистоксово-стоксово комбинационное рассеяние све-
та; (c) – резонансное упругое обратное рассеяние света
(“холостой” процесс)

сеяния (b), который определяется числом спин-
магнитогравитонов в лафлиновской жидкости. В ре-
зультате мы наблюдаем квадратичную зависимость
сигнала отражения (рис. 3).

Чтобы исключить возможные альтернативные
процессы, которые могут привести к нелинейному
отклику в спектре отражения, рассмотрим известные
механизмы нелинейности в многочастичных систе-
мах. Существуют два хорошо изученных эффекта,
стимулирующих нелинейное рассеяние света, кото-
рые наиболее ярко выражены в атомарных конден-
сатах [15]. Бозонная статистика возбужденных со-
стояний обуславливает усиление рассеяния света, а
именно, когда в процессе рассеяния с созданием воз-
буждения участвует квантовое состояние, уже заня-
тое аналогичными возбуждениями, рассеяние усили-
вается за счет бозе-фактораN+1, где N – число воз-
буждений, занимающих это квантовое состояние. В
этом случае нелинейность рассеяния света может на-
блюдаться и при поглощении света. Отсюда следует

ожидать, что зависимость интенсивности рассеянно-
го света от мощности возбуждения будет более слож-
ной, чем квадратичная зависимость. Однако в нашем
исследовании отклонение от квадратичной зависимо-
сти в широком диапазоне мощностей возбуждения не
наблюдается.

Мы независимо измерили интенсивность фото-
возбуждения на энергии линии II в зависимости
от мощности фотовозбуждения. В квантовых ямах
AlGaAs/GaAs с высокой подвижностью ожидает-
ся, что зависимость интенсивности PLE от мощно-
сти возбуждения будет такой же, как и интенсив-
ность поглощения, поскольку время безызлучатель-
ного затухания фотовозбужденных электронов мно-
го больше времени рекомбинации [16]. Установлено,
что интенсивность PLE линейно зависит от мощно-
сти фотовозбуждения (рис. 3). Таким образом, на-
блюдаемый нелинейный оптический отклик возбуж-
денной лафлиновской жидкости не связан с бозе-
статистикой возбуждений. В то же время его нельзя
объяснить макрозаполнением той или иной фотон-
ной моды, участвующей в процессе рассеяния, по-
скольку используемый диапазон плотностей мощно-
сти непрерывного лазерного возбуждения слишком
мал для регистрации такого эффекта [15].

Как только число спин-магнитогравитонов до-
стигнет максимально допустимого значения (полное
насыщение лафлиновской жидкости возбуждения-
ми), мы должны увидеть насыщение процессов (а) и
(b); т.е. дальнейшее увеличение мощности лазерного
фотовозбуждения не должно приводить к сверхли-
нейному росту интенсивности сигнала RR. Действи-
тельно, при существенном уменьшении размера пят-
на лазерного возбуждения и, как следствие, увеличе-
нии плотности мощности возбуждения мы наблюда-
ем изменение поведения сигнала RR с квадратичной
на сублинейную зависимость (рис. 4).

В заключение мы обнаружили квадратичную со-
ставляющую в зависимости сигнала отражения от
возбужденной лафлиновской жидкости при факто-
ре заполнения 1/3. Экспериментальные результа-
ты показывают, что этот вклад обусловлен коге-
рентным антистоксово-стоксовым рассеянием све-
та, индуцированным квазиравновесным ансамблем
спин-магнитогравитонов, нейтральных возбуждений
со спином единица. Аналогичный процесс рассе-
яния света должен наблюдаться и в других си-
стемах. Однако отношение сигналов когерентного
антистоксово-стоксова рассеяния света и упругого
обратного рассеяния света должно быть настоль-
ко малым, что отличить оптический сигнал пер-
вого процесса на фоне второго было бы сложно.
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Нарушение симметрии по отношению к обращению
времени в лафлиновской жидкости, сверхбольшие
времена жизни спин-магнитогравитонов и резонанс-
ные условия, связанные со смешиванием уровней
Ландау зон тяжелых и легких дырок в квантовых
ямах GaAs/AlGaAs создают уникальную возмож-
ность прямого наблюдения этого интересного фи-
зического явления. В лафлиновской жидкости дан-
ный эффект позволяет измерить точную энергию
спин-магнитогравитона при нулевом импульсе, ко-
торая до сих пор была установлена с точностью до
g-фактора одночастичных электронов [14]. Энергия
спинового магнитогравитона при нулевом импуль-
се равна 1.6 мэВ, что очень близко к численному
значению (1.57 мэВ), полученному при компьютер-
ном моделировании конечной электронной системы
из 10 электронов. Кроме того, используя когерент-
ное антистоксово-стоксово рассеяние света, экспери-
ментально определена плотность полного насыщения
лафлиновской жидкости спин-магнитогравитонами,
что позволяет исследовать новое квазиравновесное
состояние электронной материи – возбужденную
лафлиновскую жидкость.
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