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Аналитически исследована возможность формирования двухчастотной световой пули в режиме гене-
рации второй гармоники при учете фокусирующей керровской нелинейности. Показано, что в условиях
реализации фазового и группового синхронизмов и отсутствия дисперсии групповой скорости на часто-
те второй гармоники устойчивая световая пуля может сформироваться при ограничении сверху на ее
интенсивность, а также ограничениях снизу на временную длительность и апертуру.
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1. Введение. Генерация второй гармоники с по-
мощью непрерывного лазерного излучения может со-
провождаться формированием двухчастотных про-
странственных солитонов – пучков, ограниченных в
поперечных направлениях [1, 2].

Одной из тенденций развития современной нели-
нейной оптики и лазерной физики является созда-
ние в лабораторных условиях световых импульсов
все более коротких длительностей и высоких интен-
сивностей [3, 4]. Благодаря данному обстоятельству
подвергаются модификации теоретические подходы,
хорошо зарекомендовавшие себя в оптике импульсов
умеренных интенсивностей.

Импульсные режимы генерации второй гармони-
ки обычно описываются при учете только квадратич-
ной нелинейности. С другой стороны, понятно, что
с увеличением интенсивности оптических импульсов
все большее влияние на данные процессы способна
оказывать кубическая (керровская) нелинейность.

Представляет немалый интерес исследование
процессов, при которых могут сформироваться
устойчивые локализованные во всех направлениях
пространственно-временные солитоны (световые
пули).

Известно, что одна только фокусирующая кер-
ровская нелинейность в однородной среде не способ-
на привести к формированию световой пули [5, 6]. Ес-
ли мощность оптического импульса превышает опре-
деленное критическое значение, наблюдается само-
фокусировка (коллапс) сигнала. В противном слу-
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чае преобладает дифракционное уширение импуль-
са, что приводит к его дефокусировке. Такие же вы-
воды справедливы для керровской нелинейности в
режиме генерации третьей гармоники [7]. Заметим,
что в фокусирующих градиентных волноводах мо-
гут быть созданы условия формирования световых
пуль при керровской нелинейности [8–14].

Сценарии импульсных режимов генерации вто-
рой гармоники в значительной степени определяют-
ся характером дисперсии групповой скорости (ДГС)
на основной частоте [15–20]. Здесь для формирова-
ния световых пуль ДГС должна быть аномальной.

В однородных средах с квадратичной нелинейно-
стью самофокусировки не происходит. Данная нели-
нейность вкупе с дифракцией и аномальной ДГС
приводит к формированию двухчастотных световых
пуль [15, 20].

В работах [21] и [22] исследовано влияние соот-
ветственно дефокусирующей и фокусирующей кер-
ровских нелинейностей на импульсный режим гене-
рации второй гармоники. В средах с дефокусирую-
щей керровской нелинейностью возможно формиро-
вание двухчастотных вихревых световых пуль, кото-
рые устойчивы, если их энергия превышает опреде-
ленное критическое значение [21]. В случае фркуси-
рующей керровской нелинейности при удовлетворе-
нии условиям фазового и группового синхронизмов
энергия безвихревых двухчастотных световых пуль
не может превышать определенное критическое зна-
чение [22]. В [23] рассмотрена возможность форми-
рования двухчастотных световых пуль при собствен-
ных и перекрестных керровских нелинейностях про-
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тивоположных знаков. Также определены области
устойчивости таких пуль в пространстве параметров
исследуемой системы.

Из сказанного выше четко видны конкурирующие
влияния квадратичной и керровской нелинейностей
на возможность формирования световых пуль в ре-
жиме генерации второй гармоники. Здесь деструк-
тивная роль фокусирующей керровской нелинейно-
сти приводит к некоторым ограничениям на пара-
метры оптических импульсов, при которых еще спо-
собны формироваться двухчастотные световые пули
в однородной среде.

В [21–23] ДГС предполагалась аномальной как
на основной частоте, так и на частоте второй гар-
моники. В то же время представляют интерес си-
туации, когда характер ДГС различен для разных
частот. Отдельного внимания заслуживает случай,
когда ДГС на частоте второй гармоники равна ну-
лю [1, 24]. Здесь при аномальной ДГС на основной
частоте и учете только квадратичной нелинейно-
сти возможно формирование двухчастотных свето-
вых пуль [24]. В то же время, как было сказано выше,
для высокоинтенсивных сигналов может оказаться
существенной деструктивная роль керровской нели-
нейности.

Настоящая работа посвящена аналитическому
исследованию влияния фокусирующей керровской
нелинейности на возможность формирования двух-
частотных световых пуль при нулевой ДГС на час-
тоте второй гармоники.

2. Основные уравнения. Будем считать, что
поляризованные в одной плоскости импульсы на ос-
новной частоте и частоте второй гармоники распро-
страняются вдоль оси z. При этом выполнены усло-
вия фазового и группового синхронизмов, а ДГС на
частоте второй гармоники равна нулю. В этом случае
для медленно меняющихся амплитуд (ММА) ψ1 и ψ2

электрического поля импульса на основной частоте
ω и на второй гармонике 2ω соответственно в парак-
сиальном приближении имеем систему уравнений

i
∂ψ1

∂z
+
β

2

∂2ψ1

∂τ2
− α1ψ

∗
1ψ2 −

− σ11|ψ1|2ψ1 − σ12|ψ2|2ψ1 =
c

2nω
∆⊥ψ1, (1)

i
∂ψ2

∂z
− α2ψ

2
1 − σ21|ψ1|2ψ2 − σ22|ψ2|2ψ2 =

c

4nω
∆⊥ψ2.

(2)

Здесь τ = t − z/vg, t – время, vg и n – ли-
нейные групповая скорость и показатель преломле-
ния соответственно, одинаковые для обеих частот,

β = ∂v−1
g /∂ω – параметр ДГС на основной часто-

те ω, c – скорость света в вакууме, α1,2 = 4πωχ
(2)
1,2/cn,

χ
(2)
1 и χ

(2)
2 – нелинейные восприимчивости второго

порядка на основной частоте и на частоте второй
гармоники соответственно; параметры σ11, σ12, σ21
и σ22, определяющие керровскую нелинейность, мо-
гут быть представлены через зависящие от частоты
кубические восприимчивости χ(3):

σ11 = 6πωχ(3)(ω,−ω, ω)/cn,

σ12 = 12πωχ(3)(2ω,−2ω, ω)/cn,

σ21 = 24πωχ(3)(ω,−ω, 2ω)/cn,
σ22 = 12πωχ(3)(2ω,−2ω, ω)/cn

[6], ∆⊥ – поперечный лапласиан.
Обычно в твердых диэлектриках керровская

нелинейность имеет фокусирующий характер
(χ(3) > 0), что как раз и представляет интерес
для рассматриваемого нами случая. Поэтому везде
ниже мы будем полагать, что все коэффициенты
σ11, σ12, σ21 и σ22 положительны. Более того, в
целях простоты будем пренебрегать дисперсией
квадратичной и керровской нелинейных восприим-
чивостей. Тогда, как видно из вышеприведенных
выражений, имеем соотношения: α1 = α2 ≡ α,
σ21 = 2σ12 = 2σ22 = 4σ11 ≡ 4σ.

3. Метод усредненного лагранжиана. Для
получения приближенного аналитического решения
системы (1), (2) в виде двухчастотной световой пули
используем метод усредненного лагранжиана [25, 26].

При обозначенных условиях системе (1) соответ-
ствует плотность лагранжиана

L = L1 + L2 + Lint, (3)

где

L1 =
i

3

(
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− ψ1
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)
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∣
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c

2nω
|∇⊥ψ1|2, (4)

L2 =
i

4

(

ψ∗
2

∂ψ2

∂z
− ψ2

∂ψ∗
2

∂z

)

− σ

2
|ψ2|4 +

c

8nω
|∇⊥ψ2|2,

(5)

Lint = −α
2
(ψ2

1ψ
∗
2 + ψ∗2

1 ψ2)− 2σ|ψ1|2|ψ2|2, (6)

∇⊥ – оператор поперечного градиента.
Отталкиваясь от результатов работы [24],

запишем пробные решения в виде:

ψ1 = F1e
iΦsech(Qτ), ψ2 = F2e

2iΦsech2(Qτ), (7)
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где F1, F2, Q и Φ – подлежащие определению функ-
ции координат.

Подставляя (7) в (3)–(6), будем иметь для усред-

ненного лагранжиана Λ = 1
2

+∞
∫

−∞
Ldt:

Λ = Λ1 + Λ2 + Λint, (8)

где
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3
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Q
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15

F 2
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2
2

Q
. (11)

Здесь считается, что амплитуды F1 и F2 зависят
от переменной Q, а штрих сверху обозначает произ-
водную по данной переменной.

Исследуем вначале режим одномерного распро-
странения двухчастотного импульса вдоль оси z.
Для этого положим в (9) и (10) ∇⊥Φ = ∇⊥Q = 0. То-
гда из условий ∂(∂Λ/∂(∂Φ/∂z))/∂Λ/∂F1 = ∂Λ/∂F2 =

= ∂Λ/∂Q = 0 имеем систему уравнений:
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2σ

3
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15
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2 , (12)

∂Φ
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2

F 2
1
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− 8σ

5
F 2
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35
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(
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6
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3
F 2
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3
F 4
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35
σF 4

2 − 16

15
σF 2

1 F
2
2 . (14)

Полагая вначале σ = 0, получим из этой системы
F2 = −F1 = −βQ2/α = const, ∂Φ/∂z = βQ2/2. Эти
соотношения в точности совпадают с соответствую-
щими выражениями, полученными в [24] прямым ин-
тегрированием системы (1), (2) при ∆⊥ψ1 = ∆⊥ψ2 =

= α1 = α2 ≡ α, σ21 = σ12 = σ22 = σ11 = 0. Дан-
ное обстоятельство является хорошим аргументом в
пользу используемого подхода.

Теперь примем во внимание, что зависимость по-
ляризационного отклика среды от электрического

поля импульса имеет характер разложения по сте-
пеням данного поля. Учитывая это, при решении си-
стемы (12)–(14) будем оставлять только слагаемые,
линейные по параметру σ. Тогда после простых, но
громоздких выкладок будем иметь:

F1 =
β

α
Q2 +

1313

210
σ
β2

α3
Q4, (15)

F2 = −β
α
Q2 +

41

30
σ
β2

α3
Q4. (16)

Возвращаясь к лагранжиану (8)–(11) и следуя
подходу, использованному в работах [26–28], бу-
дем считать функциональные соотношения (15), (16)
справедливыми и в неодномерном случае. Данное
утверждение согласуется, в частности, с тем, что ди-
фракция здесь учитывается в параксиальном при-
ближении.

Подставляя (15) и (16) в (8)–(11) и удерживая
только слагаемые, линейные по σ, придем к усред-
ненному лагранжиану

Λ̃ ≡ 3α2

5β2
Λ = −ρ∂Φ

∂z
+

c

2nω
ρ(∇⊥Φ)

2 +

+
3β

10
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11243

2100
σ
β2

α2
Q7 + Λ̃D, (17)

где

ρ = Q3 +
1997

175

σβ

α2
Q5, (18)

а часть лагражиана Λ̃D, учитывающая влияние ди-
фракции, имеет вид:

Λ̃D =
c

10nω

(

7π2

60
+ 8

)

Q(∇⊥Q)2. (19)

При получении (19) из (9), (10) в силу парак-
сиального приближения учитывались только первые
слагаемые в правых частях (15) и (16).

Обращая равенство (18) с учетом того, что второе
слагаемое в правой части играет роль возмущения,
получим:

Q = ρ1/3 − 1997

525

σβ

α2
ρ. (20)

Подставляя (20) в (17), (19) и вводя обозначение
ϕ = −cΦ/nω, при учете только линейных относи-
тельно σ слагаемых будем иметь лагранжиан

Λ̃ = ρ
∂ϕ

∂z
+ρ

(∇⊥ϕ)2

2
+

3cβ

10nω
ρ5/3− 739

2100
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)

( c
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90ρ
. (21)
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Соответствующие уравнения Эйлера–Лагранжа
относительно переменных ρ и ϕ имеют вид:

∂ρ

∂z
+∇⊥(ρ∇⊥ϕ) = 0, (22)

∂ϕ

∂z
+

(∇⊥ϕ)2

2
+

c

2nω
βρ2/3 − 739

900
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σβ2

α2
ρ4/3 =

=
2

45

(

7π2

60
+ 8

)

( c

nω

)2 ∆⊥
√
ρ

√
ρ

. (23)

Система (22), (23) формально схожа с уравне-
ниями двумерного течения некой квантовой бозе-
жидкости [29] со сложным внутренним взаимодей-
ствием между частицами. Внутреннее давление p в
этой жидкости состоит из двух аддитивных частей p1
и p2, зависящих от плотности ρ. При этом p1 ∼ ρ5/3,
p2 ∼ ρ7/3 (см. соответственно третье и четвертое сла-
гаемые в левой части (23)). Роль времени здесь иг-
рает координата z.

Отмеченная аналогия станет более явной, ес-
ли заметить, что система (22), (23) эквивалентна
уравнению:

i
∂G

∂z
=
g

2
∆⊥G−

− c

2nωα2

(

α2β|G|4/3 − 739

450
σβ2|G|8/3

)

G, (24)

где G – комплексная функция координат, определя-
емая преобразованием Маделунга:

G =
√
ρe−igϕ, (25)

g =
2

3

√

1

5

(

7π2

60
+ 8

)

c

nω
≈ 0.90

c

nω
.

Можно также провести аналогию с непрерывным
световым пучком, распространяющимся в среде, об-
ладающей сложной нелинейностью. При этом пер-
вое слагаемое в скобках (24) соответствует исходной
квадратичной нелинейности, а второе – керровской.

4. Двухчастотные световые пули. Уравне-
ние непрерывности (22) обладает автомодельным
“аксиально-симметричным” локализованным реше-
нием [30]:

ρ = ρ0
R2

0

R2
exp

(

− 3r2

4R2

)

, ϕ = f(z) +
r2

2R

dR

dz
, (26)

где ρ0 – постоянная величина, связанная с пиковым
значением интенсивности основной компоненты им-
пульса (см. ниже), r – расстояние от оси симмет-
рии двухчастотного светового импульса до его произ-
вольного периферийного участка, R = R(z) – харак-
терный поперечный размер сгустка световой энер-
гии, R0 – равновесное значение параметра R, f(z) –
подлежащая определению функция.

Правой частью уравнения (23) учитывается влия-
ние дифракции на распространение оптического им-
пульса. Пренебрежение данной правой частью рав-
носильно приближению геометрической оптики.

Подставим теперь (26) в (23). При этом в левой
части используем приосевое приближение [30, 31], по-
ложив exp(−3r2/4R2) ≈ 1 − 3r2/4R2. После прирав-
нивания в левой и правой частях множителей при r0

и r2 придем к уравнениям:

df

dz
= − c

2nω
βρ

2/3
0

R
4/3
0

R4/3
+

739

900

c

nω

σβ2

α2
ρ
4/3
0

R
8/3
0

R8/3
−

−
(

7π2

60
+ 8

)

( c

nω

)2 1

15R2
, (27)

d2R

dz2
= −∂U

∂R
=

c

2nω
βρ

2/3
0

R
4/3
0

R7/3
− (28)

− 739

450

c

nω

σβ2

α2
ρ
4/3
0

R
8/3
0

R11/3
+

(

7π2

60
+ 8

)

( c

nω

)2 1

20R3
.

Уравнение (28) представляет собой уравнение
движения ньютоновской частицы единичной массы
во внешнем поле с “потенциальной энергией” U(R),
где R и z формально играют роли координаты час-
тицы и времени соответственно.

Последнее слагаемое в правой части (28) соответ-
ствует эффектам дифракции. В свою очередь, пер-
вое и второе слагаемые в правой части описывают
влияние квадратичной и керровской нелинейностей
соответственно.

Очевидно, условия формирования устойчивой
световой пули имеют вид:

(

∂U

∂R

)

R=R0

= 0,

(

∂2U

∂R2

)

R=R0

> 0, (29)

что соответствует наличию локального минимума в
зависимости U(R) при равновесном значении радиу-
са пули.

Простой анализ показывает, что условиям (29)
при учете (28) можно удовлетворить только, если
β < 0. Таким образом, ДГС должна быть аномаль-
ной. Тогда при фокусирующей керровской нелиней-
ности (σ > 0) из (28) и (29) приходим к неравенствам:

τ0 > τc = 1.81

√

σ|β|
|α| , R0 > Rc =

1.23

|α|

√

c

nω
σ, (30)

ψ1m < ψc = 0.30
|α|
σ
, (31)

где τ0 = 1/Q0 ≈ 1/ρ
1/3
0 – длительность световой пули

в центре ее поперечного сечения, ψ1m ≈ |β/α|Q2
0 ≈

≈ |β/α|ρ2/30 – пиковое значение амплитуды световой
пули (см. (7) и (20)).
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Ввиду особой важности условий (30) и (31) пе-
репишем их, используя параметры, непосредственно
измеряемые в условиях эксперимента:

τ0 > τc = 0.06
c

χ(2)

√

|β|nn2

ω
,

R0 > Rc = 0.04
c

ωχ(2)

√
cn2,

(32)

Im < Ic = 91.7
χ(2)2

cnn2
2

. (33)

Здесь Im = cψ2
1m/2πn – пиковое значение интенсив-

ности световой пули на основной частоте, определя-
емое в рассматриваемом случае выражением:

Im =
c3β2n

64π3χ(2)2ω2τ40
, (34)

n2 – нелинейный показатель преломления на час-
тоте ω, определяющий аддитивную, пропорциональ-
ную интенсивности, добавку к линейному показате-
лю преломления; при этом σ = ωn2/2πn [6].

Оставляя в правых частях (15), (16), (18) и (20)
только первые слагаемые, а также используя (7)
и (26), для интенсивностей компонент равновесной
(R = R0) световой пули будем иметь:

I1 = Ime
−r2/R2

0sech2

(

e−r2/4R2
0
τ

τ0

)

,

I2 = Ime
−r2/R2

0sech4

(

e−r2/4R2
0
τ

τ0

)

.

(35)

В этом же приближении из (28) и первого условия
(29) найдем связь между апертурой R0 и временной
длительностью τ0 световой пули:

R0 = 0.96

√

c

nω|β|τ0. (36)

Из (35) видно, что временная длительность τp све-
товой пули минимальна в центре ее поперечного се-
чения (τp = τ0) и возрастает на периферийных участ-

ках по закону τp = τ0e
r2/4R2

0 .
Роль керровской нелинейности здесь сводится к

ограничениям (32) и (33). Видно, что в отсутствие
керровской нелинейности (n2 = 0) условия (32) и (33)
выполняются автоматически.

Малые отклонения апертуры пули от значения R0

при выполнении условий (32) и (33) приведут к то-
му, что распространение двухчастотной световой пу-
ли будет сопровождаться осцилляциями длительно-
сти, апертуры и интенсивностей ее компонент около

равновесных значений [19]. Соответствующая анали-
тическая процедура связана с линеаризацией уравне-
ния (28) в окрестности и выходит за рамки настоя-
щей работы.

Приведем некоторые численные оценки. Взяв для
кристалла типа KDP в ближнем инфракрасном диа-
пазоне ω ∼ 1015 c−1, χ(2)

1 ∼ χ
(2)
2 ∼ 10−9 СГСЭ, n2 ∼

∼ 10−16 см2/Вт, |β| ∼ 10−28 см2/с [32], из (32) и (33)
найдем τc ∼ 10−15 с, Rc ∼ 10−4 см, Ic ∼ 1012 Вт/см2.
Для нелинейной добавки к линейному показателю
преломления имеем n2Ic ∼ 10−4.

Отмеченные числовые параметры соответствуют
интенсивным фемтосекундным импульсам, содержа-
щим порядка одного периода оптических колеба-
ний. Здесь проходит грань между применимостью
и неприменимостью приближения ММА. В работах
[3, 4, 33, 34] показано, что данное приближение хоро-
шо себя проявляет даже в случаях, когда оптический
импульс содержит всего порядка 3–5 колебаний.

Приведенная выше оценка показывает, что вели-
чина минимальной апертуры порядка длины волны
оптического импульса, что в данном пределе ставит
под вопрос возможность применимости параксиаль-
ного приближения.

Заметим, что верхнее ограничение на интенсив-
ность импульса из-за керровской нелинейности для
формирования световой пули в режиме генерации
второй гармоники было отмечено в работах [35, 36] в
результате численных экспериментов. Простые оцен-
ки показывают, что верхняя граница интенсивности,
найденная в [35, 36] для конкретных параметров сре-
ды, по порядку величины совпадает с соответству-
ющей величиной Ic, определенной здесь по формуле
(33). Отметим также, что в работе [22] констатирует-
ся верхний предел не на интенсивность, а на энергию
импульса.

Обобщая сказанное выше, можно утверждать,
что керровская нелинейность способна оказывать су-
щественное влияние на саму возможность формиро-
вания двухчастотных световых пуль в режиме ге-
нерации второй гармоники при интенсивностях им-
пульсов I ∼ 1011−1012 Вт/см2, длительность и апер-
тура которых составляют порядка 10 фс и 10 мкм со-
ответственно.

Для оценки дистанции, на которой способна
сформироваться рассмотренная выше двухчастот-
ная световая пуля, примем к сведению, что в этих
условиях дисперсионная, дифракционная и нели-
нейная длины являются величинами одного поряд-
ка [19]. Каждая из них может выступать в ро-
ли данной дистанции. Взяв τ0 ∼ 10фс, будем иметь
R0 ∼ 10мкм. Тогда для дифракционной длины lD
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имеем оценку lD�ωR2
0/c ∼ 0.1−1 см. На дистанци-

ях такого порядка может сформироваться световая
пуля.

5. Заключительные замечания. Предложен-
ная в настоящей работе версия усредненного лагран-
жиана позволила провести аналитическое исследова-
ние возможности формирования двухчастотных све-
товых пуль в режиме генерации второй гармоники.
Аналогичные версии, предложенные ранее в работах
[26, 28], отталкивались от точных одномерных реше-
ний нелинейных волновых уравнений. Далее предпо-
лагалось, что в неодномерном случае функциональ-
ные зависимости между длительностью импульса и
его амплитудой остаются такими же, как в точном
одномерном решении, с тем отличием, что теперь
оба параметра зависят от координат. В нашем слу-
чае точное одномерное решение системы (1), (2) неиз-
вестно. Поэтому одномерный случай был рассмотрен
на первой приближенной стадии метода усредненно-
го лагранжиана подобно тому, как это было проде-
лано в [25]. Сохранение отмеченных выше функцио-
нальных зависимостей на неодномерной стадии соот-
ветствует квазиодномерному приближению [26, 28].
Данное обстоятельство, по крайней мере, качествен-
но согласуется с принятым здесь параксиальным
приближением для учета дифракции.

Отмеченный выше подход позволил прийти к
ограничениям (32), (33) для апертуры, длительности
и интенсивности импульса, при выполнении которых
способна формироваться двухчастотная световая пу-
ля. При нарушении данных ограничений фокусиру-
ющая керровская нелинейность приводит к необра-
тимому коллапсу светового импульса. Что касается
условия на интенсивность, то оно качественно согла-
суется с аналогичным условием, отмеченным в рабо-
тах [35, 36], где использовались численные методы.

Здесь в целях простоты мы пренебрегали за-
висимостью нелинейных восприимчивостей от час-
тоты. Это позволило записать ограничения (32) и
(33), а также другие формулы в компактном виде.
Принципиальных проблем для учета частотной дис-
персии нелинейных восприимчивостей в рамках ис-
пользованного подхода не существует. Только вы-
кладки и формулы в этом случае окажутся более
громоздкими.

В настоящей работе считаются одновременно вы-
полненными условия фазового и группового син-
хронизмов, что вряд ли реализуемо в условиях
реального эксперимента. Поэтому следующим ша-
гом в обозначенном здесь направлении исследова-
ний может стать аналитическое рассмотрение фор-
мирования двухчастотной световой пули в услови-

ях, когда нарушено хотя бы одно из условий син-
хронизма.
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