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1. Введение. В настоящее время важным экс-

периментальным инструментом исследования дина-

мических свойств молекул, макромолекул и нано-

частиц в различных средах и химических реакций

между ними является метод флуоресцентной корре-

ляционной спектроскопии (Fluorescence Correlation

Spectroscopy, FCS, см., например, [1–3]), в кото-

ром экспериментально измеряется и потом анализи-

руется автокорреляционная функция интенсивности

флуоресценции

G(τ) =
〈I(t)I(t + τ)〉

〈I〉2 − 1, G(∞) = 0, (1)

где I(t) обозначает сигнал фотодетектора, а угловые

скобки обозначают усреднение по времени.

Обычно FCS используется в контексте оптиче-

ской микроскопии [1–3]. В этих методах свет фокуси-

руется на образце, и измеренные флуктуации интен-

сивности флуоресценции (из-за диффузии молекул,

физических или химических факторов, агрегации и

т.л.) анализируются с помощью автокорреляционной

функции интенсивности флюоресценции.

Современные нанотехнологии привели к разви-

тию нанооптики, в которой оптические поля мож-

но локализовать на наномасштабах, т.е. на масшта-

бах, много меньших длины волны света в вакууме.

В нанооптике особенно интересны эффекты, связан-

ные с локализацией света в одиночных наноотверсти-

ях [4] и с влиянием наноотверстий на излучение мо-

лекул [5–9]. В упорядоченных решетках наноотвер-
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стий в металлических нанопленках возникают экс-

траординарное прохождение света [10–12] и гигант-

ская асимметрия прохождения света [13], невозмож-

ные для одиночных отверстий.

Наноотверстия в металлических нанопленках мо-

гут иметь объемы на порядки меньшие, чем объ-

емы, достигаемые с помощью конфокальной мик-

роскопии. В силу этого в таких наноотверстиях

не может распространяться оптическое излучение,

и потому их сейчас часто называют наноколодца-

ми (Nanowell, NW) или безмодовыми волноводами

(Zero-Mode Waveguide, ZMW).

ZMW открывают совершенно новые перспекти-

вы анализа динамики молекул на основе изучения

флуктуаций их флюоресценции [14–30]. На рисунке 1

иллюстрируется различие динамики флюоресциру-

ющих молекул в свободном пространстве и внутри

ZMW.

Из рисунка 1 видно, что при существенно субвол-

новых размерах ZMW адресация молекул становится

существенно более точной, а шумы от окружающего

пространства существенно ограничиваются.

С другой стороны, структура ZMW является

очень сложной и зависит от многих параметров: от

качества литографии, от материалов пленки, в кото-

рой сделаны отверстия, от того, как функционализи-

рованы дно и стенки ZMW, от природы взаимодей-

ствия молекул и стенок ZMW (гашение), от структу-

ры поля возбуждения и т.д.

Поэтому главная проблема описания флюорес-

ценции в ZMW заключается в сложном характере

взаимодействия света и молекул с дном и стенками
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Геометрия диффузии моле-
кул в свободном пространстве в сфокусированном пуч-
ке (а) и в эванесцентном (экспоненциально спадающем)
поле открытого ZMW (b). Красная кривая – траекто-
рия броуновского движение молекулы красителя циа-
нин 3 (Cy3) в течение 60мкс (временной шаг – 20 нс).
Зеленые стрелки обозначают возбуждающее поле

волновода. В силу этого анализ флюоресценции мо-

лекул может помочь не только определить диффу-

зионные свойства молекул, но и свойства ZMW: раз-

меры, качество стенок [17] и т.д.

Эффективность FCS критически связана с нали-

чием модели, которая связывает измеренные корре-

ляционные функции с параметрами ZMW.

Когда известна подходящая модель, FCS может

дать информацию о таких параметрах как:

• коэффициенты диффузии;

• гидродинамические радиусы;

• средние концентрации;

• скорости кинетических и химических реакций;

• синглет-триплетная динамика;

• усилении или гашение флуоресценции моле-

кул, находящихся внутри ZMW (эффект Парселла

[8, 31]);

• свойства ZMW: размеры, качество стенок (при-

липание).

Флуоресценция молекулы, которая свободно диф-

фундирует в однородной жидкости в поле гауссова

пучка света, описывается корреляционной функцией

(см., например, [1–3]):

GN (τ) =
1

N
(1 + τ/τ⊥)

−1(1 + τ/τ‖)
−1/2 (2)

τ⊥ = w2
⊥/D0, τ‖ = w2

‖/D0. (3)

В (2), (3) N обозначает среднее число молекул в объ-

еме V = (2π)3/2w2
⊥w‖, D0 обозначает коэффициент

диффузии молекул в растворителе, w⊥ и w‖ обозна-

чают параметры гауссова пучка, который возбужда-

ет флуоресценцию.

При анализе диффузии в ZMW обычно использу-

ется феноменологическое обобщение (2) (см., напри-

мер, [2, 17]):

GN (τ) =
1

N

∑

i

αi(1 + τ/τ⊥,i)
−1(1 + τ/τ‖,i)

−1/2, (4)

которое, очевидно, никак не связано с геометрией

ZMW, и поэтому не может описать все специфичные

для ZMW особенности корреляционной функции.

Целью данной работы является разработка мето-

да нахождения автокорреляционной функции флуо-

ресценции молекул в ZMW c учетом его геометрии.

Такой подход позволяет не только глубже понять

фундаментальную физику флуоресценции молекул в

ZMW, но и обеспечить более полное извлечение ин-

формации из экспериментальных данных.

2. Геометрия задачи и основные уравне-

ния. Геометрия задачи показана на рис. 2. В дан-

ной исследуется не только стандартный открытый

ZMW (рис. 2а), но и родственные геометрии, которые

позволяют лучше понять физику флуоресценции в

ZMW (рис. 2b и 2с).

Сигнал флуоресценции молекулы зависит как от

положения молекулы, так и от ее ориентации. Здесь

мы будем рассматривать времена, существенно боль-

шие по сравнению с временами корреляции враща-

тельной диффузии молекул, и поэтому сигнал флу-

оресценции рассматривается как результат усредне-

ния по поляризациям возбуждающего излучения и

по ориентациям молекулы. В результате, в случае

монохроматического и неполяризованного возбужда-

ющего поля сигнал флуоресценции от молекулы в

точке r(t) может быть описан выражением:

I(t) = const
4|dtextabs|2|Eexc(r(t))|2

~2Γ2
×

× |ddet|2Tr(
←→
G (rdet, r(t))

2)|dem|2
~2ωemΓtot

=

= const|Eexc(r(t))|2Tr(
←→
G (rdet, r(t))

2) = P (r(t)), (5)

где
←→
G αβ(rdet, r) обозначает тензорную функцию

Грина уравнения Максвелла с дипольным источни-

ком [6, 8]; Γ2 и Γtotal обозначают скорости спонтан-

ного излучения молекулы на частоте возбуждения и

полную скорость спонтанного распада на частоте из-

лучения ωem соответственно. Eexc(r) обозначает на-

пряженность электрического поля в ZMW. dabs, dem

и ddet обозначают дипольные моменты молекулы при
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Случайное движение молекулы в открытом ZMW (а); в свободном полупространстве (Z > 0),
в котором возбуждающее поле такое же, как и в ZMW (b); в открытом ZMW в виде бесконечного по высоте капилляра
с радиусом, равным радиусу ZMW (c). Градиентная красно-желтая заливка обозначает область возбуждающего элек-
тромагнитного поля, которое экспоненциально убывает при удалении от дна ZMW. ROpen ≫ RZMW, HOpen ≫ HZMW

поглощении и испускании света, и эффективный ди-

польный момент детектора, соответственно.

Важно заметить, что в (5) учитывается как

спадание возбуждающего поля внутри наноко-

лодца |E(r)|2 ∼ exp(−z/ZE), так и экспонен-

циально убывающая вероятности выхода фо-

тона флуоресценции из глубины наноколодца

Pdet(r) ∼ Tr(
←→
G (rdetr)

2)/Γtot ∼ exp(−z/ZP ), кото-

рая может быть оценена из принципа взаимности

Лоренца
←→
G (rdet, r) =

←→
G (r, rdet) [32, 33]. В дальней-

шем для краткости мы будем называть P (r) в (5)

интенсивностью флуоресценции.

На рисунке 3 показано распределение интенсив-

ности возбуждающего электрического поля |E(r)|2 в

ZMW при нормальном падении циркулярно поляри-

зованной волны.

Анализ рисунка 3 показывает, что поле спадает

экспоненциально внутри ZMW и что интенсивность

флуоресценции (5) от глубины z положения молеку-

лы в ZMW может быть аппроксимирована экспонен-

циальной функцией:

P (r, z) =

{

e−z/L, r < RZMW ,

0, r > RZMW ,

1

L
=

1

ZE
+

1

ZP
,

(6)

где ZE ≈ ZP обозначают глубину проникновения по-

ля в ZMW и длину затухания вероятности фотона

выйти из ZMW соответственно.

Наш подход позволяет рассматривать и более

сложные модели пространственного распределения

интенсивности флуоресценции P (r), но в данной ра-

боте мы ограничимся выражением (6), так как это

позволит получить аналитические выражения для

Рис. 3. (Цветной онлайн) Распределение |E|2 в ZMW в
Al пленке на кварцевой подложке, λ = 532 нм. Цирку-
лярно поляризованная волна падает снизу; видна ин-
терференционная картина, возникающая при отраже-
нии света от Al пленки с ZMW

корреляционных функций и лучше понять физику

процессов.

Предполагая, что процесс диффузии стационар-

ный, корреляционную функцию флуоресценции оди-

ночной молекулы (1) можно выразить через вероят-

ность Prob(r′, t|r, t+ τ) обнаружения молекулы в мо-

мент времени t + τ в точке r, при условии, что в

момент времени t молекула находилась в точке r
′:
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G(τ) =

∫

V

dr
∫

V

dr′P (r)P (r′) 1
V Prob(r′, t|r, t+ τ)

(

1
V

∫

V

drP (r)

)2 − 1.

(7)

В (7) и далее V → ∞ обозначает объем, в котором

случайно блуждает молекула (см. рис. 2). Используя

теорему Фейнмана–Каца [34, 35] Prob(r′, t|r, t+τ) мо-

жет быть выражена через функцию Грина уравне-

ния диффузии:

Prob(r′, t|r, t+ τ) = Gdiff(τ, r, r
′),

∂Gdiff(τ, r, r
′)

∂τ
= D0∆Gdiff(τ, r, r

′), r ∈ V, (8)

(n∇)Gdiff(τ, r, r
′) = 0, r ∈ S;

Gdiff(0, r, r
′) = δ(3)(r− r

′).

В (8) и ниже S обозначает непроницаемую для мо-

лекул поверхность наноколодца, D0 – коэффициент

диффузии и n обозначает внешнюю нормаль к по-

верхности.

3. Результаты и их обсуждение. Выражение

(7) точное и описывает корреляционную функцию

ZMW для любых времен и любых геометрий ZMW. В

области малых времен (τ ≪ L2/D0), разлагая функ-

цию Грина уравнения диффузии по τ и интегрируя

по частям, можно найти, что для любой геометрии

ZMW

G(τ) = 1− τD0

∫

V

dr(∇P (r))2

∫

V

drP 2(r)
≈

≈ exp






−τD0

∫

V

dr(∇P (r))2

∫

V

drP 2(r)






, (9)

если использовать нормировку на 1 частицу в объе-

ме V ∗ = 2πLR2
ZMW , т.е. для концентрации молекул в

растворе n = 1/V ∗. В дальнейшем мы будем рассмат-

ривать именно такой случай. Асимптотика (9) весьма

замечательна, так как она показывает, что при ма-

лых временах корреляционная функция не чувству-

ет форму ZMW, а чувствует только распределение

интенсивности флуоресценции (5).

В случае произвольных времен задержки τ ана-

литические решения можно найти в случае очень

тонких пленок HZMW ≪ L (рис. 2b) или очень глу-

боких HZMW ≫ L наноколодцев (рис. 2c).

Случай очень тонких пленок HZMW ≪ L

(рис. 2b) эквивалентен задаче о диффузии молекул

в полупространстве z > 0, в котором интенсивность

флуоресценции описывается уравнением (6). В этом

случае уравнение диффузии решается методом

отражения от плоскости z = 0 и имеет вид:

Gdiff(τ, r, r
′) =

1

π3/2∆3
×

× exp

(

− (r− r
′)2

∆2

)(

1 + exp

(

−4zz′

∆2

))

, (10)

∆ =
√

4D0τ

и корреляционную функцию можно записать в виде

G(τ) =
2

π1/2
R∗2IR(R∗)L∗IZ(L∗),

R∗ =
RZMW

∆
; L∗ =

L

∆
.

(11)

В (11)

IR(R∗) =
4

R∗4

R∗

∫

0

ρdρ

R∗

∫

0

ρ′dρ′I0(2ρρ
′) exp(−(ρ2 + ρ′

2
)),

IR(0) ≈ 1−R∗2, IR(R∗ →∞) =
1

R∗2
− 1√

πR∗3
. (12)

IZ(L∗) =
1

2L∗2
+

e
1

4L∗2
(−1+2L∗2

)
√
πerfc

(

1
2L∗

)

4L∗3
,

IZ(0) = 2, (13)

IZ(L∗ →∞) =

√
π

2L∗

(

1− 1

4L∗2

)

+ . . .

В предельном случае очень глубокого ZMW,

HOpen → ∞, т.е. для 1D бесконечного цилиндра

(рис. 2с) аналитическое выражение для корреляци-

онной функции имеет вид

GInf
1D(τ) =

2L∗

√
π
IZ(L∗). (14)

При произвольных соотношениях между L и H в ка-

честве хорошего приближения можно взять решение

уравнения диффузии для замкнутого ZMW, в кото-

ром диффузия молекул из ZMW в свободное про-

странство z > HZMW учитывается при помощи усло-

вия полного поглощения молекул на верхней границе

ZMW при z = HZMW. В этом случае корреляционная

функция (7) принимает вид:

Gappr(τ) =

∞
∑

n=0
e−λ2

n
D0τa2n

∞
∑

n=0
a2n

; λn =
(2n+ 1)π

2HZMW
;

an =
1 + (−1)ne−

HZMW

L Lλn

1 + L2λ2
n

. (15)
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Для точного нахождения корреляционной функ-

ции при произвольных параметрах ZMW мы числен-

но решали уравнение диффузии (8) во временной об-

ласти с начальным значением Gdiff(r, t = 0) = P (r),

и потом интегрировали полученное решение для на-

хождения корреляционной функции

G(τ) =

∫

V

Gdiff(r, τ)P (r)dr. (16)

Для численного решения (8) мы использовали си-

стему COMSOL Multiphysics интерфейс Mathematics

> PDE Interfaces > Coefficient Form PDE и пря-

мой MUMPS алгоритм c относительной точностью

(relative tolerance) 0.01. Объем области интегрирова-

ния выбирался существенно больше объема ZMW,

VOpen = πR2
OpenHOpen ∼ 100VZMW , VZMW =

= πR2
ZMWHZMW , размер ячейки сетки в ZMW был

равен 0.05 нм. Всего для решения задачи использова-

лось около 5000000 конечных элементов. В такой кон-

фигурации норма решения сохранялась с точность

лучше 5 знаков на интервале до 10 с.

Аналитические результаты и результаты числен-

ного интегрирования показаны на рис. 4 сплошными

кривыми. Пунктирными линиями того же цвета по-

казывают результаты приближенных вычислений с

помощью (15).

Из рисунка 4 видно, что время корреляции в на-

ноколодце c пространственным распределением ин-

тенсивности флуоресценции (6) всегда на один-два

порядка больше, чем в свободном полупространстве

(рис. 2b), т.е. ZMW оказывает существенно влияние

на флуоресценцию молекул. Очевидно, это связано

с тем, что движение в полупространстве в основ-

ном трехмерное, в то время как внутри ZMW дви-

жение ближе к одномерному. При временах τ <

< H2
ZMW /(4D0) корреляционная функция хорошо

описывается корреляционной функцией бесконечно

глубокого наноколодца (14), так как за эти време-

на молекула не успевают выйти из ZMW. При про-

извольных временах и при произвольной геометрии

ZMW приближение (15) неплохо описывает точное

решение (7), причем точность возрастает при уве-

личении глубины наноколодца по сравнению с глу-

биной проникновения поля L и радиусом ZMW R0.

При τ ≫ H2
ZMW /(4D0) асимптотика корреляцион-

ной функции стремится к корреляционной функции

в свободном пространстве (левая черная кривая), т.е.

G(τ) ∼ τ−3/2, что конечно согласуется как с (11)–

(13), так и с (2), так при достаточно больших вре-

менах задержки молекула определенно выйдет из

ZMW, а вернуться обратно определенно не сможет

из-за трехмерности пространства [34].

Рис. 4. (Цветной онлайн) Корреляционные функции
флуоресценции молекул в наноколодце с различны-
ми геометриями. Сплошная черная кривая слева –
аналитическое решение для полупространства (11).
Сплошная черная кривая справа – аналитическое ре-
шение для глубокого ZMW (14). Цветные линии меж-
ду ними – результаты численного интегрирования при
HZMW = 100 нм (красная), 200 нм(зеленая), 300 нм (си-
няя), 400 нм (сиреневая). Штриховые цветные кри-
вые – аппроксимация (15). Радиус ZMW во всех слу-
чаях 50 нм, коэффициент диффузии D0 = 2.4 ×

×10−4 мкм2 мкс−1 (Cy3 краситель), параметр спадания
интенсивности флуоресценции (6) L = 25 нм

4. Заключение. В данной работе впервые раз-

работана корреляционная теория флуктуаций флуо-

ресценции молекул, случайно блуждающих в откры-

том наноколодце, и найдены аналитические решения

для корреляционной функции флуоресценции. Пока-

зано, что в наноколодце времена корреляции флу-

оресценции на несколько порядков больше времен

корреляции в свободном пространстве. Это связано

с тем, что диффузия молекул в ZMW существенно

ограничена его геометрией. Полученные аналитиче-

ские выражения определенно будут весьма востре-

бованными при анализе экспериментальных данных

при секвенировании ДНК [26, 27] и при решении ана-

логичных задач, например, при анализе простран-

ственной траектории отдельной молекулы, измерен-

ной с помощью трехмерной флуоресцентной наноско-

пии [36].

В данной работе рассмотрены наноколодцы в ме-

таллических пленках с однородным в пространстве

распределением коэффициентов диффузии, но раз-

работанные методы могут быть применены и к более
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общим случаям, когда дно или стенки функциона-

лизированы, и коэффициенты диффузии вблизи них

существенно отличаются от коэффициентов диффу-

зии в основном объеме жидкости. Если вблизи сте-

нок существенны эффекты гашения флуоресценции,

то это также может быть учтено в нашем подходе пу-

тем модификации функции P (r), описывающей ин-

тенсивность флуоресценции в точке r (см. (6)). Про-

странственная неоднородность коэффициентов диф-

фузии приводит к новым интересным эффектам, ко-

торые заслуживают специального исследования.

Флуоресценция и диффузия макромолекул и на-

ночастиц в наноколодцах в диэлектрических пленках

(трековые мембраны) также представляют значи-

тельный интерес [37], однако в этом случае возбуж-

дающее поле не убывает экспоненциально, а прони-

кает на всю глубину наноколодца, и описание флук-

туаций флуоресценции в такой постановке задачи

требует отдельного исследования.
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