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Показано, что в системах с дираковскими точками, возникающими при пересечении зон, принадле-

жащих эквивалентным представлениям группы симметрии возможно перекрытие этих зон. Такое пере-

крытие приводит к наклону и дополнительной анизотропии дираковского спектра, а также перенорми-

ровке скорости. В то же время, учет перекрытия не нарушает общих условий существования устойчивой

точки пересечения зон. Эффективный дираковский гамильтониан при наличии перекрытия зон является

псевдоэрмитовым и соответствует эффективному действию безмассового спинорного поля в искривлен-

ном пространстве-времени.
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Дираковские и вейлевские полуметаллы находят-
ся в центре внимания многих исследователей из-за
их уникальных свойств, таких как киральная ано-
малия, отрицательное магнитсопротивление, ферми-
арочные поверхностные состояния и т.д. [1]. В этих
материалах реализуются так называемые безмассо-
вые моды, подчиняющиеся уравнениям Дирака и
Вейля [2, 3]. Трехмерные дираковские полуметаллы
интересны с фундаментальной точки зрения тем, что
они представляют собой удобную платформу для
изучения 3 + 1 дираковского вакуума. В отличие
от вейлевского полуметалла, в дираковском полуме-
талле линейный спектр образуется в результате пе-
ресечения вырожденных зон (см., например, [4, 5]).
Возникновение дираковской точки в результате тако-
го пресечения, как правило, защищено симметриями
пространственной группы кристаллической решетки
(самый известный пример – точки Дирака в графене
[6, 7]), а не отличным от нуля числом Черна, как в
вейлевских полуметаллах, или неэквивалентностью
представлений группы симметрии зоны Бриллюэна,
к которым принадлежат пересекающиеся зоны.

Отдельный интерес представляют дираковские
системы с наклонным спектром. Такой спектр воз-
никает при пересечении электронных и дырочных
ферми-карманов [8–12]. В этой статье мы изучаем
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возможности перекрытия зон в окрестности точки
Дирака и индуцированный таким перекрытием на-
клон спектра. Про физические причины перекрытия
зон будет упомянуто ниже. Здесь укажем на самые
общие требования. В общем случае, такое перекры-
тие возможно, когда пересекающиеся зоны относят-
ся к эквивалентным представлениям группы симмет-
рии. Таким образом, мы изучаем ситуацию, когда с
одной стороны между зонами имеется перекрытие,
а с другой – эти зоны пересекаются в некоторых
точках зоны Бриллюэна. Возможность существова-
ния таких устойчивых точек пересечения была пред-
сказана еще в пионерской работе Херринга [13]. Со-
гласно Херрингу, такие изолированные точки пере-
сечения зон могут возникать в кристаллах без цен-
тра инверсии, причем они могут лежать в плоскости
симметрии зоны Бриллюэна или в плоскости, пер-
пендикулярной оси второго порядка. В кристаллах
с центром инверсиии пересечение зон, принадлежа-
щих эквивалентным представлениям, также возмож-
но, только областью пересечения будут не изолиро-
ванные точки, а замкнутые кривые в зоне Бриллю-
эна. В настоящей работе нас интересует случай изо-
лированных точек пересечения.

Покажем, что зоны, относящиеся к различным,
но эквивалентным представлениям, могут перекры-
ваться. Для этого необходимо показать, что интеграл
перекрытия
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Sαβ
k =

∫

d3rψ
(α)∗
k ψ

(β)
k (1)

не обращается в нуль. В этом выражении k – это
квантовое число, характеризующее зону (в нашем
случае это волновой вектор), а верхние индексы
(α, β) обозначают различные представления группы,
к которым относятся соответствующие зоны, т.е.

ψ
(α,β)
k =

∑

q

G
(α,β)
kq ψ(α,β)

q . (2)

Подставляя в (1) и суммируя обе части по всем эле-
ментам группы, получаем
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где g есть размерность группы. Так как мы рассмат-
риваем эквивалентные представления, то

G(β) = AG(α)A−1. (4)

Учитывая это соотношение, из предыдущего равен-
ства получаем

Sαβ
k =

Akk

fα

∑

qq′

∫

d3rψ(α)∗
q ψ

(β)
q′ A

−1
qq′ , (5)

где мы воспользовались условием ортонормирован-
ности представления

∑

G

G
(α)∗
ki G(α)

mn =
g

fα
δkmδin, (6)

где fα есть размерность представления. Если учесть
ортогональность блоховских зон по волновому век-
тору, то получаем

Sαβ
k =

Akk

fα − 1

∑

q 6=k

Sαβ
q A−1

qq . (7)

Таким образом, интеграл перекрытия не обращается
тождественно в нуль в случае различных, но экви-
валентных неприводимых представлений. Легко по-
казать, что в случае неэквивалентных представле-
ний интеграл перекрытия тождественно обращается
в нуль.

Получим эффективный дираковский гамильтони-
ан и спектр в рамках двухзонной модели при нали-
чии перекрытия между зонами. Для этого мы по-
вторим простейший вывод двухзонного гамильтони-
ана. Вектор состояния в двухзонной модели имеет
вид |Ψp〉 = Cu |up〉+ Cv |vp〉, где амплитуда Cu/v со-
ответствует блоховским функциям |up〉 / |up〉. Умно-

жая слева волновое уравнение H |Ψp〉 = Ep |Ψp〉 на
〈up| и 〈υp|, получим систему уравнений

(

Hp
uu Hp

uv

Hp
vu Hp

vv

)(

Cu

Cv

)

=

= Ep

(

Sp
uu Sp

uv

Sp
vu Sp

vv

)(

Cu

Cv

)

=

= [f0(p) + σifi(p)]

(

Cu

Cv

)

, (8)

где Hp

ab = 〈ap|H |bp〉 есть матричный элемент га-
мильтониана с a, b = u, v, а Sab

p = 〈ap|bp〉 =

=
∫

a∗p (r) bp (r) d3r есть интеграл перекрытия зон,
σi есть матрица Паули с i = x, y, z, а f0(p) умно-
жается на единичную матрицу 2 × 2. Обычно бло-
ховские функции считаются ортогональными, так
что матрица перекрытия в (8) становится единич-
ной Sab

p = δab. Однако в реальных материалах это,
строго говоря, не так (например, одной из глав-
ных причин такого являются многочастичные эф-
фекты) [14–19]. Возможность перекрытия блохов-
ских функций можно увидеть и из простых рас-
суждений. Для этого введем блоховские функции в
простейшем виде up(r) =

∑

R e
−ip(r−R)φu(r − R) и

vp(r) =
∑

R e
−ip(r−R)φv(r−R), где φu, φv есть атом-

ные орбитали, соответствующие зонам u, v, а R есть
радиус-вектор атома в узле решетки. Тогда интеграл
перекрытия может быть записан в следующем виде:

∫

u∗p(r)vp(r)d
3r =

=
∑

RR′

eip(R−R′)

∫

φ∗u(r−R′)φv(r−R)d3r. (9)

Орбитали, соответствующие данному атому (R =

= R′), всегда ортогональны:
∫

φ∗a(r − R′)φb(r −
R)d3r = δab. Однако, для различных атомов R 6= R′,
строго говоря, такой ортогональности нет, что при-
водит к отличным от нуля недиагональным элемен-
там матрицы перекрытия Sab

p . Это дает ненулевое пе-
рекрытие между блоховскими зонами. Следует при
этом отметить, что в самой точке вырождения пере-
крытие тождественно обращается в нуль из-за теоре-
мы Крамерса. Действительно, согласно этой теореме
в точке пересечения p0 существует связь между зо-
нами T |up0〉 = |υp0〉, где T – оператор обращения
времени. Тогда можно показать, что 〈up0 |T up0〉 = 0

[20, 21]. Уравнение (8) можно переписать в виде

(Sp)
−1 [f0(p) + σifi(p)]

(

Cu

Cv

)

= H̃
(

Cu

Cv

)

, (10)
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где Sab
p есть матрица в правой части уравнения (8).

В окрестности точки Дирака мы имеем fi(p) ≈ υF pi
и f0(p) = 0. Если записать компоненты интеграла

перекрытия в виде Suu(vv)
p = 1 (это следует из нор-

мировки функций Блоха), Suv
p = (iϑy − ϑx)/υF =

(Svu
p )∗, то соответствующий эффективный гамильто-

ниан H̃ = (Sp

ab)
−1 [f0(p) + σifi(p)] принимает вид

H̃ =
1

1− β2
(ϑ · p+ σ · (υFp+ i [p× ϑ])) , (11)

где β = ϑ/υF , ϑ = |ϑ|. Спектр такого гамильтониана
имеет вид

ε (p) =
ϑ · p±

√

(ϑ · p)2 + (1 − β2)υ2F p
2

1− β2
. (12)

Как видно, в гамильтониане из-за перекрытия воз-
никает новый векторный параметр ϑ = (ϑx, ϑy, 0),
приводящий к наклону спектра. На рисунке 1 пока-
зан спектр при различных значениях параметра пе-
рекрытия. Далее в статье мы полагаем, что υF = 1.

Заметим, что гамильтониан (11) является неэр-
митовым. Однако спектр такого гамильтониана дей-
ствителен. Это связано с тем, что в действительно-
сти этот гамильтониан является псевдоэрмитовым,
т.е. обладает свойством

H̃† = ηH̃η−1, (13)

где оператор η может быть представлен в виде η =

= D†D, где D есть некоторый невырожденный опе-
ратор. Условие псевдо-эрмитовости (13) является бо-
лее общим условием действительности спектра га-
мильтониана [22–25]. Для эрмитового гамильтониана
оператор D унитарен и условие (13) превращается
в обычное условие эрмитовости. Покажем, что для
нашего гамильтониана (11) это условие выполняется
всегда из-за того, что β < 1. Необходимо доказать,
что условие

ησ · (p+ i [p× ϑ]) η−1 = σ · (p− i [p× ϑ]) (14)

с η = D†D выполняется при ϑ < 1. Из эрмитовости
матрицы η = D†D следует общий вид этой матрицы

η = a0 + σ · a, (15)

где a0, a ∈ R. Условие (14) теперь перепишется в виде

(a0 + σ · a) (1 + σ · ϑ)σ · p =

= (1− σ · ϑ)σ · p (a0 + σ · a) . (16)

Это условие выполняется при a0 = 1 и a = −ϑ.
Если представление η = D†D возможно, то det η =

= det
(

D†D
)

= |det (D)|2 > 0. Отсюда следует, что

Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимость энергии от им-

пульса (12) при pz = 0 при наличии перекрытия, ко-

торое для простоты задано в виде ϑ = (ϑx, 0, 0). Верх-

ний рисунок соответствует ϑx = 0, средний – ϑx = 0.3,

нижний – ϑx = 0.6. По горизонтальным осям отложены

(px, py)

a20 − a2i > 0. Другими словами, если a20 − a2i < 0, то
представление η = D†D невозможно и условие дей-
ствительности спектра (13) не выполняется. Таким
образом, мы приходим к выводу, что спектр гамиль-
тониана (11) вещественен при ϑ < 1. В частности, это
означает, что топологические характеристики такого
гамильтониана ничем не отличаются от случая про-
стого дираковского гамильтониана σ · p.

Можно подумать, что при наличии перекрытия
между зонами изменятся условия существования то-
чек контакта этих зон, полученных впервые в [13].
В частности, это могло бы привести к устранению
точек контакта и открытию щели. Давайте повто-
рим вывод поведения энергетического спектра вбли-
зи контакта в рамках kp-приближения при наличии
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перекрытия. В рамках теории kp-приближения (ме-
жэлектронное взаимодействие V учитывается в рам-
ках приближения Хартри) имеем
[

−~
2∇2

2m
− i~2

m
k ·∇+

~
2

2m
+ V

]

|uk〉 = Ek |uk〉 .
(17)

Согласно стандартной процедуре, в окрестности
контакта k + κ, где κ есть малое отклонение, ве-
личина − i~2

m κ ·∇ рассматривается как возмущение.
При наличии перекрытия получим следующее выра-
жение для изменения энергии δE (k+ κ) при малом
отклонении от контакта

δE (k+ κ) =

= ±

√

(

κ · f
)2

+ (κ · Reg)2 +
(

κ · Img
)2

1− ϑ2x
+ o

(

κ2
)

,

(18)

где f = f + iϑxImg, Img = Img − iϑxf и мы для про-
стоты положили ϑ = (ϑx, 0, 0), а вектора f и g

f = −i~
2

m
[〈uk|∇uk〉 − 〈vk|∇vk〉] , (19)

g = i
~
2

m
〈uk|∇vk〉 . (20)

Достаточное условие существования контакта
сводится к тому, чтобы ни один из трех векто-
ров f + iϑxImg,Reg, Img − iϑxf тождественно не
обращался в нуль. Если какой-нибудь из этих век-
торов тождественно обращается в нуль, то всегда
будет существовать направление κ, для которого
остальные два вектора будут в перпендикуляр-
ной плоскости. В этом направлении спектр будет
квадратичен по импульсу (так как линейный член
ряда Тейлора тождественно обращается в нуль),
т.е. любое сколь угодно малое возмущение может
создать разрыв зон. При наличии центра инверсии
вектор Reg всегда равен нулю. Следовательно, в
этом случае не будет изолированной точки контакта
зон. При отсуствии центра инверсии, вообще говоря,
тождественно в нуль не обращается ни один из
векторов. Для каких-то направлений κ при наличии
перекрытия можно ожидать, что Img− iϑxf = 0. Но
такое равенство возможно только при Img = f ≡ 0,
так как вектор f действительный. Однако, даже
если предположить, что вектор f стал по каким-то
причинам комплексным, то и в этом случае условия
Img − iϑxf = 0 еще не достаточно, чтобы контакт
исчез. Должно еще выполняться дополнительное
условие f ,Reg ⊥ κ для данного направления век-
тора κ. Таким образом, мы приходим к выводу,

что обращение в нуль подкоренного выражения в
изолированной точке возможно только при условии,
что три вектора f ,Reg, Img компланарны, либо
хотя бы один из них тождественно обращается в
нуль. Это полностью совпадает с выводами работы
[13], т.е. учет перекрытия влияет только на форму
спектра и не затрагивает фундаментальные условия
существования точки Дирака.

Выше мы показали, что перекрытие между зо-
нами приводит к наклону спектра. Однако, если в
точке Дирака пересекаются электронные и дыроч-
ные ферми-карманы, то спектр имеет наклон и без
перекрытия. Наличие же последнего приводит лишь
к дополнительному наклону. Общий гамильтониан,
содержащий наклон и перекрытие имеет вид (вывод
такой же, что и в случае спектра без наклона, только
надо положить f0 (p) = ω · p)

H̃ =
1

1− β2
[(ω + ϑ) · p+

+ σ · (p+ (ω · p)ϑ+ i [p× ϑ])] . (21)

Теперь гамильтониан содержит два параметра ω,
ϑ. Сразу заметим, что при ϑ = −ω наклон исчезает
полностью. Таким образом, перекрытие между зона-
ми может привести к тому, что спектр становится
прямым. В системе с двумя точками Дирака вектор
наклона имеет противоположные знаки в различных
точках. Это означает, что за счет перекрытия на-
клон исчезнет при ϑ = −ω только в одной из точек.
Таким образом, возможна фаза, когда в одной точ-
ке дирака спектр наклонный, а в другой – прямой.
Можно подумать, что в таком случае возникнет рав-
новесный ток из-за отличного от нуля суммарного
наклона от двух точек. Однако анизотропия спектра
такова, что равновесный ток по-прежнему равен ну-
лю. На рисунке 2 приведены спектры (поверхности
постоянной энергии) для различных значений пара-
метра перекрытия при наличии наклона.

Наконец, заметим, что гамильтониан (21) соот-
ветствует действию спинорного поля в искривлен-
ном пространстве-времени. Это можно увидеть, если
в рамках тетрадного формализма в общем лагран-
жиане

L = iψγνeµν∂µψ (22)

положить eµν = vF δ
µ
ν + δ0νω

iδµi +ϑiδ
i
νδ

µ
0 . Такие вейлев-

ские фермионы были предложены в работах [26, 27].
Отличие от нуля компонент e0i , e

i
0 тетрады (эти ком-

поненты равны e0i = ϑi, e
i
0 = ωi) говорит об искрив-

ленности пространства-времени. Один из основных
выводов настоящей работы состоит в том, что тако-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Спектр (поверхности постоян-

ной энергии) гамильтониана (21) при pz = 0 при нали-

чии наклона ω = (−0.7, 0, 0) при различных значениях

перекрытия ϑ = (ϑx, 0, 0): (a) – ϑx = 0; (b) – ϑx = 0.4;

(c) – ϑx = 0.7; (d) – ϑx = 0.8

му лагранжиану в точности соответствует гамиль-
тониан (21). Это можно увидеть, составив уравнение
Эйлера–Лагранжа. Таким образом, учет перекрытия
между зонами эффективно проявляется как искрив-
ление пространства-времени для спинорного дира-
ковского поля. Это дает уникальную возможность
моделировать в таких дираковских системах различ-
ные экзотические явления, связанные с искривлени-
ем пространства-времени. В этой связи необходимо
упомянуть работу [28] (см. также работу Вильчека
с соавторами [29]), в которой неоднородные вейлев-
ские спектры с наклоном были использованы для эф-
фективного моделирования горизонта событий вбли-
зи черных и белых дыр. Однако, такие спектры не со-
держат связи между пространственными компонен-
тами матрицы Дирака и временной компонентой им-
пульса (тетрада e0i ), и поэтому не позволяют модели-
ровать все особенности искривленного пространства-
времени. Этот недостаток компенсируется перекры-
тием, за счет которого и возникает не хватающий по
симметрии вклад компоненты e0i .

Итак, в этой работе мы изучили эффекты пере-
крытия зон на дираковский гамильтониан. Эти эф-
фекты должны быть учтены при анализе различных
явлений в дираковских системах с наклонным спек-
тром (см., например, [30-33]).

Работа поддержана грантом Российского научно-
го фонда # 22-72-00110.
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