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В подходе стереографической проекции разработан теоретический формализм расчета тензора дина-

мической магнитной восприимчивости скирмионного кристалла (СкК), возникающего в тонких ферро-

магнитных пленках с взаимодействием Дзялошинского–Мории во внешнем магнитном поле. Там, где это

возможно используется аналитический подход, для построения статической конфигурации СкК исполь-

зуется модельный анзац, после чего рассматриваются малые флуктуации вокруг вокруг него. Получен-

ные выражения численно анализируются для случая однородной восприимчивости, наиболее важного

для экспериментов по магнитному резонансу (МР). Предсказано, что помимо трех обсуждаемых ранее

в литературе, а также наблюдаемых экспериментально, резонансов, должны наблюдаться дополнитель-

ные резонансы меньшей интенсивности на больших частотах.
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Введение. Магнитные скирмионы – топологи-
чески защищенные конфигурации локальной намаг-
ниченности, возникающие, например, в нецентро-
симметричных магнетиках [1] в присутствии взаи-
модействия Дзялошинского–Мории (ДМ). Скирми-
оны привлекают внимание исследователей благода-
ря возможности их использования в качестве эле-
ментов новых устройств компьютерной памяти [2],
арифметико-логических устройств [3], или даже ис-
кусственных нейронных сетей [4]. Известно, что
скирмионы обычно упорядочиваются в регулярные
решетки как в объемных образцах [5], так и в тонких
пленках [6–9]. Решетки скирмионов, также называе-
мые скирмионными кристаллами (СкК), интересны
в контексте применения в магнонике [10].

Один скирмион представляет собой цилиндриче-
скую доменную стенку малого радиуса, чье движе-
ние описывается уравнением Тиля [11]. Но даже один
скирмион представляет собой сложную структуру,
чья динамика не может описываться только в тер-
минах смещений. Исследовались также деформации
формы скирмиона такие, как дилатации, эллиптиче-
ские деформации, треугольные и т.д. [12, 13]

Ранее было показано, что среди возбуждений
СкК есть голдстоуновская мода [14], связанная со
смещениями скирмионных центров в решетке. Кроме
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этой моды, существуют и другие возбуждения раз-
ной симметрии [10, 15, 16], отвечающие эллиптиче-
ским деформациям, вращению по часовой стрелке
(СW), против часовой стрелки (CCW), дыхательной
моде (Br) скирмионов.

Наблюдать и исследовать возбуждения СкК мож-
но при помощи различных экспериментальных ме-
тодов, например, неупругого рассеяния нейтронов
[17], магнитооптического обратного эффекта Фара-
дея [18], магнитного резонанса (МР). При помощи
последнего метода было показано [19], что CW и
CCW моды наблюдаются в случае, когда осциллиру-
ющая компонента магнитного поля лежит в плоско-
сти СкК, а дыхательная мода проявляет себя, когда
поле колеблется в направлении, перпендикулярном
плоскости СкК, как и было предсказано, с помощью
численного моделирования [15].

Также было показано, что октупольная и сексту-
польная моды могут проявлять себя в МР экспери-
ментах в объемных материалах со СкК, в которых
сильна кубическая магнитокристаллическая анизо-
тропия, приводящая к гибридизации этих мод с Br и
CCW модами [20, 21].

В настоящей работе мы обсуждаем МР отклик
СкК, образующегося в тонких пленках с взаимодей-
ствием ДМ во внешнем магнитном поле при низких
температурах. Мы показываем, что, помимо низко-
энергетических CW, CCW и Br мод, существуют мо-
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ды той же симметрии выше по энергии, которые так-
же должны проявлять себя в МР, несмотря на то, что
величина таких резонансов существенно меньше.

Модель. Рассмотрим тонкую ферромагнитную
пленку с взаимодействием ДМ в однородном магнит-
ном поле B, перпендикулярном пленке. Плотность
энергии такой пленки дается следующим выражени-
ем:

E =
C

2
∂µSi∂µSi −DǫµijSi∂µSj −BS3, (1)

где C и D – обменные и ДМ константы соответствен-
но. Видимо, это минимальная модель, в которой су-
ществует СкК (за исключением центросимметрич-
ных фрустрированных магнетиков, см., например,
[22, 23]). Мы не учитываем диполь-дипольное вза-
имодействие, поскольку для тонкой пленки в длин-
новолновом пределе оно может быть, с хорошей точ-
ностью, заменено анизотропией типа “легкая плос-
кость”. Известно, что если величина анизотропии су-
щественно меньше величины внешнего магнитного
поля, фазовая диаграмма слабо меняется [24, 25], по-
этому такого рода слагаемые мы также не рассмат-
риваем.

Мы исследуем предел низких температур, ко-
гда локальная намагниченность достигает насыще-
ния S = Sn, где |n| = 1. В этом случае удоб-
но измерять длину в единицах l = C/D, а плот-
ность энергии в единицах CS2l−2 = S2D2/C. При
таком выборе единиц измерения плотность энергии
(1) зависит только от одного безразмерного парамет-
ра b = BC/SD2. Оказывается, что в диапазоне полей
0.25 < b < 0.8 равновесной статической конфигура-
цией n является СкК, ранее этот вопрос широко об-
суждался в литературе [12, 26–28].

Сначала мы обсудим общий формализм вычисле-
ния восприимчивости, применимый для произволь-
ной топологически нетривиальной конфигурации на-
магниченности, а затем используем этот формализм
для частного случая СкК [29]. В подходе стереогра-
фической проекции единичный вектор, указываю-
щий направление локальной намагниченности n, мо-
жет быть представлен как:

n1 + in2 =
2f

1 + f f̄
, n3 =

1− f f̄

1 + f f̄
, (2)

где f = f(z, z̄) – функция комплексного переменного
z = x+ iy и комплексно сопряженного ему z̄ = x− iy,
а x, y – пространственные координаты. Выражение
для E существенно нелинейно в терминах f, f̄ , и об-
суждалось ранее, например, в [29].

Мы исследуем динамику локальной намагничен-

ности в лагранжевом формализме, L = T − E , с ки-
нетическим слагаемым вида:

T =
S

γ0
(1 − cos θ)ϕ̇ , (3)

где углы ϕ и θ определяют направление намагни-
ченности n = (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ). Такой ки-
нетический член приводит к уравнению Ландау–
Лифшица, Ṡ = −γ0 S × H, где γ0 – гиромагнитное
отношение, а H = δE/δS – эффективное магнитное
поле.

Множитель S/γ0 может быть внесен в определе-
ние единиц измерения времени, при этом кинетиче-
ское слагаемое может быть переписано в терминах
комплексной функции f следующим образом:

T [f ] =
i

2

f̄∂tf − f∂tf̄

1 + f f̄
. (4)

Мы исследуем динамику локальной намагничен-
ности в терминах малых флуктуаций стереогра-
фического образа, f(r, t), относительно статической
конфигурации, f0(r), отвечающей минимуму полной
энергии,

∫

dr E . Запишем

f(r, t) = f0(r) + α(1 + f0(r)f̄0(r))ψ(r, t) , (5)

где ψ – зависящая от времени функция, а α – малый
параметр нашей теории, величина и смысл которого
прояснятся ниже. Рассмотрим следующее разложе-
ние L = L0 + αL1 + α2L2 + . . ..

Нормальные моды. Для правильно подобран-
ной функции f0, члены первого порядка малости бу-
дут равны нулю, L1 = 0. При этом члены второго
порядка малости записываются следующим образом:

L2 =
1

2

(

ψ̄, ψ
)

(

−i
(

∂t 0

0 −∂t

)

− Ĥ
)(

ψ

ψ̄

)

, (6)

с гамильтонианом Ĥ следующего вида:

Ĥ =

(

(−i∇+A)2 + U V

V ∗ (i∇+A)2 + U

)

, (7)

где ∇ = ex∂x + ey∂y, а потенциалы U , V и A =

exAx+ eyAy есть функции f0(r) и ее градиентов, см.
[29].

Уравнения Эйлера–Лагранжа в случае (6) имеют
следующий вид:

− i
d

dt

(

ψ

ψ̄

)

= σ3Ĥ
(

ψ

ψ̄

)

, (8)
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а энергии нормальных мод, ǫn, могут быть найдены
из следующего уравнения:

(

ǫn σ3 − Ĥ
)

(

un

vn

)

= 0 , (9)

где σ3 – третья матрица Паули. Решения уравнения
(9) подробно обсуждались в работе [29]. Они обра-
зуют полный ортонормированный базис, с нормиро-
вочным условием

∫

d2r
(

|un|2 − |vn|2
)

= 1, что позво-
ляет любую функцию ψ (вместе с сопряженной, ψ̄)
разложить в ряд следующим образом:

(

ψ

ψ̄

)

=
∑

n

(

un, v∗n
vn, u∗n

)(

cn

c†n

)

, (10)

здесь cn и c†n – комплексно сопряженные друг другу
числа, которые после процедуры вторичного кванто-
вания становятся операторами рождения и уничто-
жения бозонов. При этом гамильтониан принимает
стандартную форму,

∑

n ǫn(c
†
ncn + 1/2).

Разложение намагниченности. Разложение
для локальной намагниченности по α имеет следу-
ющий вид:

Si = S
(0)
i + αS(F̄iψ + Fiψ̄) +O(α2), (11)

где S(0)
i = Sni определяется (2) с f = f0, а

F =
1

1 + f0f̄0







1− f2
0

i(1 + f2
0 )

−2f0






(12)

есть зависящий от r вектор со следующим свойством:
тройка векторов Re F, Im F, и n образуют ортонор-
мированный базис.

Подставляя выражение (10) в (11), выписываем
младший порядок по α:

Si = S
(0)
i + αS

∑

n

(

(F̄iun + Fivn)cn + H.c.
)

. (13)

Пользуясь стандартным коммутационным выраже-
нием, [cn, c

†
m] = δnm, а также полнотой базиса

(un, vn), можно убедиться, что при выборе значения
α = 1/

√
2S, автоматически выполняется коммутаци-

онное соотношение:

[Sj(r), Sk(r
′)] = iǫjklS

(0)
l (r) δ(r − r′) , (14)

характерное для линейной теории спиновых волн.
Восприимчивость. Мы хотим вычислить тен-

зор динамической магнитной восприимчивости,
χij(k, ω) =

∫

dt eiωtχij(k, t), являющийся Фурье

образом от спиновой запаздывающей функции
Грина:

χij(k, t) = −iθ(t)〈[Si(k, t), Sj(−k, 0)]〉 . (15)

Пользуясь выражениями выше, получаем:

Si(k, t) = S
(0)
i (k) +

√

S

2

∑

n

(Ai
n(k)e

−iǫntcn + H.c.).

(16)
Амплитуда спиновой волны с энергией ǫn и волно-
вым вектором k дается следующим выражением:

Aj
n(k) =

∫

dr eikr(F̄jun + Fjvn). (17)

В итоге мы получаем общее выражение:

χij(k, ω) =
S

2

∑

n

(

Āi
n(k)A

j
n(−k)

ω + ǫn + iδ
− Ai

n(k)Ā
j
n(−k)

ω − ǫn + iδ

)

.

(18)
Следуем отметить, что индекс n моды ǫn содержит в
себе информацию как о волновом вектор k, так и о
номере зоны, см. [29]. Обсудим ниже случай однород-
ной восприимчивости, когда k = 0, особенно важный
для экспериментов по магнитному резонансу. Общие
выражения для этого случая упрощаются.

Для случая однородной восприимчивости поло-
жим k = 0 и обозначим Aj

n(0) ≡ Aj,n. Из общих сооб-
ражений мы ожидаем, что тензор χij имеет симмет-
ричную и антисимметричную части, а единственным
выделенным направлением в нашей задаче, ур. (1),
является нормаль к плоскости, ĥ = (0, 0, 1). Таким
образом можно записать:

χij(ω) = χ‖ĥiĥj + χ⊥(δij − ĥiĥj) + χasǫijkĥk,

χ‖ =
∑

n

ǫnS |A3,n|2
−(ω + iδ)2 + ǫ2n

,

χ⊥ =
∑

n

ǫnS |A1,n|2
−(ω + iδ)2 + ǫ2n

,

χas =
∑

n

iωS Im(A1,nĀ2,n)

−(ω + iδ)2 + ǫ2n
.

(19)

Восприимчивость СкК. Введем анзац для
СкК, который мы подробно обсуждали до этого в ра-
ботах [27–29]. Мы показали, что стереографический
образ СкК с хорошей точностью описывается суммой
стереографических образов отдельных скирмионов:

fSkX(a, z0) =
∑

n,m

f1(r− na1 −ma2), (20)

где a1 = (0, a), a2 = (−
√
3a/2, a/2), и a – параметр ре-

шетки СкК. Стереографический образ f1 отдельного
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимость мнимой части

(а) поперечной, χ⊥, и b) продольной, χ‖, компонент

восприимчивости (19) от магнитного поля b. Площадь

каждого кружка, пропорциональная весу, |Aj,n|
2, каж-

дой дельта-функции. Можно увидеть три хорошо из-

вестных низколежащих резонанса: дыхательная мода

(Br), вращение по часовой стрелке (CW) и против ча-

совой стрелки (CCW), при этом вместе с ними видны

резонансы меньшей интенсивности на больших часто-

тах

скирмиона имеет простой полюс в центре скирмио-
на, а также убывает на бесконечности, поэтому мы
выбираем для него следующий вид:

f1 =
i z0 κ(zz̄/z

2
0)

z̄
, (21)

где z0 – вещественная величина, которая может быть
ассоциирована с размером скирмиона, а κ – функция
профиля скирмиона, которая была численно найдена
в работе [27]. Отметим, что хорошим приближением
для κ является функция Гаусса с шириной, завися-
щей от величины b. Когда величины B и D равны ну-
лю, наш анзац (20) переходит в точное решение моде-
ли для многоскирмионной конфигурации при κ ≡ 1,
см. [30]. Для СкК при отличных от нуля парамет-
ров B и D оптимальные значения параметров a и

z0 могут быть получены из процедуры минимизации
плотности энергии (1), см. [27, 28].

Пользуясь анзацем (20) для статической конфи-
гурации СкК f0, мы рассчитали волновые функции
при k = 0 в уравнении (9), для тридцати шести низ-
коэнергентических возбуждений с ǫn > 0. Форму-
лы (12) и (17) выше использовалась для вычисления
компонент восприимчивости, ур. (19).

Резюмируем результаты проведенных вычисле-
ний ниже.

i. Из-за правил отбора, возникающих при вычис-
лении матричных элементов Aj,n, не все нормальные
моды проявляют себя в восприимчивости (19). Глав-
ное значение в этих правилах отбора имеет симмет-
рия волновой функции магнонов в центре скирмио-
на, ψ ∼ zm. Моды с магнитным квантовым числом
m = 0, 2 проявляются в χ⊥, а моды с m = 1 про-
являются в χ‖, соответственно. Низкоэнергетические
моды с m = 0, 1, 2 называются “вращением против
часовой стрелки” (CCW), “дыхательной” (Br) и “вра-
щением по часовой стрелке” (CW), соответственно,
благодаря их динамическим свойствами, см. [15, 29].

ii. Для CCW и CW мод антисимметричная часть
восприимчивости, χas, равна по модулю диагональ-
ной части χ⊥, с вычетами Im(A1,nĀ2,n) = −|A1,n|2 и
Im(A1,nĀ2,n) = |A1,n|2, соответственно.
iii. В отличие от предыдущих исследований, мы

наблюдаем несколько мод с большими энергиями для
каждого m, которые могут наблюдаться эксперимен-
тально. Закономерно, что для больших ǫn вес таких
резонансов уменьшается, это связано с уменьшением
величины |Aj,n|2, ур. (19). Мы показываем положе-
ние и вес соответствующих резонансов на рис. 1.

iv. На рисунке 1 видно, что наиболее интенсивные
линии относятся в низким частотам, при этом наблю-
дается тенденция увеличения характерной частоты
с ростом величины магнитного поля, b. Обозначение
CW (CCW) на рис. 1 соответствует знаку χas, как
объяснялось выше.

v. Интенсивность линий, |Aj,n|2, из ур. (19), изоб-
ражена отдельно на рис. 2 как функция внешнего по-
ля. Видно, что при больших значениях поля, b ≃
≃ 0.75, близко к точке плавления СкК, интенсив-
ность вторых резонансов CW2 и Br2 становится со-
поставимой по величине с интенсивностью главно-
го CW резонанса. Было бы интересно проверить это
предсказание экспериментально.

Подводя итоги нашей работы, мы разработали
теорию динамической магнитной восприимчивости
СкК в подходе стереографической проекции. Полу-
ченные выражения имеют общий характер и не под-
разумевают конкретного типа упорядочения скирми-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость спектрального

веса восьми резонансов изображенных на рис. 1, от ве-

личины магнитного поля b

онов. Применяя полученный формализм к конфи-
гурации треугольной решетки блоховских скирмио-
нов, мы предсказали наличие нескольких резонан-
сов, только три из которых до этого обсуждались в
литературе.
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