
Письма в ЖЭТФ, том 117, вып. 8, с. 604 – 611 c© 2023 г. 25 апреля

Электростатическое и ван-дер-ваальсовское взаимодействие

наночастиц в электролитах

А. В. Филиппов+∗×1), В. М. Старов◦

+Государственный научный центр Российской Федерации Троицкий институт инновационных и термоядерных исследований,
108840 Москва, Троицк, Россия

∗Объединенный институт высоких температур РАН, 125412 Москва, Россия

×Московский физико-технический институт (национальный исследовательский университет), 141701 Долгопрудный, Россия

◦Department of Chemical Engineering, Loughborough University, Loughborough, LE11 3TU, UK

Поступила в редакцию 15 марта 2023 г.
После переработки 15 марта 2023 г.

Принята к публикации 16 марта 2023 г.

Рассмотрено электростатическое взаимодействие наночастиц, обусловленное перекрытием двойных
электрических слоев, и взаимодействие Ван-дер-Ваальса, вызванное квантовыми и термодинамически-
ми флуктуациями электромагнитных полей. Электростатическое взаимодействие рассмотрено на основе
линеаризованного уравнения Пуассона–Больцмана для частиц с фиксированным электрическим потен-
циалом их поверхности. Получено точное решение задачи как для одинаковых частиц, так и для частиц
сильно отличающихся размеров. Для взаимодействия Ван-дер-Ваальса учтено экранирование статиче-
ских флуктуаций и запаздывание электромагнитных полей для дисперсионной части взаимодействия.
Рассчитана полная энергия взаимодействия двух частиц для диапазона возможных концентраций ионов
в электролите от 10−2 до 10−6 моль/л и размеров наночастиц от 1 до 103 нм. Обнаружено преоблада-
ние силы Ван-дер-Ваальса над силой экранированного электростатического отталкивания при высоких
концентрациях электролита в диапазоне от 10−2 до 10−3 моль/л как при малых, так и при больших
межчастичных расстояниях.
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1. Введение. Силы взаимодействия между за-
ряженными поверхностями, коллоидными частица-
ми, ионами и органическими молекулами, растворен-
ными в водном электролите, играют важную роль
в коллоидной физике [1], биофизике [2], в процес-
сах электро- и фото-катализа [3], в геохимии окру-
жающей среды [4]. Эти силы определяют стабиль-
ность, динамику, самосборку [5–7], адсорбцию ионов
[8], трение [9], адгезию [10], и многие другие свой-
ства коллоидных систем. При не слишком высо-
ких концентрациях соли, эти силы хорошо описы-
ваются классической теорией коллоидной физики
[11, 12], а именно потенциалом Дерягина–Ландау–
Фервея–Овербека (потенциал DLVO – Derjaguin–
Landau–Vervey–Overbeek), которая включает в себя
силы двойного электрического слоя с характерной
областью действия, задаваемой длиной дебаевско-
го экранирования и ван-дер-ваальсовское взаимодей-
ствие. На малых расстояниях также нужно учиты-
вать короткодействующие силы, связанные с конеч-
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ным размером молекул электролита, т.е. молекуляр-
ной структурой растворителя, которые называются
силами гидратации в случае водных растворов.

Взаимодействие между наночастицами включает
в себя ряд составляющих, все они еще находятся в
состоянии активного исследования. Современное со-
стояние в этой области описано в работе [13]. Для
описания взаимодействия микро- и нано-частиц сего-
дня в основном используются приближенные подхо-
ды [13] при совместном вычислении сил электроста-
тического и ван-дер-ваальсовского взаимодействия
на основе приближения Дерягина [14]. В ряде работ
электростатическое взаимодействие рассматривает-
ся более точно на основе точного решения линеари-
зованного уравнения Пуассона–Больцмана [15–21], в
других развиты весьма точные методы расчета силы
ван-дер-ваальсовского взаимодействия (см., напри-
мер, [22]). Ниже представлено точное решение зада-
чи электростатического взаимодействия между на-
ночастицами на основе линеаризованного уравнения
Пуассона–Больцмана, которое дополнено описанием
методики расчета силы взаимодействия Лондона–
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Ван-дер-Ваальса. На основе развитых подходов рас-
считана полная энергия взаимодействия наночастиц
для диапазона концентраций ионов в электролите от
10−2 до 10−6 моль/л и размеров наночастиц от 1 до
103 нм. В настоящей работе не рассматриваются си-
лы взаимодействия, связанные с конечным размером
молекул электролита, современное описание которых
можно найти в работах [23–25].

2. Экранированное электростатическое вза-

имодействие. Геометрия задачи о взаимодействии
частиц в плазме с учетом эффектов экранирования
приведена на рис. 1. Как и в работах [17–20], элек-
тростатическое взаимодействие в электролите будем
рассматривать в рамках линеаризированной модели
Пуассона–Больцмана:

∆φ = k2Dφ, (1)

где φ – самосогласованный потенциал электрическо-
го поля, kD – дебаевская постоянная экранирования:

k2D =
4πe2

εT

(
npz

2
p + nnz

2
n

)
, (2)

e – заряд протона, ε – диэлектрическая проницае-
мость электролита, np, zp, nn, zn – концентрация и
зарядовое число положительных (катионов) и отри-
цательных ионов (анионов) соответственно, T – тем-
пература в энергетических единицах.

Рис. 1. Геометрия задачи о взаимодействии частиц в
плазме с учетом эффектов экранирования. Здесь qi,
φi0, ai, εi – заряд, потенциал поверхности, радиус и
диэлектрическая проницаемость i-й частицы, соответ-
ственно, i = 1, 2, ri – радиус-вектор точки наблюде-
ния P , проведенный из центра i-й частицы Oi, θi –
зенитный угол в сферической системе координат с по-
люсом в центре i-й частицы и осью, направленной к
центру другой частицы, R – межчастичное расстояние,
ε – диэлектрическая проницаемость электролита, kD –
обратная длина экранирования (постоянная экраниро-
вания) плазмы (электролита)

Общее решение уравнения Гельмгольца (1) для
потенциала системы зарядов, связанных с k-й части-
цей в сферической системе координат с полюсом в

центре этой частицы в рамках линеаризированной
теории Дебая–Гюккеля определяется выражением:

φk =
∞∑

n=0

Ak,nkn (kDrk)Pn (cos θk) , (3)

где Ak,n – коэффициенты разложения, kn – модифи-
цированные сферические функции Бесселя 3-го ро-
да:

kn(x) =

√
π

2x
Kn+1/2(x), (4)

Kn+1/2 – модифицированные функции Бесселя 3-го
рода (функции Макдональда) [26]. Для нахождения
коэффициентов Ak,n из граничных условий нужно
найти коэффициенты переразложения потенциала i-
й частицы, записанного через полиномы Лежандра
с полюсом в центре этой частицы, по полиномам
Лежандра с полюсом в центре другой k-й макроча-
стицы, для чего воспользуемся формулой сложения
[27, 15]:

kn (r̃i)Pn (cos θi) =

=

∞∑

m=0

(2m+ 1)Lnm

(
R̃
)
im (r̃k)Pm (cos θk) , (5)

где r̃i = kDri, r̃k = kDrk, R̃ = kDR, R – расстояние
между центрами макрочастиц, i = 1, 2, k = 3 − i,
in(x) – модифицированные сферические функции
Бесселя 1-го рода:

in(x) =

√
π

2x
In+1/2(x), (6)

In+1/2 – модифицированные функции Бесселя 1-го
рода (функции Инфельда) [26], зависящие от R ко-
эффициенты Lmn определены суммой

Lnm

(
R̃
)
=

min{n,m}∑

ℓ=0

kn+m−2ℓ

(
R̃
)
Gℓnm, (7)

Gℓnm =
(n+m− ℓ)! (n+m− 2ℓ+ 1/2)

ℓ!(n− ℓ)!(m− ℓ)!
×

× 1

π

Γ (n− ℓ+ 1/2) Γ (m− ℓ+ 1/2) Γ (ℓ+ 1/2)

Γ (m+ n− ℓ+ 3/2)
, (8)

где Γ(x) – гамма-функция. Отметим, чтоGℓnm = Gℓmn
и, следовательно, Lnm = Lmn.

Окончательно, для потенциала i-й частицы полу-
чим выражение через полиномы Лежандра с полю-
сом в центре k-й макрочастицы:

φi (r̃k, θk) =

=

∞∑

n=0

∞∑

m=0

Ai,mbnm

(
r̃k, R̃

)
Pn (cos θk) , (9)
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где коэффициенты bnm определяются выражением:

bnm

(
r̃k, R̃

)
= (2n+ 1) in (r̃k)Lmn

(
R̃
)
. (10)

В работах [17, 18, 19, 20] коэффициенты bnm опре-
делялись в виде двойных сумм от произведений мо-
дифицированных функций Бесселя 1-го и 3-го родов,
а выражение (10) содержит только одинарное сумми-
рование при вычислении Lmn. Численные расчеты
показали, что коэффициенты bnm, вычисленные по
(10) и формулам, приведенным в [17–20], совпадают
в пределах ошибок вычислений с двойной точностью
на компьютере.

В плазме или электролите во многих случаях по-
тенциал поверхности макрочастиц оказывается по-
стоянным φi,0 и совпадающим с плавающим потен-
циалом плазмы (более подробно см. в работе [20]).
Поэтому в настоящей работе, в которой исследуются
электролиты с достаточной высокой концентрацией
ионов, будет рассмотрен только этот случай.

2.1. Случай постоянных потенциалов наноча-

стиц. В этом случае из выражения (9) и из гранич-
ного условия непрерывности потенциала на грани-
це раздела диэлектрических сред [28] находим (n =

= 0, 1, . . .):

kn (ã1)A1,n +
∞∑

m=0

bnm

(
ã1, R̃

)
A2,m = φ10δn0,

kn (ã2)A2,n +

∞∑

m=0

bnm

(
ã2, R̃

)
A1,m = φ20δn0.

(11)

При R→ ∞ влияние частиц друг на друга сильно
ослабнет, поэтому из (11) для n = 0 находим:

Ai,0 =
φi0

k0 (ãi)
=

2

π
φi0ãie

ãi , i = 1, 2. (12)

В этом случае из граничного условия скачка нор-
мальной составляющей вектора электрического сме-
щения можно получить известные выражения для
связи заряда уединенной частицы с потенциалом по-
верхности в плазме:

q1 = εa1φ10 (1 + ã1) , q2 = εa2φ20 (1 + ã2) . (13)

2.2. Сила экранированного электростатического

взаимодействия. Для определения силы, действую-
щей на 1-ю частицу, в случае постоянных потенци-
алов на основе максвеллова тензора натяжений на-
ходим выражение (более подробно см. [17, 18]; в рас-
сматриваемой в настоящей работе постановке задачи
отлична от нуля только z-составляющая силы):

Fz = ε
∞∑

n=1

nΞn−1Ξn
(2n− 1) (2n+ 1)

, (14)

где

Ξn = A1,n [nkn (ã1)− ã1kn+1 (ã1)] +

+

∞∑

m=0

A2,mã1
∂bnm

(
ã1, R̃

)

∂ã1
. (15)

При R → ∞, пренебрегая членами, содержащими
e−2R̃ и более высокие степени e−R̃, из (11) находим:

Ai,0 ≈ 2

π
φi0ãie

ãi − 1

k0 (ãi)
i0 (ã3−i) k0

(
R̃
)
A3−i,0,

Ai,n ≈ − 1

kn (ãi)
A3−i,0 (2n+ 1) in (r̃k) kn

(
R̃
)
.

(16)

С этим решением из (15) находим:

Ξ0 = −ã1φ10
k1 (ã1)

k0 (ã1)
+ e−R̃O (1) + . . . ,

Ξ1 = 3φ20k1

(
R̃
) ã2e

ã2

ã1k1 (ã1)
+ e−2R̃O (1) + . . . .

(17)

Теперь из (14) для силы, пренебрегая членами, со-

держащими e−2R̃ и выше, получим:

FDLVO = a1a2φ10φ20
1 + R̃

R2
e−(R̃−ã1−ã2). (18)

После интегрирования это выражение приводит к
известному потенциалу Дерягина–Ландау–Фервея–
Овербика:

UDLVO = φ10φ20
a1a2
R

e−(R̃−ã1−ã2). (19)

В литературе предложен ряд приближенных вы-
ражений для потенциала взаимодействия частиц в
электролите, среди которых отметим выражение, по-
лученное в работе [29] для частиц равного радиуса
a1 = a2 = a:

UML = εaφ20
R− a

R
ln

[
1 +

a

R− a
e−(R̃−2ã)

]
. (20)

В работе [30] было предложено выражение для по-
тенциала взаимодействия частиц в электролите и в
случае частиц разного радиуса, но как показали чис-
ленные расчеты, оно работает хорошо только при вы-
соких концентрациях электролита и при не слишком
сильно отличающихся радиусах частиц.

На рисунке 2 приведены зависимости приведен-
ной силы от расстояния между поверхностями час-
тиц радиусом a1 = a2 = 100 нм при различ-
ных значениях концентрации электролита от 10−2

до 10−6 моль/л. Видно, что с ростом концентрации
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость приведенной си-
лы от расстояния между поверхностями частиц ради-
усом a1 = a2 = 100 нм при концентрации электролита
10−6 (1 ), 10−5 (2 ), 10−4 (3 ), 10−3 (4 ) и 10−2 моль/л
(5 ). Сплошные кривые – результаты численного рас-
чета, штрихпунктирные – дифференцирование выра-
жения (20)

ионов и, соответственно, ростом постоянной экрани-
рования, значения силы взаимодействия на малых
расстояниях растут, а на больших расстояниях при
L ≫ k−1

D выходят на DLVO-зависимость (18). Из
рисунка 2 также видно, что приближенное выраже-
ние (20) дает разумное согласие с точным решением
только при высоких концентрациях электролита, а
с уменьшением концентрации расхождения растут.
Как видно из рис. 2, с ростом концентрации электро-
лита сила взаимодействия выходит на зависимость
(18) все на более малых расстояниях, при этом ока-
залось, что размер частиц слабо влияет на это рас-
стояние.

3. Взаимодействие Ван-дер-Ваальса. Тео-
рия взаимодействия твердых тел за счет флуктуа-
ций электрического поля начала развиваться с ра-
боты [31], в которой путем суммирования ван-дер-
ваальсовского парного взаимодействия всех атомов,
составляющих тела, было получено выражение для
потенциала взаимодействия твердых тел. В работе
[32] была построена более точная теория взаимодей-
ствия двух бесконечных плоских диэлектриков, раз-
деленных вакуумом, а в работе [33] – разделенных
жидкостью. Общая теория ван-дер-ваальсовского
взаимодействия изложена во многих работах (см.,
например, работы [34, 35, 36]).

Сегодня ввиду сложности теории в общем случае,
для определения постоянной Гамакера для взаимо-
действия 1-й диэлектрик – жидкость (вакуум) – 2-й
диэлектрик используется выражение

A132 =
3~

4π

∫ ∞

0

(ε1 − ε3) (ε2 − ε3)

(ε1 + ε3) (ε2 + ε3)
dξ, (21)

полученное в работе [33] и справедливое при прене-
брежимо малых расстояниях между диэлектриками.
Здесь ε1, ε2, ε3 – диэлектрические проницаемости тел
и жидкости-прослойки, частотные зависимости кото-
рых берутся при мнимой частоте iξ.

Потенциал ван-дер-ваальского взаимодействия в
диэлектрической жидкости двух диэлектрических
частиц сферической формы без учета эффектов за-
паздывания методом, близким к использованному в
работе [32], был получен в работе [37] для случая
L≪ a1, a2:

UvdW = − 2πa1a2L

(a1 + a2)

A131

12πL2
, (22)

где A131 – постоянная Гамакера, определенная соот-
ношением (21). В работе [37] получен и следующий
член приближения, который требует расчета аналога
постоянной Гамакера по отличной от (21) формуле.
Ввиду неизвестности точности данного приближения
эта формула в научной литературе практически не
используется.

В настоящей работе потенциал взаимодействия
Ван-дер-Ваальса определялся согласно работе [22] по
формуле

UvdW = − 1

12
(A0fshFH +A1Fg) , (23)

где A0 – вклад нулевых колебаний в постоянную
Гамакера, который экранируется, но не испытывает
эффектов запаздывания, A1 – дисперсионный вклад
в постоянную Гамакера, который запаздывает, но не
экранируется, fsh – экранирующий фактор, FH –
геометрический фактор Гамакера, Fg – геометриче-
ский фактор с учетом запаздывания флуктуирую-
щего электромагнитного поля. Вклад нулевых коле-
баний и дисперсионный вклад в константу Гамакера
вычислялись согласно работам [22, 38]:

A0 =
3

4
kBT

[
ε1 (0)− ε2 (0)

ε1 (0) + ε2 (0)

]2
, (24)

A1 =
3~

64

√
ω1ω2

n
7/2
m

×

× X2n2
m + 2X∆ǫ0nm +∆ǫ20(3 + 2Y )

(√
Y −

√
Y 2 − 1 +

√
Y +

√
Y 2 − 1

)3 , (25)

где ~ – постоянная Планка, ε1(0) и ε2(0) – статиче-
ские диэлектрические проницаемости сред 1 и 2, n01
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и n02 – коэффициенты преломления, ω1 и ω2 – час-
тоты поглощения, величины nm, ∆ǫ0, X и Y опреде-
лены соотношениями:

n2
m =

1

2

(
n2
01 + n2

02

)
, ∆ǫ0 = n2

01 − n2
02, (26)

X =
ω1

ω2
(n2

01 − 1)− ω2

ω1
(n2

02 − 1),

Y =
1

4
√
nm

[
ω1

ω2
(n2

01 + 1) +
ω2

ω1
(n2

02 + 1)

]
.

(27)

Полагалось, что ω1 ≈ ωUV 1, ω2 ≈ ωUV 2, где ωUV 1,
ωUV 2 – границы зон поглощения в ультрафиолетовой
области материала наночастиц и жидкости, в кото-
рой наночастицы находятся. Для воды [22] при 20 ◦C
ε2(0) = 80.1, ωUV 2 = 1.899 × 1016 c−1, n2

02 = 1.755,
λ0 = 99.26 нм. Для наночастиц из полистирола при
20◦C ε1(0) = 2.557, εUV 1 = 1.432 × 1016 c−1, n2

01 =

= 2.447. Экранирующий фактор в (23) определялся
выражением [22]

fsc = (1 + 2kDL) exp (−2kDL) . (28)

Геометрический фактор Гамакера определяется
выражением [31]:

FH =

[
4a1a2

(
1

D1
+

1

D2

)
+ 2 ln

D1

D2

]
, (29)

где D1 и D2 – величины, определенные выражения-
ми:

D1 = (R− a1 − a2) (R+ a1 + a2) = R2 − (a1 + a2)
2,

D2 = (R− a1 + a2) (R− a1 + a2) = R2 − (a1 − a2)
2.

Геометрический фактор с учетом запаздывания в вы-
ражении (23) вычислялся согласно работам [39, 40].

В работе [22] предлагалось считать энергию вза-
имодействия Ван-дер-Ваальса по формуле

UvdW = −A131

12
FH , A131 = (A0fsh +A1Fret) (30)

с фактором запаздывания

Fret =

[
1 +

(
πH/4

√
2
)3/2]−2/3

, (31)

где

H = n02

(
n2
01 − n2

02

)1/2L
c

√
ω1ω2, (32)

c – скорость света в вакууме.
В расчетах потенциала взаимодействия по фор-

муле (22) из работы [37] постоянная Гамакера в на-
стоящей работе определялась соотношением A131 =

= A0fsh+A1. Необходимые для расчета постоянных

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимости силы экраниро-
ванного электростатического взаимодействия (1, знак
изменен на противоположный) и взаимодействия Ван-
дер-Ваальса от наименьшего расстояния между по-
верхностями частиц из полистирола в электролите при
φ10 = φ20 = 18 мВ, np = nn = 10−5 моль/л, a1 = a2 =

= 100 нм (a), a1 = 1 нм, a2 = 100 нм (b): 2 – с геометри-
ческим фактором из работы [40]; 3 – с геометрическим
фактором из работы [39]; 4 – со свободной энергией из
выражения (22); 5 – со свободной энергией из выраже-
ния (30)

Гамакера данные можно найти, например, в работах
[41, 42].

4. Численные расчеты и обсуждение. На
рисунке 3 проводится сравнение силы экранирован-
ного электростатического взаимодействия и силы
Ван-дер-Ваальса, рассчитанных в разных прибли-
жениях. Видно, что сила Ван-дер-Ваальса на ма-
лых расстояниях оказывается на 4–5 порядков боль-
ше абсолютной величины силы электростатическо-
го взаимодействия. При концентрации электролита
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10−5 моль/л на расстояниях L ∼ 10 нм они сравнива-
ются и далее превалирует электростатическое вза-
имодействие. При высокой концентрации электро-
лита 10−2 моль/л преобладание электростатического
взаимодействия начинается уже при L ≈ 2 нм (см.
рис. 4). Для частиц одинакового радиуса сила Ван-
дер-Ваальса, как видно из рис. 4, снова начинает пре-
обладать при L > 20 нм. Такое поведение связано с
тем, что дисперсионная часть взаимодействия Ван-
дер-Ваальса не экранируется и согласно работе [39]
на больших расстояниях сила взаимодействия выхо-
дит на асимптотику

FvdW ≈ 4A1

27

a31a
3
2

R8

[(
7a′ − 8b′

R

)]
, (33)

где a′ = 2.45λ0/2π, b′ = 2.04(λ0/2π)
2. А электро-

статическое взаимодействие уже близко к значени-
ям, даваемым DLVO зависимостью (18). Поэтому на
больших расстояниях сила Ван-дер-Ваальса убывает
как R−8, а сила электростатического взаимодействия
убывает экспоненциально. Поэтому на расстояниях
R < 1/kD скорость убывания первой силы с ростом
R заметно выше, чем второй и они в конце концов
сравниваются. На расстояниях R ≫ 1/kD сила Ван-
дер-Ваальса опять начнет преобладать, что видно из
рис. 4, но на рис. 3 из-за большого радиуса экраниро-
вания это произойдет вне нарисованной области, где
силы уже становятся пренебрежимо малыми.

Сравнение различных методов вычисления силы
Ван-дер-Ваальса, проведенное на рис. 3 и 4 показы-
вает, что 1) геометрические факторы из работ [39]
и [40] приводят к практически не отличающимся
результатам; 2) учет запаздывания взаимодействия
приводит к заметному уменьшению силы взаимодей-
ствия; 3) предложенная в работе [22] схема вычисле-
ния силы взаимодействия работает достаточно хоро-
шо, но несколько завышает силу, что хорошо видно
из рис. 4. В работе [40], в отличие от [39], предложено
единое выражение для вычисления геометрического
фактора для всех расстояний, поэтому далее мы бу-
дем использовать данные из этой работы.

На рисунке 5 приведены зависимости полной
энергии взаимодействия при концентрации ионов
10−2 моль/л как суммы электростатического экра-
нированного и ван-дер-ваальсовского потенциалов,
которые рассчитаны на основе описанной выше
методики. На вставках рис. 5 показано поведение
потенциала взаимодействия вблизи потенциального
барьера между первичной и вторичной потенциаль-
ными ямами. Потенциальный барьер и вторичная
потенциальная яма (или ее отсутствие) наблюдают-
ся на разном расстоянии (разные масштабы по оси

Рис. 4. (Цветной онлайн) Аналогичные приведенным
на рис. 5 зависимости силы при np = nn = 10−2 моль/л.
Остальные обозначения как на рис. 5

ординат). Согласно используемой модели глубина
первичной потенциальной ямы бесконечна, следова-
тельно коагуляция в первичной потенциальной яме
будет всегда необратимой.

Важно отметить, что согласно рис. 5, во всех рас-
смотренных случаях потенциальный барьер между
первичной и вторичной потенциальными ямами от-
носительно высок, его высота уменьшается с ростом
концентрации электролита (рис. 6) и сильно зависит
от размеров частиц (рис. 5).

На расстоянии L ≈ 20 нм на 2-й вставке на рис. 5
наблюдается минимум для всех рассмотренных раз-
меров наночастиц. Следовательно, на расстояниях
L > 20 нм между наночастицами будет действо-
вать сила притяжения, что может привести к та-
ким эффектам, как появление поверхностного на-
тяжения и формирование слабосвязанных ван-дер-
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Зависимости суммарного
(электростатического и Ван-дер-Ваальсовского) потен-
циала взаимодействия при φ10 = φ20 = 18 мВ, a2 =

= 100 нм, np = nn = 10−2 моль/л: —— – a1 = 100 нм,
– · – – a1 = 50 нм, – ·· – – a1 = 25 нм, – – – a1 = 10 нм

Рис. 6. (Цветной онлайн) Зависимости суммарного
(электростатического и Ван-дер-Ваальсовского) потен-
циала взаимодействия при φ10 = φ20 = 18 мВ, a1 =

= a2 = 100 нм: —— – np = nn = 10−3 моль/л, – –
– 2 × 10−3 моль/л, – · – – 5 × 10−3 моль/л, – ·· – –
10−2 моль/л

ваальсовских комплексов из наночастиц. Глубина
этой ямы уменьшается по мере уменьшения концен-
трации электролита и при np = nn < 10−3 моль/л
полностью исчезает. При этом потенциал взаимодей-
ствия монотонно сходится к DLVO потенциалу (19).
Следовательно, между наночастицами на больших
расстояниях при малых концентрациях электролита
имеет место только отталкивание.

При np = nn = 10−2 моль/л дебаевский радиус со-
ставляет 3.1 нм, поэтому на расстояниях, где наблю-
дается потенциальная яма на рис. 5 и 6, потенциаль-

ная энергия ионов много меньше тепловой энергии,
поэтому линеаризация распределений Больцмана в
уравнении Пуассона (1) физически обоснована. Так-
же при L≪ λ0 (для водных растворов λ0 ≈ 99.26 нм)
эффекты запаздывания малы и практически все ис-
пользуемые приближения на расстояниях L ∼ 20 нм
приводят к одинаковым значениям силы Ван-дер-
Ваальса (см. рис. 3 и 4). Поэтому мы можем сде-
лать вывод, что наблюдаемая яма в суммарном по-
тенциале при концентрации электролита от 10−2 до
10−3 моль/л не лишена физического смысла.

5. Заключение. Рассмотрено взаимодействие
между наночастицами, включающее только две
составляющие: электростатическое отталкивание и
притяжение Ван-дер-Ваальса. Электростатическое
отталкивание рассчитывается на основе линеа-
ризованного уравнения Пуассона–Больцмана для
частицы с фиксированным электрическим потенциа-
лом границ раздела (постоянные дзета-потенциалы).
Получено точное решение задачи как для одина-
ковых частиц, так и для частиц разного размера.
Для взаимодействия Ван-дер-Ваальса проведено
сравнение хорошо известных в литературе моделей.
Суммарная энергия взаимодействия двух частиц
рассчитывалась для диапазона возможных разме-
ров от 1 до 103 нм и концентраций ионов от 10−2

до 10−6 моль/л. Показано, что для всех размеров
наночастиц высота потенциального барьера между
первичным и вторичным минимумами относительно
велика (при комнатной температуре порядка 10kBT ,
kB – постоянная Больцмана). Высота уменьшается
с концентрацией электролита и сильно зависит
от соотношения размеров наночастиц в паре. При
концентрации электролита от 10−2 до 10−3 моль/л
обнаружено образование потенциальной ямы на
расстояниях порядка L ∼ 20 нм. Это указывает
на то, что на расстояниях L > 20 нм между на-
ночастицами будет действовать сила притяжения
вследствие превышения силы Ван-дер-Ваальса над
силой экранированного электростатического оттал-
кивания, что может привести к таким эффектам,
как поверхностное натяжение и формирование
слабосвязанных ван-дер-ваальсовских комплексов
из наночастиц.
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поддержке Российского научного фонда (проект
# 22-22-01000, А. В. Филиппов), проектов NanoPaInt
Marie Curie, ЕС и MAP EVAPORATION, Европей-
ское космическое агентство (В. М. Старов).
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