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Исследована возможность распространения плоской уединенной электромагнитной волны в
плоскости квадратной двумерной сверхрешетки на основе графена под различными углами к ее
осям. Получено нелинейное уравнение, описывающее векторный потенциал уединенной электро-
магнитной волны для случая слабой неаддитивности энергетического спектра носителей заряда в
бесстолкновительном приближении. Показано, что распространение плоских уединенных волн
возможно либо вдоль осей сверхрешетки, либо под углом 45∘ к ним.
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ВВЕДЕНИЕ

В последние годы получили развитие мно-
гочисленные исследования физических свойств
структур на основе графена, в частности в опти-
ке графеновых сверхрешеток (ГСР). Несмотря на
то, что на сегодняшний день существуют опре-
деленные технологические сложности и ограни-
чения в изготовлении графеновых сверхструктур,
активно ведутся теоретические и эксперимен-
тальные исследования как одномерных [1–8], так
и двумерных (2D) [9–16] ГСР и получено боль-
шое количество интересных результатов. Несо-
мненно, в недалеком будущем графеновые сверх-
структуры будут иметь важное практическое зна-
чение для генерации и усиления электромагнит-
ных волн, в частности сверхкоротких уединен-
ных электромагнитных волн (УЭВ) [17, 18]. В по-
следнее время возник интерес к 2D ГСР, образуе-
мой периодически чередующимися в шахматном
порядке прямоугольными областями диоксида
SiO2 и карбида кремния SiC. В отличие от карби-
да кремния, диоксид кремния не влияет на энер-
гетический спектр графена, в то время как кар-
бид кремния вызывает появление в его спектре
запрещенной зоны («щели») шириной приблизи-

тельно 0.26 эВ и вследствие чередования участ-
ков щелевой и бесщелевой модификаций графе-
на возникает минизонный спектр. Модельный
энергетический спектр такой 2D ГСР исследован
в [5], а в работах [14–16] рассмотрены особен-
ности распространения УЭВ. В статье [16] изуче-
но взаимодействие плоских УЭВ, распространя-
ющихся вдоль осей квадратной ГСР во взаимно
перпендикулярных направлениях. В настоящей
работе исследована возможность распростране-
ния плоской УЭВ вдоль произвольно выбранных
направлений для квадратной 2D ГСР.

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Спектр 2D ГСР, состоящей из чередующихся

в шахматном порядке прямоугольных областей
щелевого и бесщелевого графена, в одномини-
зонном приближении имеет вид [5]

ε
(︀

p⃗
)︀
= ±

⎯⎸⎸⎷∆2
0 + ∆

2
1 (1 − cos(pxd1))+

+∆2
2
(︀
1 − cos(pyd2)

)︀ , (1)

где px, py — проекции квазиимпульса электрона
на оси СР, d1, d2 – периоды 2D ГСР (здесь и да-
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лее ℏ = 1). Непараболичность спектра двумерной
графеновой сверхрешетки влечет за собой появ-
ление нелинейных свойств, в частности возмож-
ность распространения в ней УЭВ.

Эволюция УЭВ описывается уравнением
д’Аламбера для векторного потенциала

∂2A⃗
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4π
c
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)︀
= 0, (2)

где V = cχ−1/2 — скорость электромагнитной вол-
ны в отсутствии электронов, χ — эффективная
диэлектрическая проницаемость среды. Вектор-
ный потенциал связан с напряженностью элек-
трического поля E⃗ = − (1/c) ∂A⃗/∂t. При решении
задачи мы выбираем кулоновскую калибровку
векторного потенциала, а также пренебрегаем
столкновениями.

Плотность электрического тока определяется в
виде
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где n
(︀
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— функция распределения электронов,
υ
(︀

p⃗
)︀
= (∂ε/∂px, ∂ε/∂py) — скорость электронов.

Разлагая скорость электронов в двумерный ряд
Фурье и предполагая электронный газ невырож-
денным, имеем выражение для плотности тока
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где n0 — концентрация 2D электронов, а — тол-
щина графена, ϕ⃗ = e
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Cnm вычисляется аналогично Bnm посредством
разложения в ряд Фурье проекции скорости
электронов на ось y.

В дальнейшем ограничимся частным случаем
квадратной решетки d1 = d2 = d, ∆1 = ∆2 = ∆.
В этом случае Bnm = Cnm.

В общем случае решение уравнения (2) с уче-
том плотности тока в виде (4) возможно толь-
ко численно. Компоненты плотности тока вдоль
осей x и y в общем случае отличны от нуля и ре-
зультирующий вектор плотности тока сложным
образом зависит от координат и времени. Одна-
ко можно показать, что в рассматриваемом нами
случае квадратной симметричной сверхрешетки
существуют такие значения угла θ между осью х
и направлением распространения волны, при ко-
торых направление вектора плотности тока не бу-
дет меняться относительно направления вектор-
ного потенциала и, более того, совпадет с ним.
В этом случае возможно введение новой систе-
мы координат, в которой одна из координатных
осей совпадает с направлением вектора плотно-
сти тока, что автоматически означает равенство
нулю перпендикулярной компоненты плотности
тока в этой, новой системе координат. Тем самым
возможно сведение (2+1)-размерной задачи к од-
номерной (1+1).

Выберем направление распространения плос-
кой УЭВ под углом θ к оси x и обозначим его
x′. Вследствие симметрии системы будем рас-
сматривать углы θ, находящиеся в первой чет-
верти квадранта. Геометрия задачи приведена на
рис. 1. Перейдем к одномерному случаю, спро-
ецировав (2) на ось y′ и с учетом ϕ = ϕy′ = edA/c,
ϕx′ = 0, ω2

0 = 2πe2n0∆
2d2

⧸︀
c2∆0, получим
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Рис. 1. Геометрия задачи.
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Здесь проекция плотности тока на ось y′ по-
лучена при помощи проекций плотности тока на
оси x и y

jy′ = − jx sin θ + jy cos θ. (6)

Связь между компонентами векторного потен-
циала в нештрихованной и штрихованной си-
стемах координат задается следующим образом:
ϕx cos θ = −ϕy sin θ, ϕx = −ϕ sin θ, ϕy = ϕ cos θ.

Проекция уравнения (2) на направление рас-
пространения плоской УЭВ, на ось x′, приво-
дит к условию jx′ = 0. В нашем случае вектор-
ный потенциал и плотность тока сонаправлены
и перпендикулярны направлению распростране-
ния плоской волны. Проекцию плотности тока
на ось x′ также удобно выразить через проекции
плотности тока на оси x и y

jx′ = jx cos θ + jy sin θ. (7)

Из условия jx′ = 0, имеем

− cos θ
∞∑︁

n=1

∞∑︁
m=−∞
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×sin
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∞∑︁
n=1

∞∑︁
m=−∞

Bnm×

× sin
(︀
nϕ cos(θ)) cos(mϕ sin(θ)

)︀
= 0. (8)

Равенство (8) выполняется при произвольных
φ при определенных значениях угла θ, соответ-
ствующих направлению распространения волны
под углами 0∘ и 45∘ к осям ГСР. Таким образом,
уравнение (5) описывает векторный потенциал
плоской УЭВ, распространяющейся в квадрат-
ной ГСР под углами 0∘ и 45∘ к ее осям.

Рассмотрим случай слабой неаддитивности
энергетического спектра, при котором можно
ограничиться первыми слагаемыми в (5)

∂2ϕ

∂t2 − V2 ∂
2ϕ

∂x′2
+ ω2

0

(︂
B10 sin(ϕ sin θ)

(︁
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+
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+
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B10
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)︁
cos θ

)︂
= 0. (9)

Выполним переход к безразмерным перемен-
ным η = x′ω0/V, τ = tω0 и введем обозначение
β = 2B11/B10. Окончательно получим:

∂2ϕ

∂τ2
−
∂2ϕ

∂η2 +sin θ sin
(︀
ϕ sin θ

)︀ (︀
1 + β cos(ϕ cos θ)

)︀
+

+ cos θ sin
(︀
ϕ cos θ

)︀ (︀
1 + β cos

(︀
ϕ sin θ

)︀)︀
= 0. (10)

В случае, когда θ = 0 или θ = π/2, урав-
нение (10) соответствует уравнению си-
нус–Гордона, а при выполнении условия

θ = π/4 уравнение (10) принимает вид уравнения
двойной синус–Гордона [14]. Таким образом,
уравнение (10) описывает все возможные случаи
распространения плоских уединенных волн в
2D симметричной квадратной ГСР (обобщенное
уравнение синус–Гордона).

Будем искать решение уравнения (10) в
виде бегущей волны, вводя переменную

ξ =
(︀
η − u

V τ
)︀⧸︁√︁

1 − u2

V2 , где u – скорость кин-

ка. После преобразований имеем

ϕ
′′
ξξ = sin θ sin(ϕ sin θ)

(︀
1 + β cos(ϕ cos θ)

)︀
+

+ cos θ sin(ϕ cos θ)
(︀
1 + β cos(ϕ sin θ)

)︀
. (11)

Умножая обе части уравнения на производ-
ную ϕ′

ξ
и далее однократно интегрируя, получим

dϕ
dξ
=

[︂
2
(︁

C − cos
(︀
ϕ sin θ

)︀
−

− cos
(︀
ϕ cos θ

)︀ (︀
1 + β cos

(︀
ϕ sin θ

)︀)︀ )︁]︂1/2

. (12)

Константа С определяется из соображений ра-
венства нулю производной потенциала приϕ = 0.

Фазовые портреты системы при различных
значениях угла θ показаны на рис. 2 и 3. Жир-
ные линии соответствуют сепаратрисам. Мы ви-
дим, что для значений углов θ = 0 и θ = π/4
фазовые траектории системы, соответствующие
сепаратрисам, разделяющим области финитно-
го (колебательного, если обратиться к аналогии
маятника) и инфинитного (вращательного) дви-
жений, соответствуют существованию уединен-
ных волн [19]. В случае углов θ, отличных от 0,
π/4 и π/2, соответствующие фазовые траектории
не имеют периодического вида, как показано на
рис. 3. Жирными линиями на рис. 3 показаны фа-
зовые кривые, соответствующие уравнению (9),
при начальном условии ϕ′

ξ=0 = 0. Анализ фазово-
го портрета показывает, что данные фазовые кри-
вые не разделяют области финитного и инфинит-
ного движений и, следовательно, не являются се-
паратрисами и поэтому, как и следовало ожидать,
не могут задавать условия существования плос-
ких уединенных волн вдоль соответствующих на-
правлений относительно осей ГСР. Таким обра-
зом, плоские УЭВ в квадратной 2D ГСР могут
распространяться лишь в направлениях главных
осей или диагонали квадратной ГСР.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Исследована задача о возможности распро-

странения плоских УЭВ в плоскости 2D ГСР под
различными углами к ее осям. Получено обоб-
щенное уравнение синус–Гордона, описываю-
щее распространение уединенного электромаг-
нитного импульса вдоль определенных направ-
лений в плоскости квадратной 2D ГСР со слабой
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Рис. 2. Фазовый портрет системы при θ = 0 (сплошные линии) и θ = π/4 (пунктирные линии). Жирные линии
соответствуют сепаратрисам.
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Рис. 3. Фазовый портрет системы при θ = π/8 (сплошные линии) и θ = π/6 (пунктирные линии).

неаддитивностью энергетического спектра в бес-
столкновительном приближении. Исследованы
фазовые портреты, соответствующие его реше-
нию и проанализированы условия существова-
ния УЭВ в рассматриваемой ГСР. На основании
полученных результатов сделан вывод о том, что
плоская УЭВ способна распространяться лишь
под углами 0∘ и 45∘ осям квадратной ГСР.
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On the possibility of propagating a solitary electromagnetic wave

in arbitrary directions in the plane of a two-dimensional graphene-based

superlattice
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The possibility of propagation of a plane solitary electromagnetic wave in the plane of a square two-
dimensional graphene-based superlattice at various angles to its axes is investigated. A nonlinear equation
describing the vector potential of a solitary electromagnetic wave is obtained for the case of weak
nonadditivity of the energy spectrum of charge carriers in the collisionless approximation. It is shown that
the propagation of plane solitary waves is possible either along the axes of the superlattice or at an angle of
45∘ to them.

Keywords: solitary electromagnetic waves, solitons, graphene, two-dimensional superlattices, sine-Gordon
equation, double sine-Gordon equation.
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