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ВВЕДЕНИЕ
Тромбоз сосудов — серьезное, трудно поддающее-

ся лечению и часто приводящее к летальному исходу 
заболевание. Основным методом лечения тромбоза 
является введение специальных препаратов (тромбо-
литиков) для растворения тромбов и восстановления 
кровотока. Однако внутри тромботических сосудов, 
где кровоток остановлен, распространение тром-
болитических препаратов возможно только путем 
диффузии. Многообещающий метод решения этой 
проблемы был предложен и запатентован в работах 
[1,2]. Метод основан на введении наноразмерных 
магнитных частиц, растворенных в ферромагнитной 
жидкости [3—6], в тромботические сосуды. Затем 
на это место воздействует переменное магнитное 
поле, генерируемое внешним электромагнитом. Под 
воздействием этого поля частицы начинают дви-
гаться в направлении вращения и поступательного 
движения, передавая движение жидкости-носителя. 
Это приводит к появлению циркулирующего тока 
в кровеносных сосудах, который способствует сме-
шиванию жидкости-носителя с вводимым тромболи-
тическим средством. В результате доставка препарата 
к месту тромбоза становится более эффективной.

Одним из важных аспектов, которые требуют 
дальнейшего изучения, является влияние тромба 
на генерируемые течения в бесконечно длинном 
канале с каплей феррожидкости в зависимости 

от конфигурации внешнего магнитного поля. В суще-
ствующих теоретических моделях [2,7,8] этот аспект 
не был учтен. В работах [7,8] мы провели теорети-
ческий анализ течений в системах со сферически-
ми частицами, которые подвергаются воздействию 
сильно неоднородного вращающегося поля. Экспе-
риментально было показано, что эти течения могут 
возникать в системах с большим градиентом напря-
женности поля и пространственно неоднородным 
распределением частиц [10].

Мы в данной работе представляем теоретическую 
модель циркуляционного течения, которое возникает 
внутри канала, моделирующего кровеносный сосуд. 
В канале находится жидкость без магнитных свойств 
(с вязкостью воды), в которой рядом с тромбом содер-
жится облако феррожидкости с пространственно не-
однородным распределением магнитных частиц. Цель 
работы — изучить влияние конфигурации магнитного 
поля на течения в канале, а также рассмотреть другую 
реологию несущей среды. Воздействие на систему 
переменного градиентного поля обеспечено при-
ложенными к каналу двух соленоидов, работающих 
по разным тригонометрическим законам. Иссле-
дования, проведенные в данной работе и в [7,8,9], 
позволят определить оптимальную конфигурацию 
магнитного поля и других физических характеристик 
системы для практического применения магнитного 
метода интенсификации растворения тромба.
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Разработана теоретическая модель и метод ее аппроксимационного анализа для изучения циркуляци-
онных течений, возникающих в канале с неоднородным переменным вращающимся магнитным полем. 
В этом канале находится немагнитная жидкость, в которую инжектируется облако феррожидкости, 
частицы которой распределены по Гауссовому закону вдоль канала. Предполагается, что правый конец 
канала блокирован, чтобы моделировать тромбированный сосуд. Главная цель исследования заключается 
в развитии научной основы для повышения эффективности транспорта тромболитических препаратов 
в тромбированных кровеносных сосудах с помощью магнитного воздействия.
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ОСНОВНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ 
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Для упрощения математических вопросов мы 
будем использовать модель полубесконечной пло-
ской щели вместо цилиндрического канала. В этой 
модели щель заполнена немагнитной ньютоновской 
жидкостью. Важно отметить, что переход к цилин-
дрическому каналу не создает серьезных трудностей, 
но усложняет вычисления и затрудняет их понимание. 
На рис. 1 показана модельная система, которую мы 
исследуем. Правый конец щели закрыт непрони-
цаемой стенкой, которая моделирует тромб. Вбли-
зи стенки в щели находится облако растворимой 
феррожидкости

Здесь мы рассмотрим пример неоднородного вра-
щающегося магнитного поля, создаваемого двумя 
соленоидами, как показано на рис. 1, варьируя кон-
фигурацию по сравнению с [8].

Предполагается, что расстояние от оси щели до со-
леноидов много больше толщины щели l и характер-
ного размера облака. Вязкость несущей жидкости 
вне облака и эффективная вязкость среды внутри 
облака феррожидкости практически одинаковы. Эта 
оценка точна, если объемная концентрация частиц 
в капле не превышает всего 1 %. В нулевой момент 
времени начальная концентрация частиц полагается 
равной Φ0(x, z). Самый простой подход к упрощению 
вычислений — использование двумерной модели, 
в которой все физические величины зависят от време-
ни, координат z и x. Наконец, мы предполагаем, что 
магнитное поле достаточно сильное, чтобы позволить 
зеемановскому энергетическому взаимодействию 
между каждой наночастицей и полем быть намного 
выше, чем тепловая энергия системы. Следовательно, 
мы упустим из виду броуновское вращение частиц.

Если предположить, что соленоиды создают не-
однородное переменное поле с частотой ω , то сум-
марное поле в точке x и z будет иметь вид:

H H x z t H x z tx x x= ( ) - ( )01 02, ,cos sinω ω ,    (1)

H H x z t H x z tz z z= ( ) - ( )01 02, ,cos sinω ω .

Здесь H01, H02 — амплитуды полей, создаваемых 
соленоидами с номерами 1—2 на рис. 1. Формула (1) 
означает, что северный полюс соленоида 1 находится 
напротив северного полюса соленоида 2. Соленоиды 
создают переменные поля, колеблющиеся по раз-
ным гармоническим законам. Амплитуды H01, H02 
могут быть определены из стандартных результатов 
расчетов полей, генерируемых соленоидами. Явные 
соотношения для них даны в Приложении.

В приближении механики сплошной среды урав-
нение течения жидкости с феррочастицами может 
быть записано в виде (см., например, [12,13]):
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Здесь ∆ = ∂
∂

+ ∂
∂
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2

2x z
 оператор Лапласа, Γ -  мо-

мент магнитных сил, действующих на единичный 
объем жидкости, θ  — угол между направлением 
магнитного момента m  частицы и осью Oz, проил-
люстрированной на рис. 1; µ π0

74 10= ⋅ - Гн м/  — 
магнитная проницаемость вакуума; М — намагни-
ченность материала частицы; 

  

F M H= ⋅ ∇( )µ0Φ � – 
пондеромоторная сила, действующая на единичный 
объем жидкости в неоднородном магнитом поле Н; 






M m V M M= =/ p � � �, ,; Vp -  объем частицы. Величина 
1
2

′Γ  в (1) — антисимметричное напряжение, возни-
кающее в феррожидкости из-за действия момента 
сил ��Γ [12,13].

Граничные условия для уравнения (1) запишутся 
как:

v v z lx z= = =0 0при , � ,

v v xx z, → → ∞0 � �при ,                     (3)

� � �v v xx z, = =0 0при .

В рамках «не броуновского приближения» урав-
нение для угла θ  представим в виде [13]
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Расчеты [10,11] показывают, что для реалистиче-
ских условий слагаемое 1
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сравнению с двумя другими. Очевидно, по порядку 
величины будет выполняться отношение ∂

∂
θ ω
t

~ . 
Тогда, из (4) получаем оценку Г ~ 6η ωΦ . Учитывая, 
что характерный размер облака, инжектированного 
в канал, в поперечном к его оси направлении не может 
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Рис. 1. Иллюстрация рассматриваемой системы. Рас-
стояния от соленоидов до центра облака одинаковые.
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быть больше соответствующего размера канала l, про-
изводная ∂

∂z
Г  может быть оценена так ∂

∂z
lГ Г/~ . 

В экспериментах как правило ω ~ 10c-1, для оценки 
вязкости несущей жидкости учтем, что она пример-
но равна вязкости воды η ~ 10 3-  Па с⋅ . Необходимо 
здесь отметить, что в рамках предлагаемого подхода 
учет неньютоновости крови потребует более громозд-
ких численных расчетов, поэтому это будет рассматри-
ваться в перспективных исследованиях. Кровеносные 
сосуды, вероятнее всего, подвержены риску тромбиро-
вания, если они имеют диаметр порядка нескольких 
миллиметров. Таким образом, по порядку величины 
∂
∂z

lГ / Па/м~ ~6 60η ωΦ Φ . Очевидно, в продольном 
к оси канала направлении размер облака может быть 
больше, чем толщина канала, следовательно, должно 
выполняться условие ∂

∂
< ∂

∂x z
Г Г .

Оценим сейчас величину плотности пондеромо-
торной силы F . В медико-биологических приложе-
ниях как правило используются частицы окислов 
железа — магнетита или маггемита. Их преимуще-
ства: доступность, достаточно высокие магнитные 
характеристики и, главное, биосовместимость. Для 
этих частиц намагниченность насыщения материала 
M А м~ /5 105⋅  A/м (см., например, [14]). В эксперимен-
тах обычно используются поля с напряженностью 
Н А м~ /5 104⋅  A/м. Характерный линейный масштаб из-
менения поля в области облака феррожидкости по по-
рядку величины определяется ее расстоянием а до со-
леноидов. Учитывая, что эти соленоиды должны на-
ходиться вне тела пациента, можно допустить, что это 
расстояние будет порядка десяти сантиметров. Отсю-
да F ~ 4π · Φ · 10−7 · 5 · 105 · 5 · 104/10−1 Па/м ~ 105 Па/м. 
Тогда плотность пондеромоторной силы F  для ти-
пичных ситуаций получается намного больше плот-
ности сил ∂

∂
∂
∂x z

Г Г, � �  антисимметричных напряже-
ний. Поэтому эти слагаемые можно не учитывать 
в уравнениях (2).

По порядку величины характерное время инерци-
онной релаксации жидкости в щели шириной l может 
быть оценено как l2ρ/η. Для жидкости со свойствами, 
близкими к свойствам воды, заполняющей щель 
с шириной l ~ 1—2 мм (что соответствует диаметру 
кровеносных сосудов, чье тромбирование опасно для 
здоровья и жизни человека) это время порядка 1с. 
Поэтому здесь мы пренебрежем коротким периодом 
инерционного перехода от состояния покоя жидко-
сти к ее течению, пренебрегая в (2) производной ∂

∂
v
t
i .

Учитывая все вышесказанные приближения, урав-
нения течения в канале запишем в квазистационар-
ном виде

-∇ + ∆ + =p Fη ν


� 0, div


v = 0               (5)
с граничными условиями (3).

Плотность пондеромотороной силы 


F  можно 
записать как:

  



F M H

x z
H

= ⋅ ∇( ) =

= ⋅ ∂
∂

+ ∂
∂





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µ

µ θ θ

0

0

Φ

ΦM sin cos .�            (6)

Из уравнения (4) с учетом явного вида магнит-
ного момента Г, приведенного в (2), получается, что 
по порядку величины характерное время τθ релак-
сации угла θ должно быть оценено так: τθ ~ η/µ0MH. 
Подставляя сюда записанные выше оценки для η, M 
и H, получаем τθ ~ 10-6 c. При частоте поля ω ~ 10c-1, 
время τθ намного меньше периода поля 2π/ω. Тогда 
можно считать, что в любой момент времени вектор 


M  почти параллелен вектору 


H . Это дает возмож-
ность использовать следующую аппроксимационную 
форму формулы (6):
   

F M H
H
H x

H

H z
Hx z= ⋅ ∇( ) = ⋅ ∂

∂
+ ∂

∂






µ µ0 0Φ ΦM , (7)

H H Hx z= +2 2 .

Далее удобно записать функцию тока Ψ так что

v
z

v
xx z= ∂

∂
= - ∂

∂
Ψ Ψ, .� � � � �                    (8)

Отметим, что при таком виде записи компонент 
скорости v , условие несжимаемости div



v = 0  вы-
полняется автоматически.

Взяв ротор от обеих частей первых двух уравне-
ний (2) и имея ввиду (7), а также уравнение rot



H = 0, 
после нетрудных выкладок получаем

∆ Ψ2 = ( )G x z t, , ,

G x z t
M

z x x
H

z
, ,( ) = ∂

∂
⋅ ∂

∂
- ∂

∂
⋅ ∂

∂

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
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η
0 H Φ Φ , (9)
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2 2
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4
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∂
+ ∂

∂ ∂
+ ∂

∂x x z z
.

Граничные условия (3) перепишем так:

z=0, l ∂
∂

= ∂
∂

=Ψ Ψ
x z

0 ,

x=0 ∂
∂

= ∂
∂

=Ψ Ψ
x z

0 ,                     (10)

x
x z

→ ∞ ∂
∂

= ∂
∂

→� � � Ψ Ψ
0 .

Последнее условие (10) вместе с соотношением 
∂
∂

=Ψ
x

0  при z=0, l говорит, что на границах канала 
функция тока Ψ не зависит от продольной координа-
ты х, т. е. равна константе. Так как заданное значение 
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этой величины не имеет физического смысла, тогда 
занулим его. Это условие может быть переписано как

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �z l
z

x= = ∂
∂

= → ∞ →0 0 0 0, , ;Ψ Ψ Ψ . (11)

В работе [7] продемонстрировано, что для изучае-
мых систем характерное время магнитофоретического 
передвижения магнитных наночастиц с диаметром 
15—20 нм на дистанции, сравнимые с шириной канала, 
составляет порядка 140 часов, что намного превыша-
ет времена, представляющие интерес с точки зрения 
транспортировки тромболитиков. Диффузионное 
передвижение частиц на эти дистанции тоже требу-
ет около ста часов. Исходя из этого, далее мы будем 
считать, что объемная концентрация Ф частиц со вре-
менем не изменяется и равна начальному значению.

Формула (9) содержит производные четвертого 
порядка от функции Ψ по координатам. Точные ана-
литические решения такого рода уравнений пока 
не известны. Численное же решение также сталкива-
ется с трудно преодолимыми сложностями; надежные 
программы решения таких уравнений нам не известны. 
Поэтому в этой работе будем использовать идею мето-
да склеивания асимптотического разложения, смысл 
которого заключается в склеивании решений (9—11), 
получаемых в различных участках течения в канале.

Сначала рассмотрим участок канала далеко 
от тромба, на расстояниях, сильно превышающих 
ширину l канала и характерный размер облака фер-
рожидкости. На этом участке линейный масштаб 
изменения скорости течения вдоль продольной оси 
х намного превышает изменение в поперечном на-
правлении вдоль оси z. Поэтому формулу (9) с гра-
ничными условиями (11) запишем в виде

∂
∂

= ( )
4

4z
G x z tΨ , , ,                     (12)

z l
z

x= = ∂
∂

= → ∞ →0 0 0 0, , ;� � � � � � � � � � � � � � � � � �Ψ Ψ Ψ .

Запишем решение Ψ0 этого уравнения:

Ψ0
3 21

6
1
2

= ( ) + +J z Az Bz ,              (13)

∂
∂

= ( ) + +
Ψ0 21

2z
I z Az Bz ,

где

J x z t G x z t dz dz dz dz
z z z z

, , , , ,( ) = ( )′ ′∫ ∫ ∫ ∫
0 0 0 0

1 2 3

3 2 1

I x z t
J
z

G x z t dz dz dz
z z z

, , , ,( ) = ∂
∂

= ( )′ ′∫ ∫ ∫
0 0 0

1 2

2 1

,    (14)

A
l

J l lI l= ( ) - ( )





12 1
23

, B
l

lI l J l= ( ) - ( ) 
2

3
2

.

Рассмотрим сейчас поведение функции тока Ψ 
прямо рядом с тромбом, т. е. при x → 0 , для этого 
разложим функцию Ψ в ряд около точки x=0:

Ψ Ψ Ψ Ψ= ( ) + ′ + ′′ + …0
1
2

2x x , (15)

здесь штрихи означают производные по х при x=0. 
Граничное условие (10) ∂

∂
=Ψ

z
0  при x=0 говорит 

о том, что на «тромбе» функция Ψ x z=( )0, �  не за-
висит от координаты z. Поскольку при z l= 0,  ра-
ботает граничное условие Ψ = 0 , то это означает, 
что Ψ х =( ) =0 0 �.  Условие ∂

∂
=Ψ

x
0  при x=0 означа-

ет, что ′ =Ψ 0.  Вследствие чего, первым ненулевым 
слагаемым в разложении (15) будет слагаемое 1

2
2′′Ψ x . 

Исходя из этого, запишем функцию Ψ в экстрапо-
ляционном виде, удовлетворяющей граничным ус-
ловиям задачи

Ψ
Ψ

Ψ
=

( ) <

( ) >

α α

α

x x z t x

x z t x

2
0

2

0
2

1

1

, , ,

, , ,

� � �

� � �

/

/
            (16)

где α — коэффициент, который определяется из ус-
ловия лучшего соотношения формулы (16) диф-
ференциальному уравнению (9). Данное условие 
сформулируем следующим образом. Введем функцию

L G x z t dzdx
l

α( ) = - ( )





∞

∫ ∫0 0

2 2
∆ Ψ , ,        (17)

и выберем α, дающее минимальное значение L. Идей-
но такой метод похож на классический вариацион-
ный метод Онсагера определения термодинамичеких 
функций в жидких кристаллах [15,16].

Перепишем (17) в виде

L x G x z t dzdx

G x z

l

l

α αα

α

( ) = ∆ ( ) - ( )
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
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2 2
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2
0

Ψ

∆ Ψ

, ,

, ,tt dzdx( )





2
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Из этого получим формулу для определения α, 
которую можно решить численно:
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s x G x dz
l

2
0

2 2
0( ) = ( )∫ ∆ Ψ ,                 (19)

s x G dz
l

3
0

2( ) = ∫ , s x G x z t dzdx
l

4
0

2
0

2( ) = - ( )



∫ ∆ Ψ , , .

Для примера рассмотрим случай, когда профиль 
объемной концентрации феррочастиц не зависит 
от поперечной координаты z и имеет форму распре-
деления Гаусса вдоль оси х:

Φ Φ= -
-( )











0 0
2

2
exp

x x

σ
.                (20)

где дисперсия σ  учитывает характерный размер обла-
ка; х0 — координата его центра (расстояние от центра 
облака до тромба). Физически распределение (20) 
может соответствовать случаю, когда в канал внедря-
ется облако растворимой феррожидкости с размером 
больше, чем ширина канала l; после внедрения облако 
немного расплывается вдоль продольной оси х. Тогда

G x z t
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z x
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z
x z tH , , . 

(21)

Функции J и I, определенные в (14), сейчас име-
ют форму:

J z

M x x x x
Нdz
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Формула (19) c учетом (21) и (22) была решена 
числено и вычислен коэффициент α. Продольная 
компонента скорости 	течения феррожидкости в ка-
нале может быть найдена из (16) как

v
z

x
x z t

z
x

x z t

z
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∂ ( )
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       (23)

Результаты вычислений vx  показаны на рис. 2 и 3. 
Кривые посчитаны для частот 10 и 20 c-1 . Можно об-
ратить внимание на то, что увеличение частоты поля 
ведет к увеличению скорости течения феррожидкости. 
На рис. 1 показано, что около тромба ( ~ .0 011 мм ) 
скорость циркуляции достигает значения 0.09 мкм/c. 
Далеко от тромба ( ~ 11�мм ) (рис. 3) скорость растет 

до значений 240 мкм/c. На рис. 4 представлена зави-
симость скорости течения vx  от поперечной коорди-
наты z при фиксированной координате х. Получается, 
что если посчитать скорость в среднем, то скорость 
циркуляционных течений получается на несколько 
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Рис. 2. Продольная компонента скорости νx в зави-
симости от координаты x рядом с тромбом (x = 0) 
для различных частот ω при фиксированном z = l / 3. 
Кривая 1: ω = 10 c−1; кривая 2: ω = 20 c−1. Объемная 
концентрация частиц в центре капли Φ0 = 0.01; дис-
персия σ=1 см; характеристики магнита одинаковы 
для всех остальных: диаметр D=1см; ток I=8 А; вы-
сота h=1 см; количество витков N= 104; положение 
центра облака x0 = 1 мм, ширина канала l = 2 мм
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Рис. 3. Продольная компонента скорости νx в зави-
симости от координаты x вдали от тромба (x ~ 12 мм) 
для различных частот ω при фиксированном z = l/3. 
Параметры такие же, как и на рис. 3.

Рис.  4. Продольная компонента скорости νx в  за-
висимости от координаты z для различных времен 
t при фиксированном x = x0/2 и ω = 10 c−1. Кривая 
1: t = 1 c; кривая 2: t = 0.5 c . Остальные параметры 
такие же, как и на рис. 2.
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порядков выше, чем скорость диффузионного пе-
ремещения тромболитичесхих лекарств, оцененной 
в [2] как 0.8 мкм/с. Данные результаты подтверждают 
эффективность метода интенсификации транспорта 
лекарств в тромбированных сосудах с применением 
магнитной жидкости.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изученная модель создания циркуляцион-
ных течений в канале с немагнитной жидкостью 

оправдано использование линейного приближения 
(2) для описания течения жидкости.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского научного фонда (проект № 23-72-01012).

ПРИЛОЖЕНИЕ
Для расчета компонент амплитуды 



H01  поля 
в формуле (1), создаваемого соленоидом 1 на рис. 1 
применяется закон Био–Савара–Лапласа. В цилин-
дрических координатах он записывается так
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и с внедренным в нее облаком нанодисперсной маг-
нитной жидкости при воздействии неоднородного 
вращающегося магнитного поля, созданного двумя 
соленоидами. Правый конец канала предполагался 
непроницаемым (тромбированным). Результаты по-
казывают, что при такой конфигурации соленоидов, 
частоты и напряженности магнитного поля, а также 
при достаточно реалистических параметрах задачи, 
в канале около тромба генерируются циркуляцион-
ные течения с амплитудой скорости около 0.09 мкм/c. 
Такие потоки могут значительно усилить транспорт 
нейтральной молекулярной примеси (тромболи-
тического лекарства) в несущей среде сосуда, что 
подтверждает теорию, предложенную в работах [1,2] 
о перспективности метода создания магнитоиндуци-
рованных циркуляций в закупоренных кровеносных 
сосудах для ускорения транспорта лекарства.

Теперь обсудим возможность применения под-
хода малых чисел ​Рейнольдса и соответствующего 
ему уравнения (2). На рис. 2 видно, что скорость 
течения жидкости не превышает нескольких сотен 
микрометров в секунду. При таких скоростях, для 
канала диаметром около 1—2 мм, что соответству-
ет диаметру кровеносного сосуда (тромбирование 
которого опасно для здоровья и жизни человека), 
и с использованием вязкости воды, число Рейнольдса 
оказывается много меньше единицы. Исходя из этого, 

где I — ток в электромагните, h — его высота, — коли-
чество витков электромагнита, а расстояние от элек-
тромагнита до канала. Эта соотношение дает ком-
поненты поля для нижнего электромагнита, для 
верхнего электромагнита данные компоненты за-
писываются аналогично.
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