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ВВЕДЕНИЕ

Магнитные наночастицы активно применяют-
ся в магнитно-резонансной томографии, тканевой 
инженерии, хирургии и магнитно-индуцированной 
гипертермии при лечении рака и являются перспек-
тивным направлением развития биомедицины [1,2].

Находясь в естественных условиях, наночасти-
цы могут поглощаться клетками, в результате чего, 
располагаясь в ограниченном объеме клетки, ча-
стично или полностью теряют свои вращательные 
и трансляционные степени свободы и образуют 
конгломерат, который можно рассматривать как 
многогранульную частицу (МГЧ). Различное коли-
чество и пространственное распределение гранул 
внутри МГЧ приводят к изменениям ее реакции  
на приложенное магнитное поле. Анализ подобных 
особенностей чрезвычайно важен при разработке со-
временных методов биоинженерии и биомедицины.

Процессы формирования МГЧ, их биосовмести-
мость и реакция на магнитные поля были подробно 
изучены теоретически [3], экспериментально [2—7], 
а также с помощью методов компьютерного моде-
лирования [10—13]. В работе [12] были исследованы 
МГЧ с большим числом гранул (порядка 103), случайно 
распределенных внутри МГЧ. Было предложено опи-
сывать магнитные свойства МГЧ на основе теорети-
ческих аппроксимаций сплошной среды, но при этом 

учитывать размагничивающие эффекты, связанные 
с ограниченным объемом и формой МГЧ. Тестиро-
вание такого подхода на результатах компьютерного 
моделирования подтвердили его адекватность. В ра-
боте [14] была выведена аналитическая формула на-
магниченности «сплошной среды», сформированной 
из большого ансамбля суперпарамагнитных наноча-
стиц, обездвиженных в узлах кубической решетки. Эта 
теория основывается на методе вириального разло-
жения свободной энергии и учитывает межчастичные 
взаимодействия. Построенная теория хорошо согла-
суется с результатами компьютерного моделирования, 
которые также представлены в работе [14].

В настоящей статье с помощью компьютерно-
го моделирования методом Монте-Карло изучено 
влияние количества гранул на магнитный отклик 
МГЧ, гранулы в которой расположены в узлах ку-
бической решетки. Рассмотрены МГЧ, содержащие 
от 7 до 136 гранул. Кроме того, предложена теория 
намагниченности МГЧ, комбинирующая подходы, 
представленные в работах [12,14].

МОДЕЛЬ

Исследуемой моделью является МГЧ, внутри кото-
рой располагается N  магнитных гранул, зафиксиро-
ванных в узлах простой кубической решетки. Гранулы 
представляют из себя равномерно намагниченные 
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сферы с одинаковыми диаметром  d и магнитным 
моментом m. Предполагается, что энергия магнитной 
анизотропии гранул сравнима с тепловой энергией, 
вследствие чего магнитный момент может свободно 
вращаться внутри каждой гранулы.

Формирование МГЧ осуществляется по следую-
щему принципу: простая кубическая решетка с ре-
бром, состоящим из n гранул, помещается в сферу 
диаметра D dn= � , центр которой совпадет с центром 
выбранной решетки. Все гранулы, не попавшие це-
ликом внутрь сферы, отсекаются. В случае, когда n 
является нечетным, центр кубической решетки со-
впадает с центром гранулы. Подобное формирование 
частицы приводит к тому, что внутри сферы остается 
нечетное количество гранул. Системы с подобной 
архитектурой в дальнейшем будут называться не-
четными, в противном случае будем говорить, что 
система является четной. Процесс формирования 
МГЧ наглядно показан на рис. 1.

Приложенное магнитное поле 


H H= H  на-
пряженности H  направлено параллельно оси Oz,  
H = ( )0 0 1, ,  (рис. 2.). Поскольку все гранулы обез-
движены, полная потенциальная энергия системы 
характеризуется двумя слагаемыми:

U U U�= +m d,                             (1)

первое из которых описывает взаимодействие маг-
нитного момента гранулы с внешним магнитным 
полем, а второе описывает диполь-дипольные вза-
имодействия между i-ой и j-ой частицами:

U i m Hm i( ) = − ⋅( )µ0




,                      (2)
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где µ0  — магнитная проницаемость среды, mi  — 
вектор магнитного момента i-ой частицы, а 



r r rij ij ij=  
обозначает вектор, соединяющий центры i-ой и j-ой 
частиц длины rij ij=



r .
Введем также два безразмерных параметра, ко-

торые измеряют вышеупомянутые потенциалы, 
нормированные на тепловую энергию kBT: параметр 
Ланжевена α, характеризующий взаимодействие 
частицы с полем, и параметр диполь-дипольного 
взаимодействия λ, описывающий интенсивность 
магнитного взаимодействия двух гранул при их 
контакте:

α
µ

λ
µ
π

= =0 0
2

34

mH
k T

m

k TdB B

, � � .                 (4)

В данном исследовании будут рассмотрены сле-
дующие варианты распределения гранул по объему:

1. Нечетная система. Минимальное количе-
ство гранул, которое можно описать сферой при 
данной конфигурации — 7 (рис. 2а). Далее идут 
случаи 33 гранул (рис. 2б) и 123 гранул (рис. 2в) 
соответственно.

2. Четная система. Минимальное количество гра-
нул, которое можно описать сферой при данной кон-
фигурации — 8 (рис. 2г). Далее идут случаи 32 гранул 
(рис. 2д) и 136 (рис. 2е) гранул соответственно.

Рис. 1. Процесс формирования многогранульной частицы путем наложения сферы на кубическую решетку для 
четных (а) и нечетных (б) систем.
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КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
Как видно из данных, приведенных в табл. 1, опи-

санный выше алгоритм построения моделей приво-
дит к формированию систем с высокой объемной 
концентрацией φ, которая растет с увеличением 
числа гранул, расположенныхв МГЧ. Изменения 
объемной концентрации в различных образцах дела-
ют сравнительный анализ менее объективным, чем 
сопоставление систем с одинаковой концентрацией. 
Простейшим способом понижения объемной кон-
центрации и «выравнивания» МГЧ по концентрации 
является увеличение расстояния между гранулами 
и переход от плотного контакта к случаю равноуда-
ленных гранул. Процесс преобразования моделей 
наглядно показан на рис. 3.

Объемная концентрация гранул в частицах для 
случая неплотного контакта вычисляется по формуле:

Φ =
+ −( )( )

N

n n l1
3

,                        (5)

где l  — кратчайшее расстояние между соседними 
гранулами, нормированное на их диаметр. В настоя-
щей статье будут представлены результаты для МГЧ 
с концентрацией гранул φ = 0.1 и 0.2.

Компьютерное моделирование систем осущест-
влялось с помощью метода Монте—Карло, хорошо 
зарекомендовавшем себя в подобных задачах [15,16]. 
В качестве начального распределения магнитных 

моментов выбирались произвольные направления 
единичных векторов, после чего рассчитывалась 
полная потенциальная энергия системы. Далее маг-
нитный момент каждой из частиц поочередно изме-
нялся; состояние системы принималось согласно 
алгоритму Метрополиса. На каждом двадцатом шаге 
сохранялись текущие параметры системы. Программа 
завершала работу после сохранения 25000 измерений. 
В ходе моделирования исследовалась зависимость 
магнитного отклика МГЧ от таких параметров, как 
количество гранул N, расположенных внутри МГЧ, 
объемная концентрация образца φ, интенсивность 
диполь-дипольных взаимодействий λ и параметр 
Ланжевена α.

Статический магнитный отклик всей МГЧ опи-
сывался магнитным моментом M, нормированным 
на число гранул N, вычисляемым по формуле:

Таблица 1. Параметры многогранульных частиц, ког-
да гранулы находятся в плотном контакте. Объемная 
концентрация гранул внутри частицы φ в зависимо-
сти от числа гранул N.

Нечетная система Четная система
N φ N φ
7 0.259 8 0.125

33 0.264 32 0.148
123 0.358 136 0.265

Рис. 2. Внутренняя структура исследуемых многогранульных частиц. Случай 7 (а), 33 (б) и 123 (в) гранул, размещен-
ных в узлах кубической решетки, с гранулой, размещенной в центре частицы; случай 8 (г), 32 (д) и 136 (е) гранул, 
размещенных в узлах кубической решетки, центр которой совпадает с центром частицы. Во всех случаях внешнее 
магнитное поле H→ приложено вдоль оси Oz.
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M
N

i

N

it=
=
∑1

1

cos ,ω                         (6)

где …t — означает усреднение по всем шагам моде-
лирования, а  ωi i= ∠( )



m H,  — угол между магнит-
ным моментом i-ой частицы и внешним магнитным 
полем 



H .

АДАПТАЦИЯ ТЕОРИИ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 
К ОПИСАНИЮ НАМАГНИЧЕННОСТИ МГЧ

Одной из целей данного исследования является 
проверка возможности адаптации теории, описы-
вающей свойства сплошных сред для случая МГЧ 
с небольшим количеством гранул. Основой для срав-
нения с компьютерным моделированием послужит 
математическая модель статической намагничен-
ности большого ансамбля неподвижных суперпа-
рамагнитных наночастиц, расположенных в узлах 
простой кубической решетки [14].

В теории [14] предполагается, что образец имеет 
форму цилиндрической трубки, бесконечно вытя-
нутой вдоль направления магнитного поля. Данная 

форма используется для того, чтобы можно было 
избежать возникновения размагничивающих полей 
и считать внешнее поле 



Hext  равным магнитному 
полю внутри образца 



H int. Рассматриваемые в на-
стоящей статье МГЧ имеют сферическую форму, 
поэтому в системе присутствуют эффекты размагни-
чивания, учет которых осуществляется по формуле:

  

H H M Hext int int= + ( )1
3

,                 (7)

где коэффициент 1
3

 определяет размагничивающий 
фактор для сферических образцов.

Вторым важным этапом является адаптация ме-
тодов статистической механики к анализу систем 
с малым количеством гранул. Статическая намаг-
ниченность модели, описанной в работе [14], вы-
числяется по формуле (8):

M M
F

Nk T
= − ∂

∂




L

Bα
∆

,                  (8)

где M LL α α α
α( ) = ( ) ≡ ( ) −coth
1  является намаг-

ниченностью Ланжевена, функция ∆F  обозначает 

Рис. 3. Процесс понижения объемной концентрации φ путем увеличения расстояния между соседними гранулами 
l для четных (а) и нечетных (б) систем.
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вклад диполь-дипольных взаимодействий в свобод-
ную энергию Гельмгольца рассматриваемого образ-
ца. Предложенное в [12] аналитическое выражение 
для ∆F  содержит второй вириальный коэффици-
ент, определенный с точностью до третьей степени 
по параметру диполь-дипольного взаимодействия:

∆ = − + +( )F
Nk T

b b b
B

1
2 1

2
2

3
3λ λ λ ,              (9)

b
d

d l
L1

3

3
2

122=
+( )

( )α γ ,

b
d

d l
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
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,

γ ab i
i

b a
1i

1i
=

( )




=∑ 2

1
3

1N

r
P

z
r

,                (10)

где Pa — полином Лежандра порядка a, z1i явля-
ется z-компонентой нормированного вектора 
r r d l1i i /= +( )

1 ,  r r1i i=


1 , � L L3 1 3α α α( ) = − ( )/ .  В ра-
боте [14] при вычислении коэффициентов γab сум-
мирование проводилось по большому ансамблю 
суперпарамагнитных наночастиц ( N > 103 ). В этом 
случае значения γab были не чувствительны к увели-
чению количества суперпарамагнитных наночастиц 
в системе. Для определения значений r1i и z1i в (10) 
выбиралась произвольная суперпарамагнитная на-
ночастица с номером 1, она фиксировалась в центре 
системы координат, после чего, r1i и z1i находились 
для всех частиц c номерами i, расположенных в узлах 
кубической решетки, расположенной внутри цилин-
дра. Поскольку рассматриваемый в [14] ансамбль 
суперпарамагнитных частиц содержал большое ко-
личество наночастиц, то значение γab не зависело 
от выбора частицы, размещенной в центре системы 
координат.

Для рассматриваемых в настоящей работе МГЧ 
значения коэффициентов γab сильно чувствительны 

как к количеству гранул N, так и к выбору гранулы 
с номером 1 при определении r1i и z1i, поэтому фор-
мула (10) была модифицирована следующим образом:

γ ab
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≠ =∑∑1 1
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1 3N r

P
z

r
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i j i

N

,
.       (11)

На этапе формирования МГЧ определялись ко-
ординаты каждой гранулы, поэтому значения rji и zji 
являются известными величинами для МГЧ любого 
типа.

СРАВНЕНИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИХ 
РЕЗУЛЬТАТОВ С КОМПЬЮТЕРНЫМ 

МОДЕЛИРОВАНИЕМ

Сравнение теории с данными компьютерного 
моделирования проводилось для случая сильного 
диполь-дипольного взаимодействия (λ=3) и высо-
ких значений объемной концентрации образцов: 
0.1 и 0.2 для четной и нечетной системы соответ-
ственно. На рис. 4 представлена намагниченность 

МГЧ, определенная теоретически с использованием 
уравнений (9) и (11) (красная линия), и с помощью 
компьютерного моделирования (точки); синяя ли-
ния соответствует одночастичной теории Ланжевена 
ML(α) = L(α). Для всех представленных случаев на-
магниченность МГЧ лежит ниже кривой Ланжевена. 
Это объясняется формированием компенсирующих 
ориентационных структур магнитных моментов гра-
нул, происходящим под влиянием диполь-диполь-
ных взаимодействий. Ориентационные структу-
ры со скомпенсированным магнитным моментом 
слабо реагируют на магнитное поле, что приводит  
к уменьшению намагниченности МГЧ. Особенности 
формирования ориентационных структур магнитных 
моментов для МГЧ, состоящих из 7 и 8 гранул, а так-
же влияние ориентационной структуры на намагни-
ченность МГЧ обсуждались в работе [17]. В слабых 
и умеренных полях увеличение числа гранул в чет-
ных МГЧ приводит к увеличению намагниченности, 
в то время как намагниченность нечетных МГЧ пока-
зывает немонотонную зависимость. Из рис. 4. видно, 
что рост числа гранул в частице приводит к повы-
шению точности теории. Наилучшее согласование 
теории и моделирования наблюдается для случаев 
123 (рис. 4в) и 136 (рис. 4е) частиц. Таким образом, 
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теоретические подходы, основанные на приближе-
нии сплошных сред, могут качественно описывать 
свойства МГЧ с малым числом гранул, а для МГЧ, 
содержащих более 100 гранул, эти подходы могут 
успешно применяться для количественного прогно-
зирования свойств МГЧ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, исследован статический маг-

нитный отклик МГЧ с различным числом гранул 
(от 7 до 136). Предполагается, что гранулы зафик-
сированы в узлах правильной кубической решет-
ки, но их магнитные моменты свободно вращаются 
внутри гранул. Намагниченность МГЧ была рассчи-
тана с помощью компьютерного моделирования 
методом Монте-Карло и теоретически. Результаты 

компьютерного моделирования показали, что на-
магниченность МГЧ чувствительна к числу гранул 
и не превосходит намагниченности, предсказанной 
одночастичной моделью Ланжевена. Аналитическая 
формула намагниченности обездвиженных супер-
парамагнинтых частиц, полученная в работе [14] 
в рамках аппроксимации сплошной среды, была 
адаптирована для расчета намагниченности МГЧ. 
Проведено сравнение адаптированной теории и ре-
зультатов компьютерного моделирования для раз-
личного количества гранул в МГЧ. Показано, что 
теоретические результаты, основанные на принципах 
моделирования сплошной среды, могут успешно опи-
сывать свойства МГЧ, содержащих более 100 гранул.

Работа выполнена при поддержке Российского 
научного фонда (проект № 23-12-00039).
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Рис. 4. Магнитный отклик системы M как функция, зависящая от величины внешнего магнитного поля α, для λ=3 
при φ = 0.1 для четной системы (а–в) и φ = 0.2 для нечетной системы (г–е). Количество гранул N в рассматривае-
мых моделях равно 7(а), 33(б), 123(в), 8(г), 32(д) и 136(е) соответственно. Точками обозначены результаты компью-
терного моделирования. Красная линия соответствует теоретическим данным (уравнения (9) и (11)), синяя линия 
соответствует одночастичной теории Ланжевена ML(α) = L(α).
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Influence of the number of granules on the magnetization of multi-core particles

S. А. Sokolsky1, *, A. Yu. Solovyova1, E. A. Elfimova1, А. О. Ivanov1

1Ural Federal University, Ekaterinburg, 620000 Russia
*e-mail: sokolsky2304@gmail.com

We investigated the static magnetic response of the multi-core particles (MCP) with a different number 
of nanocores. The cases of the MCPs containing 7, 8, 32, 33, 123 and 136 granules are considered. Their 
position remains unchanged in the nodes of a regular cubic lattice, but the magnetic moments can freely 
rotate inside the cores. The magnetization of the MCPs is determined by computer simulation using the 
Monte Carlo method and theoretically.

Keywords: multi-core particle, static magnetization, magnetic moment, cubic lattice structure.


