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Получены уравнения квантовой гидродинамики из уравнения Шрёдингера с учетом диссипации, ко-
торые в квазиклассическом пределе сводятся к традиционным уравнениям гидродинамики идеальной 
жидкости. Найдено аналитическое решение уравнений гидродинамики в приближении квантовых 
ударных волн в одномерном и двумерном случаях. Диссипативная функция может быть найдена в не-
равновесном подходе. Выполнено сравнение с экспериментальными данными для описания испускания 
протонов в столкновениях атомных ядер среднего размера промежуточных энергий.
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 УРАВНЕНИЕ ШРЁДИНГЕРА И КВАНТОВЫЕ УДАРНЫЕ ВОЛНЫ  
ПРИ ОПИСАНИИ СТОЛКНОВЕНИЙ АТОМНЫХ ЯДЕР

УДК 539.172.17

ВВЕДЕНИЕ
Уравнения квантовой гидродинамики можно 

получить в соответствии с представлением Маде-
лунга [1] для временного уравнения Шрёдингера. 
В квазиклассическом приближении получаются 
традиционные уравнение непрерывности и урав-
нение Эйлера. Однако эти уравнения не включают 
диссипацию. В них отсутствует третье уравнение 
для энергии. Аналогичная ситуация встречается для 
связи уравнения Клейна—Гордона с уравнениями 
квантовой релятивистской гидродинамики [2]. В на-
стоящей работе уравнение Шрёдингера дополнено 
диссипативной функцией, что вместе с уравнением 
для сохранения энтропии приводит к замкнутой 
системе уравнений нерелятивистской квантовой 
гидродинамики идеальной жидкости. Учет откло-
нения от идеальной жидкости может быть проведен 
в соответствии с нашими работами [3—9], где было 
предложено неравновесное уравнение состояния.

Решение этих уравнений гидродинамики прове-
дено в одномерном и двумерном случаях аналити-
чески с использованием односолитонных решений 
и квантовых ударных волн. Это дополняет наши 
результаты, полученные в работе [10] как для сла-
бой нелинейности, так и в случае нелинейных воз-
мущений большой амплитуды для ударных волн 
[11]. Такое рассмотрение приводит к представлению 

об образовании горячего пятна hot spot. В результате 
было проведено сравнение с экспериментальными 
данными для реакции Ne+NaF → p+X при энергии 
налетающих ядер Ne, равной 400 МэВ на нуклон.

Далее в разделе 1 устанавливается связь эффек-
тивного диссипативного уравнения Шрёдингера 
с уравнениями квантовой гидродинамики, затем 
в разделе 2 получены решения уравнений гидродина-
мики в одномерном и двумерном случаях, в разделе 
3 проведено сравнение с экспериментальными дан-
ными по эмиссии протонов в столкновениях тяже-
лых ионов промежуточных энергий и в заключении 
приведены основные выводы работы.

СВЯЗЬ УРАВНЕНИЙ ГИДРОДИНАМИКИ 
С УРАВНЕНИЕМ ШРЕДИНГЕРА

Уравнения квантовой гидродинамики могут быть 
связаны с уравнением Шрёдингера (Маделунг, 1926 
[1]). Однако получающиеся уравнения не содержат 
диссипации. Для того, чтобы ее учесть, в уравне-
ние Шрёдингера добавим к потенциалу U  дисси-
пативную функцию J k

I=
ρ

, где I – тепловой член, 
k  — показатель адиабаты, ρ — нуклонная плотность. 
Соответствующее уравнение Шрёдингера имеет вид

i
t m

U J

∂
∂
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где m  — нуклонная масса,   — постоянная Планка, 
∆ – оператор Лапласа, Ψ = ρ1 2/ exp( / )iQ   — волновая 
функция, а  Q – фаза волновой функции.

Поскольку

∆ ∂
∂ ∂

+ ∂
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,          (2)

где по повторяющимся индексам l = 1 2 3, ,  предпо-
лагается суммирование, после подстановки (2) в (1) 
для Ψ = ρ1 2/ exp( / )iQ  , получаем для действительной 
части уравнения (1)
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После дифференцирования (3) с  ∇ = ∂
∂l

lx
 и обо-

значения поля скоростей 




υ = /∇Q m приходим к ги-
дродинамическому уравнению Эйлера
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которое содержит потенциал Маделунга 

2

1 2
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и введенную нами диссипативную функцию J . С уче-
том уравнения непрерывности
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уравнение (4) можно привести к виду 
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Уравнение непрерывности (5) получается для мни-
мой части уравнения (1) после подстановки в него 
(2). Здесь, в отличие от работы [1], мы ввели допол-
нительно тепловой член J

I= κ
ρ

, где I – плотность 
тепловой энергии. Для него нужно выписать допол-
нительное уравнение, чтобы получить замкнутую 
систему уравнений. Для адиабатического движения 
можно написать уравнение постоянства энтропии [3]
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которое, с учетом уравнения непрерывности (5) при-

водит к соотношению I I
k

= 



1

1

ρ
ρ

, где κ – показатель 
адиабаты, равный 3 в неравновесном случае и  5

3
 в рав-

новесном случае, I1  — независящий от ρ коэффициент.
Таким образом, дополнительно к уравнению Шрё-

дингера (1) с диссипативным членом, или уравне-
ниям гидродинамики [уравнению непрерывности 
(5) и уравнению Эйлера (6)] должно быть добавлено 
уравнение (7) для теплового члена, чтобы система 

уравнений была замкнутой. Неоднозначность в выбо-
ре показателя адиабаты в нашем подходе [3—9] сни-
мается тем, что мы предложили совместно с уравне-
ниями гидродинамики решать кинетическое уравне-
ние для релаксационного фактора q  при сохранении 
в процессе релаксации плотности полной энергии. 
При этом в процессе релаксации сохраняется плот-
ность и плотность полной энергии. Это уравнение 
для функции распределения f  и, тем самым, для 
фактора q  имеет вид:

df
dt

f f
=

−0

τ
,                            (8)

где f0  — локально равновесная функция распреде-
ления, τ — время релаксации. Решение (8) ищется 
для функции распределения в виде f f q f q= + −1 0 1( ) , 
f1  — неравновесная функция распределения, отвеча-

ющая равновесию только в продольном направлении 
для процесса столкновения [3]. В крайних пределах: 
при q = 0  мы имеем полностью равновесный случай, 
при q = 1 имеем предельный полностью неравновес-
ный случай. Для показателя адиабаты κ  в уравнениях 
(1), (6) и (7) надо подставить κ = + −3

5
3

1q q( ) .
Заметим, что введение диссипативных членов 

для уравнения Шрёдингера рассматривалось ранее 
в работе [12] по-другому (эмпирически), не вводя 
плотность тепловой энергии. Добавление еще одно-
го уравнения возникает естественно для уравнений 
гидродинамики, за счет закона сохранения энергии
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где E m e= +1
2

2ρυ . Это уравнение (9) можно полу-
чить из уравнений (5) и (6) после простых преобразо-
ваний умножив уравнение Эйлера на скорость с уче-
том уравнения (7) для теплового члена, входящего 
в плотность энергии и давление. Здесь плотность вну-
тренней энергии e e ekin int= + , где ekin  складывается 
из плотности энергии Ферми — движения (включая 
квантовые члены) и плотности тепловой энергии I, 

плотность энергии взаимодействия e Udint = ∫ ρ
ρ

0

. При 

этом давление P
d e
d

= − ( / )
( / )

ρ
ρ1

. Уравнение (9) имеет 
дивергентный вид, обеспечивающий сохранение 
полной энергии.

РЕШЕНИЕ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ  
ДЛЯ УДАРНЫХ ВОЛН

Рассмотрим вначале одномерный случай, когда 
уравнения (5) и (6) можно привести к виду
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Рассмотрим решение в виде ударной волны, рас-
пространяющейся со скоростью D. После заме-
ны ∂

∂
= − ∂

∂t
D

x
 уравнение становится обыкновен-

ным, и для P K
m xx
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U K= −2 0( )ρ ρ  после интегрирования (10) мы получаем 
уравнение



2
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1 0Dm
d
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ρ ρ ρ
ρ ρ

= − −
−
−

,         (11)

где ρ1 плотность, соответствующая максиму-
му на ударной волне, ρ0 –равновесная плотность, 
K mcs= 2

12/ ( )ρ  — модуль сжатия, c Ds = – скорость 
звука. При получении (11) выделены только главные 
члены и постоянные интегрирования выбраны так, 
чтобы производная от ρ по  x  обращалась в нуль при 
ρ = ρ0 и ρ = ρ1. Максимальную плотность сжатия 
ρ1 и тепловой член I1  находим (приравнивая ско-
рость ударной волны D = −

−
ρ υ

ρ ρ
0 9

1 0
 скорости звука) 

из равенства плотности энергии для ударной волны 
плотности энергии налетающего ядра 1

2 0 0
2mρ υ . Ре-

шение уравнения (11) соответствует солитонному 
выражению:

ρ ρ
ρ ρ

α α
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2
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x x
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где α = mD


, имеющему ширину фронта 
mD

~ фм. Как 

мы делали ранее, можно найти интеграл ρ ρ= 1

1

2

1L
dx

l

l

∫ '  

(L –длина слоя, L l l= −2 1, x x x Dt→ − ±1 ) от выра-
жения (12) для распространяющейся ударной волны 
вправо и влево. Поскольку нам нужно сохраняю-
щееся солитоноподобное решение, допускающее 
для максимума плотности в волновом уравнении 
решение Даламбера, как мы делали ранее в преды-
дущей работе [11].

На рис. 1 приведены мгновенные профили плот-
ности столкновения одинаковых ядерных слоев-слэ-
бов при энергии 100 МэВ/нуклон в системе центра 
масс в различные моменты времени. Можно видеть 
первоначальное сжатие с образованием hot spot и по-
следующее разрежение в центре.

В двумерном случае можно воспользоваться при-
ближениями работ [2, 3], проинтегрировав дивер-
гентные уравнения по поперечной координате y для 
центрального столкновения ядер. В таком прибли-
жении задача становится одномерной при задании 
S(x, t) — площади поперечного сечения. В случае 
свободного движения S — просто площадь попереч-
ного сечения данной невозмущенной области ядра. 
В случае возмущенной области из уравнения непре-
рывности для ударной волны скорости D получаем  

после замены ∂
∂

= − ∂
∂t

D
x

 и интегрирования по скач-
ку плотности

− − + − =D S S S( ) ( )ρ ρ ρ υ0 0 0 0 00 0,        (13)

где S0 = Ω0R0
2, S = ΩR2, телесные углы Ω = 2π, Ω0 = π, 

поскольку для сферической ударной волны, ис-
ходящей в полусферу, Ω = 2π, а для набегающего 
с одной стороны со скоростью υ0 потока вещества 

Ω0

0

2

2= =∫π θ θ θ π
π

sin cos
/

d . Кроме того, из сохране-

ния количества вещества радиусы полусфер отно-
сятся как R R/ ( / ) /

0 0
1 3= ρ ρ . Отсюда для скорости 

сферической ударной волны получаем

D = −
−

υ
ρ ρ

0

0
1 32 1( / ) /

.                    (14)

Исходя из этого, также как в одномерном случае, 
приравнивая D скорости звука, а плотность энергии 
на ударной волне плотности энергии налетающе-
го ядра, находим максимальную степень сжатия ρ1 
и плотность тепловой энергии I1. Так с помощью 
ударных волн можно проследить динамику столкно-
вения ядер и в двумерном случае. Такое рассмотрение 
улучшает подход, проведенный в работе [3] и про-
веденный нами ранее в работах [10,11] для ударной 
волны с изменяющимся фронтом. Поле скоростей 
можно определить из уравнения непрерывности, 
зная распределение плотности.

В качестве иллюстрации полученного решения 
в двумерном случае на рис. 2 приведены профили 
плотности по оси х в различные моменты времени 
для центрального столкновения одинаковых ядер 
среднего размера при энергии 100 МэВ на нуклон 

0
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‒6‒8 ‒2‒4‒10

3

E0 = 100 МэВ

t = 0

t = 0.5·10‒23 c

t = 2.5·10‒23 c

t = 1.5·10‒23 c

t = 2·10‒23 c

t = 1·10‒23 c

x, фм

ρ, фм‒2

0 2 64 8 10

Рис. 1. Мгновенные профили столкновения ядерных 
слоев-слэбов при энергии E0 = 100 МэВ на нуклон 
в различные моменты при t = 0; 0.5; 1.0; 1.5; 2.0; 2.5 
в единицах времени 10–23 с.
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в системе центра масс. Можно видеть различие ди-
намики в двумерном случае на этом рисунке и в од-
номерном случае на рис. 1. На рисунке 3 приведены 
в различные моменты времени по оси y границы стал-
кивающихся ядер для того же случая, как и на рис. 2. 
Изменение плотности по поперечной координате y 
также может быть учтено [11]. В результате такого 
рассмотрения можно видеть первоначальное сжатие 
и последующее разрежение в центре, т. е. образование 
hot spot — источника вторичных частиц — нуклонов. 
Мы сопоставили эти результаты с эксперименталь-
ными данными.

СРАВНЕНИЕ  
С ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМИ ДАННЫМИ

В результате рассмотрения такого аналитического 
решения задачи центрального столкновения двух 
одинаковых ядер можно выделить первоначальное 
сжатие с образованием hot spot и затем последующее 
разрежение в центре взаимодействующей системы 
по достижении нормальной плотности. Эту область 
можно аппроксимировать шаром радиуса, вдвое 
меньшего размера системы. Из этой области про-
исходит испускание нуклонов, поскольку среднее 
поле их уже не держит. Начинается процесс замора-
живания распределений нуклонов. При сравнении 
с экспериментальными данными для столкновения 
реальных ядер ограничимся здесь столкновением 
одинаковых ядер, когда взаимодействие областей 
перекрытия при отличном от нуля параметре уда-
ра можно аппроксимировать столкновением двух 
одинаковых ядер, рассмотренного в предыдущем 
разделе. Далее, выделяя область hot spot со своими 
температурой и полем скоростей, можно вычислить 
дифференциальное сечение испускания протонов, 
как мы делали раньше в работах [4, 7, 9]. При сопо-
ставлении с экспериментальными данными заме-
ним потенциал U взаимодействием типа Скирма 
W = αρ + βρχ, как мы делали в наших работах [4—9], 
где параметры α, β, χ определяются заданием значе-
ний нормальной плотности, энергии связи и модуля 
сжатия и не являются подгоночными параметрами.

Инвариантное двойное дифференциальное сече-
ние испускания протонов имеет вид [4, 7, 9]:

E
d

p dpd
G b bdbdr E p f r p t

2

2 3

2

2

σ π
π

γ υ
Ω

= −∫( )
( ) ( ) ( , , )

�
� �� � �  (15)

для функции распределения протонов в пренебре-
жении неравновесной компонентой

f r p t g
E p T
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+










−
γ υ µ δ

1
1

, (16)

где g = 2 , E p m= + 2 2 – энергия испускаемых 
протонов, p  — импульс, γ — Лоренц-фактор, T – 
температура и μ — химический потенциал, найден-
ные на стадии замораживания, b  — параметр удара, 
G(b) = σt / σg — фактор, учитывающий, что полное 
сечение областей перекрытия σt больше геометри-
ческого σg, δ — поправка на микроканоническое 
распределение.

В качестве иллюстрации на рис. 4 приведены 
двойные дифференциальные сечения испускания 
протонов под углами 30o, 60o и 140o для реакции 
Ne + NaF → p + X при энергии 400 МэВ на нуклон 
для налетающих ядер Ne. Можно видеть согласие 
с экспериментальными данными [13] и расчетами 
[14], проведенными по двухжидкостной гидроди-
намической модели. Средняя температура в наших 
расчетах <T> ≈ 50 МэВ.
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Рис. 3. Профили максимального поперечного разме-
ра ядер при энергии E0 = 100 МэВ на нуклон в раз-
личные моменты при t = 0; 1; 2; 3; 4 в единицах вре-
мени 10–23 с.

Рис.  2. Мгновенные профили столкновения оди-
наковых ядер (сплошные линии) при энергии 
E0 = 100 МэВ на нуклон в различные моменты вре-
мени при t = 0; 1; 2; 3; 4 в единицах времени 10–23 

с для двумерного случая.
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Здесь температура и химический потенциал на-
ходились, как обычно, по найденному значению 
плотности тепловой энергии и плотности на стадии 
«замораживания». Поле скоростей также определя-
лось в этот момент времени.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, получены уравнения квантовой 

гидродинамики из введенного нами эффективного 
уравнения Шрёдингера с диссипацией. Диссипация 
описывается введением диссипативной функции 
в эффективный потенциал уравнения Шрёдингера. 
Для этой функции используется уравнение сохране-
ния энергии. Учет неравновесных процессов произ-
водится добавлением еще кинетического уравнения 
для нуклонной функции. Получается замкнутая си-
стема квантовых уравнений.

Найдено решение полученных квантовых ги-
дродинамических уравнений с помощью солитоно-
подобных квантовых ударных волн в одномерном 
и двумерном случаях. Это позволяет выделить вре-
менную эволюцию образующегося горячего пятна 
hot spot и рассчитать двойные дифференциальные 
сечения испускаемых протонов в столкновениях 
тяжелых ионов с учетом неравновесных процессов. 
Проведено сравнение с имеющимися эксперимен-
тальными данными.

Рис. 4. Двойные дифференциальные сечения испу-
скания протонов под углами 30º, 60º и 140º в реак-
ции Ne+NaF → p+X при энергии 400 МэВ на нуклон 
для налетающих ядер Ne. Сплошные линии — ре-
зультаты нашего расчета по формулам (15) и (16), 
штриховые линии — результаты расчетов из работы 
[14], точки — экспериментальные данные [13].
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Распространение данного подхода для релятиви-
стских уравнений (построение эффективного уравне-
ния Клейна—Гордона с диссипацией) представляет 
дополнительный интерес.
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Schrödinger equation and quantum shock waves when describing  
collisions of atomic nuclei
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Equations of quantum hydrodynamics were obtained from the Schrödinger equation considering 
dissipation, which in the semiclassical limit are reduced to the traditional equations of hydrodynamics 
of an ideal fluid. An analytical solution to the hydrodynamic equations is found in the quantum shock 
wave approximation in one-dimensional and two-dimensional cases. The dissipative function can be 
found in the nonequilibrium approach. A comparison is made with experimental data to describe the 
emission of protons in collisions of medium-sized atomic nuclei of intermediate energies.

Keywords: Schrödinger equation, dissipation, quantum hydrodynamics, shock waves, heavy ions, spectrum of 
emitted protons
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