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ВВЕДЕНИЕ

Композитные материалы, состоящие из немаг-
нитной среды и внедренных в нее ферромагнитных 
наночастиц, привлекают большой интерес иссле-
дователей и инженеров благодаря богатому набо-
ру уникальных физических свойств, ценных для 
многих промышленных и биомедицинских при-
ложений (см., например, [1–14]). Динамическая 
восприимчивость этих композитов является одной 
из важнейших характеристик их реакции на пе-
ременные внешние поля. Теоретически кинетика 
перемагничивания систем с  невзаимодействую-
щими однодоменными частицами рассматрива-
лась в рамках феноменологического подхода Дебая 
в пионерской работе [15], также с использовани-
ем методов статистической физики в [16]. Однако 
приближение “идеального газа” невзаимодейству-
ющих частиц справедливо только тогда, когда их 
объемная концентрация очень мала и любым вза-
имодействием между ними можно пренебречь. Для 
многих приложений магнитный отклик компози-
тов с низкой концентрацией частиц слишком слаб, 
чтобы представлять практический интерес. Увели-
чение концентрации частиц приводит к усилению 
влияния их взаимодействия на динамику перемаг-
ничивания композита (см., например, [17–23]). 
При синтезе магнитных композитов магнитные 
частицы обычно внедряются в жидкую несущую 
среду, после чего она отвердевается (полимеризу-
ется) при помощи химических добавок. Известно, 
что магнитные частицы, при внедрении в жидкую 

среду, могут либо агломерировать, либо находить-
ся в одиночном состоянии, взаимодействуя друг 
с другом. Эксперименты [17–21] показывают, что 
особенности пространственного расположения ча-
стиц играют существенную роль в кинетике пере-
магничивания отвержденного композита.

Отметим, что учет взаимодействия многих ча-
стиц представляет собой одну из сложнейших за-
дач статистической физики и теории композит-
ных материалов, вообще говоря, не имеющую 
строгого математического решения. Часто мате-
матические сложности этой задачи обходятся при 
помощи различных интуитивных и эвристических 
конструкций, даже качественная адекватность ко-
торых заранее не известна. Чтобы избежать ис-
кусственных результатов и выводов, очень важно 
проверять теоретические результаты сравнивая их 
с экспериментами, либо разрабатывать математи-
чески регулярные подходы, свободные от необо-
снованных интуитивных построений. Для этого 
целесообразно рассматривать системы с неагреги-
рованными и агрегированными частицами по-от-
дельности. В этой работе мы рассмотрим системы 
с неагрегированными, но взаимодействующими 
частицами.

Теоретические модели динамической воспри-
имчивости магнитных композитов с взаимодей-
ствующими частицами, хаотически (газоподобно) 
расположенными и иммобилизованными в несу-
щей среде, предложены в [24, 25]. Эти модели ос-
нованы на математически регулярном приближе-
нии парного взаимодействия частиц. Обе работы 
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рассматривают системы однодоменных частиц 
с  одной осью магнитной анизотропии, причем 
предполагается, что оси анизотропии всех частиц 
параллельны действующему переменному магнит-
ному полю. Физически это соответствует пред-
положению, что композиты были синтезированы 
в очень сильном магнитном поле, а направление 
переменного поля совпадает с направлением поля, 
в котором происходило отвердевание композита. 
Однако на практике такая ситуация имеет место 
весьма нечасто. Например, введение феррочастиц 
в биологические ткани для медицинских и биоин-
женерных целей (магнитная гипертермия; изготов-
ление матриц для регенерации тканей; материалы 
для биосенсорики и адресной доставки лекарств), 
как правило, осуществляется без применения 
внешнего поля. В этом случае ориентация осей ин-
жектируемых частиц должна быть хаотичной.

В предлагаемой работе представлены резуль-
таты теоретического исследования динамической 
восприимчивости магнитного композита с про-
странственно однородно расположенными сфери-
ческими однодоменными одноосными ферромаг-
нитными частицами с хаотической ориентацией 
осей их легкого намагничивания. Предполагается 
сильная магнитная анизотропия частиц (т. е. ча-
стицы не суперпарамагнитны). При анализе ди-
намики магнитного момента частицы мы будем 
пренебрегать гиромагнитными эффектами, ко-
торые существенны лишь при очень высоких ча-
стотах приложенного поля, что выходит за рамки 
многих приложений (в том числе биомедицинских 
технологий) магнитных композитов. Отметим, что 
в биологических тканях наночастицы, как прави-
ло, прочно связаны с окружающей средой и прак-
тически иммобилизованы [26, 27]. Это означает, 
что предложенные результаты могут быть, в част-
ности, использованы для объяснения динамиче-
ского отклика на переменное поле биологической 
ткани с неагрегированными магнитными части-
цами.

ОСНОВНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ 
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Для того, чтобы получить математически опре-
деленные результаты и избежать интуитивных по-
строений, мы будем использовать приближение 
парного взаимодействия частиц. С  этой целью 
рассмотрим две одинаковые сферические ферро-
магнитные частицы с произвольной ориентацией 
осей их легкого намагничивания. Эти частицы схе-
матично показаны на рис. 1.

Обозначим единичные векторы, направленные 
вдоль магнитных моментов частиц 1 и 2, как 1



µ  
и  2


µ , а единичные векторы, направленные вдоль 
осей их легкого намагничивания, как 1



ν  и  2


ν  со-
ответственно; нормализованную на единицу пар-
ную функцию распределения (плотность вероят-
ности) по ориентациям 1



µ  и  2


µ  при заданных 1


ν  
и  2


ν  обозначим WII ( 1


µ , |2 1
 

µ ν , 2


ν ).
В рамках принятых приближений функция WII 

может быть найдена как решение двухчастичного 
уравнения Фоккера–Планка:
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Здесь tD  – характерное время вращательной 
диффузии магнитного момента иммобилизован-
ной частицы относительно ее тела, JII



 – плот-
ность потока вероятности в двухчастичном про-
странстве векторов ( 1



µ , 2


µ ). Компоненты этого 
вектора:
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где θi и ji – полярный и азимутальный углы в ко-
ординатных системах с полярными осями, направ-
ленными вдоль ;i



ν  Ui – безразмерная, отнесенная 
к тепловой энергии kT, энергия i-й частицы. Она 
может быть представлена в виде:
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Рис. 1. Иллюстрация двух взаимодействующих ча-
стиц. Сплошные и прерывистые стрелки обознача-
ют единичные вектора 



ν1,2  и 


µ1,2  соответственно. 
Азимутальные углы j1,2 не показаны для краткости.
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где
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Здесь m0  – магнитная восприимчивость вакуу-
ма; m – абсолютное значение магнитного момен-
та частицы; K  – параметр магнитной анизотро-
пии частицы; vp и dp – объем и диаметр частицы 
соответственно; r



 – безразмерный, отнесенный 
к dp, радиус-вектор, соединяющий центры частиц. 
Член Uih – безразмерная энергия Зеемана взаимо-
действия частицы с полем 



H ;  Uis – безразмерная 
энергия магнитной анизотропии частицы; Udd – 
энергия диполь-дипольного взаимодействия меж-
ду частицами в паре, усредненная по всем физиче-
ски возможным взаимным расположениям частиц; 
нижний предел r=1 соответствующего интеграла 
означает, что частицы не могут перекрываться; N – 
число частиц в системе; V – объем этой системы. 
Отметим, что в рамках парного приближения плот-
ность вероятности обнаружения частиц на рассто-

янии r >1 друг от друга равна N
V

. Это учитывается 
в соотношении для Udd.

Вектор h


 может рассматриваться как безраз-
мерное магнитное поле; s и l – безразмерные па-
раметры магнитной анизотропии частицы и ди-
поль-дипольного взаимодействия частиц соот-
ветственно. Отметим, что для одиночной частицы 
уравнение (1) совпадает с хорошо известной фор-
мой уравнения Фоккера–Планка для магнитного 
момента частицы в “негиротропном” приближе-
нии (см., например, [16] и ссылки в этой работе).

Для дальнейшего введем одночастичную функ-
цию распределения

	 µ ν µ µ ν ν µ ν( ) ( )= ∫W d| W , | , dI II1 1 1 2 1 2 2 2
       

.	 (5)

Интегрируя (1–2) по всем ориентациям вектора 
µ2


 и всем физически возможным значениям ради-
уса-вектора r



, мы приходим к уравнению
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    ( ) ( )µ = ∫ µ µ µ νθ θ ;	 (6)

	
    

J J d, dI II1 1 1 2 2 2( ) ( )µ = ∫ µ µ µ νϕ ϕ .

Для краткости векторы ν1


 и  ν2


 в уравнении (6) 
опущены, однако мы их будем иметь ввиду как ар-
гументы фигурирующих там функций.

Общий анализ уравнений (1), (2), (6) представ-
ляет собой очень сложную, до сих пор строго не 

решенную математическую задачу (см., напри-
мер, [16]). Для того, чтобы получить результаты 
в прозрачном виде, удобном для использования, 
мы ограничимся исследованием систем с сильной 
магнитной анизотропией (σ1; σh) и предпо-
ложим, что выполняется неравенство 1,λΦ <  где 

N
V

vpΦ =  – объемная концентрация частиц. От-

метим, что последнее неравенство соответствует 
отсутствию агрегирования частиц под действием 
их магнитного взаимодействия в процессе синтеза 
композита до его отвердевания и обосновывает ис-
пользование предположения об их “газообразном” 
пространственном расположении и приближения 
парного взаимодействия частиц.

В линейном по lF приближении парную плот-
ность распределения можно представить в виде

	 µ µ ν ν µ ν µ ν( ) ( ) ( )=W W w, | , | |II I1 2 1 2 1 1 2 2
� � ��� � � � � �

,	 (7)

где µ ν( )w |2 2
 

 – плотность распределения одиноч-
ной частицы, не взаимодействующей с другими ча-
стицами. Определим вначале функцию w.

ОДИНОЧНАЯ ЧАСТИЦА

Рассмотрим одиночную частицу, скажем, первую 
из представленных на рис. 1. Введем декартову си-
стему координат с осью Oz, направленной вдоль оси 
легкой намагниченности частицы (т. е. вдоль ее век-
тора ν



), и осью Ox, расположенной в плоскости, 
образуемой вектором ν



 и  полем 


H .  Поскольку 
в этом разделе рассматривается только одна части-
ца, индекс 1, обозначающий номер частицы в паре, 
будет опускаться для краткости. В выбранной систе-
ме координат компоненты векторов поля и магнит-
ного момента могут быть представлены в виде
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sin cos , sin sin .
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µ = θ ϕ µ = θ ϕ 	 (8)

Здесь α – угол между осью Оz (т. е. вектором ν


) 
и вектором H



. Безразмерная энергия частицы мо-
жет быть представлена в виде
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Уравнение Фоккера–Планка для функции w 
имеет вид [16]:
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где:

	 j w
u w

, sin ;( )θ ϕ = − θ ∂
∂θ

+ ∂
∂θ





θ 	 (11)
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
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В силу сильной магнитной анизотропии части-
цы ее энергия u(θ, j) имеет высокий максимум при 
некотором угле θm, который может быть легко оце-
нен из соотношений (9). Учитывая это, прибли-
женное решение уравнения (11) может быть най-
дено при помощи классического метода Крамерса 
решения задачи о диффузии броуновской частицы 
через высокий потенциальный барьер.

Обозначим h
h

( )
h





µ =
µ ⋅  компоненту вектора µ



 

в направлении вектора h


. Статистически среднее 
(измеряемое) значение этой компоненты при за-
данной ориентации вектора H



 относительно век-
тора ν



 (т. е. при заданном угле a):
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0 



  ( ) ( )( )µ α = ∫ µ ⋅ µ ν µ 	 (12)

Компонента mh, усредненная по всем относи-
тельным ориентациям векторов ν



 и  H


, может 
быть вычислена так:

	 t d
1
2

, sin .h
0

0 h
0∫ ( ) ( )〈〈µ 〉〉 = µ α α α

π
	 (13)

Напомним, мы предполагаем хаотическую ори-
ентацию осей легкого намагничивания частиц. 
Верхний индекс 0 здесь и ниже означает прибли-
жение одиночной частицы.

Опуская, ввиду недостатка места, подробности, 
приведем уравнение для компоненты ,h

0µ  полу-
чаемое в рамках асимптотического приближения 
Крамерса при σ〉〉1:
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	(15)

Здесь h eq
0µ  имеет смысл равновесного, для 

данного мгновенного значения безразмерного 
поля h(t), значения компоненты h

oµ  при за-
данном угле a. Величина t0(a) зависит от h и при 
постоянном значении поля (например, после его 
ступенчатого изменения), играет роль времени ре-
лаксации ( )h

oµ α  к  ( ).h eq
0µ α  При переменном 

(например, осциллирующем) поле t0(a) зависит 
от времени и не может рассматриваться как время 
релаксации. Отметим, что интегралы в (15) легко 
могут быть вычислены численно.

Дифференциальное уравнение (14) легко мо-
жет быть решено стандартными методами, после 
чего из соотношения (13) может быть определено 
значение h

0〈〈µ 〉〉  компоненты единичного вектора 
µ


 вдоль приложенного поля, усредненное по всем 
ориентациям направления оси легкого намагни-
чивания частицы. Некоторые результаты расчетов 
времени релаксации t0(a) приведены на рис. 2.

Заметим, что, поскольку время релаксации t0(a) 
зависит от угла a, усредненное значение h

0〈〈µ 〉〉  не 
релаксирует к своему стационарному значению по 
простому экспоненциальному закону и ему нельзя 
поставить в соответствие определенное время ре-
лаксации.

ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИЕ ЧАСТИЦЫ

Вернемся теперь к уравнению (6) относитель-
но одночастичной плотности распределения WI, 
учитывающей магнитное взаимодействие частиц. 
Фигурирующие в  этом уравнении компоненты 
JI 1µθ

( ) и JI 1µϕ
( )  плотности потока вероятно-

стей были вычислены из второго соотношения (6) 
в  линейном по lF приближении (7) для бинар-
ной плотности распределения WII. В  этом при-
ближении, при использовании асимптотического, 
по отношению к  большому параметру σ, метода 
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Крамерса для средней компоненты ( )hµ α  маг-
нитного момента частицы, получено уравнение
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математически аналогичное (14), но с заменой ис-
тинного безразмерного поля h на эффективное поле 

h h
h

1ef
h

0

= + λΦ
〈〈µ 〉〉





. Параметры q0, qp, hp, s, t, 

и  〈µ 〉h eq  вычисляются, как и q , , ,0
0

h eq
0… µ  с заме-

ной h на hef. После определения из (16) компоненты 
( ),hµ α  легко определяется ее среднее, по направ-

лениям оси легкого намагничивания, значение

	 t d
1
2

, sin sinh 0 h∫ ( ) ( ) ( )〈〈µ 〉〉 = µ α α α α
π

.	 (17)

РЕЛАКСАЦИЯ НАМАГНИЧЕННОСТИ ПРИ 
СТУПЕНЧАТОМ ИЗМЕНЕНИИ ПОЛЯ

Как отмечалось, релаксация средних h
0〈〈µ 〉〉 (t) 

и  t( )h〈〈µ 〉〉  значений компонент вектора магнит-
ного момента не может быть описана при помощи 
одного определенного времени релаксации. Чтобы 
характеризовать темп изменения этих компонент, 
введем эффективные времена релаксации:

	 T h t
t

d dt
,

/
,eq0 h

0
h
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h
0( )

( )
=

〈〈µ 〉〉 − 〈〈µ 〉〉
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	 T h t
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/
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h
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	 (18)

	
t

t

;h
0

eq h
0

h eq h

( )
( )

〈〈µ 〉〉 = 〈〈µ 〉〉 → ∞

〈〈µ 〉〉 = 〈〈µ 〉〉 → ∞

При стандартной экспоненциальной зависимо-
сти h

0〈〈µ 〉〉  и  h〈〈µ 〉〉  от времени t и при постоянном 
h, параметры T 0 и T от времени не зависят и могут 
рассматриваться как обычные времена релаксации. 
Некоторые результаты расчетов времен T 0 и T при 
ступенчатом росте h от нуля до h=3 показаны на 
рис. 3.

Эти результаты показывают, что при h>1 межча-
стичное взаимодействие уменьшает эффективное 
время релаксации T, т. е. ускоряет процесс релак-
сации. Физической причиной такого ускорения 
является то, что в  сильном поле частицы, в  ос-
новном, ориентированы вдоль поля и это эффек-
тивно увеличивает поле, действующее на каждую 
из них. В соответствии с рисунком (2) рост поля, 

действующего на частицу, ускоряет релаксацию ее 
магнитного момента. Отметим, что при t → ∞ вре-
мена T 0 и T выходят на некоторую горизонтальную 
асимптоту, не показанную здесь для краткости.

Анализ показывает, что при слабых полях реа-
лизуется другая тенденция влияния межчастичного 
взаимодействия на темп релаксации намагниченно-
сти. Решения уравнений (14) и (16) при изменении 
магнитного поля от нуля до h = const 1 имеют вид:
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Рис. 2. Время релаксации t0(a) магнитного момента 
одиночной частицы как функция постоянного без-
размерного магнитного поля h для двух значений 
угла α (цифры возле кривых) между полем и осью 
легкого намагничивания частицы. Безразмерная 
энергия магнитной анизотропии частицы σ=14.

Рис. 3. Эффективные времена релаксации T 0(h,  t)
(штриховая линия) и T(h, t) (сплошная) невзаимо-
действующих и взаимодействующих частиц соответ-
ственно, как функции от времени t при изменении 
безразмерного магнитного поля h от 0 до 3. s = 14, 
l = 8, F =0.05
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соответственно. Здесь T0
0 0τ =  при h → 0. Резуль-

таты расчетов времени Т при малых h приведены 
на рис. 4.

Соотношение (19) показывает, что межчастич-
ное взаимодействие, характеризуемое комплексом 
lF, при h 1 приводит к  неэкспоненциальной 
зависимости h〈〈µ 〉〉  от времени. Как видно из ри-
сунка 4, в случае взаимодействующих частиц эф-
фективное время релаксации Т больше, чем время 
релаксации одиночной частицы τ0

0 . Физическая 
причина этого состоит в том, что до включения 
поля ориентация магнитных моментов частиц ха-
отична. При включении слабого поля каждой ча-
стице нужно релаксировать не только к внешнему 
полю, но и к моментам других частиц, что замед-
ляет общий процесс релаксации. Таким образом, 
влияние межчастичных взаимодействий на релак-
сационный процесс определяют два механизма. 
При малых безразмерных полях h доминирует один 
механизм, при больших – другой.

При слабом осциллирующем поле h ~ exp(iwt) 
в линейном по полю приближении из уравнений 
(14) и (16) получаем

	 X h X X iX,h
0 0 0 0 0µ = = ′′ − ′′ 	 (20)

и	 Xh X X iX,hµ = = ′ − ′′ 	 (21)

соответственно. Результаты расчетов компонент 
эффективной комплексной восприимчивости ком-
позита приведены на рис. 5. Эти результаты пока-
зывают, что при слабых полях межчастичные вза-
имодействия увеличивают компоненты комплекс-
ной восприимчивости композита и  уменьшают 
частоту максимума ее мнимой части.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Теоретически исследовано влияние межча-
стичного магнитного взаимодействия на динами-
ческую восприимчивость композита, состоящего 
из немагнитной среды и иммобилизованных, ха-
отически распределенных в ней ферромагнитных 
частиц. Результаты, основанные на математически 
регулярном парном приближении, показывают, 
что взаимодействие частиц замедляет перемагни-
чивание композита в слабом поле, и ускоряет его 
в сильном поле. Реальная и мнимая компоненты 
комплексной магнитной восприимчивости ком-
позита увеличиваются, благодаря взаимодействию 
частиц.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (проект 21-52-12013) и темы государственного 
задания FEUZ‑2020-0051.
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To the theory of remagnetization kinetics of magnetic composites
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Results of theoretical study of kinetics of the remagnetization of an ensemble of interacting ferromagnetic 
particles immobilized in a host non -magnetic medium are presented. The results show that the 
influence of interparticle interaction on the remagnetization is determined by the amplitude of the 
applied alternating field: it slows down this process in a weak field and accelerates it in a strong field. 
The interaction of particles increases both components of the complex magnetic susceptibility of the 
composite.




