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Из теории ферми-жидкости известно, что ча-
стицы и перенормированные квазичастицы имеют 
одинаковый фермиевский импульс, но их функции 
распределения различны. Взаимодействие частиц 
приводит к появлению хвостов в функции распре-
деления по импульсу f(p), а также к уменьшенно-
му значению ее скачка 0<Z<1 на уровне Ферми [1]. 
Высота скачка Мигдала служит одним из индика-
торов степени перенормировки квазичастиц и ука-
зывает относительный вес частицы в квазичастич-
ном состоянии на уровне Ферми. Соответственно, 
величина (1–Z) служит мерой участия частицы 
в виртуальных переходах и флуктуациях функции 
распределения.

Двумерные ферми-жидкости могут быть реали-
зованы в сильновзаимодействующих двумерных 
электронных системах. Аналитическое решение 
двумерной задачи для кулоновского взаимодей-
ствия сопряжено с появлением логарифмических 
расходимостей частичных сумм [2], даже после 
устранения которых результат ненадежен. Оценки 
величины весового фактора Z для двумерного слу-
чая, проведенные в рамках приближения случай-
ных фаз в качестве поправки первого порядка по 
rs, приводят к ответу [3] (1–Z) = rs(1/2 + 1/π)/ 2 ,  
который четырехкратно переоценивает степень 
квазичастичной перенормировки относитель-
но численных расчетов методом Монте-Карло [4] 
и недавних экспериментов на GaAs ДЭС [5], для 
которых при rs < 2 неплохо применима линейная 
аппроксимация (1–Z) = 0.13 rs.

В квантующем магнитном поле меняется харак-
тер энергетического спектра ферми-жидкости: он 

становится дискретным. Анализ функции распре-
деления двумерных электронов по уровням Ландау 
(УЛ) при конечном rs был проделан в работе [6] ме-
тодом функций Грина. Сделан качественный вы-
вод о важности подмешивания к состояниям элек-
тронов дополнительных комплексов (резонансных 
состояний), состоящих из электрона и нейтраль-
ных многоэкситонных комбинаций, однако оказа-
лось невозможным дойти до количественного от-
вета ввиду огромного количества таких слагаемых. 
Для преодоления этой сложности уместны методы 
точной диагонализации (ТД) для конечного чис-
ла электронов на УЛ, однако для решения задач 
о  функции распределения электронов в  режиме 
КЭХ требуется увеличение количества учитывае-
мых УЛ, и тогда общеизвестные численные схемы 
даже при небольшом числе электронов захлебыва-
ются от комбинаторного множества конфигураций.

В данной работе реализован численный алго-
ритм расчета состояний КЭХ, основанный на ме-
тоде ТД, но с урезанным на несколько порядков 
базисом многочастичных конфигураций. При ко-

нечности смешивающего параметра r
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(где lb – магнитная длина, wc – циклотронная ча-
стота), многоэлектронные конфигурации с разме-
щением на разных УЛ существенно неэквивалент-
ны, и вероятность флуктуаций с “выпрыгиванием″ 
некоторого числа электронов на верхние уровни 
экспоненциально падает в  зависимости от чис-
ла добавленных квантов циклотронной энергии. 
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Изучено поведение функции распределения элек-
тронов по уровням Ландау в зависимости от фак-
тора заполнения и параметра Вигнера–Зейтса rs. 
Показано, что при фиксированной электронной 
концентрации квантование Ландау существенно 
подавляет размытие функции распределения элек-
тронов относительно случая с нулевым магнитным 
полем [7]. Так, при rs<1 и малых факторах запол-
нения квазичастичный вклад в величину скачка 
Мигдала (1–Z) зависит окололинейно от ν и ква-
дратично от rs, одновременно при уменьшении ν 
хвосты функции распределения удлиняются. Ока-
залось, что характер зависимости функции распре-
деления от rs в режиме КЭХ существенно отличает-
ся от случая ферми-жидкости без магнитного поля, 
а управляющим параметром выступает r rc s= ν/ .2  
Механизм перестройки функции распределения 
в режиме КЭХ описан в терминах рождения маг-
нитоплазменных флуктуаций в структуре основно-
го состояния системы.

На рис.  1a показано несколько возможных 
многоэлектронных конфигураций на лестнице УЛ 
для состояния КЭХ с ν = 1 с вовлечением верхних 
уровней Ландау. Эти конфигурации не являются 
равновероятными и имеют определенную иерар-
хию. В зависимости от величины параметра сме-
шивания УЛ rc, из них может быть выделено сокра-
щенное подмножество актуальных конфигураций 
(базисных векторов), которые достаточно учиты-
вать в  расчетах методом ТД. Без учета смешива-
ния в основном состоянии ДЭС участвует только 
конфигурация с расположением всех электронов 
на нижайшем УЛ (диаграмма |0> на рис. 1a). По 
мере увеличения параметра rc растет вовлечен-
ность возбужденных многоэлектронных конфи-
гураций ( , , , )I II III  ¼  в  структуру основно-
го состояния. Естественно, возбуждения эти но-
сят электронейтральный и бесспиновый характер, 
а ввиду трансляционной инвариантности системы, 
они соответствуют не одноэлектронным перехо-
дам, а коллективным магнитоплазменным (МП) 
процессам с суммарным нулевым. Для сортировки 
многоэлектронных конфигураций по вероятности 
реализации вводится дискретный параметр «лиш-
них» квантов циклотронной энергии ∆CR ,  необ-
ходимых для рождения соответствующей магнито-
плазменной флуктуации.

Формирование «урезанного» базиса гильберто-
ва пространства конфигураций и само вычисление 
гамильтоновой матрицы производятся при ограни-
чении ∆ ∆CR CR≤ max,  а по целочисленному параме-
тру ∆CR

max  оценивается сходимость схемы. Главным 
выигрышем от указанного вычислительного под-
хода [7] является возможность расчета характери-
стик многоэлектронных состояний при сильном 
смешивании УЛ rc~5) и беспрецедентно большой 
суммарной емкости NSNLL~60–70 (NS – количество 

квантов магнитного потока, NLL  – кол-во УЛ). 
В частности, ниже приведены результаты расчета 
распределения электронов по УЛ при rs > 1 для со-
стояний КЭХ с ν = 1/3, 2/3, 1, 2 и 3.

Извлеченные из процедуры ТД комплексные 
амплитуды всех многочастичных конфигураций 
в  структуре основного состояния были исполь-
зованы для подсчета чисел заполнения УЛ f(n), 
n = 0,1,2,…  На рис. 1б показан расчет функции 
распределения электронов по УЛ при ν = 1, rs = 7.1 
и параметрах дискретного счета NS = 9, NLL = 6, 
∆CR

max = 14  и  NS=10, NLL=6, ∆CR
max = 12  (числен-

ность урезанного базиса, достаточного для сходи-
мости расчета, составляет около 2 млн векторов 
при размерности полного базиса ~750 млн). При 
анализе в  логарифмической шкале (вставка на 
рис. 1б) получено, что характер угасания f (n) при 
n ≥ 1 близок к  экспоненциальному. На рис.  1в 
приведена расчетная зависимость заселенности 
УЛ с индексами n = 0 и n = 1 при росте параметра 
rs. Разность между значениями f(n = 0) и f(n = 1), 
в  сущности, является аналогом скачка Мигдала 
для функции распределения электронов в кванту-
ющем магнитном поле. В квантующем магнитном 
поле величина скачка Z f fν= = =( )− =( )1 0 1n n  
отклоняется от единицы квадратично по rs, что ка-
чественно отличается от случая ферми-жидкости 
в нулевом магнитном поле.

Аналогичные функции распределения элек-
тронов для разных ν имеют существенные отли-
чия: при фиксированном rs декремент затухания 

функции распределения −
( )

d
f E

dE

ln
 при E  >  EF 

существенно возрастает от ν (рис. 2a), а величина 
скачка Мигдала Z для малых факторов заполнения 
значительно меньше отличается от единицы, чем 
для нулевого магнитного поля при тех же rs, для ко-
торого применима аппроксимация 1–Z ≈ 0.13rs [5]. 
Второй неожиданный результат заключается в том, 
что при малых ν зависимость (1–Z) от фактора за-
полнения близка к линейной (рис. 2б). Для  ν ≥ 4 
и rs ~ 1 применяемая численная схема не обеспечи-
вает сходимости, и потому не может быть провере-
на асимптотика скачка Мигдала.

Обнаруженное поведение функции распреде-
ления в различных состояниях КЭХ может быть 
объяснено механизмом влияния смешивающего 
параметра rc на поляризационные процессы. За-
рождение магнитоплазменных флуктуаций в  ос-
новном состоянии было проанализировано из рас-
чета собственного вектора основного состояния 
системы [7]. Его структура модифицирована под-
мешиванием мульти-MП вкладов через одну или 
несколько циклотронных щелей и с полным им-
пульсом q = 0. Были посчитаны полные веса MП 
вкладов различной структуры, и соответствующая 
гистограмма показана на рис. 3a для простейшего 
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Рис. 1. Примеры многоэлектронных конфигураций, дающих вклад в основное состояние системы КЭХ при ν = 1 (a). 
Пример расчетной функции распределения электронов по УЛ при n = 1, rc = 5, выполненный методом ТД. Дискретные 
параметры указаны. На вставке f (n) в логарифмической шкале (б). Числа заполнения нулевого и первого УЛ как функция 
параметра rs, рассчитанные при разных значениях параметра Δmax и фиксированных NS и NLL (в).
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случая ν = 1 при rc = 2.6. Свойства распределения 
следующие:

1. экспоненциальный характер спадания суммар-
ного веса MП комбинаций в зависимости от DCR;

2. в основном состоянии ν = 1 полностью от-
сутствуют одномагнитоплазмонные флуктуации 
с q = 0;

3. при фиксированном количестве «лишних» 
квантов 

ωc  лидируют структуры, состоящие 
из двух MП флуктуаций, с  некоторыми переи-
грываниями веса по типу разбиения DCR на два 
слагаемых;

4. вклад мульти-MП флуктуаций подавлен на 
порядки относительно двухмагнитоплазмонных.

В состояниях дробного КЭХ имеется дополни-
тельная степень свободы для внутриуровневых волн 
зарядовой плотности (CDW), которые могут спари-
ваться с MП в структуре зарядовых флуктуаций. Это 
показано на примере основного состояния ν = 1/3, 
для которого в расчетной гистограмме лидирующий 
вклад дают флуктуации с DCR = 1, очевидно, состоя-
щих из спаренных MП(



g )×CDW(–


g ) (соответству-
ющая гистограмма показана на рис. 3б).

Получив представление о  структуре зарядо-
вых флуктуаций основного состояния системы, 

Рис. 3. Расчетная гистограмма удельного веса мультиплазмонных компонент, входящих в структуру основного состояния 
при ν = 1 (a). То же для основного состояния ν = 1/3. Доминирует вклад от комбинаций магнитоплазмонов с волнами 
зарядовой плотности MП(



k ) × CDW(–


k ) (б).

Рис. 2. Зависимость декремента затухания функции распределения f(E) от фактора заполнения при различных rs (a). За-
висимость ферми-жидкостного вклада в величину скачка Мигдала (1–Z) от ν при различных rs (б).
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возможно на качественном уровне объяснить полу-
ченную зависимость функции распределения элек-
тронов от параметров rs и ν. Для этого можно вос-
пользоваться соображениями теории возмущений, 
когда кулоновское взаимодействие порождает MП 
флуктуации с некоторым суммарным количеством 
квантов DCR и определенной внутренней конфи-
гурацией. Поправки первого порядка малости по-
зволяют оценить комплексные амплитуды ai под-
мешанных MП флуктуации в структуре основного 
состояния:

	 α
ε

ω ε
i

i
B

CR c i
B

i c

CR i c
=

+
=

+

B e
l

A e
l

B r
A r

2

2
∆ ∆



,� (1)

где Ai – константа, отвечающая за величину куло-
новского вклада в энергию i-й многоплазменной 
комбинации при q = 0, а константа Bi связана с ма-
тричным элементом кулоновской части гамильто-
ниана [8]. Эти числа зависят от типа основного 
состояния, фактора заполнения и от индексов УЛ, 
но при этом сама форма (1) универсальна для лю-
бых состояний КЭХ. Из формулы видно, что веса 
подмешанных мультиплазмонных состояний |αi|2, 
а значит и степень размытия f (n), при малом сме-
шивании растут вначале линейно по ν и квадра-
тично по rs, что совпадает с результатами расчетов 
ТД, а затем обе зависимости должны выходить на 
насыщение. Независимость декремента затухания 
от rs при фиксированном ν доказывает взаимосвязь 
размытия f (n) с параметрами магнитоплазменных 
возбуждений в конкретном состоянии КЭХ, а от 
rs зависит лишь амплитуда флуктуаций. На каче-
ственном уровне усложнение картины MП флукту-
аций при увеличении ν связано с увеличением ко-
личества каналов распада и дробления «высоких» 
MП на мелкие куски. В пределе нулевого магнит-
ного поля это приводит к более выраженному фер-
ми-жидкостному искажению величины (1–Z).

В разобранном механизме искажения функции 
распределения электронов в режиме КЭХ магнито-
плазменные комплексы играют роль аналогичную 
нулевому звуку в классической ферми-жидкости.

Таким образом, выполнен расчет распределения 
электронов по уровням Ландау в режиме квантового 
эффекта Холла при сильном кулоновском взаимо-
действии. Для этого разработана модифицирован-
ная схема точной диагонализации с сокращенной 
на порядки численностью базиса многочастичных 
конфигураций и  позволяющая адекватный учет 
смешивания нескольких уровней Ландау. Изучено 
поведение функции распределения электронов по 

уровням Ландау в зависимости от фактора запол-
нения ν и параметра Вигнера–Зейтса rs. Выявлено, 
что при малых ν квантование Ландау существен-
но подавляет ферми-жидкостной вклад в величи-
ну скачка Мигдала (1–Z), который уменьшается 
окололинейно по ν и квадратично по rs, одновре-
менно хвосты функции распределения электронов 
удлиняются. Механизм перестройки функции рас-
пределения описан в терминах рождения магни-
топлазменных флуктуаций в структуре основного 
состояния системы. Показано, что при целых фак-
торах заполнения главный вклад привносят двух-
магнитоплазмонные флуктуации с  суммарным 
нулевым импульсом, а в несжимаемых состояни-
ях с дробными ν доминируют комбинации магни-
топлазмона с внутриуровневой волной зарядовой 
плотности. При малых ν и rs появление магнито-
плазменной “поляризации” в основном состоянии 
подавлено, а при ν→ ∞  (в малых магнитных по-
лях) поляризационное облако магнитоплазмонов 
приходит к насыщению, задающему финальную 
перенормировку квазичастиц и максимально воз-
можное значение для (1–Z). Данные результаты со-
звучны с ранее наблюдавшимися нераспадностью 
ферми-жидкостных квазичастиц и одномодовым 
характером коллективных возбуждений в режиме 
квантового эффекта Холла [9].

Работа выполнена в рамках темы государствен-
ного задания ИФТТ РАН.
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The Migdal jump under the quantum Hall regime
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In two-dimensional electron systems at large values of the Wigner-Seits parameter rs and in the quantum 
Hall effect mode, the distribution function of particles over Landau levels was calculated. It turned out 
that at small filling factors, the tail of the distribution function and the magnitude of the Migdal jump 
are qualitatively different from the case of a Fermi liquid in a zero magnetic field. Due to the presence 
of the cyclotron energy gap, the Fermi-liquid distortion of the distribution function is significantly 
suppressed.


