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ВВЕДЕНИЕ

Волновые пакеты, локализованные в простран-
стве и  во времени, принято называть простран-
ственно-временными солитонами (ПВС), или све-
товыми пулями (СП). Такие уединенные импульсы 
могут оставаться устойчивыми по мере распростра-
нения в среде за счет баланса линейных (диспер-
сия, дифракция) и нелинейных эффектов.

Квазимонохроматические СП подробно иссле-
дуются в последние годы в средах с различным по-
рядком нелинейности. Большим преимуществом 
квадратично-нелинейных сред является отсут-
ствие коллапса, характерного для сред с кубичной 
нелинейностью и приводящего к неустойчивости 
солитонного решения [1]. Важным фактором для 
формирования СП является знак дисперсии груп-
повой скорости (ДГС). Возможность формиро-
вания двухчастотных ПВС при генерации второй 
гармоники в среде с квадратичной нелинейностью 
была теоретически предсказана [2, 3] и экспери-
ментально подтверждена [4, 5] более двадцати лет 
назад. В 2017 г. с помощью аналитического мето-
да усредненного Лагранжиана, а также численного 
моделирования были исследованы плоские “ды-
шащие” двухчастотные СП при аномальной ДГС 
[6]. Под “дышащим” режимом подразумевается то, 
что параметры СП осциллируют вокруг некоторо-
го среднего значения, причем осцилляции для пер-
вой и второй гармоник синфазны по каждому из 

параметров. В качестве среды, в которой возможно 
формирование подобных структур, было предло-
жено использовать мелкодисперсные среды [6, 7]. 
Такие среды состоят из изотропного вещества со 
статическим показателем преломления, в котором 
присутствуют гранулы оптически активного веще-
ства, обладающего сильно выраженными диспер-
сионными свойствами. ДГС в мелкодисперсных 
средах будет отрицательной именно за счет про-
странственной дисперсии [7]. Отметим, что отсут-
ствие ДГС на частоте второй гармоники не являет-
ся препятствием для формирования двухчастотной 
параметрической СП в среде с квадратичной нели-
нейностью [8].

Предельно короткие импульсы (ПКИ) и их ис-
следования относятся к  актуальным проблемам 
современной нелинейной оптики [9, 10]. Интерес 
к ПКИ носит также и прикладной характер, обу-
словленный развитием систем детектирования объ-
ектов и передачи информации. Некоторые методы 
анализа ПКИ были предложены в работах [11–16]. 
В  работе [12] к  импульсам длительностью в  не-
сколько периодов осцилляций электромагнитного 
поля применялось понятие огибающей сигнала. По 
сравнению с квазимонохроматическими малопери-
одные двухчастотные СП исследованы существен-
но меньше. Среди немногих публикаций по этой 
теме можно отметить работу [17], в которой были 
исследованы малопериодные СП в  присутствии 
волновода при нормальной ДГС. В  настоящей 
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работе мы изучаем возможность формирования 
малопериодных СП в однородной анизотропной 
среде с аномальной ДГС для обеих гармоник.

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

В книге [18] для ПКИ длительностью меньше 
одной пикосекунды вводится обобщенное много-
мерное нелинейное уравнение Шредингера, учи-
тывающее дисперсию и  дифракцию высших по-
рядков. В работе [19] по аналогичному алгоритму 
выведены уравнения, описывающие процесс ге-
нерации второй гармоники ПКИ с учетом диспер-
сии третьего порядка и дисперсии нелинейности. 
Обобщая результаты [18, 19], можно записать си-
стему уравнений для огибающих A1 и A2 электри-
ческого поля импульса на основной частоте и на 
второй гармонике:
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Схожим образом эффекты высших порядков 
учитывались в работе [17]. В работе [6] методом 
усредненного Лагранжиана при выполнении усло-
вий фазового и группового синхронизма был ана-
литически получен вид квазимонохроматических 
ПВС. При этом коэффициенты ДГС на частотах 
основной и второй гармоник были связаны следу-
ющим образом:

	 2 21 2β ω β ω( ) = ( ). � (3)
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Для численного эксперимента система (1)–(2) 
обезразмерена следующим образом:
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Rin — ​начальная ширина импульса, tin — ​начальная 
длительность импульса.

На вход в  среду z =( )0  подаются компо-
ненты на обеих частотах, имеющие гауссовскую 
огибающую:

	 ψ τ ψ τ1
2 2

2
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МАЛОПЕРИОДНЫЕ СВЕТОВЫЕ ПУЛИ

Мы подбираем параметры, при которых ква-
зимонохроматический сигнал с N = 10 устойчиво 
распространяется. Для световой пули наблюдает-
ся “дышащий” режим с синфазными колебаниями 
амплитуд обеих гармоник. Отличительным призна-
ком влияния эффектов высших порядков является 
возрастающее смещение во времени τ � центра сиг-
нала, что соответствует изменению групповых ско-
ростей обеих компонент. Этот эффект обусловлен 
наличием дисперсии третьего порядка и дисперсии 
нелинейности, причем если положительный коэф-
фициент дисперсии нелинейности (Db > 0) приво-
дит к положительному сдвигу, то отрицательная 
дисперсия третьего порядка (Dg < 0) — ​к отрица-
тельному сдвигу.

При уменьшении числа осцилляций до N =  5 
влияние дисперсии на характер распространения 
импульса возрастает. Сдвиг в положительном на-
правлении увеличивается, при этом форма сигнала 
в целом приближенно остается гауссовской, устой-
чивый режим все еще наблюдается. Если умень-
шить число осцилляций до N = 3, можно наблю-
дать серьезные отличия (рис. 1).

Рис.  1а и  1б иллюстрируют изменения соот-
ветственно пространственного и временного рас-
пределения интенсивности на основной часто-
те на расстояниях до 500 нелинейных длин при 

N = 3. Указанные профили существенно изменя-
ются вдоль продольной координаты: по сравне-
нию с N = 5 сдвиг во времени еще больше возрас-
тает, ширина и длительность пули увеличиваются, 
а энергия убывает по мере распространения в сре-
де. Похожим образом изменяется профиль сигнала 
на частоте второй гармоники.

На рис.  2а приведены зависимости пиковых 
интенсивностей сигналов на основной частоте от 
продольной координаты при различных значени-
ях N. Видно, что при N = 3 (короткий пунктир) 
устойчивый режим распространения световой пули 
нарушается. Увеличивая параметры Db1,2 (отвеча-
ющие за конкуренцию ДГС и нелинейности), мы 
возвращаем устойчивый режим (рис. 2б). Длитель-
ность сигнала сначала увеличивается, после осцил-
лирует вокруг некоторого среднего значения, что 
свидетельствует о  формировании СП. Отметим, 
что параметры такого солитона (амплитуда, дли-
тельность, ширина) будут отличаться от параме-
тров той пули, которая получалась первоначально, 
до модификации параметров. Изменение параме-
тров Db1,2 при постоянной входной длительности 
может осуществляться за счет изменения интен-
сивности импульса на входе в среду. При этом за-
фиксировать безразмерные коэффициенты диф-
ракции Db1,2 можно путем изменения входной ши-
рины импульса.

Также исследовался случай нулевой ДГС на ча-
стоте второй гармоники. Для случаев N = 10,5 на-
блюдался устойчивый режим, что в целом харак-
терно для квазимонохроматических световых пуль. 
Для более коротких импульсов N = 3 режим оста-
ется неустойчивым (рис. 3).

Необходимую для формирования СП отри-
цательную ДГС для некоторых кристаллов мож-
но найти в  инфракрасном диапазоне l ≈  1  мкм. 
Например, для кристаллов KDP и  LiNbO3 ДГС 

Рис. 1. Пространственный профиль сигнала (N = 3) на основной частоте при различных значениях z �  (а). Временной 
профиль сигнала (N = 3) на основной частоте при различных значениях z  (б).
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в диапазоне прозрачности можно оценить по фор-
муле Зельмейера [20]. Соответствующая иллюстра-
ция приведена на рис. 4. Однако соотношение (3) 
между отрицательными коэффициентами ДГС воз-
можно лишь в средах с пространственной диспер-
сией, например, в микродисперсных неоднород-
ных средах [6, 7].

Рассмотрим изотропную твердотельную матри-
цу со статическим показателем преломления n ≈ 1, 
в которой находятся гранулы некоего оптически 

активного вещества, например, LiNbO3. Размер 
гранул меньше расстояния между ними и много 
меньше длины волны. В  этом случае, пренебре-
гая рассеянием на гранулах, можно учесть про-
странственную дисперсию. По аналогии с  рабо-
той [7] волновое число приближенно задается 
выражением:
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ла w ≈ 1015 Гц, резонансную частоту w0 ≈ 1016 Гц, 
c(2)  =  10–8 СГСЭ (для LiNbO3), можно оценить 
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Рис.  2. Зависимость пиковых интенсивностей сигналов на основной частоте от продольной координаты при раз-
ных N. Сплошная линия N = 4, пунктирная N = 3.2, короткий пунктир N = 3 (а). Зависимость пиковых интенсивностей 
на основной частоте и на второй гармонике (сплошная и пунктирная линии соответственно) от продольной координаты 
при N = 3 (б).
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Рис. 3. Зависимость пиковых интенсивностей сигналов на 
основной частоте и на второй гармонике (сплошные верх-
няя и нижняя линии соответственно) от продольной коор-
динаты при N = 3 ( . ,D β1

0 1= −  D β2
0 2= − . ).  Пунктирные 

верхняя и нижняя линии — ​пиковые интенсивности в слу-
чае нулевой ДГС на частоте второй гармоники ( . ,D β1

0 1= −  
D β2

0= ).
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Рис. 4. Зависимость коэффициента ДГС b1,2 от длины вол-
ны для LiNbO3. Сплошная и пунктирная линии — ​ДГС на 
основной частоте и второй гармонике соответственно.
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дисперсионные длины l in
д =

2 2

1

τ
β

,  lд
in

3

3

1

6
=

τ
γ

 

(табл. 1) [6, 7]. Видно, что при уменьшении дли-
тельности импульса роль дисперсии третьего по-
рядка существенно возрастает.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Квазиоптическое описание процесса генерации 
второй гармоники малопериодными импульсами 
требует учета эффектов высших порядков, таких 
как дисперсия второго и третьего порядков, ква-
дратичная дисперсия нелинейности и дисперсия 
дифракции. В ходе численных экспериментов по-
казано, что двухчастотная световая пуля, распро-
страняющаяся устойчиво в квазимонохроматиче-
ском режиме (большое число осцилляций под оги-
бающей N), при переходе в малопериодный режим 
(уменьшение длительности до трех осцилляций 
под огибающей) изменяет свои основные параме-
тры, но сохраняет возможность устойчивого рас-
пространения. Групповые скорости обеих гармо-
ник при этом также изменяются.

Исследование выполнено при поддержке Меж-
дисциплинарной научно-образовательной школы 
Московского университета “Фотонные и кванто-
вые технологии. Цифровая медицина”.
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Табл. 1. Значения для дисперсионных длин

Длительность 
импульса, фс

Дисперсионная 
длина lд, см

Дисперсионная 
длина lд3, см

10 1.6 48
5 0.4 6
3 0.14 1
2 0.06 0.4
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On the parametric few-cycle light bullets
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Numerical simulation demonstrates that (2D+1) few-cycle (3–5 oscillations under the envelope) light 
bullets may form in the medium with quadratic nonlinearity and group velocity anomalous dispersion 
under conditions of second-harmonic generation. It is shown that as the number of oscillations under 
the envelope decreases, the parameters of such two-frequency solitons change.
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