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В физике, в частности, акустике время традиционно рассматривается как непрерывная координата.
Некоторое исключение составляет обработка сигналов, где дискретизация необходима для расчетов
на компьютерах. Но все акустические задачи формулируются и решаются с помощью непрерывных
по времени моделей, описываемых дифференциальными уравнениями и их решениями в виде не-
прерывных функций времени. Между тем эти задачи могут быть эквивалентным образом сформу-
лированы и решены с помощью дискретно-временных моделей, описываемых конечно-разностны-
ми уравнениями и их решениями в виде временных рядов. Как показывает опыт некоторых других
областей науки, например, теории управления, дискретный подход имеет ряд преимуществ перед
непрерывным подходом, использование которых значительно облегчает решение многих задач.
Данная статья имеет цель частично восполнить имеющийся здесь пробел в акустике и направлена
на создание теоретических основ дискретно-временного подхода к решению акустических задач.
Статья ограничена рассмотрением одной широко распространенной в акустике колебательной си-
стемы – линейной структуры с N степенями свободы, состоящей из сосредоточенных инерцион-
ных, упругих и диссипативных элементов, к которой, в частности, приводит метод конечных эле-
ментов. Для нескольких непрерывных моделей этой системы в статье построены эквивалентные
дискретно-временные модели, выведены конечно-разностные уравнения и получены их реше-
ния. Критерием эквивалентности непрерывных и дискретных моделей в статье принято матема-
тически точное равенство соответственных решений во все дискретные моменты времени. Исхо-
дя из этого критерия, между параметрами непрерывных и дискретных моделей и их уравнений
установлены аналитические связи, позволяющие по непрерывной модели системы строить ее
дискретно-временную модель и, наоборот, по известной дискретной модели строить ее непре-
рывную модель. Особое внимание в статье уделено вынужденным колебаниям системы под дей-
ствием кинематического возбуждения, важного во многих акустических задачах, тогда как в ли-
тературе рассматривается исключительно силовое возбуждение. В статье также рассмотрено одно
из самых полезных свойств дискретного моделирования – простота построения дискретных мо-
делей по экспериментально измеренным сигналам. Приведен соответствующий пример. Отме-
тим, что термин “ARMA-модель” является сокращением для “модели авторегрессии и скользящего
среднего”, общепринятым в теории управления, теории систем и в других областях науки.

Ключевые слова: колебательные системы с N степенями свободы, эквивалентность дискретной и
непрерывной моделей, энергетический критерий адекватности модели
DOI: 10.31857/S0320791923600671, EDN: CQEZFR

ВВЕДЕНИЕ

В акустике все физические переменные (дав-
ление, смещения и др.) традиционно рассматри-
ваются как непрерывные функции времени и
пространственных координат, а колебательные
модели сред и структур описываются дифферен-
циальными уравнениями, обыкновенными или в
частных производных. В последнее время, одна-
ко, исследователям и инженерам все чаще прихо-
дится иметь дело с ситуациями, где переменные и

непрерывные функции дискретизируются и за-
меняются числовыми рядами. Так, компьютер-
ная обработка и хранение непрерывных времен-
ных сигналов доступны только после их дискре-
тизации по времени, а уточненные численные
решения колебательных и волновых краевых за-
дач стали возможны благодаря использованию
методов конечных и граничных элементов, в ко-
торых непрерывные среды и конструкции заме-
няются их дискретными пространственными мо-
делями. Нет сомнений в том, что в ближайшее
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время, благодаря широкому применению ком-
пьютеров, дискретизация переменных и парамет-
ров будет использоваться все шире, а дискретная
математика будет все более активно внедряться в
теорию и инженерную практику решения акусти-
ческих задач.

Между тем, существуют области, где исследуе-
мые явления и процессы по своей природе явля-
ются дискретными или измеряются только в
определенные моменты времени. Многообразие
и доступность таких измерений способствовали
раннему развитию научных исследований. На-
блюдения за температурой воздуха в городах, за
морскими приливами, солнечными пятнами и
другими дискретными явлениями уже в 18-м веке
привели ученых к формулировке математическо-
го понятия временных рядов, детерминированных
и случайных, и к необходимости их анализа с це-
лью извлечения из них информации, необходи-
мой для понимания природы явлений, а также
для построения их динамических моделей, про-
гнозирования и управления. В начале 20-го сто-
летия на основе этих исследований был сформи-
рован самостоятельный научный раздел “Анализ
временных рядов” с большим числом важных ре-
зультатов и приложений в области спектрального
оценивания, статистики (см., например, [1–4]).

Настоящий прорыв в развитии дискретных
моделей и методов исследования временных про-
цессов начался в середине 20-го века и продолжает-
ся сейчас в связи с бурным развитием промышлен-
ности, особенно транспорта, и с необходимостью
проектирования оптимальных систем автомати-
ческого управления производственными процес-
сами и работой транспортных средств. Эта об-
ласть науки, которую принято называть “теорией
управления” (прежнее название “теория автома-
тического регулирования”), является сегодня од-
ной из самых развитых. Здесь уже написаны де-
сятки монографий как непосредственно по теории
управления, например [5–9], так и по примыкаю-
щим к ней дисциплинам – по “идентификации
систем”, т.е. по построению математических мо-
делей динамических систем на основе экспери-
ментальных данных [10–13], по цифровой обра-
ботке временных сигналов [4, 14] и др. По этой те-
матике также имеются тысячи публикаций в
журналах и трудах многочисленных регулярных
конференций – см., в частности, [15, 16], где в от-
крытом доступе печатаются доклады конферен-
ций, проводимых под эгидой Международной
федерации по автоматическому управлению (Inter-
national Federation on Automatic Control – IFAC) за
1960–2014 гг. [15] и c 2015 г. по настоящее время
[16]. Многие теоретические и практические ре-
зультаты теории управления, в том числе дис-
кретные модели и методы исследования времен-
ных процессов, в последние годы были успешно
распространены на другие области, включая та-
кие, казалось бы, далекие от техники области как

биология, медицина, языкознание и другие (см.,
например, [17, 18]).

Однако, акустику эти процессы затронули не-
значительно, несмотря на наличие целого ряда
проверенных на практике достоинств дискрет-
ных методов (простота экспериментального по-
строения дискретных моделей, экономичность в
вычислениях, робастность, т.е. работоспособность
при низких значениях отношения “сигнал/шум”,
возможность прогнозирования случайных про-
цессов и др.). В литературе можно найти отдель-
ные статьи, где дискретные модели временных
процессов применяются для решения задач мо-
дального анализа, акустического мониторинга и
диагностики колебательных систем, например, в
[19–23]. Но на регулярной основе, если не счи-
тать обработку сигналов, дискретные методы ис-
следования временных процессов в акустике по-
ка не применяются, насколько известно авторам
данной статьи, которые не смогли найти в извест-
ных монографиях и справочниках по акустике да-
же упоминания о них.

В предлагаемой работе делается попытка ча-
стично восполнить этот пробел. Основное вни-
мание в ней уделено построению дискретных по
времени моделей по известным непрерывным мо-
делям для простейших акустических структур – ко-
лебательных систем с конечным числом степеней
свободы. В основу построения положен крите-
рий, согласно которому временные ряды, описы-
вающие свободные и вынужденные колебания
дискретных моделей, должны в точности совпа-
дать с соответственными дискретизированными
непрерывными решениями. Такое требование
продиктовано особенностью акустических задач,
которая заключается в высокой чувствительности
волновых и колебательных свойств к изменению
модельных параметров. В частности, ниже в ста-
тье показано, что повсеместно применяемая в ли-
тературе процедура построения дискретных мо-
делей путем формальной замены непрерывных
производных конечными разностями приводит к
физически неприемлемым результатам – см.
Приложение А. Для построенных на основе ука-
занного критерия дискретных моделей в статье
выведены конечно-разностные уравнения и по-
лучены их решения для свободных и вынужден-
ных колебаний под действием как силового, так и
кинематического возбуждения. Между парамет-
рами непрерывных и соответственных дискрет-
ных моделей установлены аналитические соотно-
шения, позволяющие без труда переходить от не-
прерывных моделей к дискретным и наоборот.
Отмечено одно из примечательных свойств дис-
кретных моделей – это специальная структура их
конечно-разностных уравнений. Она делает чрез-
вычайно простым построение самой модели экс-
периментально без предварительного знания со-
ответственных непрерывных моделей и с исполь-
зованием весьма ограниченного объема данных
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измерений. В статье приведен пример такого по-
строения.

Отметим особую роль, которую в данной рабо-
те играет известная теорема отсчетов Котельни-
кова [24] (в западной литературе она известна под
названием теорема Найквиста–Шеннона). Тео-
рема гласит: любая непрерывная функция x(t) с
ограниченным спектром (ω < ωc) может быть точ-
но представлена своим дискретным временным
рядом x(nT) с интервалом дискретизации T, рав-

ным , и восстановлена с помощью раз-

ложения

где sinc(z) = sin(z)/z, n – целое число. Она, таким
образом, означает, что два представления вре-
менной зависимости, в виде непрерывной функ-
ции времени и в виде временного ряда, являются
при выполнении определенных условий эквива-
лентными. По существу, но в другой форме, тео-
рема была получена математиками ранее в рамках
решения задачи интерполяции функций [25]. Од-
нако ее пришлось заново переоткрывать в 1930-х гг.
для нужд теории связи, где она, в силу ее фунда-
ментальной важности, получила название, свя-
занное с выдающимися учеными этой области
науки и техники. В настоящее время теорема от-
счетов лежит в основе современных численных
методов обработки сигналов, теории управления
и других областях науки. Поскольку данная ста-
тья посвящена установлению аналитической связи
между эквивалентными непрерывными и дис-
кретными моделями колебательных систем, то
теорема отсчетов и здесь предполагается выпол-
ненной во всех приводимых соотношениях, и, та-
ким образом, также лежит в основе предложен-
ной в статье теории.

Подчеркнем, что данная статья рассматривает
дискретизацию колебательных процессов по вре-
мени и совсем не затрагивает дискретизацию по
пространственным координатам, хотя она столь
же актуальна и важна из-за широкого примене-
ния методов конечных и граничных элементов.
Эти два научных направления, основанные на
временной и на пространственной дискретиза-
ции, развивались независимо, решая разные фи-
зические задачи и используя разные математиче-
ские аппараты. Важное отличие между ними за-
ключается, в частности, в том, что все временные
зависимости, в отличие от зависимостей от про-
странственных координат, подчиняются прин-
ципу причинности. С некоторыми имеющимися
методами и результатами решения современных
пространственно-дискретных или, иначе, сете-
вых и решетчатых задач читатель может ознако-
миться, например, в статье [26].

π< ≤
ω

0
c

T

( ) ( ) ( )∞

=−∞

 = π −   sinc ,
n

tx t x nT n
T

В заключение Введения приведем перечень и
краткую характеристику известных [2] времен-
ных дискретных моделей, которые используются
в данной статье. Это, прежде всего, ARMA-мо-
дель или авторегрессионная модель скользящего
среднего (AutoRegressive Moving Average model). В
литературе используются и другие названия этой
модели, например, ARX. Она описывается конеч-
но-разностным уравнением вида

(1)

где x[n] – подлежащая определению скалярная
величина, например, смещение; w[n] – заданное
внешнее воздействие, например, сила; квадрат-
ные скобки указывают на принадлежность вре-
менному ряду, т.е. на значение функций x и w в
дискретные моменты времени t = nT, где T – ин-
тервал дискретизации, например, x[n] = x(nT); n,
p, q, P и Q – целые числа. Коэффициенты ap и bq
являются параметрами модели, а пара чисел (P, Q)
называется порядком модели.

Модель (1) является объединением двух моде-
лей – авторегрессионной модели (AR-модели),
которая получается из (1) при P ≥ 1 и Q = 1 или 0,
и модели скользящего среднего (MA-модели),
которая соответствует уравнению (1) при P = 0 и
Q ≥ 1. Эти две модели независимы, но при отдель-
ном использовании требуют большого, часто бес-
конечного, числа параметров, в то время как поря-
док ARMA-модели, как правило, невелик. Одна из
часто применяемых в литературе разновидностей
MA-модели, которая используется и в данной
статье, носит название “модели черного ящика”
или “фильтра с одним входом и одним выходом”
и характеризуется конечно-разностным уравне-
нием типа

(2)

где временной ряд h[n], называемый импульсной
передаточной функцией, представляет собой вы-
ходной сигнал фильтра (черного ящика) при дей-
ствии на его вход дискретной δ-последовательно-
сти Кронекера

(3)

В разных разделах науки ряд h[n] имеет и другие
названия, например, в акустике – это дискретная
функция Грина. В соответствии с принципом
причинности импульсная передаточная функция
тождественно равна нулю при отрицательных n.

Большой класс составляют ARMA-модели с
векторными переменными x[n] и w[n], которые
описываются конечно-разностными уравнения-
ми (1) с матричными коэффициентами. Ниже в
статье будет использоваться одна такая модель –
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так называемая SS-модель (State Space model), т.е.
модель в пространстве состояний. Ее конечно-
разностное уравнение записывается как

(4)

Для колебательных систем с N степенями свобо-
ды вектор x[n] имеет размерность 2N, его компо-
нентами являются комплексные амплитуды N сме-
щений и N скоростей, а A и B – это 2N×2N-матри-
цы. SS-модель является наиболее общей моделью
для динамических систем. Она широко применяет-
ся в общих теоретических исследованиях, а в теории
управления считается основной моделью [9].

Что касается непрерывных моделей систем с N
степенями свободы, в статье используется хорошо
известная M–C–K-модель конечно-элементного
типа, состоящая из сосредоточенных масс m,
демпферов c и упругостей k, описываемая систе-
мой N обыкновенных дифференциальных урав-
нений второго порядка; непрерывная SS-модель,
описываемая системой 2N обыкновенных урав-
нений первого порядка, а также модель черного
ящика, которая описывается импульсной переда-
точной функцией h(t), т.е. откликом на ẟ-функ-
цию Дирака, и интегральным уравнением

(5)

описывающим вынужденные колебания системы
и являющимся непрерывным аналогом уравне-
ния (2).

1. ДИСКРЕТНО-ВРЕМЕННОЕ 
МОДЕЛИРОВАНИЕ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ 
СИСТЕМ С N СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ
Целью данного раздела является построение

дискретно-временных моделей для колебатель-
ных систем с конечным числом степеней свободы
по их известным непрерывным моделям. В основу
построения положено требование полного совпа-
дения колебаний непрерывной и дискретной мо-
делей в дискретные моменты времени. Постановка
этой задачи мотивирована потенциальными воз-
можностями дискретного подхода к решению
акустических задач и, частично, некорректно-
стью часто используемого в литературе метода
построения дискретных моделей на основе фор-
мальной замены производных конечными разно-
стями – см. Приложение А. Основным результатом
раздела являются аналитические зависимости меж-
ду соответственными дифференциальными и ко-
нечно-разностными уравнениями, их параметра-
ми, решениями и спектрами, которые позволяют
строить как дискретные модели по непрерывным
моделям, так и непрерывные модели по дискрет-
ным моделям. Ряд результатов раздела, относя-
щихся к силовому возбуждению систем, известны
в литературе и приводятся без вывода. Результа-

[ ] [ ] [ ]+ − =1 .n A n B nx x w

( ) ( ) ( )
∞

= τ − τ τ
0

,x t h w t d

ты, относящиеся к кинематическому возбужде-
нию, насколько известно авторам, являются но-
выми. Для наглядности изложение начинается с
простейшей колебательной системы, имеющей
одну степень свободы. Затем полученные резуль-
таты распространены на системы с произволь-
ным числом N степеней свободы.

1.1. Механический осциллятор

1.1.1. Непрерывный подход. Классической не-
прерывно временной моделью произвольной ли-
нейной колебательной системы с одной степенью
свободы общепринято считать механический ос-
циллятор (рис. 1), т.е. структуру, состоящую из
трех сосредоточенных элементов – массы m, пру-
жины с жесткостью k и вязкого демпфера с коэф-
фициентом демпфирования c, которая описыва-
ется обыкновенным дифференциальным уравне-
нием второго порядка,

Здесь t – время, u(t) – смещение массы, f(t) –
внешняя сила, приложенная к массе, u0(t) – внеш-
нее кинематическое возбуждение (смещение), при-
ложенное к пружине и демпферу со стороны ос-
нования, которое имеет место, например, при ис-
пытаниях на вибрационных стендах, точка
означает производную по времени.

Механические параметры модели M–C–K вы-
браны произвольно в качестве основных предста-
вителей для всего класса колебательных систем с
одной степенью свободы. Реальные системы мо-
гут иметь физически другие инерционные, упру-
гие и демпфирующие элементы. Однако, резуль-
таты, полученные для модели (6), будут верны и
для других представителей этого класса после со-
ответственной замены параметров. Для удобства

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

+ + =  +
 

0 0

, (6a)
. (6б)

f t
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Рис. 1. Общая механическая модель колебательной
системы с одной степенью свободы при (а) – силовом
и (б) – кинематическом внешнем воздействии.
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дальнейшего рассмотрения уравнение (6) поде-
лим на m и представим в виде

где введены следующие обозначения:  –

коэффициент затухания,  – собственная

частота недемпфированной системы.

Напомним некоторые известные свойства
колебаний этой структуры. Прежде всего, рас-
смотрим собственные или свободные колебания
осциллятора, которые соответствуют решениям
однородного уравнения (7) без правой части.
Разыскивая его решение в стандартном виде
u(t) = eλt, получим характеристическое уравнение

(8)

и два его корня

где  – собственная частота демпфи-
рованной системы.

В большинстве практических случаев количе-
ство демпфирования в системах невелико, и ком-
плексно-сопряженные корни (9a) встречаются
чаще всего, а два независимых собственных коле-
бания являются гармоническими функциями ча-
стоты ωd с экспоненциально затухающими ам-
плитудами

(10a)

Существует немало и сильно демпфированных
систем с большими значениями параметра c,
близкими или превышающими критическое зна-
чение , при котором имеет место один
корень двойной кратности (9б). При большем
демпфировании рассматриваемая система пере-
стает быть колебательной и все ее собственные
движения становятся экспоненциально затухаю-
щими. В случае кратного корня (9б) собственные
функции равны

(10б)

а в случае (9в) – это две затухающие экспоненты
вида

(10в)

Произвольные свободные движения системы для
всех значений демпфирования являются линей-
ными комбинациями собственных функций (10)
с амплитудами, однозначно определяемыми по
начальным условиям.

Вынужденные колебания механического ос-
циллятора определяются его импульсной переда-
точной функцией h(t):

(11)

Функция h(t) является по определению откликом
системы на мгновенный единичный импульс,
действующий в момент t = 0, и удовлетворяет
уравнению (7) с правой частью в виде δ-функции
Дирака, f(t) = δ(t) или u0(t) = δ(t). В силу принципа
причинности, h(t) = 0 при t < 0. Во всех дальней-
ших выкладках для краткости мы будем предпо-
лагать, что γ < ω0, т.е. что осциллятор имеет до-
критическое демпфирование и комплексно со-
пряженные корни (9а). Вычисления для сильно
демпфированного осциллятора производятся
аналогично и далее будут опущены.

Импульсная передаточная функция для сило-
вого возбуждения при t > 0 равна:

(12а)

а для кинематического возбуждения u0(t) = δ(t)
имеет вид:

(12б)

При анализе и проектировании колебательных
систем важное значение имеют также их спек-
тральные характеристики. Приведем поэтому
классическое преобразование Фурье от импульс-
ных передаточных функций (12):
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(13б)

Их принято называть частотными характеристи-
ками системы (frequency response function или
FRF); при этом модуль |H(ω)| называется ампли-
тудно-частотной характеристикой (АЧХ), а угол
θ(ω) – фазово-частотной характеристикой (ФЧХ)
системы. Частотная характеристика, как функ-
ция частоты, определена на всей комплексной
плоскости ω и обладает свойством симметрии:

, где черта сверху означает ком-
плексное сопряжение. Другими словами, ее дей-
ствительная часть  является четной
функцией частоты, а мнимая часть  –
нечетной. При действии на осциллятор произ-
вольного силового f(t) или кинематического u0(t)
возбуждения спектр его смещения равен, соглас-
но (11), произведению частотной характеристики
(13) и спектра Фурье воздействия.

1.1.2. Дискретизация и ARMA-модель. Пусть
теперь представленные выше непрерывные по t
свободные и вынужденные колебания механиче-
ского осциллятора рассматриваются только в
дискретные равноотстоящие моменты времени
t = nT, где n – целое число, T – интервал дискре-
тизации, равный обратному значению частоты
дискретизации. Выясним, как при этом изменя-
ются уравнения движения, импульсные функции
и спектры осциллятора.

Рассмотрим сначала свободные колебания.
Дискретизация двух независимых собственных
колебаний осциллятора (10) превращает их в два
независимых бесконечных временных ряда

(14)

В соответствии с общей теорией [25], они должны
удовлетворять однородному конечно-разностно-
му уравнению, имеющему порядок два, равный
числу независимых решений. Запишем это урав-
нение в следующем авторегрессионном виде

(15)
где a1 и a2 – неизвестные пока постоянные коэф-
фициенты. В литературе часто находят эти коэф-
фициенты непосредственно из однородного не-
прерывного уравнения (7) путем замены в нем
производных по времени конечными разностя-
ми. Однако, в данном случае этого делать нельзя,
т.к. такая замена приводит к физически неоправ-
данным последствиям – см. Приложение А.

Чтобы найти нужные значения коэффициен-
тов a1 и a2, два независимых решения уравнения (15)
представим [25] в стандартном виде как (u1)n и
(u2)n, где n – целое, а u1 и u2 являются корнями ха-
рактеристического уравнения
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(16)
и сравним их с рядами (14). Чтобы эти решения
совпадали, требуется, очевидно, выполнение сле-
дующих равенств

(17)
где λ1 и λ2 – корни “непрерывного” характери-
стического уравнения (8). Тогда, по известной
теореме Виета, искомые коэффициенты уравне-
ния (15) равны

(18а) 
или после подстановки значений (9а)

(18б) 
Нетрудно найти и обратные зависимости. Если

известны коэффициенты (18) конечно-разност-
ного уравнения (15), то относительные значения
двух коэффициентов соответственного непре-
рывного уравнения (6) выражаются через них как

(19а) 

или в более компактной записи

(19б) 

где u1 и u2 – корни характеристического уравне-
ния (16). Для нахождения третьего коэффициента
уравнения (6), т.е. массы m механического осцил-
лятора, нужно рассмотреть его вынужденные ко-
лебания.

В непрерывной постановке вынужденные ко-
лебания осциллятора при различных типах воз-
буждения полностью характеризуются импульс-
ными передаточными функциями (12), которые
после дискретизации превращаются во времен-
ные ряды:

(20а) 

(20б)

Найдем теперь конечно-разностные уравне-
ния, которым удовлетворяют ряды (20) при t ⩾ 0.
Эти уравнения должны иметь один и тот же вид
ARMA-уравнения (1):
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отличаясь только значениями MA-коэффициен-
тов в правой части. Действительно, левая часть
(21) должна совпадать с левой AR-частью уравне-
ния (15) с коэффициентами (18), т.к. при n > 1 оба
ряда (20) по своему определению удовлетворяют
(15). Однако, правая часть (21) зависит от типа
возбуждения. Для силового возбуждения нужен
только один коэффициент, а в случае кинемати-
ческого возбуждения правая часть (21), имитируя
непрерывную дельта-функцию Дирака и ее произ-
водную, должна содержать дельта-последователь-
ность Кронекера (3), приложенную в два началь-
ных момента времени n = 0 и n = 1 с неизвестными
пока коэффициентами b0 и b1. Эти коэффициенты
мы определим, найдя частное решение уравнения
(21) и приравняв его поочередно рядам (20). 

Поскольку при n > 1 уравнение (21) является
однородным, его решение равно комбинации
двух решений уравнения (15):

где u1 и u2 – корни характеристического уравне-
ния (16), а C1 и C2 – неизвестные константы. Под-
ставив это решение в (21) и положив n = 0 и n = 1,
с учетом h[n < 0] = 0 в силу принципа причинно-
сти, найдем C1 и C2 и частное решение уравнения
(21) в виде:

(22а) 

или после подстановки в него (13) и (14)

(22б) 

а также соотношения

(23)

Если теперь подставить в (23) значения эле-
ментов рядов (20) в начальные моменты времени
n = 0 и 1, то найдем искомые коэффициенты b0 и
b1 уравнения (21). Для силового возбуждения, как
и ожидалось, отличен от нуля только один коэф-
фициент

(24а)

а для кинематического возбуждения оба коэффи-
циента отличны от нуля
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Таким образом, временные ряды (20) удовлетво-
ряют одному и тому же конечно-разностному
ARMA-уравнению (21), но с разными коэффици-
ентами правой части. Авторы проверили, что ре-
шения (22) уравнения (21) с коэффициентами
(24) в точности и для всех n совпадают с рядами
(20) дискретизированных непрерывных импульс-
ных функций (12).

Произвольные вынужденные колебания ос-
циллятора в дискретной постановке вычисляют-
ся по его импульсным передаточным функциям
(20) с помощью дискретной конволюции (2) с
функциями возбуждения.

1.1.3. Спектральный анализ. Рассмотрим, как
дискретизация изменяет спектр колебаний ос-
циллятора, в частности, как меняются его частот-
ные характеристики (13). Воспользуемся следую-
щей известной теоремой [4], играющей важную
роль в теории дискретных систем: дискретизация
любой непрерывной функции приводит к перио-
дическому продолжению ее спектра с периодом,
равным частоте дискретизации. В нашем случае
это означает, что спектр Фурье Hd(ω) дискретной
импульсной функции (20) равен (см. Приложе-
ние Б)

(25)

где H(ω) – спектр непрерывной импульсной
функции (13),  – круговая частота дис-
кретизации. Из этого результата следует одно
практически важное ограничение, накладывае-
мое при дискретном анализе колебательных си-
стем на частоту дискретизации, ширину частот-
ной характеристики исследуемой системы и
спектра возбуждения f[n] или u0[n]. Оно называ-
ется теоремой отсчета Котельникова и заключа-
ется в том, что спектр Фурье исследуемого сигна-
ла в непрерывной постановке не должен выхо-
дить за рамки частотного интервала .
В противном случае, соседние слагаемые в (25)
накладываются друг на друга, делая невозмож-
ным точное восстановление спектра H(ω) непре-
рывного сигнала по спектру Hd(ω) дискретного
сигнала.

Например, при спектральном анализе смеще-
ния механического осциллятора с силовым воз-
буждением и умеренным демпфированием его
частотная характеристика (13) является быстро
убывающей функцией частоты (убывает как ω–2

при  так что в интервале [–2ω0, 2ω0], где
ω0 – это собственная частота осциллятора, содер-
жится, как нетрудно проверить, более 95% энер-
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гии сигнала. Частоту 2ω0 поэтому можно считать
верхней граничной частотой спектра непрерыв-
ного сигнала. Чтобы теорема Котельникова вы-
полнялась, частота дискретизации Ω должна в
этом случае быть выбрана выше так называемой
частоты Найквиста , равной удвоенной
частоте граничной частоты спектра.

Однако, если механический осциллятор возбуж-
дается кинематически, как показано на рис. 1б, или
в нем измеряется не смещение, а ускорение, ши-
рина его частотной характеристики увеличивает-
ся. Одновременно должна увеличиться частота
дискретизации и, как следствие, число вычисле-
ний. Еще более широкие спектры имеют слож-
ные колебательные системы с большим числом
степеней свободы и собственных частот. В таких
случаях следует ограничивать спектры внешнего
возбуждения. Подробное обсуждение ограниче-
ний при дискретном спектральном анализе при-
ведено в книгах по цифровой обработке сигна-
лов, например, в [4, 14].

Формула (25) полезна для теоретического ана-
лиза. Для практических вычислений удобнее при-
менять z-преобразование – см. Приложение Б. На-
пример, чтобы вычислить спектры временных
рядов (20), воспользуемся непосредственно урав-
нением (21) и легко проверяемым свойством z-
преобразования: сдвиг временного ряда на один
шаг назад эквивалентен умножению z-спектра на

. Умножив уравнение (21) на  и просумми-
ровав результат, получим формулу

(26)

которая после подстановки  с точностью
до множителя Ω совпадает с (25). Было провере-
но, что обращение z-спектра (26) с помощью вто-
рой формулы (Б13) в Приложении Б после взятия
интеграла вычетами дает дискретные импульс-
ные функции (20). Проверено также, что если
рассматривать (26) как функцию частоты ω и
взять классическое обратное преобразование Фу-
рье в бесконечных пределах, то получим непре-
рывные импульсные функции (12), умноженные
на функцию дискретизации – см. Приложение Б.

Подведем итоги исследования механического
осциллятора. Переход от непрерывного подхода к
анализу свободных и вынужденных колебаний
осциллятора к дискретному подходу требует су-
щественного изменения математических и физи-
ческих средств анализа: непрерывные функции
заменяются временными рядами; вместо обык-
новенных дифференциальных уравнений долж-
ны решаться уравнения в конечных разностях;
спектры дискретных колебаний всегда являются
бесконечными и периодическими независимо от
того, каков спектр при непрерывном анализе.
Устанавливая соответствие между непрерывным
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и дискретным подходами, мы исходили из усло-
вия, что временные ряды, описывающие колеба-
ния осциллятора, должны совпадать со значения-
ми дискретизированных соответственных непре-
рывных функций времени. При этом между
параметрами непрерывных и дискретных моде-
лей были установлены взаимно однозначные ана-
литические связи, позволяющие переходить от
одной модели к другой и обратно. Было в то же
время показано, что это можно делать не всегда и
корректный переход от непрерывной модели к
дискретной модели возможен только для колеба-
тельных систем, спектры колебаний которых
ограничены сверху по частоте, т.е. когда выпол-
няется теорема отсчетов Котельникова. Эти вы-
воды верны и для более сложных колебательных
систем.

1.2. Колебательная система
с N степенями свободы

В этом подразделе результаты, полученные
при исследовании механического осциллятора,
распространены и на случай линейных колеба-
тельных систем с N степенями свободы. Для этих
систем существует довольно много векторных
моделей, как непрерывных, так и дискретных [12,
27], которые отличаются друг от друга числом ис-
пользуемых переменных. Ниже будут рассмотрены
две наиболее распространенные модели – SS-мо-
дель и модель черного ящика (фильтра с одним
входом и одним выходом). SS-модель использует
максимально возможное количество переменных
2N в пространстве состояний и удобна для теоре-
тических исследований. Модель черного ящика
использует одну переменную и удобна в экспери-
ментальных исследованиях. Следуя принятой в
статье общей схеме исследования, ниже для обо-
их случаев сначала формулируется непрерывная
модель, а затем по ней строится соответственная
дискретная модель. Как и для механического ос-
циллятора, между дифференциальными и конеч-
но-разностными уравнениями, их параметрами и
решениями будут установлены аналитические
связи.

1.2.1. Общая непрерывная модель. Для описа-
ния колебательных и волновых процессов слож-
ных систем в акустике традиционно применяются
две основные модели – пространственно непре-
рывные упругие среды, описываемые уравнениями
в частных производных и граничными условиями, а
также структуры, состоящие из сосредоточенных
элементов и описываемые обыкновенными диф-
ференциальными уравнениями. Время в обеих
моделях считается непрерывным. В последние
годы, благодаря повсеместному применению ме-
тода конечных элементов, эти модели сближаются,
отличаясь количеством степеней свободы. По-
этому в качестве наиболее общей непрерывной
акустической модели колебательных систем мы
примем здесь вторую модель, т.е. дискретную
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структуру, состоящую из N масс, соединенных
между собой (и с основанием) сосредоточенными
упругостями и вязкими демпферами. Модель хо-
рошо изучена и описывается практически во всех
учебниках и справочниках по акустике [28, 29].
Как и в случае механического осциллятора, вы-
бор M–C–K в качестве параметров модели явля-
ется условным, вместо них могут подразумевать-
ся физически другие сосредоточенные элементы.
Модель описывается системой N обыкновенных
дифференциальных уравнений второго порядка

(27)

где , 

 и  –
это N-векторы обобщенных смещений масс, сме-
щений основания и внешних сил, приложенных
к массам, инерционная N × N-матрица M дей-
ствительна, симметрична и положительно опре-
делена, упругая матрица K и матрица C вязких
демпферов действительны, симметричны и не-

отрицательны,  и
. Уравнения (27) опи-

сывают колебания широкого класса колебатель-
ных систем с N степенями свободы, в том числе
конечно-элементные модели. Уравнения отлича-
ются от общепринятых добавлением варианта с
кинематическим возбуждением u0(t). Примерами
задач с таким возбуждением могут служить коле-
бания зданий во время землетрясений, а также
стендовые испытания конструкций на вибраци-
онных столах.

1.2.2. SS-модели. Для представления модели
(27) в виде непрерывной SS-модели в простран-
стве состояний нужно удвоить количество пере-
менных, например, приняв скорости масс  в
качестве дополнительных N переменных. Систе-
ма (27) N уравнений второго порядка запишется
тогда в виде следующей системы 2N уравнений
первого порядка:

(28)

где введены обозначения

индексы α и β в блочном представлении векто-
ров и матриц соответствуют значениям

 и .
Положим, что при t < 0 система уже совершала

свободные колебания, так что в момент времени
t = 0 она приобрела смещение и скорости y(0) =
= y0, которые примем за начальные условия зада-
чи. Кроме того, будем считать, при t < 0 внешнее
возбуждение отсутствует, начинает действовать в
момент t = 0 и продолжает действовать в последу-
ющее время. При таких условиях решение систе-
мы (28) записывается в виде суммы двух слагае-
мых – общего решения однородной системы и
частного решения неоднородной системы урав-
нений

(29)

Это решение взято из книги Ф.Р. Гантмахера [30],
где также подробно разъяснено, как вычислять
функции от матриц.

Как и в случае механического осциллятора,
вынужденные колебания рассматриваемой си-
стемы удобно выразить через импульсную пере-
даточную вектор-функцию h(t) – см. (11). Она
описывается вторым слагаемым в (29), если в него
вместо N-вектора f(t) или u0(t) подставлять вектор
eδ(t), где e = [1, 1 …, 1]T – это N-вектор с единич-
ными элементами, δ(t) – это дельта-функция Ди-
рака. В результате для силового возбуждения по-
лучим

(30а)

Для кинематического возбуждения нужно снача-
ла с помощью интегрирования по частям преоб-
разовать слагаемое с производной от дельта-
функции и затем произвести интегрирование.
В результате имеем:

(30б)
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где N × N-матрицы  и  даны в (27). Дискрети-
зация полученных решений (29), (30) сводится к
замене t = nT, T – интервал дискретизации, пре-
вращая эти непрерывные векторные функции во
временные векторные ряды.

Рассмотрим теперь дискретный подход к ана-
лизу колебательной системы с N степенями сво-
боды и покажем, каким конечно-разностным
уравнениям удовлетворяют временные ряды дис-
кретизированных непрерывных решений, а также
установим аналитическую связь между парамет-
рами непрерывной и дискретной моделей. Как и
при непрерывном подходе, воспользуемся для
этого дискретной SS-моделью как наиболее об-
щей среди всех дискретных моделей. В данном
случае эта модель описывается следующей систе-
мой 2N конечно-разностных уравнений первого
порядка

(31)

где x[n] и w[n] – это 2N-векторы состояния и
внешних воздействий, А – матрица порядка 2N
параметров рассматриваемой системы и B – это
2N × 2N-матрица, зависящая от особенностей
внешнего воздействия, например, силового или
кинематического, и учитывающая формальные
особенности модели, такие как умножение воз-
буждения на обратную инерционную матрицу
или V в (28) и другие. Порядок этой модели опре-
делен количеством переменных, необходимых
для полного описания всех степеней свободы, т.е.
равен 2N. При тех же условиях, что и в непрерыв-
ном подходе, т.е. при начальных условиях x[0] = x0 и
при отсутствии внешнего возбуждения при отри-
цательных n < 0, решение системы уравнений на-
ходится стандартным способом [25] и равно

(32)

Первое слагаемое описывает свободные колеба-
ния, второе – вынужденные.

Найдем связь между параметрами A и B дис-
кретной SS-модели (31) и материальными пара-
метрами U и V непрерывной SS-модели (28), ис-
ходя из условия равенства 2N-векторов состоя-
ния решений (29) и (32) во всех дискретных
моментах времени nT при свободных и при вы-
нужденных колебаниях, иначе говоря, из равен-
ства x[n] = y(nT).

Приравнивая свободные колебания (первые
слагаемые в (29) и (32)), непосредственно получа-
ем соотношение

(33)
которое позволяет вычислить авторегрессионные
параметры дискретной SS-модели рассматривае-
мой колебательной системы по известным мате-
риальным параметрам M, C, K непрерывной мо-

K̂ Ĉ

[ ] [ ] [ ]= − +1 ,n A n B nx x w

[ ] [ ]−

=
= +0

0
.

n
n n k

k

n A A B kx x w

= ,UTA e

дели, точнее по их отношениям M–1K и M–1C.
Верно и обратное утверждение: если известна ав-
торегрессионная матрица A колебательной систе-
мы, то по ней можно найти отношения матриц
материальных параметров:

(34)

Чтобы связать с материальными параметрами
вторую матрицу дискретной SS-модели (31) –
матрицу B, достаточно приравнять соответствен-
ные векторы импульсных переходных временных
рядов. Для непрерывной модели этот вектор ра-
вен (30) для t = nT, а для дискретной модели он ра-
вен второму слагаемому решения (32), в котором
внешнее воздействие отлично от нуля только в
момент времени kT = 0 и соответствует 2N-векто-
ру w[0], в котором каждый элемент равен едини-
це, точнее:

(35)

В результате, приравнивая (35) и hf(nT) в (30а),
получим, что для силового возбуждения системы
искомая матрица равна:

(36а)

А приравнивая (35) и hk(nT) в (30б), для кинемати-
ческого возбуждения получим:

(36б)

Формулы (36) дают возможность определить мат-
рицу B в дискретной модели (31), если известны
все материальные параметры непрерывной моде-
ли. В случае силового возбуждения верно и обрат-
ное: зная матрицу Bf, можно вычислить инерци-
онную матрицу системы:

которая вместе с формулами (34) определяет все
материальные параметры колебательной системы
M, C, K. Однако, для кинематического возбужде-
ния это не так: по известным матрицам A и Bk
можно найти только некоторые отношения мате-
риальных матриц. Чтобы определить все матери-
альные матрицы колебательной системы в отдель-
ности, включая матрицы  и  которые характе-
ризуют соединение системы с вибрирующим
основанием, необходимо знание матрицы A и обе-
их матриц (36).

Нетрудно проверить, что для случая N = 1, т.е.
для колебательной системы с одной степенью
свободы, полученные в этом подразделе результа-

( ) − −= = =1 1
βα ββ

1 ln или , .U A M K U M C U
T

[ ]  =   
.nn A B

e
h

e

−
 

=  
 

f 1

0 0
.

0
B

M

−

− −

 
=  

+  

1
αβ

k 1 1
ββ

ˆ0
.

ˆˆ0

U M C
B

M K U M C

( )−= 1
ββ ,M B
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ты в точности совпадают с результатами, полу-
ченными выше для механического осциллятора.
В этом случае для непрерывной SS-модели (28)
имеем следующие параметры а для дискретной модели (31) они равны

Проверено, что, исключив из векторов состоя-
ния x и y вторую компоненту (скорость), из этих
уравнений можно получить все соотношения,
приведенные в п. 1.1.1.

1.2.3. Одномерная модель черного ящика. Век-
торные SS-модели колебательных систем со мно-
гими степенями свободы и соответственные
уравнения и их решения удобны для теоретиче-
ского анализа свободных и вынужденных колеба-
ний. Однако они содержат много переменных и
неудобны для экспериментального анализа слож-
ных систем. Современные эксперименты, как
правило, ограничиваются измерениями в неболь-
шом числе точек и для их описания требуются бо-
лее простые модели. В этом подразделе рассмат-
ривается простейший случай, когда колебания
системы измеряются только в одной точке и воз-
буждение производится тоже в одной точке, этой
же или другой. Для описания такого эксперимен-
та, очевидно, достаточно модели черного ящика с
одной скалярной переменной. Как будет показа-
но далее, в непрерывном варианте модель опи-
сывается одним обыкновенным дифференци-
альным уравнением порядка 2N с правой ча-
стью, содержащей помимо самого возбуждения
также множество его производных. А соответ-
ственная дискретная модель является в общем
случае ARMA-моделью (1) порядка (2N, 2N), ко-
нечно-элементное уравнение которой содержит
2N авторегрессионных коэффициентов и 2N ко-
эффициентов скользящего среднего для кинема-
тического возбуждения и 2N-1 для силового воз-
буждения. Для этих моделей ниже будут установле-
ны аналитические связи между коэффициентами
и решениями их уравнений, которые, как и в слу-
чае механического осциллятора и SS-моделей,
позволяют строить дискретную модель по извест-
ной непрерывной модели и, наоборот, непрерыв-
ную модель по известной дискретной модели.
Начнем с вывода дифференциального уравнения
для непрерывной модели.

Рассмотрим снова систему уравнений (27) с
силовым возбуждением и преобразуем ее следую-
щим образом. Введя для краткости обозначение

для производной по времени , перепишем

систему (27) в виде:  где каждый
элемент N × N-матрицы D(∂) является полиномом
второй степени относительно оператора ∂. Формаль-
ным решением системы является ,
в котором j-ая компонента смещения удовлетво-
ряет соотношению [30]

(37)

Здесь |D(∂)| – определитель матрицы D(∂), а
Ajk(∂) – алгебраическое дополнение ее элемента
Dkj(∂). Определитель |D(∂)| есть полином по ∂ сте-
пени 2N, а определитель Ajk(∂) – полином степени
(2N – 2). Поэтому соотношение (37) фактически
является обыкновенным дифференциальным
уравнением 2N-го порядка для смещения uj(t) с
правой частью в виде заданных внешних сил и их
производных по времени. Очевидно, что другие
компоненты смещения удовлетворяют тому же
дифференциальному уравнению, что и (37), отли-
чаясь друг от друга правыми частями.

Физический смысл уравнения (37) состоит в
том, что оно описывает передачу колебаний от N
источников (сил) на j-ую массу N различными пу-
тями. Если источник только один, например,
fk(t), то уравнение (37) описывает один такой путь
передачи колебаний от силы fk(t), приложенной к
массе с номером k, на массу с номером j. Этот
путь, очевидно, ветвистый и объединяет множе-
ство “дорожек”, проходящих через всю колеба-
тельную систему и соединяющих эти две массы.
В уравнении (37) этот факт отражается в виде
производных различного порядка от fk(t). Для од-
ного пути передачи колебаний, т.е. для колебаний
в одной точке колебательной системы, вызван-
ных возбуждением в другой точке, уравнение (37)
записывается после деления на коэффициент при
старшей производной как
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Если к k-ой массе вместо силы fk(t) приложено
кинематическое возбуждение uk0(t) аналогично
тому, как показано на рис. 1б для механического
осциллятора, число производных в правой части
уравнения увеличивается на единицу. Далее в
этом подразделе мы не будем указывать, какой
именно путь и какое возбуждение имеется в виду,
так как они однотипны, и рассмотрим одно об-
щее уравнение, верное для всех этих случаев:

(38)

где u(t) означает смещение какой-либо массы, а
f(t) – силу или смещение основания, действую-
щие на эту или другую массу рассматриваемой
колебательной системы. Верхние индексы в круг-
лых скобках обозначают производные по време-
ни соответственных порядков.

Отметим основные особенности уравнения (38).
Главная из них это то, что для всех путей переда-
чи, т.е. для всех uj(t), левая часть дифференциаль-
ного уравнения (38) одна и та же. Это линейный
дифференциальный оператор, порядок которого
равен удвоенному числу степеней свободы коле-
бательной системы. Физически это вполне объ-
яснимо, т.к. свободные колебания системы, опи-
сываемые однородным уравнением (38), опреде-
ляются только внутренними параметрами
системы в целом и не зависят от того, где их на-
блюдают или как их возбуждают. Эта особенность
дает теоретическое обоснование положения о том,
что по измерениям колебаний в нескольких или
даже в одной точке сложной колебательной си-
стемы можно получить полную информацию о
собственных частотах, потерях и некоторых дру-
гих свойствах системы в целом.

Еще одна важная особенность уравнения (38) –
это структура его правой части, которая помимо
силы fk(t) или смещения основания u0k(t) содер-
жит множество их производных. Наличие произ-
водных связано с тем, что, как отмечалось выше,
передача колебаний по системе происходит по
многим дорожкам вязко-упруго соединенных
масс. Чем больше связей между массами, тем
больше дорожек, соединяющих источник с точ-
кой наблюдения и тем больше слагаемых с произ-
водными. В общем же случае число коэффициен-
тов {αj} дифференциального уравнения (38) и ко-
эффициентов {βj} его правой части одинаково и
равно удвоенному числу степеней свободы системы.

Дискретным аналогом дифференциального
уравнения (38) является конечно-разностное
уравнение типа ARMA-уравнения (1), у которого
число авторегрессионных коэффициентов совпа-
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дает с числом коэффициентов скользящего сред-
него и равно удвоенному числу степеней свободы
исследуемой системы:

(39)

где x[n] – скалярный временной ряд (в данном
случае смещение какой-либо массы), w[n] –
внешнее возбуждение. Число ненулевых коэф-
фициентов скользящего среднего в случае сило-
вого возбуждения равно 2N – 1, т.е. на единицу
меньше. Отметим, что результаты (38), (39) для
силового возбуждения были получены другим
методом в работе [31].

Найдем связь между коэффициентами {αj, βj}
дифференциального уравнения (38) и коэффици-
ентами {ak, bk} ARMA-уравнения (39). Однород-
ное непрерывное уравнение (38) имеет 2N неза-
висимых решений вида

(40)

где λk – это корни характеристического уравнения

(41)

Так как коэффициенты этого уравнения действи-
тельны, то все его мнимые и комплексные корни
состоят из сопряженных пар.

Однородное ARMA-уравнение (39) также име-
ет 2N независимых решений вида [25]:

(42)

где xk – это корни характеристического уравнения

(43)

Приравнивая ряды (42) и временные ряды, полу-
ченные дискретизацией непрерывных решений
(40),   найдем ана-
литическую связь между корнями характеристи-
ческих уравнений (41) и (43)

(44)

А так как коэффициенты характеристических
уравнений равны коэффициентам {αk}, {ak} урав-
нений (38) и (39) и, по теореме Виета, аналитиче-
ски выражаются через корни этих уравнений, то
соотношения (44) позволяют установить следую-
щую связь между коэффициентами {αk} и {ak}. Ес-
ли известно уравнение (38) и, следовательно, из-
вестны его коэффициенты {αk} и корни {λk}, то
авторегрессионные коэффициенты {ak} выража-
ются через них как
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(45)

Обратно, если известно ARMA-уравнение (39) и,
соответственно, известны коэффициенты ak и
корни xk, то коэффициенты дифференциального
уравнения (38) равны

(46)

Связь коэффициентов (45) и (46), очевидно, не-
явная и выражена через корни характеристиче-
ских уравнений {λk} и {xk}, которые между собой
связаны функционально в (44). Но если удается
корни исключить из уравнений (44), (45) и (46),
то связь становится явной как, например, в слу-
чае механического осциллятора – см. (18) и (19).

Связь между правыми частями уравнений (38)
и (39) получим, как и в случае механического ос-
циллятора, приравняв их импульсные передаточ-
ные функции. Импульсную функцию для непре-
рывного случая получим, применив преобразова-
ние Фурье к уравнению (38), положив в нем в
качестве внешнего воздействия дельта-функцию
Дирака, f(t) = δ(t). Прямое Фурье-преобразова-
ние дает следующую частотную характеристику
системы

(47)

представленную в виде отношения двух полино-
мов от частоты. Вычисление вычетами обратного
Фурье-преобразования после подстановки t = nT
дает искомую импульсную передаточную функ-
цию, дискретизированную по времени

(48)

где λk – это корни характеристического уравне-
ния (41).
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Импульсную функцию для дискретного слу-
чая получим, применив z-преобразование к
ARMA-уравнению (39), в котором в качестве
внешнего возбуждения использована дельта-
последовательность Кронекера (3). Прямое z-
преобразование дает частотную характеристику
системы

(49)

которая, как и (47), представлена в виде отноше-
ния двух полиномов с той лишь разницей, что в
(49) переменной полиномов является экспоненци-
альная функция exp(iωT), периодическая с частотой
дискретизации . Вычисление вычетами
обратного z-преобразования (см. Приложение Б)
дает искомую импульсную передаточную функ-
цию в виде временного ряда

(50)

где zk – корни характеристического уравнения (43),
совпадающие со значениями xk, штрих означает
производную по z.

По принятому условию, временные ряды (48)
и (50) должны совпадать, и равенство

(51)

должно выполняться при любых n. Выше уже бы-
ла установлена связь (44) между корнями харак-
теристических уравнений (41) и (43), а также
связь (46), (47) между коэффициентами диффе-
ренциального уравнения (38) и авторегрессион-
ными коэффициентами уравнения (39). Поэтому
все эти величины будем считать известными, а
равенство (51) используем для установления пря-
мой связи между коэффициентами {βk} и {bk} в
правых частях уравнений (38) и (39). Поскольку
число этих коэффициентов равно 2N, то, поло-
жив число n в (51) равным 2N независимым значе-
ниям, например, n = 1, 2, …, 2N, получим систему
2N алгебраических линейных уравнений, кото-
рая устанавливает требуемую связь между векто-
рами коэффициентов  и

:

(52)

где элементы 2N × 2N-матриц R и S равны
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Если известны коэффициенты β, т.е. известно
дифференциальное уравнение (38), то коэффи-
циенты b скользящего среднего в ARMA-уравне-
нии (39) равны b = S–1Rβ, и наоборот.

В частности, для механического осциллятора
N = 1 имеем:

(53)

где λ1,2 даны в (9). Нетрудно проверить, что соот-
ношение (52) с матрицами (53) верно как для си-
лового (вектор  дан в (7а); b дан в
(24а)), так и для кинематического возбуждения

 дан в (7б); b дан
в (24б)).

Таким образом, все результаты, полученные
для механического осциллятора, распространены
на произвольные линейные колебательные си-
стемы со многими степенями свободы. Для наи-
более известных непрерывных моделей этих си-
стем построены дискретные аналоги и показано,
что они одинаково полно описывают свободные
и вынужденные колебания систем. Критерием их
эквивалентности в статье принято считать равен-
ство их смещений во все дискретные моменты
времени. Между параметрами и решениями
обыкновенных дифференциальных уравнений,
которыми описываются непрерывные модели, и
конечно-разностных уравнений дискретных мо-
делей установлены аналитические связи, позво-
ляющие строить дискретные модели по непре-
рывным моделям и, наоборот, строить непрерыв-
ные модели по дискретным моделям. Однако
непрерывные модели и их дискретные аналоги
имеют разные структуры, используют разные ма-
тематические аппараты и физические интерпре-
тации результатов. Поэтому при решении одних и
тех же задач они могут сильно отличаться по фи-
зическим свойствам результатов, по области при-
менимости и эффективности. В частности, реше-
ние некоторых акустических задач оказывается
предпочтительнее при использовании именно
дискретных моделей. Таковыми являются, на-
пример, задачи моделирования сложных колеба-
тельных систем по экспериментальным данным,
типовые задачи модального анализа и другие.

2. ПОСТРОЕНИЕ ARMA-МОДЕЛИ
Одним из достоинств дискретного подхода к

анализу колебательных систем является простота
построения их ARMA-моделей по эксперимен-
тальным данным. Действительно, как видно из
ARMA-уравнений (1) и (39), неизвестные пара-
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метры модели – коэффициенты авторегрессии ap
и скользящего среднего bq входят в эти уравнения
линейно и легко находятся с помощью стандарт-
ных методов решения систем линейных алгебра-
ических уравнений, если известны (экспери-
ментально измерены) временные ряды x[n] и
w[n] – см., например, [12, 23, 31–33]. Единствен-
ное затруднение, которое может при этом воз-
никнуть, состоит в том, что порядок модели, т.е.
количество неизвестных коэффициентов, необ-
ходимо знать заранее.

В общей теории идентификации динамиче-
ских систем [10–13] определение порядка модели
является одной из основных не решенных до кон-
ца проблем моделирования и ей уделено в литера-
туре много внимания. Был предложен целый ряд
критериев, по которым оценивают адекватность
модели и ее порядок. Наиболее часто использу-
ются так называемые информационные крите-
рии, основанные на оценке количества инфор-
мации в модельных сигналах, а также критерии,
основанные на оценке способности модели пра-
вильно прогнозировать случайные временные
ряды [11, 12, 34, 35]. Для вычисления некоторых
из этих критериев в МАТЛАБе составлены стан-
дартные программы [36]. Однако, как следует из
публикаций, эффективность этих критериев за-
висит от решаемой задачи, так что универсально-
го критерия, по-видимому, не существует, по
крайней мере, для моделирования сложных дина-
мических систем.

Несколько иная ситуация имеет место в акусти-
ке при дискретном моделировании колебательных
систем с N степенями свободы. Выше в п. 1 статьи
приведен теоретический результат, который облег-
чает определение порядка ARMA-модели таких си-
стем. Результат устанавливает однозначную анали-
тическую связь между порядком ARMA-модели и
числом N степеней свободы системы, найти кото-
рое как правило нетрудно, например, по числу
резонансных частот в спектре колебаний. Поми-
мо этого, для нахождения наилучшей модели или
ее подтверждения мы предлагаем количествен-
ный критерий адекватности модели, названный
энергетическим критерием EC. Он определяется
как отношение разности спектральных плотно-
стей мощности (PSD) колебаний системы и моде-
ли к PSD системы:

(54)

где интегрирование производится по рабочему
диапазону частот. Он количественно характери-
зует точность модели по мощности сигналов, что
выгодно отличает его от других известных крите-
риев при решении акустических задач.

В качестве примера рассмотрим простейшую
колебательную систему – механический осцил-
лятор, экспериментально исследованный ранее
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одним из авторов данной статьи с целью опреде-
ления в ней количества демпфирования [23]. Ос-
циллятор возбуждался кинематически на одном
из вибростендов случайным сигналом, имеющим
постоянную спектральную плотность мощности
в рабочем диапазоне частот – см. рис. 2а. Спектр
колебаний массы осциллятора (рис. 2б) содержит
один резонанс на частоте f0 = 275 Гц. Следователь-
но, система имеет одну степень свободы, и поря-
док ее ARMA-модели был принят равным (2, 2).
Все четыре коэффициента ARMA-уравнения бы-
ли определены в [23], найдены материальные па-
раметры (масса, жесткость, коэффициент демпфи-
рования) и модальные параметры (собственная ча-
стота недемпфированной системы и коэффициент
потерь). Они совпали с большой точностью со зна-
чениями, измеренными другими способами.

На рис. 3а приведен также график критерия
EC как функции двух переменных – количества
авторегрессионных коэффициентов AR и коэф-
фициентов MA скользящего среднего. По графи-
ку видно, что порядок (2, 2) соответствует малому
значению критерия, EС(2, 2) = 0.012. При мень-
ших порядках значение критерия, т.е. ошибка мо-
делирования, сильно возрастает. При больших
порядках ошибка моделирования также невели-
ка, поэтому любая модель порядка больше (2, 2)
допустима для использования, однако, требует
значительно большего объема вычислений по
сравнению с моделью (2, 2). Таким образом, как
следует из рис. 3а, для рассматриваемой системы
существует много приемлемых моделей, однако,
наилучшая из них соответствует минимальному
значению порядка, который совпадает с найден-

Рис. 2. Спектральная плотность мощности (а) – ускорения входного кинематического воздействия и (б) – ускорения
массы осциллятора.
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ным выше теоретическим значением (2, 2). Для
справки на рис. 3б приведен график наиболее по-
пулярного в литературе информационного кри-
терия Акаике AIC [34]. Он, как можно видеть,
приводит в данном случае к несколько завышен-
ному значению порядка модели.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Одной из наиболее ранних и развитых обла-
стей математики является теория временных ря-
дов, т.е. моделирование и анализ временных про-
цессов, детерминированных и случайных, задан-
ных в дискретные моменты времени. Известны ее
богатые на результаты приложения в области
спектрального анализа, в теории автоматическо-
го регулирования (теории управления) и других
областях науки, в том числе не связанных с тех-
никой. Однако в акустике методы дискретно-вре-
менного анализа пока не нашли должного приме-
нения, несмотря на их достоинства и перспективы.
Данная статья направлена на то, чтобы частично
исправить эту ситуацию. В ней создана теорети-
ческая основа дискретно-временного подхода к
решению акустических задач, связанных с линей-
ной системой из сосредоточенных параметров с N
степенями свободы. Свободные и вынужденные
колебания этой системы под действием внешних
сил хорошо изучены в непрерывно-временной
постановке. В данной статье, в добавление к из-

вестным в литературе результатам, учтены также
вынужденные колебания этой системы под дей-
ствием кинематического возбуждения, которое
имеет место во многих практических задачах.
В статье получены следующие основные результаты.

– Сформулирован критерий эквивалентности
дискретной и непрерывной моделей колебатель-
ной системы: они должны давать одинаковые ре-
шения во все дискретные моменты времени.

– На основе критерия эквивалентности для
нескольких непрерывных моделей системы с N
степенями свободы (модели в пространстве со-
стояний, модели черного ящика) построены со-
ответственные дискретно-временные модели,
конечно-разностные уравнения и их решения.

– Получены аналитические соотношения
между параметрами дифференциальных уравне-
ний непрерывных моделей и параметрами соот-
ветственных конечно-разностных уравнений дис-
кретных моделей; эти соотношения позволяют од-
нозначно строить дискретно-временную модель
системы по известной непрерывной модели и,
наоборот, непрерывную модель по дискретной.

– Показано, что ARMA-модель системы с N
степенями свободы, совершающей вынужденные
колебания под действием кинематического воз-
буждения, имеет порядок (2N, 2N), а под действи-
ем силового возбуждения – порядок (2N, 2N – 1).

Рис. 3. Графики адекватности ARMA-моделирования осциллятора для различных значений порядка модели (AR, MA) со-
гласно (а) – энергетическому критерию (54) и (б) – информационному критерию Акаике; стрелкой указана модель (2, 2).
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– Предложен энергетический критерий адек-
ватности ARMA-модели, характеризующий точ-
ность моделирования по спектральной плотности
мощности колебаний.

Представленная статья посвящена теории. Ее
применение к решению практических задач, в
частности, актуальной, но еще не решенной до
конца, задачи экспериментального определения
количества демпфирования в колебательных си-
стемах, авторы планируют на ближайшее время.

ПРИЛОЖЕНИЕ А

ЗАМЕНА ПРОИЗВОДНЫХ КОНЕЧНЫМИ 
РАЗНОСТЯМИ

Одним из часто используемых в литературе
методов построения дискретных конечно-раз-
ностных уравнений по известному непрерывному
дифференциальному уравнению является метод,
основанный на простой замене производных со-
ответственными конечными разностями. В этом
приложении на примере механического осциллято-
ра показано, что этот метод может приводить к су-
щественному изменению колебательных свойств
осциллятора и, следовательно, не может приме-
няться к решению акустических задач.

Пусть имеется механический осциллятор без
потерь (рис. 1, с = 0), который описывается одно-
родным обыкновенным дифференциальным
уравнением (7):

(А1)

и совершает свободные колебания с заданной ча-
стотой ω0 и начальными условиями:

(А2)

Нетрудно получить решение задачи (А1)–(А2).
Оно равно

(А3а)
или после дискретизации с частотой Ω = 2π/T

(А3б) 
Решение (А3) описывает незатухающие гармони-
ческие колебания с амплитудой u0 и частотой ω0.

Построим теперь для этого осциллятора ко-
нечно-разностное уравнение, заменив формаль-
но в уравнении (А1) вторую производную извест-
ным конечно-разностным выражением, и срав-
ним его решение с решением (А3). Положив в
(А1) u(t) = u[n] и заменив вторую производную
так называемой нисходящей конечной разностью
второго порядка [37]

(А4)

( ) ( )+ ω =
2

2
02 0

d u t
u t

dt

( ) ( )= =0
0

0 , 0.
du

u u
dt

( ) ( )= 0 0cos ωu t u t

[ ] ( ) ( )= = 0 0cos ω .u n u nT u Tn

[ ] [ ] [ ]( )+ − + +2
1 2 2 1 ,u n u n u n

T

получим следующее однородное конечно-раз-
ностное уравнение для дискретных колебаний
механического осциллятора:

(А5)

и его общее решение [25], равное

где C1, C2 – произвольные постоянные. Наложив
на него начальные условия u[0] = u0, u[1] – u[0] = 0,
аналогичные условиям (А2), получим C1 = C2 = u0/2
и окончательное решение задачи

(А6)

где  и , описыва-
ющее свободные дискретные колебания рас-
сматриваемого механического осциллятора с на-
чальным смещением u0 и нулевой начальной ско-
ростью.

Сравнение двух решений (А3) и (А6), получен-
ных для одной и той же структуры, показывает,
что они близки по форме и численно только при
малых интервалах дискретизации T и небольших
значениях количества отсчетов n. Однако с физи-
ческой (колебательной) точки зрения они разли-
чаются принципиально. Во-первых, амплитуда
колебаний (А6) не остается постоянной, а растет
экспоненциально со временем, т.к. r > 1. Физиче-
ски это означает, что осциллятор обладает отри-
цательным демпфированием и является, следова-
тельно, неустойчивой колебательной системой,
что, очевидно, не соответствует действительно-
сти. Во-вторых, согласно (А6), осциллятор колеб-
лется с частотой ω, которая не равна заданной ω0.

Для наглядности рассмотрим пример, когда
частота дискретизации Ω в 10 раз превышает ча-
стоту колебаний осциллятора ω0. В этом случае
ω0T = π/5 ≈ 0.628 и амплитуда колебаний (А6) воз-
растает более чем в 5 раз через каждые 10 отсче-
тов, а частота колебаний уменьшается почти в два
раза, ω/ω0 = 0.56.

Таким образом, метод получения дискретного
AR-уравнения из непрерывного уравнения путем
замены производной по времени конечной раз-
ностью превратило обычный механический ос-
циллятор без потерь в совершенно другую струк-
туру, обладающую качественно отличными аку-
стическими свойствами.

Отметим, что если вторую производную по
времени в уравнении (А1) заменить, вместо (А4),
восходящей конечной разностью второго поряд-
ка [37],

то вместо (А6) получится уравнение

[ ] [ ] ( ) [ ] + − + + + = 
2

02 2 1 1 ω 0u n u n T u n
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имеющее решение

(А7)

с теми же значениями r и ω, что и в (А6). Но в от-
личие от (А6), решение (А7) экспоненциально
убывает по амплитуде, что физически эквива-
лентно наличию положительного демпфирова-
ния в осцилляторе.

Таким образом, показано, что общепринятый
способ перехода от непрерывных уравнений к
дискретным конечно-разностным уравнениям с
помощью замены производных конечными раз-
ностями может приводить к большим отличиям от
соответственных непрерывных решений, вплоть
до изменения типов колебательного или волно-
вого движения, сопровождаясь изменением соб-
ственных частот и появлением ложных потерь.
Из проведенного анализа следует, что для реше-
ния акустических задач применение рассмотрен-
ного метода некорректно и нужно использовать
другие методы, которые не изменяют колебатель-
ных или волновых свойств исследуемых сред и
структур, например, метод данной статьи, осно-
ванный на равенстве решений непрерывного и
дискретного уравнений в дискретных точках.

ПРИЛОЖЕНИЕ Б

ВЫВОД ФОРМУЛЫ (25), ЕЕ СВЯЗЬ 
С ВРЕМЕННЫМИ РЯДАМИ

И z-ПРЕОБРАЗОВАНИЕМ
Когда говорят о спектре какого-либо непре-

рывного временного сигнала x(t), то чаще всего
подразумевают классическое преобразование
Фурье в бесконечных пределах, уточняя при этом
величину постоянных множителей перед прямым
и обратным преобразованием. Однако, существу-
ют и другие определения спектра, например,
спектр временного ряда (т.е. дискретно-времен-
ное преобразование Фурье), спектр периодиче-
ского сигнала (ряд Фурье), конечный ряд Фурье.
Наконец, существует z-преобразование и z-спектр
дискретных сигналов, тесно связанный с рядом
Фурье. Подробный анализ и связь между этими
спектральными вариантами можно найти в книге [4].
В данной статье в качестве главного используется
определение спектра, основанного на классиче-
ском преобразовании Фурье в следующей тради-
ционной форме:

(Б1)
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Таковыми, например, являются спектры (13) и
(25). Доказательство теоремы (25), которое дано в
этом Приложении, также производится в рамках
преобразования (Б1). Однако, в конце Приложе-
ния приведена связь со спектрами временных ря-
дов, а также с z-спектрами, использование кото-
рых во многих практических задачах оказывается
технически эффективнее.

Пусть в соответствии с (Б1) имеется непрерыв-
ный сигнал x(t) и его спектр Фурье X(ω). Требует-
ся найти спектр Фурье дискретизированной
функции xd(t) и показать, что он равен (25).

Адекватным представлением дискретизиро-
ванной функции является в этом случае произве-
дение непрерывной функции x(t) и так называе-
мой функции дискретизации (Time Sampling
function) или “гребенки Дирака” TST(t):

(Б2)

Она определяется через дельта-функции Ди-
рака как

(Б3)

где T – интервал дискретизации. Функция дис-
кретизации – это периодическая функция време-
ни с периодом T, отличная от нуля в дискретных
точках t = nT, n – целое. В силу периодичности
она может быть представлена также в виде ряда
Фурье [37]:

(Б4)

где  – круговая частота дискретизации.

Для доказательства равенства (25) нам потре-
буется спектр Фурье STS(ω) функции дискретиза-
ции, т.е. ее прямое преобразование (Б1). Вос-
пользовавшись ее представлениями (Б3) и (Б4), с
помощью первой формулы (Б1) получим для него

(Б5)

Здесь функция  – это частотная гре-
бенка Дирака (Frequency Sampling function), рав-
ная временной гребенке после замены t и T на ω и
Ω. Таким образом, спектр временной гребенки
Дирака пропорционален гребенке Дирака в ча-
стотной области.

Найдем теперь классический спектр Фурье
дискретной функции (Б2):
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(Б6)

Из теории преобразования Фурье [4] известно,
что спектр произведения двух функций времени
равен свертке их спектров, т.е.

Подставляя сюда спектры (Б1) и (Б5), получим

(Б7)

что и доказывает справедливость теоремы (25).
Нетрудно проверить правильность этого ре-

зультата, взяв от (Б7) обратное преобразование
Фурье. Действительно, в результате элементар-
ных преобразований имеем:

что и должно быть. Здесь было использовано
представление (Б4) для функции дискретизации.

Укажем теперь на связь классического спектра
Фурье (Б7) со спектром временного ряда и z-
спектром. В теории временных рядов [3, 14]
спектр временного ряда x[n] определяется как

(Б8)

Сравнение определения (Б8) с соотношением
(Б6) приводит к равенству

(Б9)

которое означает, что спектр  временного
ряда как функция частоты ω равен с точностью до
множителя Ω классическому спектру Xd(ω) дис-
кретизированной функции x(nT). Как и спектр
Xd(ω), спектр временного ряда является периоди-
ческой функцией частоты ω с периодом Ω и потому
представим в виде ряда Фурье в частотной области:

(Б10)

Соотношение (Б8) как раз и является таким
представлением, причем коэффициенты ряда
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Фурье равны соответственным значениям вре-
менного ряда. Покажем это также напрямую, ис-
ходя из общей теории рядов Фурье. Действитель-
но, по определению [37] n-ый коэффициент раз-
ложения равен:

(Б11)

т.е. n-ому значению временного ряда x[n]. Таким
образом, спектр временного ряда полностью
определяется соотношениями (Б8)–(Б11), кото-
рые фактически являются обычным рядом Фурье
в частотной области.

Важной особенностью спектра временного ря-
да, как это видно из (Б8) и (Б10), является то, что
он представляет собой так называемую сложную
функцию частоты, т.е. он является функцией не-
которой промежуточной переменной, которая в
свою очередь является функцией частоты. Эта
промежуточная переменная в данном случае рав-
на z-переменной:

(Б12)
Нетрудно видеть, что именно z-переменная

обеспечивает периодичность спектра по частоте
ω с периодом , в то время как сама спек-
тральная функция Sx(z) периодической по z не яв-
ляется. Как показано в тексте статьи (см., напри-
мер, (26)), для дискретных ARMA-сигналов она
представляет собой отношение двух полиномов
по z.

В теории временных рядов [3, 14] вместо ряда
Фурье (Б10), (Б11) обычно используется т.н. z-
преобразование, которое получается из него с по-
мощью замены переменной (Б12). Формально z-
преобразование характеризуется соотношениями

(Б13)

которые эквивалентны (Б10) и Б11). Интегриро-
вание в обратном z-преобразовании (Б13) произ-
водится в комплексной плоскости z по единич-
ной окружности против часовой стрелки. “Свер-
тывание” периодичности спектров временных
рядов с помощью замены (Б12) существенно
упрощает спектральный анализ благодаря ком-
пактности и простоте, что сделало z-преобразова-
ние незаменимым в теории дискретных систем и
превратило его в самостоятельный хорошо разви-
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тый раздел математической теории цифровой об-
работки сигналов [4, 14].
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ВВЕДЕНИЕ
Проблема старения объектов критической ин-

фраструктуры продолжает оставаться чрезвычай-
но злободневной, что делает актуальной разработ-
ку все более точных и информативных методов ди-
агностики ее реального состояния. Ультразвуковые
(УЗ) методы неразрушающего контроля нашли ши-
рокое применение при решении этих проблем.

Изменение механических свойств материалов
(плотность, модули упругости, прочность и т.п.)
при старении могут изменяться весьма незначи-
тельно (на доли и единицы процентов), что, однако,
может приводить к радикальному уменьшению
времени их службы. Поэтому неразрушающий
контроль текущих локальных механических
свойств материалов конструкций представляет
важнейшую проблему оценки остаточного ресурса
элементов критической инфраструктуры. Суще-
ствующие методы такого контроля (рентгенов-
ская дифрактометрия, вихретоковый контроль,
флэш-термография) имеют ограниченные воз-
можности и, как правило, не дают возможности
провести количественную оценку состояния объ-
екта контроля.

УЗ методы контроля позволяют устранить зна-
чительную часть этих трудностей. Однако для ре-

шения таких задач требуется прецизионное изме-
рение (как правило, с точностью лучше 1%) ско-
рости ультразвука с высокой локальностью
(единицы или десятки мм). Достижение такой
точности стандартными средствами УЗ контроля
мегагерцового диапазона не представляется воз-
можным ввиду ограниченности длительности зон-
дирующего УЗ импульса и значительной (2–5 мм
для металлов) протяженности “мертвой” зоны
системы контроля.

Использование для решения этих задач термо-
оптического механизма возбуждения коротких
субмикросекундных УЗ видеоимпульсов и сверх-
широкополосной пьезорегистрации акустиче-
ских сигналов представляется одним из возмож-
ных путей решения упомянутых задач.

Более полувека назад были представлены ме-
тоды измерения скорости звука, дающие принци-
пиальную возможность достижения точности из-
мерения на уровне 0.001% [1]. Однако для дости-
жения такой точности возникает ряд жестких
условий, невыполнение которых не позволяет до-
стигнуть упомянутой точности. К ним относятся
требования на минимальные габариты (толщина,
ширина) образца, ширина спектрального диапа-
зона излучающего и принимающего устройств,

УДК 534.26,534.222.1,534.6.08
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жесткая стабилизация температурного режима
ввиду зависимости скорости звука от температуры,
обеспечение однородности распределения тем-
пературы по объему образца.

В силу этого измерение скорости ультразвука
не в эталонных образцах и условиях, а на про-
мышленных изделиях обычно осуществляется с
точностью в 1–5%. В то же время ужесточение
требований к свойствам материалов деталей и
элементов критической инфраструктуры и их
фактическому состоянию делают актуальной за-
дачу локального измерения скорости ультразвука
с более высокой точностью.

На точность измерения скорости звука время
пролетным методом влияет погрешность измере-
ния габаритов образца и его геометрической формы,
а для бесконтактных акустооптических методов,
пригодных для оптически непрозрачных образ-
цов, требуется толщина образца не менее 5 мм [2].
Проведенные измерения улучшенным резонанс-
ным методом на образцах из разных материалов
(Д16Т, сплавы стали, стекло К8) обладали по-
грешностью порядка десятка м/c, а для образцов
из Д16Т хоть и была достигнута погрешность по-
рядка 1 м/c, но была отмечена изменчивость ско-
рости звука для толщины образца до 5 мм, что было
объяснено большим влиянием качества механи-
ческой обработки поверхностей образцов [3].
В любом случае для прецизионного измерения
скорости ультразвука (с точностью лучше 1%)
жесткие требования предъявляются к плоскост-
ности и, вообще говоря, параллельности поверх-
ностей образца. Упомянутые методы не являются
новыми, однако в Американском стандарте мето-
дов измерения скорости ультразвука 2015 г.
E494-15 astm [4] не много ссылок на более новые
методы, и, в целом, они пригодны для образцов
толщиной от 5 мм при обеспечении точности в 1%.

К началу 21-го века бесконтактные методы ге-
нерации и приема УЗ волн для проведения кон-
трольных измерений были, пожалуй, самыми
многообещающими [5]. Отдельно остановимся
на бесконтактном лазерно-ультразвуковом мето-
де [6], который обеспечил измерение групповой
скорости для некоторых случаев с погрешностью
не хуже 0.1%. Метод предполагает доступ к обеим
сторонам образца, что может быть непригодно
для смонтированных деталей, а для сохранения
высокого динамического диапазона интерферо-
метра необходима предварительная полировка
поверхностей. Из-за острой фокусировки воз-
буждающего лазерного луча возникает незначи-
тельная абляция поверхности образца, и к тому
же температура в зоне облучения изменяется на
сотни градусов, что влияет и на скорость звука и
может существенно увеличивать методическую
погрешность.

Подобная схема используется в отечественной
эталонной установке. В Государственном пер-
вичном эталоне ГПЭ 189-2012 [7, 8] используется
эхо-импульсный способ измерения скорости
продольных УЗ-волн с помощью оптического ме-
тода генерации и приема УЗ-волн: в источнике
звука используется моноимпульсный твердотель-
ный лазер (длительностью импульса не более 40 нс),
а в приемнике – одномодовый He-Ne лазер. Заяв-
ленная относительная систематическая погреш-
ность измерения скорости продольных волн –
менее 0.014%/м для диапазона скоростей 5000–
6500 м/с. В ГПЭ используются образцы разных
толщин в диапазоне от 2 до 100 мм из стали 40Х13,
Д16Т и кварцевого стекла К8. Этот эталон в 2014 г.
преобразовался в ГЭТ 189-2014 (Государствен-
ный первичный эталон единиц скоростей рас-
пространения и коэффициента затухания УЗ
волн в твердых средах) [9].

В данной работе мы показываем результаты
измерения групповой скорости звука в некото-
рых твердых телах с помощью метода лазерного
ультразвука [10], оцениваем влияние дифракции
на форму распространяемого УЗ импульса и на
измеренную скорость звука, и приводим алго-
ритм дифракционной компенсации групповой
скорости звука.

Основой этого процесса является термоопти-
ческий эффект, т.е. быстрое тепловое расшире-
ние поглощающей лазерный импульс области
твердого тела. В отличие от существующего эта-
лона для термооптического возбуждения звука, в
настоящей работе используется специализиро-
ванный поглотитель, оптимизированный для по-
лучения акустического импульса требуемой дли-
тельности и достаточной амплитуды. Этот “проб-
ный” импульс вводится в исследуемый образец, и
скорость ультразвука в материале образца опре-
деляется по времени пробега акустического им-
пульса по толщине образца.

ВЛИЯНИЕ ДИФРАКЦИИ

В общем случае, распространение акустиче-
ского пучка сопровождается эффектами дифрак-
ции, нелинейности и диссипации среды. Распро-
странение акустического пучка в параксиальном
приближении в таком случае описывается урав-
нением Хохлова–Заболотской–Кузнецова [11]:

Однако, в случае, максимально приближенном к
условиям исследования, когда амплитуда сигнала
мала (порядка 10 кПа) и акустические пути корот-
ки (десятки миллиметров), нелинейностью и дис-
сипацией можно пренебречь. Тогда упрощаем это

⊥
 ∂ ε ∂ ∂∂ − − = Δ ∂τ ∂ ∂τρ ρ ∂τ 

2
0

3 3 2
0 0 0 0

.
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уравнение, сохраняя только дифракционную
компоненту:

Решением такого уравнения является времен-
ной профиль сигнала (импульса), сильно транс-
формированный по отношению к исходному:

где  – исходный

гауссовский сигнал, c0, a0, τa, z, τ – скорость зву-
ка, начальный радиус пучка, половинная дли-
тельность импульса на полувысоте (FWHM), ко-
ордината и время импульса, соответственно,

 – частота, на которой апертура из-
лучателя равна одной зоне Френеля.

После интегрирования окончательно получим
решение в размерном виде:

Приведем это уравнение к безразмерному ви-
ду, введя новые переменные θ = τ/τa – временная
координата, σ = z/LD – пространственная коор-

дината,  – длина дифракции, и по-
лучаем временной профиль импульса в безраз-
мерных координатах:

(1)

Заметим, что для дальнейшего получения чис-
ленных значений требуются значения начального
радиуса a0, длительности импульса τa и скорости
звука c0, которые следует брать близкими к экспе-
риментальным. Кроме того, радиус гауссового
пучка увеличивается с ростом акустического пути
импульса:

(2)
Если построить семейство профилей (1) при

разных значениях пространственной безразмер-
ной координаты σ, то видно (рис. 1), как при ее
росте смещается максимум импульса относитель-
но безразмерного времени θ = 0. Это смещение
является следствием дифракции звука в преобра-
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зователе, и оно напрямую влияет на изменение
групповой скорости звука. Примечательно пре-
вращение профиля в свою производную для
больших значений σ, что соответствует переходу
из ближней волновой зоны в дальнюю.

Сложность аналитически полученного выра-
жения для временного профиля импульса в без-
размерных координатах не позволяет в разумное
время найти его экстремум аналитически, однако
высокодискретный численный расчет дает следу-
ющий интересный результат (рис. 2). Заметно,
как функция смещения экстремума замедляется
и почти выходит на постоянное значение для
больших значений σ. О том, что это может зна-
чить для измерения скорости звука, поговорим
чуть далее.

Таким образом, можно заключить, что при
распространении в твердом теле УЗ импульс по-
лучает временной сдвиг, который может оказать
влияние на точность опирающихся на импульс
расчетов. Насколько сильным окажется влияние
будет показано в следующей части при обсужде-
нии методики измерений.

МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА
Экспериментальная установка [12] (см. рис. 3)

для измерения групповой скорости продольных
звуковых волн работает в эхо-режиме. В ее основе
Nd:YAG лазер с модуляцией добротности с диод-
ной накачкой, испускающий 10 нс импульс света,
оптико-акустический преобразователь (ОАП) с

Рис. 1. Трансформация типичного гауссовского им-
пульса при разных значениях σ = z/LD, где

. При σ = 1 координата z равна длине
дифракции LD.
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апертурой 5.6 мм, который преобразует падаю-
щий свет в импульс с начальной длительностью
порядка 60 нс, распространяющийся, в том числе, в
направлении образца, широкополосный пьезо-
электрический приемник ультразвука с аперту-
рой 4 мм и специальный волновод, пропускаю-
щий световой импульс от лазера к ОАП и пропус-
кающий УЗ импульс, вернувшийся от образца, к

пьезоприемнику. Между поверхностями ОАП и
образца наносится слой воды для лучшего аку-
стического сопряжения импедансов данных объ-
ектов. Принятый пьезоэлектрическим преобра-
зователем сигнал оцифровывается АЦП и с помо-
щью компьютера выводится на экран или в файл
в виде временной зависимости амплитуды. Бла-
годаря небольшой апертуре ОАП, исследования
образца осуществляются локально.

После генерации импульса на приповерхност-
ном слое ОАП происходит его распространение в
обоих направлениях – в сторону приемника-пре-
образователя и в сторону образца. На рис. 4а по-
казан вид принимаемых преобразователем сигна-
лов, специально упрощенных для лучшего вос-
приятия. Первым из пришедших на приемник
сигналов является опорный, это продольные вол-
ны с неизмененной фазой, которые не проходят
через склейку и образец, а, родившись на припо-
верхностном слое ОАП, распространяются через
звукопровод сразу к пьезоприемнику. Далее сле-
дуют 1-й донный сигнал – это первое отражение
продольной волны от донной поверхности образ-
ца со смещенной на π фазой из-за акустически
мягкой границы – и остальные донные сигналы:
2-й, 3-й и т.д. Заметим, что при распространении
звука через несколько слоев разных сред (ОАП,
водный слой, образец, воздух), на границах раз-
дела этих сред имеет место частичное преобразо-
вание продольной волны в поперечную. Импульсы
этих волн тоже проявляются среди регистрируе-
мых сигналов, но они имеют существенно мень-

Рис. 2. Смещение экстремума импульса от начально-
го положения в зависимости от безразмерной про-
странственной координаты σ.
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Рис. 3. Схема экспериментальной установки измерения скорости звука в твердых телах.
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шую амплитуду за счет того, что отношение дли-
ны волны к диаметру мало. Кроме того, они до-
стигают приемника в более низком частотном
диапазоне, поэтому могут быть легко отфильтро-
ваны цифровым фильтром.

Временная форма сигналов (рис. 4б) содержит
следующие за основным импульсом фазы проти-
воположной полярности: такие “хвосты” являют-
ся следствием дифракции широкополосного уль-
тразвукового пучка. Если бы влияние дифракции
было бы мало, то вычислить групповую скорость
продольных волн можно было бы по времени за-
держки между любыми двумя отражениями и, учи-
тывая разницу их акустических путей, получить

(3)

где ∆t12 и ∆z12 – разницы времен и путей между
указанными сигналами 1 и 2.

Теперь же нужно учитывать дифракционную
трансформацию каждого отражения, внося в
формулу расчета скорости временной сдвиг их
экстремумов ∆τ1 и ∆τ2. На рис. 4в показан исход-
ный (реально наблюдаемый) сигнал “с хвостом”
синего цвета и его первоначальный гауссовский
вид “без хвоста” красного цвета. Согласно чис-
ленным расчетам выше, дифракция приводит к
более быстрому “распространению” экстремума
сигнала, что отразится на точности измерения
скорости ультразвука в данном образце. Для ком-
пенсации этой методической погрешности ис-
пользуется следующая формула:

(4)

Был проведен численный расчет дифракцион-
ной ошибки ED измерения групповой скорости
как функции скорости звука и толщины образца
для нескольких отражений, что дает представле-
ние о влиянии дифракции на погрешность изме-
рения. Для этого требуется задать начальный диа-
метр УЗ пучка a0 = 2.76 мм и начальную полуши-
рину импульса. Тогда дифракционная ошибка
ED(n, h, c0) = (V(n, h, c0) – c0)/c0, где c0 – истинная
скорость ультразвука в образце, а V(n, h, c0) − ис-
каженная дифракцией скорость, которую и мож-
но экспериментально измерить: V(n, h, c0) = ∆z(n,
h, c0)/∆t(n, h, c0), где ∆z(n, h, c0) и ∆t(n, h, c0) – раз-
ницы акустических путей и времен n-й пары от-
ражений для толщины образца h и истинной ско-
рости c0.

Расчеты проводились для условий экспери-
мента. По графикам (рис. 5) видно, что область
значений ED не превышает 0.3% для скоростей
ниже 8000 м/c и толщин более 2−3 мм. Также для
выбранных толщины и скорости звука в образце
заметно явное уменьшение ED при рассмотрении
дальних отражений. Интересной деталью также

= Δ Δ12 12 ,V z t

( ) ( )
Δ Δ= =

+ Δτ − + Δτ Δ + Δτ
12 12

комп
2 2 1 1 12 12

.z zV
t t t

является то, что даже для высоких скоростей и
малых толщин дифракционный вклад составляет
менее 1%.

Таким образом, можно сделать вывод, что ди-
фракция должна оказывать существенное влия-
ние на величину измеренной групповой скорости
продольных УЗ волн.

РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТА
Были проведены измерения скорости ультра-

звука без компенсации и с компенсацией ди-
фракционной трансформации формы сигнала
для трех разных образцов, параметры которых за-
несены в табл. 1: это сплав Д16Т, плавленый
кварц (КВ) и сталь 12Х18Н10Т. Шероховатость
поверхностей металлических образцов не превы-
шала Rz5, а вариации толщины по поверхности
образца, измеренные микрометрически, 5−15 мкм.
Статистический разброс результатов измерения
толщины связан в значительной мере с инстру-
ментальной погрешностью.

Измерения проходили при нормальном давле-
нии и температуре окружающего воздуха 21°C с

Рис. 4. Сдвиг экстремума широкополосного ультра-
звукового импульса при дифракции пучка.
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усреднением по 1000 замерам. На рис. 6 приведен
пример записи сигналов с АЦП – результат про-
хождения звука через образец № 1 после усредне-
ния. Опорный сигнал в данном случае обладает
характерным дифракционным “хвостом”, на ко-
торый накладывается его отражение от ближай-
шей (лицевой) поверхности образца, что видно на
врезке в этом рисунке. Первый донный сигнал
также содержит в себе дифракционное искаже-
ние. Далее с примерно тем же интервалом можно
заметить и остальные донные отражения: второе,
третье и т.д.

В табл. 2 представлены результаты измерений
скорости звука по формуле (3) без учета дифрак-
ции для пар отражений каждого образца. Номера
строчек – это номер стартового отражения из пары,
с него начинается отсчет времени распростране-
ния акустического импульса и пройденного пути.
Номер столбца соответствует номеру последнего
отражения из пары, на котором этот процесс за-
канчивается. Результаты расположены таким об-
разом, что каждой главной диагонали таблицы
соответствует определенное значение акустиче-
ского пути, а каждой строке соответствует опре-
деленный начальный радиус пучка (хотя началь-
ный радиус акустического пучка a0 = 2.76 мм, но
из-за уширения пучка с ростом акустического пу-
ти по формуле (2) каждому стартовому номеру из
пары отражений соответствует свой “начальный”
радиус).

Можно заметить, что для образцов Д16Т и КВ
измеренная величина скорости хоть и на доли
процента, но меняется в зависимости от фактиче-
ского акустического пути и от комбинации отра-
жений, и у пар с большими номерами значение
скорости в целом меньше. Это связано с более
сильным влиянием дифракции на измеренную
скорость, вычисленную по первым отражениям,
чем по последним, или вообще для случая тонких
образцов с малыми акустическими путями отра-
жений: согласно графику из рис. 2 для больших
значений пространственной координаты зависи-
мость дифракционного смещения экстремума
импульса от начального положения выходит по-
чти на константу. Поэтому, измеряя скорость по
паре “дальних” отражений, дифракционные
сдвиги обоих отражений почти взаимосокраща-
ются, обеспечивая результат скорости, меньший
по значению, и близкий к истинной скорости.

Таким образом, можно сделать два вывода:

1) учет дифракции для “тонких” образцов мо-
жет быть не существенен при возможности реги-
страции многократных отражений в образце;
пример – образец № 3.

2) учет дифракции может быть не нужен в
случае “толстых” образцов, толщина которых
z  LD – длины дифракции спектральных состав-
ляющих опорного акустического сигнала.

@

Рис. 5. Численный расчет дифракционной ошибки (%) групповой скорости звука, вычисленной по разным парам от-
ражений.
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Таблица 1. Наименование, размеры и плотности образцов

Образец № 1 Образец № 2 Образец № 3

Материал Д16Т Кварц КВ Сталь 12Х18Н10Т

Толщина, мм 5.59 ± 0.01 5.88 ± 0.01 1.33 ± 0.01

Плотность ρ, кг/м3 2690 ± 40 2170 ± 30 7700 ± 200
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Образец стали был таким тонким, что “хвост”
опорного сигнала и отражение опорного сигнала
от лицевой стороны образца оказались близкими
по времени с донными отражениями, из-за чего
они неудачно наложились на последние, влияя на
положение их экстремума (рис. 7). Поэтому для
данного случая групповая скорость с ростом но-
меров отражений не уменьшается, а растет. Боль-
шой вклад вносит погрешность измерения тол-

щины, которая для данного образца оказывается
более 0.3%.

Из результатов измерений в образце № 3 сле-
дует, что при малых толщинах образцов погреш-
ность измерений скорости ультразвука определя-
ется в первую очередь погрешностью измерения
толщины и, очевидно, качеством подготовки об-
разца.

Рис. 6. Многократные отражения УЗ импульса от поверхностей образца № 1.
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Таблица 2. Результаты измерений скорости без компенсации дифракции. В верхней части ячейки – скорость в м/с,
в нижней – акустический путь в мм

Образец № 1 Д16Т, h = 5.59 мм Образец № 2 КВ, h = 5.88 мм Образец № 3 12Х18Н10Т, h = 1.33 мм

2 3 4 5 6 2 3 4 5 6 2 3 4 5 6

1
6357.8 6354.7 6354.7 6354.8 6354.3 5980.1 5977.9 5978.1 5976.8 5975.4 5941.2 5952.7 5961.6 5964.4 5963.6

11.192 22.384 33.576 44.768 55.960 11.762 23.524 35.286 47.048 58.810 2.668 5.336 8.004 10.672 13.340

2
6351.5 6353.1 6353.9 6353.5 5975.7 5977.1 5975.7 5974.3 5964.2 5971.8 5972.2 5969.2

11.192 22.384 33.576 44.768 11.762 23.524 35.286 47.048 2.668 5.336 8.004 10.672

3
6354.7 6355.0 6354.1 5978.5 5975.6 5973.8 5979.4 5976.2 5970.9

11.192 22.384 33.576 11.762 23.524 35.286 2.668 5.336 8.004

4
6355.3 6353.8 5972.8 5971.4 5973.1 5966.7

11.192 22.384 11.762 23.524 2.668 5.336

5
6352.3 5970.0 5960.3

11.192 11.762 2.668



692

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 6  2023

МАКАЛКИН и др.

Для компенсации влияния дифракционной
трансформации формы ультразвуковых импульсов
на результат измерения скорости ультразвука в рас-
четах использовалась формула (5), подобная (4):

(5)

где ∆τij = ∆τj − ∆τi = ∆τa(∆θj − ∆θi) – разница ди-
фракционных сдвигов j-го и i-го сигнала.

Δ
=

Δ + Δτкомп ,ij
ij

ij ij

z
V

t

Сдвиг экстремума сигнала при дифракции
ультразвукового пучка рассчитывался для каждо-
го отражения теоретически по методике, описан-
ной в начале статьи (см. рис. 1). Графики дифрак-
ционной трансформации гауссовского импульса
для определенных значений пространственной
координаты, соответствующей каждому отраже-
нию и иным параметрам, совпадающим с услови-
ями эксперимента, показаны на рис. 8.

Рис. 7. Многократные отражения УЗ импульса от поверхностей образца стали 12Х18Н10Т.
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Рис. 8. Дифракционная трансформация гауссовского импульса для образцов Д16Т, КВ и 12Х18Н10Т (слева направо) с
указанием времени сдвига экстремума для каждого отражения.
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Сравнение групповой скорости до компенса-
ции и после компенсации дифракции приводятся
в табл. 3, но более наглядно они отображены на
графиках рис. 9, где скорости сгруппированы с
помощью цветов по общим начальным радиусам
пучка (т.е. каждому цвету соответствует опреде-
ленная строка из табл. 3). Видно, что компенсация
дифракции уменьшает значения скорости для
всех образцов, но разброс значений скоростей
“до” и “после” не во всех случаях в пользу ком-
пенсации. Для образца Д16Т положительный эф-
фект наступает при акустическом пути более 40 мм,
для КВ – для пути более 30 мм, а для образца ста-
ли – более 10 мм, причем для стали компенсация
дифракции становится исключением, когда про-

являются проблемы, описанные выше. Заметим,
что во всех трех случаях вариации как скомпенси-
рованных, так и нескомпенсированных скоро-
стей меньше их смещения друг относительно друга.
Для Д16Т и КВ это смещение доходит до 0.1%
(~7 м/с), а для образца стали – до 0.2% (~11 м/с).
Таким образом, эффект осуществленной ком-
пенсации дифракции оказывается сильнее раз-
броса скоростей для указанных акустических пу-
тей. Добавим, что эффект компенсации может
быть улучшен, если усовершенствовать существу-
ющую модель сигнала с помощью метода декон-
волюции, и принимая за исходную форму сигнала
не гауссовский импульс, а более приближенный к
реальности вид.

Таблица 3. Результаты для образцов Д16Т, кварца КВ, стали 12Х18Н10Т. Верхнее число в ячейке – измеренная
скорость (м/c), нижнее – скорость после компенсации дифракции

Образец № 1 Д16Т, h = 5.59 мм Образец № 2 КВ, h = 5.88 мм Образец № 3 12Х18Н10Т h = 1.33 мм

2 3 4 5 6 2 3 4 5 6 2 3 4 5 6

1
6357.8 6354.7 6354.7 6354.8 6354.3 5980.1 5977.9 5978.1 5976.8 5975.4 5941.2 5952.7 5961.6 5964.4 5963.6

6348.1 6346.3 6347.4 6348.3 6348.4 5972.0 5970.9 5972.0 5971.3 5970.5 5928.2 5940.3 5949.8 5953.2 5952.8

2
6351.5 6353.1 6353.9 6353.5 5975.7 5977.1 5975.7 5974.3 5964.2 5971.8 5972.2 5969.2

6344.6 6347.0 6348.4 6348.5 5969.9 5972.0 5971.1 5970.1 5952.5 5960.6 5961.6 5959.0

3
6354.7 6355.0 6354.1 5978.5 5975.6 5973.8 5979.4 5976.2 5970.9

6349.4 6350.3 6349.8 5974.0 5971.6 5970.1 5968.7 5966.1 5961.2

4
6355.3 6353.8 5972.8 5971.4 5973.1 5966.7

6351.1 6350.0 5969.2 5968.2 5963.5 5957.5

5
6352.3 5970.0 5960.3

6348.9 5967.2 5951.5

Рис. 9. Групповые скорости без компенсации и с компенсацией дифракции для образцов Д16Т, кварца КВ и стали
12Х18Н10Т (слева направо). Линии визуализируют группы точек с общим начальным радиусом пучка.

 
6340

6344
 

6348
 

6352
 

6356
 

6360

(а)

С
ко

ро
ст

ь,
 м

/с

С
ко

ро
ст

ь,
 м

/с

С
ко

ро
ст

ь,
 м

/с

1 а01
2 а02
3 а03
4 а04
5 а05
1k а01 комп
2k а01 комп
3k а01 комп
4k а01 комп
5k а01 комп

1

2

3
4

5

1k

2k

3k
4k

5k

1

2

3

4

5
1k

2k

3k

4k
5k

1

2

3

4

5

1k

2k

3k

4k

5k

100 20 30 40 6050 70 80
Путь, мм

Зависимость для разных
начальных радиусов

5985

5970

5975

5980

5985

(б)

1 а01
2 а02
3 а03
4 а04
5 а05
1k а01 комп
2k а01 комп
3k а01 комп
4k а01 комп
5k а01 комп

100 20 30 40 6050 70 80
Путь, мм

Зависимость для разных
начальных радиусов

5930
5920

5940
5950
5960
5970
5980

(в)

1 а01
2 а02
3 а03
4 а04
5 а05
1k а01 комп
2k а01 комп
3k а01 комп
4k а01 комп
5k а01 комп

0 105 15 20
Путь, мм

Зависимость для разных
начальных радиусов



694

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 6  2023

МАКАЛКИН и др.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Разработана методика локального измерения

групповой скорости продольных волн в образцах
миллиметровой толщины из разных однородных
твердых материалов с компенсацией трансфор-
мации профиля за счет дифракции. Полученные
результаты показывают, что при толщинах более
5 мм достижение погрешности измерений 0.1%
возможно даже при использовании первых эхо-
импульсов. Проведенные исследования показали,
что возможны локальные высокоточные измере-
ния групповой скорости в образцах из дюраля,
кварца и стали для толщин более 3–4 мм, а также
то, что данная методика для образцов толще 5 мм
уменьшает разброс скорости. Обсуждаются воз-
можности улучшения методики.

Работа выполнена в рамках Госзадания (номер
темы FFWG-2019-0008, номер в ЕГИСУ АААА-
А19-119121790089-0) Института общей физики
им. А.М. Прохорова Российской академии наук.
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Скорость ядерной спин-решеточной релаксации определяется эффективностью взаимодействия
тепловых фононов с ядерными спинами. Представлены результаты по снижению эффективности
спин-фононной связи путем подавления вклада парамагнитных центров в релаксацию квадруполь-
ных ядер. Подавление достигалось стационарным магнитным воздействием ларморовской частоты.
Показано, что, как и в случае присутствия акустического поля, скорость спин-решеточной релак-
сации ядер 23Na в кристалле фторида натрия при магнитном насыщении сигнала ЯМР не меняется
в области отрицательной средней спиновой температуры. В области положительной спиновой тем-
пературы релаксация спинов 23Na существенно замедляется, при этом восстановление ядерной на-
магниченности со временем описывается суммой двух экспонент. По мере увеличения интенсивно-
сти насыщающего поля растет вклад ядерных спинов с меньшей эффективностью спин-фононной
связи, соответствующих экспоненте с большим временем релаксации. Продемонстрировано, что
для ядер 19F, не имеющих квадрупольного момента, эффективность спин-фононного взаимодей-
ствия не изменяется в условии насыщения. Полученные результаты могут быть использованы для
исследования структуры реальных кристаллов.

Ключевые слова: магнитная квантовая акустика, ядерное спин-фононное взаимодействие, акустиче-
ское и магнитное насыщение линии ЯМР, спин-решеточная релаксация, парамагнитные центры
DOI: 10.31857/S0320791923600464, EDN: CQLXPH

ВВЕДЕНИЕ
Эффективность спин-фононного взаимодей-

ствия определяет скорость спин-решеточной ре-
лаксации (СРР) ядер, характеризуемую измеряе-
мым методами ядерного магнитного резонанса
(ЯМР) временем  [1]. Для ядер в реальных ди-
электрических кристаллах суммарная скорость
СРР равна:

(1)

где слагаемое  определяется спин-фонон-
ной связью в кристаллах с идеальной решеткой, а
“примесный” вклад  обусловлен участием
парамагнитных дефектов и примесей. Для ядер,
обладающих электрическим квадрупольным мо-
ментом, “решеточный” вклад возникает за счет
динамических градиентов электрических полей,
индуцированных тепловыми фононами [2]. Ре-
шеточный механизм релаксации квадрупольных
ядер доминирует в достаточно чистых образцах,

но роль примесной релаксации возрастает в леги-
рованных кристаллах, особенно при температу-
рах ниже комнатной [3, 4]. В то же время, релак-
сация ядер со спином ½ практически полностью
определяется вторым слагаемым в уравнении (1).
Эффективность примесного механизма ядерной
СРР и его значительный вклад в величину  да-
же при малой концентрации парамагнитных цен-
тров в объеме кристалла, например, в случае на-
личия неконтролируемых примесей в специально
очищенных образцах, обусловлены сильной свя-
зью парамагнитных центров с колебаниями решет-
ки и с ближайшими ядерными спинами, а также
участием спиновой диффузии, выравнивающей
ядерную намагниченность в объеме образца [3].

В магнитной квантовой акустике для наблюде-
ния акустического ядерного резонанса (АЯР),
при котором переходы между ядерными зеема-
новскими уровнями индуцируются либо бегущей
акустической волной, либо диффузно рассеян-
ным акустическим полем резонансной частоты,

Σ
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применяются два метода [5, 6]. В “прямом” методе
АЯР непосредственно регистрируется резонанс-
ное поглощение акустической энергии спиновой
системой ядер. В методе акустического насыще-
ния сигнала ЯМР исследуется уменьшение раз-
ности населенностей спиновых уровней по изме-
нению интенсивности сигнала ЯМР, которое мож-
но трактовать как следствие повышения средней
спиновой температуры в ансамбле ядер [7]. Метод
насыщения сигнала ЯМР получил существенно
большее распространение в силу высокой чув-
ствительности и универсальности. Исследования
акустического насыщения сигнала ЯМР квадру-
польных ядер показали, что процесс насыщения
подобен обратному процессу ядерной СРР.
В идеальных кристаллах насыщение происходит
за счет акустической модуляции электрических
кристаллических полей. Присутствие парамаг-
нитных центров различной природы приводит к
появлению дополнительного канала акустиче-
ского насыщения благодаря локальному перегреву
спин-системы ближайших к этим центрам ядер и
спиновой диффузии [8–10]. Локальное повыше-
ние спиновой температуры ядер вблизи опреде-
ленного парамагнитного центра подавляет вклад
этого центра в примесную релаксацию, что сни-
жает скорость суммарной СРР . Использо-
вание акустического насыщения сигнала ЯМР
позволило, таким образом, реализовать методику
разделения механизмов СРР квадрупольных ядер
и измерить в ряде материалов времена  и

 путем наблюдения восстановления ядер-
ной намагниченности к своему равновесному
значению в условиях насыщения [11–13]. Следует
подчеркнуть, что изучение механизмов спин-фо-
нонного взаимодействия в различных материалах

−Σ 1
1( )T

−lat 1
1( )T

−imp 1
1( )T

является принципиально важным вопросом для
многих практических применений [6, 14]. Зада-
чей настоящей работы является исследование
возможности разделения решеточного и примес-
ного вкладов в спин-фононное взаимодействие в
условиях магнитного насыщения линии ЯМР для
квадрупольных ядер натрия в кристалле NaF и
сравнение со случаем ядер фтора, не имеющих
квадрупольного момента.

ОБРАЗЦЫ И МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА
Образцы были вырезаны из монокристалла

фторида натрия NaF вдоль оси симметрии чет-
вертого порядка. Состав исследуемого кристалла
был изучен на наличие в объеме примесей, во-
шедших в решетку в процессе роста. Количе-
ственный элементный анализ пробы, взятой из
объема кристалла, проводился на оптическом
эмиссионном спектрометре с индуктивно связан-
ной плазмой ICPE-9000 (Shimadzu). Анализ по-
казал содержание в исследуемом кристалле NaF
примесных атомов в следующих концентрациях:
Са –310 мг/кг, Mg – 10.5 мг/кг, Fe – 7.9 мг/кг,
Zn – 6.1 мг/кг и Sr – 3.1 мг/кг.

Исследование образца NaF на магнитометре
MPMS SQUID VSM (Quantum Design) выявило
слабый парамагнетизм, обусловленный некон-
тролируемыми парамагнитными центрами, на
фоне диамагнитной намагниченности (рис. 1).

ЯМР измерения проводились на импульсном
спектрометре Bruker Avance III 400, оптимизиро-
ванном для работы с твердыми образцами, при
температурах 296 и 155 K. Наблюдалось восста-
новление намагниченности ядер 23Na после ин-
версии 180° импульсом при приложении допол-
нительного резонансного магнитного насыщаю-
щего воздействия.

Ядерная намагниченность при стационарном
насыщении характеризовалась фактором насы-
щения , где  и  – интегральные
интенсивности линий ЯМР 23Na в присутствии и
в отсутствие дополнительного воздействия [15–17].
Для измерения скорости релаксации в условиях
насыщения была разработана импульсная последо-
вательность, схема которой изображена на рис. 2а.
Перед 180° импульсом включается радиоимпульс
P1 с ларморовской частотой заполнения, длитель-

ность Δt которого не меньше 10 . Интенсив-
ность импульса P1 в разных измерениях изменя-
ется для создания стационарного насыщения раз-
личной степени. В промежутке между 180° и 90°
импульсами подается радиоимпульс P2 такой же
мощности, как и P1. Длительность импульса P2 за-
висит от времени задержки между 180° и 90° им-
пульсами, задаваемым для измерения скорости
восстановления ядерной намагниченности. По-

= 0
st stZ A A stA 0A

Σ
1T

Рис. 1. Температурная зависимость удельной намаг-
ниченности σ кристалла фторида натрия в режиме
охлаждения в магнитном поле 100 Э.
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сле 90° импульса регистрируется сигнал свобод-
ной прецессии, Фурье-преобразование которого
дает линию ЯМР. Зависимость интегральной ин-
тенсивности линии ЯМР  от времени задержки 
между инвертирующим и зондирующим импульса-
ми позволяет построить кривую восстановления
ядерной намагниченности  к стацио-
нарному значению, как показано на рис. 2б, и
рассчитать время восстановления .

В присутствии парамагнитных центров, при-
водящих к неоднородности ядерной намагничен-
ности, вводится средняя по объему образца спи-
новая температура  [7]. Величину  в этом
случае можно выразить через отношение обратной

спиновой температуры  к обратной

температуре решетки  (  – температура

решетки): . Таким образом, восстановле-

ние ядерной намагниченности на начальном этапе
вплоть до момента времени  (рис. 2б) происходит
в области отрицательных спиновых температур, а
затем для  – в области положительных спи-
новых температур. В отсутствие эффекта подав-
ления примесного вклада в СРР для каждого зна-
чения фактора насыщения  суммарное время
релаксации  связано с временем восстановле-
ния ядерной намагниченности в условиях стаци-
онарного насыщения τ (рис. 2б) соотношением:

(2)

A t

= 0( ) ( )Z t A t A

τ

IT Z

α ≡ 
B

I
Ik T

α ≡ 
B

l
lk T lT

α =
α

I

l

Z

0t

> 0t t

stZ
Σ

1T

= τΣ
1 .stT Z

Соотношение (2) является следствием известного
уравнения для изменения обратной спиновой
температуры под действием резонансного воз-
буждения и СРР [7]:

(3)

где W – вероятность индуцированных переходов
и . Решение уравнения (3) пока-
зывает экспоненциальное восстановление обрат-
ной спиновой температуры к равновесному зна-
чению со временем τ, подчиняющимся соотно-
шению (2).

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Измерения восстановления ядерной намагни-
ченности 23Na после инверсии 180° импульсом
проводились при температурах 296 и 155 K в диа-
пазонах фактора магнитного насыщения от 1 до
0.07 и от 1 до 0.06 соответственно. Полученные в
отсутствие насыщения ( ) времена релакса-
ции  равнялись 12.4 и 54.6 с при 296 и 155 K со-
ответственно. Было показано, что ход кривых
восстановления  при обеих температурах на
начальном этапе в области отрицательных спино-
вых температур был экспоненциальным и харак-
теризовался временами  в соответствии
с выражением (2) при всех значениях фактора на-
сыщения. С учетом неполной инверсии ядерной
намагниченности после инвертирующего им-
пульса кривые  описывались выражением:

Σ Σ Σ
∂ α α − α αα= − α = −

∂ 1 1 1

,I l I Il
I stW

t T T Z T

= + Σ
11 (1 )stZ WT

= 1stZ
Σ

1T

( )Z t

Στ =1 1
stT Z

( )Z t

Рис. 2. (а) – Импульсная последовательность для наблюдения восстановления ядерной намагниченности в условиях
магнитного насыщения линии ЯМР. Дополнительные резонансные радиоимпульсы P1 и P2 создают стационарное

магнитное насыщение с фактором . (б) – Восстановление ядерной намагниченности после 180° импульса к . –
время восстановления,  – время, при котором ядерная намагниченность равна 0.  – среднее по объему образца
значение обратной спиновой температуры.
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(4)

где b – численный коэффициент, 1 < b < 2. Таким
образом, дополнительное магнитное насыщение
не сказывалось на эффективности спин-фонон-
ного взаимодействия ядер натрия в области отри-
цательных средних спиновых температур при лю-
бом уровне насыщения.

Одноэкспоненциальный процесс восстанов-
ления ядерной намагниченности с временами

 наблюдался также и в области положи-
тельных средних спиновых температур, но при
ограниченных значениях фактора насыщения

> 0.4 и  > 0.7 для температур 296 и 155 K со-
ответственно. При более сильном насыщении за-
висимость  в области  > 0 ( ) описыва-
лась суммой двух экспонент с временами восста-
новления намагниченности  и 

(5)

где  – весовой коэффициент, характеризующий
относительный вклад решеточного механизма
релаксации. Появление второй экспоненты с
большим временем восстановления ядерной на-
магниченности демонстрирует снижение эффек-
тивности спин-фононного взаимодействия для
части ядер и соответствует замедлению скорости
СРР 23Na. В качестве примера на рис. 3 показан
ход восстановления ядерной намагниченности
при 296 K для стационарного значения фактора

( )[ ]= − − τ1( ) 1 exp ,stZ t Z b t

Στ =1 1
stT Z

stZ stZ

( )Z t αI > 0t t

τ1 τ > τ2 1

( ) ( )[ ]{ }
=

= − ρ − τ + − ρ − τ1 2

( )

1 exp (1 )exp ,st

Z t

Z b t t

ρ

насыщения  = 0.11. Следует подчеркнуть, что
возможность расчета кривой восстановления
ядерной намагниченности как суммы двух экспо-
нент при достаточно большом насыщении обу-
словлена высокой точностью измерений, недо-
стижимой в более ранних работах по подавлению
примесного механизма релаксации.

Выражение (5) можно распространить на об-
ласть отрицательных спиновых температур, пола-
гая  = 1 при .

На рис. 4 представлены значения весового ко-
эффициента  для “быстрой” СРР с временем
восстановления , рассчитанного с помощью вы-
ражения (5) по экспериментальным зависимо-
стям восстановления ядерной намагниченности
23Na для различных значений фактора стационар-
ного магнитного насыщения  при двух темпе-
ратурах.

На рис. 5 показаны зависимости времен вос-
становления ядерной намагниченности  и  от
фактора стационарного насыщения . Линей-
ные зависимости между временем  и фактором 
при двух температурах согласуются с уравнени-
ем (2) и с величинами измеренных в отсутствие
магнитного насыщения времен . При порого-
вых значениях фактора стационарного насыще-
ния в области времен  появляется вклад более
медленного процесса релаксации, который харак-
теризуется временами восстановления . Доля
этого вклада возрастает с уменьшением фактора
насыщения.

Одноэкспоненциальная релаксация в области
отрицательных спиновых температур при любой
интенсивности насыщающего ядерную спино-
вую систему дополнительного резонансного поля
означает, что не происходит подавления примес-
ного механизма. В рамках термодинамического
подхода [7] к описанию поведения ядерной спин-
системы натрия примесный вклад в спин-фонон-
ное взаимодействие является эффективным, если
локальная обратная спиновая температура 
ближе к обратной температуре решетки , чем
средняя по объему образца обратная спиновая
температура  [18]. В области отрицательных
спиновых температур условие

(6)

выполняется всегда, даже в случае локального пе-
регрева ядерной спин-системы вблизи парамаг-
нитных центров до значений .

В области  при  > 0 достаточно силь-
ное дополнительное стационарное насыщение
приводит к локальному перегреву спин-системы
около определенных парамагнитных центров
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Рис. 3. Восстановление ядерной намагниченности
после 180° импульса при стационарном насыщении

= 0.11 для Т = 296 K. Штриховая и сплошная ли-
нии построены по формуле (5) с  = 1 и 1 при 
соответственно.
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(понижению локальной обратной спиновой тем-
пературы) и к инверсии неравенства (6). Таким
образом, происходит подавление примесной ре-
лаксации. Поскольку в случае присутствия в кри-
сталле неконтролируемых примесей и точечных
дефектов процесс подавления осуществляется
при разных уровнях стационарного насыщения
для разных парамагнитных центров, следует ожи-
дать постепенного увеличения вклада медленной

релаксации с ростом , что и наблюдается на
эксперименте. При этом времена  соответству-
ют времени восстановления ядерной намагни-
ченности только за счет решеточного механизма
спин-фононной связи. Отметим, что теоретиче-
ская модель перегрева ядерной спин-системы

stZ
τ2

ядер в условии стационарного магнитного насы-
щения была предложена в [19].

На рис. 5 видно, что зависимость  от фактора
стационарного насыщения близка к линейной,
как и зависимость . Построенные по рассчитан-
ным значениям  проходящие через начало ко-

ординат прямые должны при  = 1 давать по
аналогии с уравнением (2) значения времен СРР
за счет решеточного механизма спин-фононной

связи: 40 с при 296 K и 140 с при 155 K.
Полученные оценки согласуются с температур-
ной зависимостью времени спин-решеточной ре-
лаксации в идеальных кристаллах, идущей за счет
двухфононных рамановских процессов [4, 20].
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Рис. 4. Весовой коэффициент , рассчитанный согласно (5) из экспериментальных кривых восстановления ядерной
намагниченности 23Na для различных  при температуре (а) – 296 K и (б) – 155 K.
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Измерения восстановления ядерной намагни-
ченности в условиях стационарного магнитного
насыщения были проведены нами также для ядер
19F в том же кристалле NaF. Ядра 19F имеют спин
½ и не обладают квадрупольным электрическим
моментом. Для дипольных ядер основную роль в
СРР играет релаксация за счет парамагнитных
центров и спиновой диффузии, тогда как реше-
точным вкладом можно пренебречь [3, 21]. Кроме
того, возможно, что для ядер, не имеющих квад-
рупольного момента, насыщение реализуется без
участия парамагнитных центров. На рис. 6 пока-
зана зависимость времени восстановления ядер-
ной намагниченности  от фактора насыщения
при комнатной температуре. Как видно из рис. 6,
при любых значениях  процесс восстановле-
ния ядерной намагниченности к стационарному
значению имеет экспоненциальный характер (4)
с временами , соответствующими  =
= 131 с. Полученный результат подтверждает от-
сутствие эффекта подавления примесной релак-
сации для ядер 19F.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе реализован метод подав-
ления вклада парамагнитных центров в спин-фо-
нонное взаимодействие ядер 23Na, обладающих
квадрупольным электрическим моментом, в усло-
виях магнитного насыщения ядерной спиновой си-
стемы. Получено, что эффективность спин-фо-
нонного взаимодействия ядер не изменяется при
отрицательных средних по объему образца спи-
новых температурах для любого фактора стацио-
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нарного магнитного насыщения, как и в случае
акустического насыщения. В области положи-
тельных спиновых температур СРР ядер 23Na за-
медляется при увеличении стационарного насы-
щения до определенных значений . При этом
происходит подавление примесной релаксации
для части ядерной спин-системы. По зависимо-
сти времени восстановления ядерной намагни-
ченности от фактора насыщения для этой части
ядер оценены времена решеточного вклада в ре-
лаксацию при температурах 296 и 155 К. Предло-
женная методика разделения примесного и ре-
шеточного вкладов в релаксацию в условиях
магнитного насыщения дает принципиальную
возможность исследования примесного состава
диэлектрических кристаллов с использованием
стандартного оборудования ЯМР.

Измерения проводились на оборудовании Ре-
сурсного центра Научного парка СПбГУ “Центр
диагностики функциональных материалов для
медицины, фармакологии и наноэлектроники”.
Определение состава и концентрации парамаг-
нитных примесей в образцах проведено в Ресурс-
ных центрах Научного парка СПбГУ “Методы
анализа состава вещества” и “Физические методы
исследования поверхности”. Жидкий азот предо-
ставлен Криогенным отделом Научного парка
СПбГУ.
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Рис. 6. Время восстановления  намагниченности
ядер 19F в зависимости от фактора стационарного

магнитного насыщения  при температуре 296 K.
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Исследованы акустические свойства суспензий на основе чистого глицерина и алмазного порошка
с размером частиц 1–2 мкм с различной концентрацией с помощью резонатора с продольным элек-
трическим полем. Дисковый резонатор из лангасита с круглыми электродами на обеих сторонах
пластины с частотой 4.1 МГц, работающий на продольной акустической волне, полностью погру-
жали в жидкостный контейнер с исследуемой суспензией. На основе измеренных частотных зави-
симостей реальной и мнимой частей электрического импеданса резонатора с использованием экви-
валентной электромеханической схемы были определены продольный модуль упругости и продоль-
ный коэффициент вязкости исследуемых образцов. Сравнение экспериментально найденных
зависимостей продольного модуля упругости, коэффициента вязкости и скорости продольной аку-
стической волны от объемной концентрации частиц алмаза в суспензии с расчетными зависимостя-
ми показало их хорошее соответствие.

Ключевые слова: пьезоэлектрический резонатор с продольным электрическим полем, суспензии, ре-
зонансная частота, электрический импеданс и адмиттанс, модуль упругости, коэффициент вязко-
сти, скорость продольной акустической волны
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время в самых разных областях

науки и техники существует проблема быстрого и
точного анализа различных свойств жидкостей, а
также смесей на основе жидкостей и твердых ча-
стиц [1–7]. Такая проблема часто возникает при
мониторинге состояния различных водоемов,
сточных и грунтовых вод. Кроме того, с такими
задачами часто сталкиваются специалисты в та-
ких областях как медицина, биология, пищевая,
фармацевтическая и нефтегазодобывающая про-
мышленность [8–11]. Для исследования различ-
ных свойств жидкостей в течение многих десяти-
летий широко используются акустические методы
и различные типы акустических волн. Например,
для определения вязкости жидкости использова-
лись акустические волны с поперечно-горизон-
тальной поляризацией нулевого порядка, распро-
страняющиеся в пьезоэлектрических пластинах [12].
Весьма перспективными оказались поверхност-
ные поперечно-горизонтальные акустические

волны [13], волны высших порядков в пьезоэлек-
трических пластинах [14] и в многослойных
структурах [15, 16]. Широко используются жид-
костные датчики на пьезоэлектрических резона-
торах с поперечным электрическим возбуждаю-
щим полем [17–20].

Резонаторы с продольным электрическим по-
лем представляют собой, как правило, плоскопа-
раллельную пластину пьезоэлектрического кристал-
ла с круглыми электродами на обеих ее сторонах.
Эти резонаторы хорошо известны как простые,
надежные и легкодоступные акустоэлектронные
устройства, которые могут использоваться для
определения механических свойств различных
пленок [21, 22]. Кристаллографическая ориента-
ция и толщина среза кристалла определяются вы-
бором типа чистой объемной акустической моды
и рабочего частотного диапазона. При исследова-
нии акустических свойств различных материалов
с использованием таких резонаторов между по-
верхностью электроакустического преобразова-
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теля и исследуемым объектом создается хороший
акустический контакт. Это реализуется автомати-
чески, если исследуемым объектом является жид-
кость.

Ранее [23] была показана возможность опреде-
ления поперечного модуля упругости и попереч-
ного коэффициента вязкости суспензий на основе
глицерина и частиц синтетического алмаза с раз-
личной концентрацией с помощью резонатора с
продольным электрическим полем и поперечной
акустической модой. Настоящая работа является
продолжением этих исследований и посвящена
экспериментальному исследованию влияния
указанных суспензий на характеристики резона-
тора с продольным электрическим полем, рабо-
тающего на продольной акустической моде, и
определению продольного модуля упругости и
продольного коэффициента вязкости исследуе-
мых образцов.

МАТЕРИАЛЫ И СПОСОБ
ПРИГОТОВЛЕНИЯ СУСПЕНЗИЙ

Для исследований использовали чистый гли-
церин объемом 30 мл, к которому добавляли раз-
ное количество алмазного порошка АСМ 2/1 с
размером частиц 1–2 мкм. Каждый образец пере-
мешивали на магнитной мешалке в течение 5 ч.
Было установлено, что время полного оседания
частиц алмаза в глицерине превышало 24 ч при
комнатной температуре, что хорошо наблюда-
лось визуально. В результате было изготовлено
шесть различных образцов суспензий с объемны-
ми концентрациями частиц 0.098, 0.147, 0.73, 1.45,
1.92 и 2.86%. Для определения плотности полу-
ченных образцов фиксированный объем (1 мл)

суспензии взвешивали на аналитических весах
PA-214C (“Pioneer”, OHAUS Corporation). Для
точного определения объема использовали пре-
цизионную лабораторную пипетку (“Колор”,
Ленпипет).

Экспериментальная зависимость плотности
суспензии от объемной концентрации частиц
представлена на рис. 1. Значения плотности об-
разцов с известной объемной концентрацией ал-
мазного порошка, вычисленные по табличным
значениям плотности глицерина и алмаза, оказа-
лись в хорошем соответствии с эксперименталь-
ными. Проводимость чистого глицерина и полу-
ченных на его основе суспензий, определяемая
при помощи кондуктометра HI8733 (“Hanna”,
USA), не превышала 0.1 мкСм/см во всех случаях.

УСТАНОВКА ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ 
ВЛИЯНИЯ СУСПЕНЗИЙ 

НА ХАРАКТЕРИСТИКИ РЕЗОНАТОРОВ 
С ПРОДОЛЬНЫМ

ЭЛЕКТРИЧЕСКИМ ПОЛЕМ

Для проведения измерений был использован
дисковый резонатор из лангасита X-среза, рабо-
тающий на продольной акустической волне с
круглыми электродами на обеих сторонах пьезо-
электрической пластины, который отличается
низким температурным коэффициентом измене-
ния резонансной частоты [22]. Толщина резона-
тора равнялась 706 мкм, диаметр электродов со-
ставлял 7.5 мм. Этот резонатор помещали в пласт-
массовый контейнер, объемом 30 мл (рис. 2).

Вначале измеряли частотные зависимости ре-
альной и мнимой частей электрического импе-
данса свободного резонатора. Затем выбранный

Рис. 1. Экспериментальная зависимость плотности суспензии от объемной концентрации частиц алмаза.
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образец суспензии перемешивали на магнитной
мешалке в течение одного часа и добавляли в кон-
тейнер с резонатором так, чтобы резонатор был
полностью погружен в суспензию с обеих сторон.
Так как вязкость глицерина сильно зависит от его
температуры [24], непосредственно перед каж-
дым измерением в контейнер с суспензией опуска-
ли спай хромель–алюмелевой термопары, второй
спай которой находился в сосуде Дьюара с таю-
щим льдом при температуре 0°С. Концы термо-
пары были подключены к вольтамперметру
(GDM-78251A, GW Instek, Taiwan), как показано
на рис. 2. Резонатор с контейнером помещали в
термостат, в котором поддерживалась температу-
ра 27.30 ± 0.05°С. Эта температура оказалась оп-
тимальной в плане ее стабильного поддержания в
термостате. Температура в помещении, где про-
водились измерения, поддерживалась равной
27.0 ± 0.5°С при атмосферном давлении 760 мм рт. ст.
Спай термопары погружался в суспензию на
2 мин для измерения точного значения темпера-
туры суспензии. После извлечения термопары
измеряли частотные зависимости реальной и
мнимой частей электрического импеданса резо-
натора с помощью анализатора импедансов E4990A
(Keysight Technologies, Santa Rosa, CA, USA). Время
одного измерения не превышало 2 с.

В результате были построены зависимости ре-
зонансной частоты и добротности параллельного
и последовательного резонансов, а также макси-

мальных значений электрического импеданса и
адмиттанса резонатора от объемной концентра-
ции частиц алмаза в суспензии. Оказалось, что
максимальные значения электрического импе-
данса и адмиттанса вначале резко увеличиваются
до достижения объемной концентрации частиц
0.098%, затем уменьшаются и по достижению
концентрации 1.45% частиц алмаза снова увели-
чиваются (табл. 1). При этом частоты параллель-
ного (4.057 МГц) и последовательного (4.06 МГц)
резонансов не зависели от объемной концентра-
ции частиц в суспензии в пределах погрешности
измерений. Такая же ситуация наблюдалась для

Рис. 2. Установка для проведения исследований с суспензиями.

Пьезоэлектрический
кристалл

Термопара Вольтметр

Сосуд
Дьюара

Контактные
выводы

Электрод

Контейнер

Таблица 1. Максимальные значения электрического
импеданса Rmax и адмиттанса Gmax резонатора из лан-
гасита, погруженного в суспензию с частицами алмаза
с различной объемной концентрацией β и различной
плотностью ρs

β, % ρs, кг/м3 Rmax, Ом Gmax, мкСм

0.0 1230.3 62.5 16.44

0.098 1231.6 64.76 17.3

0.147 1232.44 63.92 17.22

0.73 1244.27 62.64 16.8

1.45 1259.3 62.15 16.3

1.923 1269.35 63.3 16.55

2.857 1290.8 64.2 16.6
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добротностей параллельного (~16) и последова-
тельного (~16) резонансов.

ЭКВИВАЛЕНТНАЯ 
ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКАЯ

СХЕМА РЕЗОНАТОРА
Для теоретического анализа частотных зави-

симостей электрического импеданса свободного
пьезоэлектрического резонатора была использо-
вана эквивалентная электромеханическая схема
[22, 25], представленная на рис. 3. Эквивалентная
схема состоит из электромеханического транс-
форматора, электрической и механической ча-
стей. Электрическая часть включает в себя пер-
вичную обмотку трансформатора и электриче-
ские емкости С0 и –С0, а механическая состоит из
вторичной обмотки, акустических импедансов
материала пьезоэлектрика Z1, Z2 и электродов ,

 [22]. Механическая часть эквивалентной схе-
мы, соответствующая границе воздух–электрод,
считалась закороченной из-за низкого акустиче-
ского импеданса воздуха. Механические импе-
дансы пьезоэлектрика Z1, Z2 и электродов , 
на эквивалентной схеме представлены известны-
ми выражениями [23]

(1)

(2)

(3)

1
eZ

2
eZ

1
eZ 2

eZ

( )=1 tg 2 ,Z izS kd

( )= −2 sin ,Z izS kd

=1 tg( )2 ,e e e
eZ iz S k d

(4)

Здесь S – площадь электродов, k и ke – волновые
числа для материалов пьезоэлектрика и элек-
трода, d и d e – толщина пьезоэлектрической
пластины и электрода, i – мнимая единица, z и
ze – удельные механические импедансы пьезо-
электрика и электродов, которые выражаются
следующим образом

(5)

(6)
Здесь C – модуль упругости, e – пьезоконстанта,
ε – диэлектрическая проницаемость, η – коэф-
фициент вязкости, ρ – плотность, ω – круговая
частота. Индекс “e” означает принадлежность ве-
личины к электроду. Запишем еще выражения
для скорости акустической волны в пьезоэлек-
трике  и электродах :

(7)

(8)

Полагая, что толщина пьезоэлектрической пла-
стины существенно меньше диаметра электрода,
электрическую емкость можно представить, как
C0 = εS/d. При этом коэффициент трансформа-
ции определялся как N = hC0, где h = e/ε [25].
В выражениях (1)–(8) для продольной волны в
кристалле лангасита будем полагать С = С11, e = e11,
η = η11 и ε = ε11 в системе координат, соответству-
ющей X-срезу. В этом случае ось X1, нормальная к

= −2 sin( .)e e e
eZ iz S k d

= + ε + ωη ρ2 1/2{( ) ,}z C e i

= + ωη ρ 1/2{( ) } .e e e ez C i

v v
e

= + ε + ωη ρv
2 1/2{( ) } ,C e i

= + ωη ρv
1/2{( ) .}e e e eC i

Рис. 3. Эквивалентная схема свободного резонатора с электродами.
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поверхности пластины, определяет направление
распространения волны и параллельна вектору
поляризации волны. Соответственно для изо-
тропного материала электрода Ce =  и ηe = .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНЫХ 
КОНСТАНТ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО 

МАТЕРИАЛА РЕЗОНАТОРА ИЗ ЛАНГАСИТА 
X-СРЕЗА

Вначале определяли модуль упругости C11, ко-
эффициент вязкости η11, пьезоэлектрическую
константу e11, и диэлектрическую проницаемость
ε11 лангасита, соответствующие выбранной систе-
ме координат. Для этого использовали измерен-
ные частотные зависимости реальной и мнимой
частей электрического импеданса свободного ре-
зонатора. Путем анализа эквивалентной схемы
(рис. 3) с использованием обозначений (1)–(8) с
помощью уравнений Кирхгофа была разработана
программа, позволяющая определять частотные
зависимости реальной и мнимой частей электри-
ческого импеданса в точках 1 и 2 электрической
части эквивалентной схемы. Затем, в соответ-
ствии с методом наименьших квадратов, строи-
лась целевая функция F по 7 точкам частотного
диапазона:

(9)

11
eC η11

e

{ }
=

   = − + −   
7

2 2
theor exper theor exper

1
.n n n n

n

F R R X X

Здесь  и  это теоретическое и экспери-
ментальное значения реальной части электриче-
ского импеданса на n шаге. Соответственно, 
и  это теоретическое и экспериментальное
значения мнимой части электрического импе-
данса на n шаге. Путем перебора неизвестных
констант C11, η11, e11, и ε11 лангасита определялся
такой набор параметров, который соответствовал
минимуму целевой функции. В этом случае экс-
периментальные частотные зависимости реаль-
ной R и мнимой X частей электрического импе-
данса резонатора максимально совпадали с тео-
ретическими (рис. 4). В табл. 2 представлены
исходные справочные [26] и полученные в ре-
зультате фитинга значения материальных кон-
стант лангасита X-среза.

Очевидно, что данную методику можно также
применить для определения материальных кон-
стант среды, которая находится в хорошем аку-
стическом контакте с одной или двумя сторонами
резонатора [22, 23, 25].

ОПРЕДЕЛЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНЫХ 
КОНСТАНТ ИССЛЕДУЕМЫХ СУСПЕНЗИЙ

Определение механических характеристик
суспензий было основано на использовании эк-
вивалентной схемы нагруженного с обеих сторон
резонатора (рис. 5) и полученных на первом этапе
материальных констант X-среза лангасита. В слу-

theor
nR exper

nR

theor
nX

exper
nX

Рис. 4. Частотные зависимости (а) – реальной и (б) – мнимой частей электрического импеданса свободного резона-
тора из лангасита X-среза (фиолетовый цвет – эксперимент, синий цвет – теория).
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Таблица 2. Значения материальных констант лангасита X-среза

ρ, кг/м3 C11, 1010 Па η11, Па с e11, C/м2 ε11, 10–11 Ф/м

Справочные данные [26] 5743 18.93 0 –0.431 16.79

Результаты фитинга 5743 18.88 3.8 –0.35 17.56
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чае эквивалентной схемы, представленной на
рис. 5, к обозначениям (1)–(8) следует добавить
обозначения для акустического импеданса Zs и
скорости акустической волны  в суспензии [23]:

(10)

(11)

(12)

Здесь принадлежность величины к суспензии
обозначена индексом s.

Путем анализа эквивалентной схемы нагру-
женного суспензией резонатора (рис. 5) с исполь-
зованием обозначений (1)–(8) и (10)–(12) с помо-
щью уравнений Кирхгофа была разработана про-
грамма, позволяющая определять частотные
зависимости реальной и мнимой частей электри-
ческого импеданса в точках 1 и 2 электрической
части схемы. По аналогии со свободным резона-
тором в соответствии с методом наименьших
квадратов строилась целевая функция F (9) по
7 точкам частотного диапазона. Путем перебора
неизвестных констант  и  суспензии опреде-
ляли такую пару параметров, которая соответ-
ствовала минимуму целевой функции. В этом
случае экспериментальные частотные зависимо-
сти реальной R и мнимой X частей электрического
импеданса нагруженного резонатора максималь-
но совпадали с теоретическими. Рис. 6 демон-
стрирует хорошее соответствие теоретических и

v
s

= ,s sZ z S

= + ωη ρv
1/2

11 11{( ) } ,s s s sC i

= + ωη ρ 1/2
11 11{ .( ) }s s s sz C i

11
sC η11

s

экспериментальных частотных зависимостей ре-
альной R и мнимой X частей электрического им-
педанса резонатора из лангасита, погруженного в
чистый глицерин и в смесь глицерина с частица-
ми алмаза с объемной концентрацией 1.923%. Для
всех остальных образцов суспензий также наблю-
далось хорошее соответствие теоретических и
экспериментальных частотных зависимостей ре-
альной и мнимой частей электрического импе-
данса.

ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В результате проведенных исследований были
получены значения продольного модуля упруго-
сти , коэффициента вязкости , а также ско-

рости продольной акустической волны  для об-
разцов суспензий с различной объемной концен-
трацией частиц синтетического алмаза с размером
частиц 1–2 мкм. Эти данные представлены в табл. 3.

По известным материальным константам об-
разцов суспензий ,  и ρs, скорость продоль-
ной волны  для каждого образца вычислялась
по хорошо известной формуле [22]

(13)

Символом fw в уравнении (13) обозначена цен-
тральная рабочая частота.

11
sC η11

s

v11
s

11
sC η11

s

v11
s

 + π η
 =
 ρ 

v
11 11

11
   2

Re .
s s

s w
s

C i f

Рис. 5. Эквивалентная схема резонатора, нагруженного с обеих сторон исследуемой суспензией.
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Скорость распространения продольной аку-
стической волны в суспензиях можно также
определить, используя известные формулы Ури-
ка (14) и Вуда (15) [27]:

(14)

( )( ) ( )
=

    + − + −    
    

v11

    
11 11

1 ,
1 1ρ φ  ρ 1   φ φ    1    φ

s

p lq
p lqC C

(15)

где ρlq и ρp – плотности,  и  – модули упру-
гости, а  и  – скорости продольной акустиче-
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Рис. 6. Частотные зависимости (а, в) – реальной и (б, г) – мнимой частей электрического импеданса резонатора из
лангасита, нагруженного с обоих сторон (а, б) – глицерином и (в, г) – смесью глицерина с частицами алмаза с кон-
центрацией 1.923% (синий цвет – эксперимент, красный цвет – теория).
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Таблица 3. Значения продольного модуля упругости , коэффициента вязкости η11
s, скорости продольной аку-

стической волны  и плотности ρs образцов суспензий c различной объемной концентрацией β частиц синте-
тического алмаза

β, % ρs, кг/м3 , 109 Па η11
s, Па с , м/с (4.06 МГц)

0.0 1230.3 4.472 6.8 1907
0.098 1231.6 4.474 6.7 1906.3
0.147 1232.44 4.476 6 1906
0.73 1244.27 4.503 6.1 1902.7
1.45 1259.3 4.542 6.1 1899.4
1.923 1269.35 4.563 6.4 1896.3
2.857 1290.8 4.61 6.5 1890
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ской волны. Индексы “lq” и “p” означают при-
надлежность величины к жидкости и материалу
частиц, а “s” принадлежность величины к сус-
пензии, соответственно. Символом ϕ обозначена
объемная доля частиц в суспензии.

Согласно уравнению Урика для скорости про-
дольной акустической волны в суспензии (14),
модуль упругости смеси может быть определен по
формуле:

(16)

Из уравнения Вуда (15) для модуля упругости
можно получить следующее выражение:

(17)

На рис. 7 представлены зависимости продоль-
ного модуля упругости  образцов суспензий от
объемной концентрации частиц синтетических
алмазов с размером частиц 1–2 мкм, полученные
в результате фитинга (синий цвет) и рассчитан-
ные в соответствие с формулой (16) (зеленый
цвет) и формулой (17) (оранжевый цвет). Следует
отметить, что при вычислении  по формуле (16)
использовались справочные значения модуля
упругости глицерина при температуре около 15°С
[28] и алмаза [29]. А при вычислении  по фор-
муле (17) были использованы эксперименталь-
ные значения плотности и скорости продольной
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акустической волны для глицерина и справочные
значения плотности и скорости волны для алма-
за. В расчетах использовалось справочное значе-
ние плотности алмаза 3400 кг/м3 [29]. Значения
плотности глицерина как экспериментально по-
лученное, так и известное из литературы [29],
оказались равными 1230.3 и 1260 кг/м3, соответ-
ственно. Скорость продольной акустической
волны в чистом глицерине определяли экспери-
ментально путем измерения времени задержки,
затрачиваемого на прохождение волны от излуча-
ющего преобразователя к приемному на частоте
~1 МГц при известном расстоянии между ними [30].
Последняя процедура осуществлялась много-
кратно при комнатной температуре 22–27°C. Раз-
личие справочных и реальных значений матери-
альных констант, а также различие температур,
при которой указаны эти материальные констан-
ты, в пределах 13°C являются причиной отличия
зависимостей, представленных на рис. 7. Это от-
личие не превышает ±3%.

При вычислении  по формуле (13) использо-
вались значения продольного модуля упругости

, коэффициента вязкости η11
s и плотности,

представленные в табл. 3. При вычислении  с
помощью выражения (14) использовались экспе-
риментальные значения плотности глицерина и
справочные значения модуля упругости глицери-
на (при T ≈ 15°С), а также справочные значения
плотности и продольного модуля упругости алмаза.
Для определения  по формуле (15) были ис-
пользованы экспериментальные значения плот-
ности и скорости продольной акустической волны

v11
s

11
sC

v11
s

v11
s

Рис. 7. Зависимость продольного модуля упругости  образцов суспензий от объемной концентрации частиц алмаза
с размером частиц 1–2 мкм (зеленый цвет – использовано уравнение (16) (R.J. Urick), оранжевый цвет – использовано
уравнение (17) (A. Wood), синий цвет – результат фитинга).
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для чистого глицерина, экспериментальные зна-
чения плотности образцов суспензий и справоч-
ные значения плотности и скорости волны про-
дольной акустической волны для алмаза. Эти за-
висимости представлены на рис. 8. Оценки
показали, что отличие представленных зависимо-
стей не превышает ±2%.

На рис. 8 представлена зависимость продоль-
ного коэффициента вязкости, определенного с
помощью резонатора с продольным электриче-
ским полем, от концентрации частиц алмаза.
Видно, что с ростом объемной концентрации ча-
стиц вязкость вначале уменьшается с ростом объ-
емной концентрации частиц алмаза до достиже-

ния концентрации 0.147%, после чего монотонно
увеличивается. Причина такого поведения требу-
ет проведения дополнительных исследований.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследовано влияние суспензий на основе чи-
стого глицерина и алмазного порошка АСМ 2/1 с
размером частиц 1–2 мкм с различной объемной
концентрацией частиц на характеристики резо-
натора с продольным электрическим полем, из-
готовленного из пластины лангасита X-среза и
работающего с продольной акустической волной.
Получены зависимости максимальных значений

Рис. 8. Зависимость скорости продольной акустической волны  в суспензии от объемной концентрации частиц ал-
маза с размером частиц 1–2 мкм (зеленый цвет – использовано уравнение (14) (R.J. Urick), оранжевый – использовано
уравнение (15) (A. Wood), синий – уравнение (13) с использованием результатов фитинга).
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Рис. 9. Зависимость поперечного коэффициента вязкости  образцов суспензий от объемной концентрации частиц
алмаза с размером частиц 1–2 мкм, построенная по результатам фитинга.
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электрического импеданса и адмиттанса лангаси-
тового резонатора, погруженного в суспензию, от
объемной концентрации частиц алмаза. Показа-
но, что максимальные значения электрического
импеданса и адмиттанса сначала увеличиваются
при изменении объемной концентрации частиц
от 0 до 0.098%, затем уменьшаются, а по достиже-
нии концентрации 1.45% снова увеличиваются.
Частоты и добротности параллельного и последо-
вательного резонансов практически не зависят от
объемной концентрации частиц в суспензии.

С помощью эквивалентной схемы свободного
резонатора и резонатора, погруженного в суспен-
зию, а также с использованием измеренных ча-
стотных зависимостей реальной и мнимой частей
электрического импеданса были получены значе-
ния продольного модуля упругости, продольного
коэффициента вязкости и скорости распростра-
нения продольной акустический волны для ис-
следуемых образцов суспензий. Материальные
константы определялись путем подгонки теоре-
тических частотных зависимостей действительной
и мнимой частей электрического сопротивления
резонатора, которые рассчитывались с использо-
ванием эквивалентной схемы, к эксперименталь-
ным. Было установлено, что с ростом объемной
концентрации частиц синтетического алмаза с
размером частиц 1–2 мкм в суспензии на основе
чистого глицерина от 0 до 2.86% значение про-
дольного модуля упругости образцов суспензий
увеличивается, а значение скорости продольной
акустической волны уменьшается. Продольный ко-
эффициент вязкости исследуемых образцов сус-
пензий с ростом объемной концентрации частиц
синтетических алмазов вначале уменьшается до до-
стижения концентрации 0.147%, а с дальнейшим
ростом концентрации частиц увеличивается.

Проведено сравнение значений скорости рас-
пространения продольной акустический волны в
образцах исследуемых суспензий, полученных на
основе фитинга и по формулам Урика и Вуда с ис-
пользованием справочных значений материальных
констант чистого глицерина и материала частиц.
Оказалось, что максимальное относительное от-
клонение значений скорости во всех случаях не
превышает 2%. При этом максимальное относи-
тельное отклонение значений продольного моду-
ля упругости образцов суспензии равно ±3%.

Работа выполнена при финансовой поддержке
гранта РНФ № 21-49-00062.
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Представлен конечно-элементный метод расчета гидродинамического шума, возбуждаемого турбу-
лентными пульсациями жидкости в присутствии упругого тела. Традиционный подход к решению
этой задачи на основе прямого решения уравнения Лайтхилла требует большого объема вычисле-
ний. Показано, что ситуация существенно упрощается при расчете компонент шума на относительно
низких частотах, которые отвечают длинам волн, превышающим размеры турбулентной области.
В этом случае шумовое поле удается выразить через давление турбулентных пульсаций на поверх-
ности упругого тела, найденное в приближении несжимаемой жидкости. Статья подготовлена по
материалам доклада, представленного на IX Российской конференции “Вычислительный экспери-
мент в аэроакустике и аэродинамике”, г. Светлогорск, 26 сентября–1 октября 2022 г.

Ключевые слова: гидродинамический шум, конечно-элементное моделирование, излучение звука
DOI: 10.31857/S0320791923600440, EDN: COYNPT

ВВЕДЕНИЕ
В данной работе рассматривается одна из

классических задач аэро- и гидроакустики: расчет
звукового поля, возбуждаемого турбулентными
пульсациями скорости с малыми числами Маха в
присутствии упругого тела. Данный класс задач
успешно решается методом физического экспе-
римента, однако он отличается дороговизной и
требует много времени и подготовки к проведе-
нию эксперимента. Некоторые сложности, свя-
занные с проведением физического эксперимен-
та, изложены в [1–3]. В связи с этим большую по-
пулярность набирают численные эксперименты,
что позволяет в настоящее время решать задачи,
связанные с анализом генерации звука турбу-
лентностью, с помощью так называемого гибрид-
ного подхода [4, 5]. Он базируется на предполо-
жении о том, что возбуждаемое звуковое поле
столь слабо, что его обратным влиянием на турбу-
лентность можно пренебречь. Задача решается в
два этапа.

На первом этапе турбулентные пульсации рас-
считываются путем численного решения уравне-
ния Навье–Стокса. В зависимости от поставленной
задачи и располагаемых вычисленных ресурсов ис-
пользуют либо метод моделирования крупных
вихрей (Large Eddy Simulation, LES) [6–8], позво-
ляющий описать вихревые структуры с мини-

мальным размером, связанным с размером ячейки
сеточной модели, либо RANS, описывающий толь-
ко крупные энергонесущие вихревые структуры.

На втором этапе результаты этих вычислений
применяются для оценки генерируемых звуковых
полей. Это делается с помощью акустической
аналогии Лайтхилла [9], подхода Фокса Вильямса
и Хоукингса [10], соотношений, описывающих
генерацию звука вихрями (vortex sound) [11] и
многочисленных методов, основанных на ис-
пользовании гидродинамической теории возму-
щений [3, 12]. Пример применения одного из ги-
бридных подходов приведен в [13].

Решение обсуждаемой здесь задачи суще-
ственно упрощается в ситуации, когда вызванная
турбулентностью деформация упругого тела пре-
небрежимо мала и поверхность тела можно счи-
тать твердой. В этом случае, как впервые было по-
казано в работе [14], звуковое поле удается анали-
тически выразить через параметры турбулентных
пульсаций скорости и давления на поверхности
тела.

Учет деформации упругого тела требует при-
менения другого подхода. В работах [15, 16] опи-
сано решение данной задачи с использованием
метода конечных элементов. На этапе гидродина-
мического расчета определяются источники гид-
родинамического шума в виде тензора Лайтхилла,

УДК 534.2,519.63

АКУСТИКА ОКЕАНА. 
ГИДРОАКУСТИКА



714

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 6  2023

СУВОРОВ и др.

при этом поверхность обтекаемого тела считается
абсолютно твердой. При расчете генерируемого
звукового поля, на основе определенных источ-
ников, предполагается, что давление в жидкости
описывается уравнением Лайтхилла, а смещения
частиц среды внутри упругого тела задаются
обычными уравнениями линейной теории упру-
гости [17]. Совместное решение этих уравнений
выполняется методом конечных элементов [15, 16].
Преимуществом данного метода, кроме учета
вклада упругости конструкции в акустическое
поле, является возможность подавления влияния
граничных условий гидродинамической части за-
дачи за счет наложения плавного пространствен-
ного фильтра. Кроме того, в классе задач, где от-
носительно локальная неоднородность обтекае-
мого тела является интенсивным источником
шумоизлучения, применяют подход с искусствен-
ной турбулизацией потока на входной границе
расчетной области. В таких задачах без примене-
ния пространственной фильтрации искусствен-
ных турбулентных источников данные источники
приводят к значительному искажению определя-
емого акустического поля. Однако практическая
реализация данного подхода требует большого
объема вычислений, так как расчет акустического
поля базируется на использовании массива дан-
ных, включающих значения поля скорости во
всех узлах гидродинамической модели среды для
всех временных отсчетов.

Ниже показано, что в случае, когда обтекаемое
тело целиком находится внутри расчетной обла-
сти LES и вдали от входной границы, можно су-
щественно уменьшить объем данных, передавае-
мых в акустическую часть задачи. Это реализует-
ся за счет выражения комплексной амплитуды
шумового поля через давление на поверхности
обтекаемого тела.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается ситуация, когда упругое тело –
объем Ve, заполненный однородной упругой сре-
дой, – находится внутри турбулентной жидкости.
Жидкость занимает все бесконечное простран-
ство V вне области Ve. Турбулентные пульсации
скорости жидкости заданы полем v(x, t), где x –
радиус-вектор точки среды, t – время. Декартовы
координаты векторов v и x обозначим соответ-
ственно vi и xi, i = 1, 2, 3. Компоненты вектора де-
формации в области Ve обозначим ui(x,t). Границу
раздела жидкой и упругой сред обозначим симво-
лом S.

Предполагается, что турбулентные пульсации
сосредоточены в некоторой окрестности упругого
тела, характерный размер которой обозначим D. На-
шей целью является расчет возбуждаемого турбу-
лентностью гидродинамического шума на ди-

станциях  от центра турбулентной области.
В соответствии со сказанным во Введении, реше-
ние этой задачи для турбулентности с малыми
числами Маха выполняется в два этапа.

1. Гидродинамический этап. Турбулентное дви-
жение жидкости численно рассчитывается в
предположениях о том, что жидкость несжимаема,
а поверхность упругого тела S является твердой.
Результатом расчета являются функции vi(x, t) и
pf(x, t), представляющие компоненты скорости и
давления в турбулентной жидкости. Далее при
выводе аналитических соотношений мы учиты-
ваем то обстоятельство, что нормальная произ-
водная давления pf на твердой поверхности S про-
порциональна Re–1, где Re – число Рейнольдса
[15, 18]. Ограничиваясь рассмотрением ситуаций,
когда числа Рейнольдса достаточно велики, мы,
следуя [18], приближенно считаем нормальную
производную давления на поверхности S равной
нулю.

2. Акустический этап. Расчет поля звукового
давления p(x, t) путем решения уравнения Лайт-
хилла

(1)

где Tij(x, t) – тензор Лайтхилла, который в случае
малых чисел Маха выражается приближенным
соотношением [1, 2]

(2)

где ρ0 – плотность невозмущенной жидкости.
Здесь и далее по повторяющимся индексам вы-
полняется суммирование. Оставаясь в рамках
традиционного подхода [4], правую часть уравне-
ния Лайтхилла (1) рассматриваем как заданный
источник звукового поля. Она находится подста-
новкой в (2) поля скорости турбулентных пульса-
ций, найденного на этапе 1.

Уравнение (1) для давления p(x, t) следует ре-
шать совместно с линейным уравнением для ком-
понент вектора деформации (смещения) частиц
упругого тела ui(x, t), i = 1, 2, 3 [17]. Связь между p
и ui устанавливается приведенными ниже гра-
ничными условиями на поверхности S.

Пользуясь линейностью задачи, от величин,
задающих поля в жидкости и упругой среде, пе-
рейдем к Фурье-образам этих величин по време-
ни. Фурье-образ каждой величины будем обозна-
чать добавлением знака тильда над соответствую-
щим символом. Так, для давления имеем

@r D
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Линейное волновое уравнение (1) для давления p
переходит в уравнение Гельмгольца

(3)

где k = ω/c, c – скорость звука в жидкости. Здесь
и далее аргумент ω для краткости опускаем. Внут-
ри упругого тела уравнения для компонент векто-
ра смещения [17] имеют вид

(4)

где ρe – плотность упругой среды,  – компонен-
ты тензора напряжений. В самом общем виде
компоненты тензора напряжений в линейном
приближении выражаются через компоненты
вектора деформации соотношением [17]

(5)

где  – постоянные коэффициенты.
Уравнения (3) и (4) следует решать совместно с

граничными условиями, заданными на поверх-
ности S. Эти условия выражают непрерывность
нормальной компоненты скорости

(6)

и нормальной компоненты тензора напряжений

(7)

Здесь ni(x), i = 1, 2, 3 – компоненты единичного
вектора n(x), направленного по нормали к по-
верхности S внутрь жидкости.

Уравнения (3) и (4) с граничными условиями
(6) и (7) могут быть решены методом конечных
элементов. Соответствующие процедуры описа-
ны и протестированы в статьях [16, 18, 19] и ряде
других работ (см. [4] и имеющиеся там ссылки).
Однако, как указано во Введении, практическая
реализация данного подхода требует большого
объема вычислений. В следующем разделе пока-
зано, что при расчете низкочастотных компонент
звукового поля объем вычислений можно суще-
ственно уменьшить. Это достигается благодаря
тому, что искомое звуковое поле удается прибли-
женно выразить через давление  на поверхно-
сти тела S, найденное на этапе 1.

Искомое решение уравнения (3) представим в
виде суперпозиции

(8)

где  и  интерпретируются как падаю-
щая на поверхность S и рассеянная на этой по-
верхности компоненты полного поля соответ-
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ственно. Компонента  представляет поле,
которое возбудили бы источники в правой части
(3) в отсутствие упругого тела. Компонента pS(x)
представляет собой решение (3) с нулевой правой
частью и граничными условиями на S, обеспечи-
вающими выполнение условий (6) и (7) для сум-
марного поля (8).

ПАДАЮЩЕЕ ПОЛЕ
Падающее поле выражается соотношением

(9)

где dV(y) – элемент объема с центром в точке y,
G(x, y) – функция Грина уравнения Гельмгольца.
Поскольку источники являются акустически
компактными (растояние между источниками
пренебрежимо мало), функцию Грина можно за-
писать в виде:

(10)

Покажем, что в этом случае падающее поле
 относительно просто выражется через дав-

ление , найденное в приближении несжи-
маемой жидкости на этапе 1. Воспользуемся урав-
нением Эйлера несжимаемой жидкости [20]:

Взяв дивергенцию от обеих частей этого урав-
нения, т.е. вычислив производные ∂/∂xi, с учетом
условия несжимаемости ∂vi/∂xi = 0 получаем

Отсюда следует, что

Подставляя это выражение в (9), находим

(11)

Воcпользуемся формулой Грина

где V – весь объем, занятый жидкостью, dS(y) –
элемент поверхности S с центром в точке y. Учи-
тывая (11) и принимая во внимание, что внутри
жидкости , а нормальная про-
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изводная  на границе S обращается в нуль, по-
лучаем искомое выражение для  через :

(12)

Далее при формулировке граничного условия
для рассеянной компоненты  нам понадобится
нормальная производная падающей компоненты

 на границе S. Дифференцируя (12) и вновь
пользуясь обращением в нуль нормальной произ-
водной  на S, получаем выражение

(13)

где R = |x – y|, а оператор , т.е. он дей-
ствует только на координаты x. Мы ищем значе-
ния нормальной производной (13) в точках x, нахо-
дящихся вблизи границы, но все же в толще воды.
Поэтому можем воспользоваться соотношением

. С его помощью легко проверить, что

и представить (14) в виде

(14)

где

(15)

Таким образом, мы получили формулу, выра-
жающую нормальную производную падающего
поля pI на границе S через .

РАССЕЯННОЕ ПОЛЕ
Перейдем к вычислению рассеянной компо-

ненты , которая подчиняется уравнению
Гельмгольца

(16)
со следующим из (8) и (6) граничным условием на
поверхности S

(17)
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Вдали от области турбулентных пульсаций по-
ле  удовлетворяет условию излучения [5].

Для решений уравнений (16) и (4) воспользу-
емся методом конечных элементов. При этом
учтем, что связь между искомыми функциями 
и  задается граничными условиями на поверх-
ности S: условием (17) и следующим из (7) усло-
вием

(18)

Компоненту поля давления в жидкости 
представим в виде суперпозиции функций фор-
мы , , определенных в области V:

(19)

Аналогично, компоненты вектора деформа-
ции в упругой среде  представим в виде су-
перпозиции функций формы ψl(x), l = 1, …, L,
определенных внутри области Ve:

(20)

Наша задача сводится к отысканию J неизвестных
коэффициентов Pj и 3 × L коэффициентов Uil.

Умножим (16) на ϕj(x) и проинтегрируем полу-
ченное выражение по области V. Пользуясь теоре-
мой Грина, находим

(21)

Здесь и далее для краткости опускаем аргумент x
в подынтегральных выражениях. Учитывая усло-
вие (17), перепишем (21) в виде

(22)

Первое слагаемое в правой части (22) преобразу-
ем с помощью (14). Получаем

(23)

С использованием формулы

и с учетом того, что вследствие замкнутости по-
верхности S из теоремы Стокса [21] следует ра-
венство
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можно получить

(24)

Подставляя найденное выражение в (22) и заме-
няя  и  суммами (19) и (20) соответ-
ственно, находим

(25)

где

Таким образом, мы получили J алгебраических
уравнений относительно неизвестных коэффи-
циентов Pj и Ui,l.

Теперь обратимся к уравнению (4). Выраже-
ние (5) представим в виде

Умножаем (4) на ψl(x) и интегрируем по Ve. При-
менив теорему Гаусса, находим

Пользуясь (18), получаем

Отсюда

В дополнение к (25) это выражение дает еще
3L линейных алгебраических уравнений, связы-
вающих коэффициенты Pj и Qil:

(26)

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )

∇ × =
π

= − ∇ ×





1  φ
4

1 φ .
4π

j
S

j
S

dS

dS

x n x B x

x B x n x x

( )sp x ( )iu x

+ =' ' , , , ,jj j j i l i l jZ P Y U f

 = −∇ ∇ +  2
' ' 'φ φ φ φ ,jj j j j j

V

Z k dV

= ψ2
, , ω ρ  φ ,j i l j i l

S

Y n dS

[ ]= − ∇ ×
π 

1 φ .
4j j

S

f dSB n

( ) ( )∂ψ
σ =

∂
 '

' ' ' '
'

.l
ij iji j i l

j

A U
x

x
x

∂ψ−ω ρ ψ = − σ + σ ψ
∂    2 .

e e

l
e i l ij ij j l

jV V S

u dV dV n dS
x

( )

−ω ρ ψ =

∂ψ= − σ − + ψ
∂







 

2

.

e

e

e i l
V

l
ij I S i l

jV S

u dV

dV p p n dS
x

∂ψ ∂ψ−ω ρ ψ ψ + +
∂ ∂

+ ϕ ψ = − ψ







 

'2
' ' ' ' ' '

'

.
e e

l l
e il l l iji j i l

j jV V

j j i l I i l
S S

U dV A U dV
x x

P n dS p n dS

+ =' ' ' ' ,ili l i l ilj j ilX U Q P q

где

В итоге для расчета неизвестных амплитуд
функций формы, фигурирующих в суммах (19) и
(20), мы получили систему алгебраических урав-
нений, заданную соотношениями (25) и (26). Ре-
шение этой системы дает компоненту звукового
давления в воде pS(x) и компоненты вектора де-
формации в упругой среде ui(x). Компонента дав-
ления pI(x) вычисляется по формуле (12).

ВЕРИФИКАЦИЯ МЕТОДА
Верификация представленного метода прово-

дится на примере задачи о шумоизлучении твер-
дой квадратной пластины с длиной стороны L = 2 м
и толщиной h = 0.01 м, обтекаемой потоком жид-
кости: скорость звука c = 1500 м/с, коэффициент
кинематической вязкости ν = 1.006 × 10–6 м2/с
(рис. 1). Благодаря определенному соотношению
сил инерции и вязкости в потоке, обтекание зад-
ней кромки пластины сопровождается генераци-
ей периодичных вихревых структур в виде дорожки
Кармана на конкретной частоте. Соотношение
сил инерции и вязкости, при котором возникает
дорожка Кармана, характеризуется числом Рей-
нольдса Re = UL/ν, где U – скорость набегающего
потока, L – характерная длина тела, ν – коэффи-
циент кинематической вязкости. Скорости набе-
гающего потока V1 = 1.4 м/с и V2 = 35 м/с соответ-
ствуют диапазону чисел Рейнольдса, в котором
возникает дорожка Кармана для цилиндра круг-
лого сечения [22], что также справедливо для ци-
линдра с прямоугольным сечением [23], и в част-
ности для тонкой пластины с выбранными разме-
рами.

На рис. 1 приведена расчетная область для ре-
шения гидродинамической задачи. Расчетная об-
ласть представляет собой объем жидкости в виде
цилиндра с радиусом основания R = L и высотой
В = 4L. Внутри выделенного объема находится
квадратная пластина с указанными выше значе-
ниями параметров L и h. На входной границе 1 за-
дана скорость набегающего потока V, нормальная
к плоскости основания цилиндра. На выходной
границе 2 выполняется условие обращения в нуль
среднего избыточного давления. Нормальная
компонента скорости жидкости на поверхности
цилиндра 3 и полная скорость на поверхности
пластины 4 принимаются равными нулю. Тем са-

∂ψ ∂ψ= −ω ρ δ ψ ψ + ∂ ∂ 
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' ' ' ' ' '
'
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l l
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мым выполняются условие непротекания жидко-
сти через боковую поверхность расчетной обла-
сти и условие прилипания на пластине соответ-
ственно.

В гидродинамической части задачи движение
жидкости описывается системой уравнений На-
вье–Стокса, осредненных по Рейнольдсу c замы-
канием моделью турбулентности SST Ментера [24],
зарекомендовавшей себя в задачах поперечного
обтекания цилиндров прямоугольного сечения
[25, 26]. Жидкость считается вязкой и несжимае-
мой, а поверхность обтекаемого тела абсолютно
твердой. Расчеты выполняются при активирован-
ной схеме High Resolution по пространству, с ис-
пользованием неявной схемы интегрирования по
времени второго порядка для уравнений перено-
са массы и импульса и первого порядка для турбу-
лентных характеристик и двумя итерациями на
одном временном шаге по рекомендациям, изло-
женным в работе [27].

На рис. 2б для скорости потока V2 показано
пространственное распределение модуля скоро-
сти жидкости в районе задней кромки пластины в
фиксированный момент времени.

Полученные таким образом реализации слу-
чайных полей скорости и давления использованы
для расчета компонент генерируемых акустиче-
ских полей на заданных частотах f. Расчет средне-

квадратичной амплитуды давления p на поверх-
ности сферы большого радиуса R выполнен сле-
дующими тремя способами.

1. Если размер пластины L мал по сравнению с
длиной акустической волны  = c/f, турбулентная
область, включающая твердое тело, представляет
эффективный акустический диполь, ось которого
перпендикулярна плоскости пластины. В любой
плоскости, проходящей через эту ось, зависи-
мость давления от угла  между направлением на
точку наблюдения и плоскостью пластины выра-
жается соотношением

где F – среднеквадратичная сила, действующая со
стороны турбулентных пульсаций на пластину на
частоте f [5, 11]. Это выражение дает простейшую
оценку возбуждаемого поля p.

2. Второй способ расчета акустического давле-
ния p базируется на прямом суммировании вкла-
дов квадрупольных источников в правой части
уравнения Лайтхилла (3). Мы использовали чис-
ленную процедуру решения данной задачи, де-
тально описанную в работе [16].

λ

θ

θ=
πd
sin

,
4

k
p F

R

Рис. 1. Расчетная область гидродинамической задачи об обтекании пластины.
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3. Наконец, в качестве третьего способа расче-
та давления p использован подход, развитый в
данной работе.

На рис. 3 сравниваются результаты, получен-
ные указанными тремя способами. На всех гра-
фиках представлены зависимости нормирован-
ного давления p/pd на сфере большого радиуса от
угла . Здесь показаны результаты расчета на ча-θ

стоте f1 = 24 Гц для скорости потока V1 (рис. 3а) и
на частоте f2 = 600 Гц для скорости потока V2 (рис. 3б).

Пунктирными линиями показаны диаграммы
направленности диполя, интенсивность которого
определяется вертикальной интегральной гидро-
динамической силой на пластине. При расчетах
мы не учитываем рефракцию генерируемого тур-
булентностью звукового поля на течении жидко-

Рис. 2. К постановке гидродинамической задачи об обтекании пластины.

(б)(a)

L

L

h

V

Рис. 3. Угловая зависимость нормированного звукового давления p/pd в плоскости, проходящей через перпендикуляр
к центру пластины. (а) − Скорость потока 1.4 м/с, частота 24 Гц. (б) − Скорость потока 35 м/с, частота 600 Гц.
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сти. В монографии [5] показано, что это можно
сделать путем перехода от (1) к “конвективному”
уравнению Лайтхилла. Однако в наших примерах
элементарные оценки показывают, что вслед-
ствие малости чисел Маха влияние рефракции на
диаграммы направленности пренебрежимо мало.
Сплошные черная и серая кривые на графиках
получены с помощью прямого суммирования
вкладов квадрупольных источников [16] и метода,
предложенного в данной работе, соответственно.
Расхождение между этими линиями не превыша-
ет 2% на частоте 24 Гц и 5% на частоте 600 Гц. Уве-
личение погрешности с частотой, по-видимому,
отражает то обстоятельство, что с ростом частоты
растет и отклонение точной функции Грина от
используемого в нашем подходе приближенного
выражения (10). На частоте 600 Гц угловая зави-
симость диаграммы направленности излучения
существенно отличается от дипольной. Макси-
мум излучения при этом отвечает углу 125° (на-
правление 0° соответствует положению задней
кромки пластины). Данный результат хорошо со-
гласуется с теоретическими расчетами, представ-
ленными в работах [28, 29].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Традиционный метод расчета генерации шума
турбулентностью с помощью конечно-элементо-
го моделирования [15, 16] с использованием в ка-
честве источников тензора Лайтхилла, как правило,
требует хранения и обработки большого объема
данных, включающих значения поля скорости во
всех узлах гидродинамической модели для всех
временных отсчетов. В данной статье показано,
что объем вычислений можно существенно со-
кратить при анализе возбуждения низкочастот-
ного звука с длиной волны, превышающей раз-
мер области турбулентных пульсаций, дающих
основной вклад. Ключевая идея нашего подхода
заключается в том, что при расчете компоненты
звукового давления , описывающей падающее
поле, в низкочастотном приближении используется
упрощенное выражение для функции Грина (10). В
конечном итоге это позволяет вычислить компо-
ненты звукового давления  и , а также компо-
ненты вектора деформации  по найденным в
приближении несжимаемой жидкости значениям
турбулентных пульсаций давления  на поверх-
ности обтекаемого тела S. Информация о пульса-
циях скорости при этом не используется.

Ранее близкий подход был предложен в рабо-
те [18] для описания генерации звука при обтека-
нии абсолютно твердого тела. Он также базиру-
ется на использовании приближенного выраже-
ния (10) для функции Грина звукового поля.
Наши основные результаты, выраженные соот-
ношениями (12), (25) и (26), фактически обобща-

Ip

Ip Sp
iu

 fp

ют этот подход на случай обтекания упругого те-
ла. При построении конечно-элементной схемы
расчета функций  и  важную роль сыг-
рал вывод соотношения (14), позволившего избе-
жать численного дифференцирования при вычис-
лении фигурирующей в граничном условии (17)
нормальной производной компоненты .

Работа выполнена в рамках государственного
задания ИПФ РАН (проект 0030-2022-0003).
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Предложен новый способ разделения звуковых и псевдозвуковых пульсаций давления, основанный
на анализе сигналов в паре близкорасположенных точек, так что общий размер измерительной зо-
ны много меньше масштаба корреляции псевдозвуковых возмущений. Предполагается, что гидро-
динамические пульсации распространяются со скоростью, существенно меньшей скорости звука, и
подчиняются модели “вмороженных” возмущений, что позволяет в режиме реального времени или
при постобработке данных преобразовать пространственную производную сигнала во временную,
которая после интегрирования по времени дает оценку псевдозвуковых возмущений в точке изме-
рения. Представлены теоретическая модель предложенного подхода, результаты тестов на модель-
ных примерах и данные численного моделирования.
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ВВЕДЕНИЕ
В прикладных задачах гидро- и аэроакустики

часто возникает проблема разделения звуковых
(акустических) и псевдозвуковых (гидродинами-
ческих) пульсаций давления, часто одновременно
присутствующих в турбулентных течениях [1–5].
Под акустическими пульсациями понимаются
линейные возмущения, распространяющиеся в
среде со скоростью звука, под псевдозвуковыми –
линейные или нелинейные возмущения, распро-
страняющиеся со скоростью порядка скорости
основного потока, которая для дозвуковых тече-
ний может быть существенно ниже скорости звука.
Большой опыт в задачах подобного рода накоп-
лен применительно к проблеме выделения при-
стенных пульсаций в турбулентном пограничном
слое на фоне акустических помех [5–10]. Похо-
жая проблема возникает в исследованиях шума
обтекания планера самолета при акустических
измерениях модели в аэродинамической трубе с
закрытой рабочей частью микрофонами, распо-
ложенными на стенке трубы. В этом случае уже
акустический сигнал является полезным, а пуль-
сации пограничного слоя на стенке трубы – по-
мехой [3, 5].

Обычный микрофон или поверхностный дат-
чик давления измеряет лишь суммарные пульса-
ции (искажая при этом каждую их компоненту в
соответствии с собственными характеристиками), и

для разделения акустической и псевдозвуковой
составляющих приходится прибегать к специаль-
ным методам измерений и обработки сигналов
[5–9]. Наиболее надежным способом является
применение частотно-волновой фильтрации, ко-
торая в общем случае требует использования си-
стем, протяженность которых сравнима с длинами
волн низкочастотных акустических возмущений,
что делает практическую реализацию такого под-
хода затруднительной [5]. Практически реализуе-
мые способы, как правило, основаны на суще-
ственном различии масштабов корреляции псев-
дозвуковых и звуковых возмущений в медленных
течениях, поскольку первые обычно существенно
меньше последних [2, 3, 6, 8, 9]. Это позволяет для
измерения псевдозвуковой составляющей ис-
пользовать так называемый эффект простран-
ственной фильтрации. При использовании специ-
альных датчиков или систем датчиков, линейные
размеры которых превышают масштаб корреля-
ции псевдозвуковых возмущений, оказывается
возможным оценить вклад звуковой компоненты
пульсаций за счет взаимного сокращения некор-
релированных псевдозвуковых возмущений, по-
сле чего вычитанием ее из суммарного спектра
сигнала на одиночном малоразмерном датчике
определить характеристики псевдозвуковой со-
ставляющей [8, 9]. В этом случае размер измери-
тельной системы все еще много меньше масштаба
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корреляции акустических пульсаций, а значит,
она остается достаточно компактной.

Однако использование подобного подхода
становится затруднительным, когда поле пульса-
ций существенно неоднородно и/или когда мас-
штаб корреляции псевдозвуковых возмущений
сравним с масштабом корреляции акустических
возмущений [11]. Оба этих фактора имеют место,
например, в поле пульсаций вблизи границы до-
звуковой турбулентной струи, где присутствуют
акустические возмущения, связанные с шумом,
излучаемым струей, и псевдозвуковые возмуще-
ния, связанные с крупномасштабными когерент-
ными структурами – волнами неустойчивости,
развивающимися в струе за счет неустойчивости
Кельвина–Гельмгольца [11–13]. При исследова-
нии процессов шумообразования в турбулентных
струях возможность разделения акустических и
гидродинамических возмущений в ближнем поле
важна с точки зрения идентификации механиз-
мов генерации шума [14–18], причем обычно
применяется стандартный метод частотно-вол-
новой фильтрации с использованием протяжен-
ных линейных массивов датчиков [14, 15, 17].
В последнее время развиваются также методы,
основанные на использовании вэйвлет-преобра-
зования, параметры которого эмпирически на-
страиваются на фильтрацию желаемой составля-
ющей сигнала, что позволяет существенно сокра-
тить размер измерительной системы [17, 18].
Описанные выше способы требуют использова-
ния протяженных измерительных систем и/или
специальной постобработки измеренных данных
и не подходят для применения, например, в си-
стемах активного управления волнами неустой-
чивости [19–22], где требуется определение целе-
вого сигнала в реальном времени, при этом аку-
стическая часть сигнала может являться помехой
для системы управления.

В настоящей работе предложен новый способ
разделения звуковых и псевдозвуковых пульсаций
давления, основанный на различии их свойств
при измерении в паре близкорасположенных то-
чек. Предложенный способ может быть реализо-
ван в виде компактной измерительной системы

как в режиме реального времени, так и в режиме
постобработки измеренных данных.

В разделе 1 описана идея метода, в разделе 2
приведены результаты теоретического анализа
алгоритма и результаты его тестов на модельном
примере, а в разделе 3 – на данных численного
моделирования. В Заключении сформулированы
основные результаты работы.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
И ОПИСАНИЕ МЕТОДА

Пусть имеется дозвуковое течение с ярко вы-
раженным конвективным переносом гидродина-
мических возмущений в некотором направлении х
(рис. 1). Пусть в среде существуют также акусти-
ческие возмущения, вызванные внешними ис-
точниками или самим течением. Параметры, со-
ответствующие гидродинамическим или акусти-
ческим возмущениям, будем отмечать индексами
h и a соответственно.

Пусть в точках 1 и 2 на оси х расположена пара
“точечных” датчиков давления (рис. 1), регистри-
рующих соответственно сигналы  и , в
которых содержится акустическая (а) и гидроди-
намическая (h) составляющие, так что

Рассматриваемые датчики смещены друг от-
носительно друга на расстояние , ко-
торое будем предполагать малым по сравнению с
масштабом корреляции акустических возмуще-
ний , имеющим порядок длины звуковой волны:

. Предположим также, что скорость
конвекции  гидродинамических возмущений
мала по сравнению с фазовой скоростью перено-
са акустических возмущений,  (при этом
обычно  [13], где с – скорость звука). Это
означает, что длины волн гидродинамических
возмущений  при заданной частоте малы по
сравнению с акустическими длинами волн,

. Тогда в главном приближении ампли-

1( , )s x t 2( , )s x t

= +1 1 1( , ) ( , ) ( , ),s x t a x t h x t

= +2 2 2( , ) ( , ) ( , ).s x t a x t h x t
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hU
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Рис. 1. Геометрия задачи и схема расстановки датчиков давления.
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тудно-фазовым различием акустического сигнала
на датчиках 1 и 2 можно пренебречь и считать,
что . Основное различие сигналов
в точках 1 и 2 будет связано с гидродинамической
составляющей сигнала

(1)
Последнее соображение о взаимной компен-

сации акустической компоненты при вычитании
сигналов в близкорасположенных точках, по-ви-
димому, было впервые высказано в работе [6] и
носит название метода антикорреляции [2]. Од-
нако, в отличие от работы [6], мы не предполага-
ем, что масштабы корреляции гидродинамиче-
ских ( ) и акустических пульсаций и величина
смещения датчиков находятся в соотношении

. Напротив, положим, что величина
 существенно меньше характерного масштаба

корреляции обоих типов пульсаций, ,
тогда можно считать, что выполняется гипотеза
Тэйлора о “вмороженных” возмущениях [23],
согласно которой поле пульсаций переносится
со скоростью , оставаясь неизменным, т.е.

. Отсюда, используя (1), полу-
чим следующую оценку

(2)

Подобный подход использовался, например, в
работе [24] для восстановления пространствен-
ной производной поля пульсаций по их времен-
ной производной. Здесь же предлагается, наобо-
рот, оценивать временную производную сигнала
по пространственной, считая, что при вычисле-
нии последней акустическая составляющая вза-
имно сокращается.

Соотношение (2) можно использовать для вос-
становления временной реализации сигнала (с
точностью до постоянной) в окрестности точек 
и  путем интегрирования его производной:

(3)

где  – координата точки 0, лежащей вблизи то-
чек 1 и 2 (рис. 1),  – значение  в момент начала
интегрирования. Значение , вообще говоря, не-
известно, однако поскольку оно не влияет на
спектр пульсаций, без потери общности можно
положить . Отметим, что в данном методе
имеет место неопределенность координаты по-
рядка , которая приводит к ограничению его
работоспособности сверху по частотам.

После нахождения указанным образом гидро-
динамической части пульсаций акустическая со-
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ставляющая может быть оценена как .
Процедура, описываемая выражением (3), явля-
ется локальной в том смысле, что характерный
размер измерительной системы мал ( ),
и, кроме того, она может быть реализована в ре-
альном времени, а значит, в целом пригодна для
задач активного управления.

2. АНАЛИЗ И ТЕСТИРОВАНИЕ МЕТОДА 
НА МОДЕЛЬНЫХ ПРИМЕРАХ

Рассмотрим некоторые особенности практи-
ческой реализации предложенного метода и свя-
занные с этим ограничения. В реальных системах
сигнал , измеренный в точке х, представляется
как последовательность отсчетов  с некото-
рой частотой дискретизации , индекс n
соответствует номеру отсчета. В дискретном
представлении предложенная процедура (3) явля-
ется линейным рекурсивным фильтром [25] и
принимает вид

(4)

где  – отсчеты выходного сигнала фильтра, а
число  характеризует временную задержку

 между гидродинамическими
пульсациями в точках 1 и 2. Исходя из приведен-
ных выше соображений, можно ожидать, что по-
следовательность  будет в некотором смысле
близка к гидродинамической составляющей 
сигнала . Если акустическая компонента отсут-
ствует ( ), т.е. сигнал  представляет собой
конвектирующее со скоростью  поле, то его за-
висимость от х выражается в простом смещении
сигнала по времени сообразно гидродинамиче-
ской задержке. Тогда для точки 0, равноудаленной
от точек 1 и 2 (рис. 1), (4) сводится к выражению

(5)

Несложно также показать, что в этом случае
частотная передаточная функция  фильтра
(5) имеет вид

(6)

где  – безразмерная круговая частота,
выраженная через циклическую частоту f и частоту
дискретизации . Из рассмотрения передаточной
функции  становится ясен характер описан-
ной процедуры, которая, по существу, является
фильтром нижних частот для входного сигнала ти-
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па . В случае расположения точки 0 несиммет-
рично относительно точек 1 и 2, в (6) появится фа-
зовый множитель вида , где

– задержка сигнала между точками 1 и 0. Та-
ким образом, наименьшее фазовое искажение до-
стигается при , т.е. при .

Для лабораторных параметров при исследова-
нии дозвуковых струй [11] типичные значения,
которые обычно реализуются или могут быть реа-
лизованы в эксперименте, можно оценить как

 Гц,  м/с,  м, тогда
 – типичное число отсчетов сигнала, ха-

рактеризующее его задержку при конвекции от
точки 1 к точке 2. На рис. 2 показаны амплитуд-
но- и фазово-частотные характеристики фильтра (6)
для нескольких значений Nh при  Гц и

. Амплитудная характеристика пока-
зана в логарифмическом масштабе .
Видно, что частота среза фильтра увеличивается
при уменьшении задержки, кроме того, при

 фазовая характеристика не зави-
сит от задержки и имеет приемлемые значения
(с искажением фазы исходного сигнала в преде-
лах 20°–30°) до частоты .

Далее оценим явным образом влияние акусти-
ческой компоненты на результат операции (4).
Если , где сигнал  представляет собой
конвективно перемещающееся со скоростью 
поле и является некоррелированным с сигналом

, то выражение (4) сводится к

(7)
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где  характеризует временную задержку
 между акустическими пульса-

циями в точках 1 и 2. Из выражения (7) следует,
что квадрат соответствующей амплитудно-ча-
стотной передаточной функции , после осред-
нения по набору реализаций сигналов  и  (для
учета их некоррелированности), будет опреде-
ляться выражением

(8)

в котором ,  и  – спектры мощности
полного сигнала и его гидродинамической и аку-
стической компонент соответственно. Отметим,
что выражение (7) получено из более общих рас-
суждений, чем выражение (1), без предположе-
ния о пренебрежимо малой величине разности
акустических компонент. Ослабление акустиче-
ской компоненты в рамках рассматриваемого ал-
горитма возникает после трансформации про-
странственной производной во временную и по-
следующего интегрирования по времени. Из (8)
ясно видно, что предложенный алгоритм выде-
ляет гидродинамические пульсации тем точнее,
чем меньше второе слагаемое в скобках по срав-
нению с первым – в этом случае он сводится к
рассмотренным выше выражениям (5)–(6). Воз-
можность отбрасывания второго слагаемого в (8)
для умеренных значений ,  и  приближен-
но определяется выполнением неравенства
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Рис. 2. Расчетные характеристики фильтра (4). (а) – Амплитудно-частотная характеристика ( ) при различных
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, т.е. связано с со-
отношением фазовых скоростей возмущений:
чем больше различаются скорости, тем больше
динамический диапазон алгоритма. Отметим
также, что в области доминирования акустиче-
ских возмущений (8) сведется к выражению

(9)

которое отражает искажение акустической ком-
поненты сигнала рассматриваемым фильтром.

Для первичной проверки работы алгоритма
было сгенерировано два типа тестовых псевдо-
случайных сигналов, моделирующих сносящиеся
вдоль оси х возмущения, в виде суперпозиции ко-
нечного числа гармоник со случайными фазами:

(10)

(11)

( ) ( )=!
2 22 2

h a a hA H N N U U
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где  Гц,  Гц,  м/с,  м/с,

,  и  – случайные фазы гармоник, а
распределение амплитуд гармоник по частотам

задается функциями  и

 с частотами среза  кГц

и  кГц соответственно (рис. 3). Последова-
тельность (10) моделирует одномерное поле гид-
родинамических пульсаций, а последователь-
ность (11) – акустических. В данном примере
предполагается, что на низких частотах интен-
сивности пульсаций одинаковы, а на высоких –
доминируют акустические пульсации. Каче-
ственно эта простейшая модель соответствует си-
туации, которую можно наблюдать в некоторых
точках ближнего поля струи.

На рис. 4 показан результат применения опе-
рации (4) к сигналу (10) в отсутствие акустиче-
ской компоненты пульсаций ( ). Ампли-
тудно-частотную передаточную функцию филь-
тра (4) можно найти как модуль отношения
спектров выходного  и входного  сигналов:

, при этом она совпадает с вычис-
ленной теоретически функцией (6), как показано
на рис. 4б, поскольку входной сигнал полностью
соответствует заложенной в вычисление (6) модели.

Δ = 80f = 510sf =100hU = 500aU

= 410M ψi ϕi

( )−
= +

12( ) 1 ( )h hF f f f

( )−
= +

12( ) 1 ( )a aF f f f = 5hf

= 20af

=n ns h

ω( )Y ω( )S
= 20 lgYL Y S

Рис. 3. Модельные спектральные функции в логарифмическом масштабе: 1 – ; 2 – .
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Рис. 4. Результат восстановления спектра сигнала  с помощью алгоритма (4): (а) – 1 – исходный модельный спектр
, 2 – спектр реализации сигнала (10), 3 – спектр сигнала (10), прошедшего преобразование (4); (б) – 1 – амплитудно-

частотная передаточная функция, полученная в модельном примере, 2 – рассчитанная в соответствии с (6).
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Рис. 5. Временные реализации сигналов: 1 – суммарный; 2 – исходная гидродинамическая компонента; 3 – гидроди-
намическая компонента, восстановленная с помощью предлагаемого метода.
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Рассмотрим далее более реалистичный вход-
ной сигнал в виде суммы (10) и (11): .
На рис. 5 показаны временные реализации сум-
марного сигнала и его гидродинамической ком-
поненты: исходной и восстановленной с помо-
щью описанной в работе процедуры. Видно, что
восстановленный сигнал повторяет в целом ис-
ходный, за исключением высокочастотных со-
ставляющих, что связано с обсуждавшимися вы-
ше особенностями алгоритма.

Количественный анализ качества восстанов-
ления гидродинамической компоненты приведен
на рис. 6. На рис. 6а показаны модельные спек-
тральные функции, а также спектры H и A кон-
кретных реализаций случайных сигналов для гид-
родинамической и акустической компонент со-
ответственно. Там же приведен спектр  сигнала

, получающегося на выходе фильтра (4). Как
видно, в области низких частот спектры  и H
совпадают с точностью около 1 дБ, частота среза
при этом для рассмотренных в примере парамет-
ров составляет около 4 кГц и соответствует часто-

= +n n ns h a

Y
ny

Y

те среза функции (6). Тот факт, что в модельном
примере заранее известны обе компоненты сиг-
нала, позволяет оценить фактические и расчет-
ные передаточные функции для предложенного
метода их разделения.

На рис. 6б показана передаточная функция
рассматриваемого фильтра, рассчитанная на ос-
новании спектров входного и выходного сигна-
лов . Там же приведена ее теорети-
ческая оценка, полученная на основании выра-
жения (8), которая хорошо совпадает с . Видно,
что на высоких частотах, где доминируют акусти-
ческие возмущения, передаточная функция вы-
ходит на предел, соответствующий выражению (9).
На рис. 6б показана также передаточная функ-
ция гидродинамической компоненты сигнала

 и видно, что ее низкочастотная
часть совпадает с теоретической оценкой (6), как
это и должно быть – именно в этой области ча-
стот осуществляется корректное восстановление
гидродинамической составляющей сигнала.

= 20 lgYL Y S

YL

= 20 lgHL Y H
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Таким образом, теоретически и на модельных
примерах показано, что предложенный алгоритм
позволяет восстанавливать гидродинамическую
составляющую сигнала в области умеренных ча-
стот. При этом алгоритм работает тем точнее, чем
больше различаются фазовые скорости акустиче-
ских и гидродинамических возмущений.

3. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА К АНАЛИЗУ 
ДАННЫХ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО 

ЭКСПЕРИМЕНТА

Тестирование предложенного метода для реа-
листичных полей пульсаций проводилось с ис-
пользованием данных вычислительного экспери-
мента, в котором было выполнено численное мо-
делирование дозвуковой турбулентной струи
методом крупных вихрей (LES), реализованным
на базе схемы КАБАРЕ [26, 27]. Рассматривалась
струя, истекающая из круглого профилированно-
го сопла диаметром  м/с со скоростью

 м/с. Струя с такими параметрами иссле-
довалась экспериментально в работах [11, 13].
В настоящей работе использовалась расчетная
сетка объемом 36 млн ячеек, расчетная область
имела длину около 155D, ее поперечный размер
составлял около 110D. В работах [28, 29] показано,
что при данных параметрах результаты расчета
указанным методом хорошо соответствуют ре-
зультатам измерений.

В процессе расчета для целей настоящей рабо-
ты сохранялись временные истории пульсаций
давления на участке образующей конической по-
верхности  с начальным радиусом

= 0.04D
= 180jV

≤ ≤0 / 29x D

 и углом полураствора 9° (рис. 7а). Дан-
ные сохранялись в точках с шагом  с
частотой 105 Гц. Данная поверхность на началь-
ном участке  совпадала с поверх-
ностью, на которой измерялось ближнее поле та-
кой струи в эксперименте в заглушенной камере
АК-2 ЦАГИ [13], что позволило провести прямое
сравнение данных физического [11, 13] и числен-
ного эксперимента, показавшее их приемлемое
соответствие как в ближнем, так и в дальнем поле
(рис. 7б) в широком диапазоне частот. Это обос-
новывает возможность использования результа-
тов вычислительного эксперимента для тестиро-
вания предложенного в данной работе метода
разделения пульсаций.

Из рис. 7б видно, что спектр пульсаций давле-
ния в ближнем поле характеризуется выражен-
ным пиком в области средних частот. Согласно
результатам работ [11–14] этот пик соответствует
возмущениям от волн неустойчивости, и он тем
более выражен в общем спектре сигнала, чем ближе
точка наблюдения находится к слою смешения.
В области высоких частот спектр сигнала стано-
вится более пологим и соответствует акустиче-
ским возмущениям (в этой области частот спек-
тры ближнего и дальнего поля подобны друг другу).

Оценим сначала общую структуру ближнего
поля на рассматриваемой линии с помощью ча-
стотно-волновой фильтрации. Для заданного на
указанной линии одномерного среза поля давле-
ния  вычислялся частотно-волновой спектр

≈ 0.81r D
Δ = 0.1x D

≤ ≤0.5 7.5x D

( , )p x t

ω +ω = ( , ) ( , ) .i t ikxP k p x t e dtdx

Рис. 6. Результат выделения спектра сигнала  из суммы  с помощью выражения (4). (а) – 1 – исходный мо-
дельный спектр  акустической компоненты, 2 – спектр A реализации сигнала (11), 3 – исходный модельный спектр

 гидродинамической компоненты, 4 – спектр H реализации сигнала (10), 5 – спектр Y сигнала , прошедшего пре-
образование (4); (б) – 1 – передаточная функция , 2 – оценка  на основании (8), 3 – высокочастотная асимпто-
тика (9), 4 – передаточная функция , 5 – оценка  на основании (6).
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На рис. 8 показана карта спектральной плот-
ности мощности  в логарифмическом масштабе
с нормировкой на максимум спектра. Волновое
число обезразмерено с помощью диаметра сопла,
в качестве безразмерной частоты используется
число Струхаля . На карте отмечены
линии звуковой фазовой скорости возмущений

, которые служат формальной границей
между акустическими и гидродинамическими
пульсациями. В спектре также явно выделяется
направление, соответствующее фазовой скорости

, с которой преимущественно переме-
щаются гидродинамические возмущения.

После частотно-волнового разложения в полу-
ченном спектре были выделены зоны дозвуковых
и сверхзвуковых возмущений (см. рис. 8), от ко-
торых было взято обратное преобразование Фу-
рье, что позволило явным образом оценить гид-
родинамическую  и акустическую  составля-
ющие поля давления:

(12)

(13)

На рис. 9 приведены пространственно-вре-
менные карты поля пульсаций давления для ис-
ходного сигнала и его гидродинамической и аку-
стической составляющих, полученные с помощью
фильтрации (12), (13). Такие карты, в совокупно-
сти с частотно-волновым спектром, наглядно де-
монстрируют структуру пульсаций ближнего по-
ля струи: в области низких частот наблюдается
доминирование медленных гидродинамических
возмущений, сносящихся вниз по направлению

2P

=St jf D U

=cU c

≈ 0.65c jU U

hp ap
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истечения струи, причем их характерный мас-
штаб растет по мере удаления от сопла, а скорость
конвекции – убывает. Высокочастотные же воз-
мущения преимущественно являются акустиче-
скими – их фазовая скорость на рассматриваемой
линии ближнего поля в основном превышает
скорость звука, причем пульсации могут распро-
страняться как вверх, так и вниз по направлению
истечения струи.

Для дальнейшего анализа рассмотрим точку
ближнего поля ,  (да-
лее будем обозначать эту точку как 0, черта сверху
означает нормировку на D). Область 
интересна тем, что в ней часто оказываются эле-
менты конструкции самолета (крыло, закрылок,
пилон двигателя [30–32]), и задача снижения на-
грузок от струи и акустического поля, возникаю-
щего при рассеянии гидродинамических возмуще-
ний на кромках конструкции, в том числе метода-
ми активного управления, является актуальной
именно для данной зоны.

Оценим масштабы корреляции акустических
и гидродинамических возмущений в области точ-
ки 0. Для этого вычислялись двухточечные нор-
мированные взаимные спектры между точкой 0
(взятой за опорную точку) и всеми остальными
точками на рассматриваемой линии

(14)

где  – спектр в точке 0,  – спектр в
произвольной точке на рассматриваемой линии
(координата у для краткости опущена, т.к. коор-
динаты х достаточно для определения положения
точки на линии). Модуль функции  характеризу-
ет когерентность сигналов, а фаза – фазовую ско-

≡ =0 0 1.5x x D ≡ =0 0 1y y D

~ ~ 1x D y D

γ = 0 1
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( , ) *( , )( , , ) ,
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γ

Рис. 7. (а) – Мгновенное поле давления турбулентной струи, полученное в численном моделировании, пунктиром по-
казана образующая конической поверхности, на которой сохранялись пульсации давления; (б) – сравнение измерен-
ных в эксперименте (линии) и полученных в расчете (точки) спектров пульсаций давления в ближнем поле (1) в точке

,  и в дальнем поле (2) в точке , .
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рость распространения возмущений. Функция 
вычислялась отдельно для гидродинамической и
акустической составляющих полного сигнала. На
рис. 10 приведены линии уровня модуля функции 
для обеих компонент сигнала, и видно, что их
пространственные масштабы корреляции в обла-
сти средних частот  действительно
сравнимы друг с другом, что не позволяет исполь-
зовать для разделения пульсаций стандартный
подход, основанный на пространственной филь-
трации.

На рис. 11а показан спектр полного сигнала в
точке 0 и спектры его акустической и гидродинами-
ческой составляющих, полученные путем частот-
но-волновой фильтрации. Как видно, в области
низких и средних частот доминируют гидродина-
мические возмущения, в области высоких – аку-
стические. Отметим, что в зоне самых низких ча-
стот процедура фильтрации не является вполне
точной из-за конечности длины линии, на кото-
рой рассматривается поле пульсаций, кроме того,
само поле пульсаций является неоднородным по
продольной координате, что также может влиять
на точность разделения возмущений в данной
точке. Тем не менее, именно такой способ обес-
печивает наиболее достоверное разделение воз-
мущений, и далее мы будем называть его “эталон-
ным” и использовать для тестирования разрабо-
танного “локального” алгоритма.

γ

γ

=St 0.1...1.5

На рис. 11б приведена оценка фазовой скоро-
сти пульсаций , выполненная по фазе коге-
рентности сигналов в двух точках 1 и 2, располо-
женных вблизи точки 0 (для точки 1: ,
для точки 2: ):

(15)

Скорость акустических возмущений, домини-
рующих на высоких частотах, превышает ско-
рость звука: она составляет 500 м/с и более. Ско-
рость гидродинамических возмущений составляет
около  в области максимума их спектра и,
вообще говоря, зависит от частоты, т.е. имеет ме-
сто дисперсия. Эта зависимость может быть при-
ближенно описана формулой

(16)

где  м/с,  кГц.
В предлагаемом в настоящей работе методе

разделения пульсаций их конвективная скорость
предполагается не зависящей от частоты – именно
это обстоятельство позволяет реализовать проце-
дуру (4) в реальном времени. Выражение (16) поз-
волит оценить, насколько сильно предположение
о постоянстве скорости пульсаций влияет на точ-
ность их выделения. Учет дисперсии гидродина-
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Рис. 9. Пространственно-временные карты поля пульсаций давления : (а) – исходный сигнал; (б) – гидродина-
мическая составляющая; (в) – акустическая составляющая.
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мических волн может быть реализован при пост-
обработке сигналов, если процедуру (3) и соответ-
ствующую ей дискретную версию (4) реализовать
для отдельных фурье-гармоник  исходно-
го сигнала , используя для каждой гармо-
ники соответствующее ей значение фазовой
скорости (16):

(17)

На рис. 12 показаны временные реализации
исходного сигнала в точке 0, его гидродинамиче-

( , )S x f
( , )s x t

− π−
≈

Δ  21 2
0 0

0

( , ) ( , )
( , ) ( , )e .

t
i ft

h
f

S x f S x f
h x t U x f df dt

x

ской составляющей, определенной на основании
частотно-волновой фильтрации (12), гидродина-
мической составляющей, определенной с помо-
щью предлагаемого в данной работе локального
метода (3) (в предположении постоянной скоро-
сти конвекции возмущений), и с помощью вари-
анта (17) этого метода, учитывающего дисперсию
волн. Уже из сопоставления временных историй
сигналов видно, что метод частотно-волновой
фильтрации обеспечивает наиболее точное (“эта-
лонное”) выделение гидродинамической состав-
ляющей, а метод (3) показывает заметные низко-
частотные отклонения от эталонного результата.

Рис. 10. Линии уровня  для 1 – гидродинамической и 2 – акустической компонент сигнала.
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Рис. 11. (а) – Спектры сигнала в точке 0: 1 – суммарный спектр, 2 – акустическая компонента, 3 – гидродинамическая
компонента; (б) – фазовые скорости возмущений в точке 0: 1 – оценка на основании фазы взаимного спектра, 2 – ли-
ния  м/с, 3 – линия  м/с, 4 – оценка скорости гидродинамических возмущений на основе
эмпирической зависимости (16).
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Учет дисперсии приближает результат к эталон-
ному, однако низкочастотные колебания полно-
стью не устраняются.

Указанные качественные выводы подтвержда-
ются количественным анализом спектров и пере-
даточных характеристик используемого фильтра,
показанных на рис. 13. На рис. 13а приведены
спектры пульсаций для полного сигнала и его
гидродинамической составляющей, полученной
тремя указанными выше способами. Как видно,
оба варианта метода локального разделения пуль-
саций обеспечивают корректное восстановление
спектра в достаточно широком диапазоне частот
(приблизительно в пределах одной декады, где

). В области низких частот наблюдается
завышение сигнала, причем для варианта с по-
стоянной скоростью конвекции оно превышает
10 дБ при . Учет дисперсии улучшает каче-
ство восстановления, однако различие с эталон-
ным спектром, полученным частотно-волновой
фильтрацией, остается заметным (~5 дБ на низ-
ких частотах). В высокочастотной области “глу-
бина” корректного восстановления гидродина-
мической компоненты (динамический диапазон
метода) на фоне доминирующей акустической
составляет около 15 дБ. Восстановление высоко-
частотной области спектра гидродинамических
возмущений важно с точки зрения задач активно-
го подавления шума взаимодействия струи и кры-
ла в области экранирования прямого излучения
от струи [11], где вклад именно данной частотной
зоны может быть определяющим. Отметим, что
динамический диапазон определяется соотноше-
нием фазовых скоростей гидродинамических и
акустических возмущений (см. (8)), которое для
рассмотренных условий является достаточно
умеренным (около 1/5). При рассмотрении более
медленных потоков, в которых это отношение
может достигать 0.1 и менее, точность работы
предложенного метода будет выше.

Более полно картина работоспособности
предложенного алгоритма отражена на рис. 13б,

=St 0.2...2

<St 0.1

где показана полная передаточная функция ,
рассчитанная по отношению спектра выхода к
спектру входа ( ), а также различ-
ные асимптотические оценки, поясняющие осо-
бенности функции  и их связь с физическими
эффектами и эффектами обработки. Поскольку
частотно-волновая фильтрация показывает, что в
области низких частот доминируют гидродина-
мические пульсации, а в области высоких – аку-
стические, то можно ожидать, что, в соответствии
с моделью (8),  будет определяться соотноше-
нием (6) для низких частот и соотношением (9) –
для высоких. В качестве конвективных скоростей
пульсаций при теоретических оценках были при-
няты постоянные значения  м/с
и  м/с. На высоких частотах действитель-
но наблюдается хорошее соответствие с моделью
(9) – здесь передаточная функция полностью
определяется вкладом акустических пульсаций.
На низких же частотах передаточная функция
существенно отклоняется от расчетного значе-
ния, что соответствует видимому на рис. 13а за-
вышению восстановленных гидродинамических
спектров. Учет дисперсии при общем улучшении
поведения  на низких частотах не устраняет
полностью видимое расхождение. Анализ пока-
зывает, что низкочастотное завышение восста-
новленной с помощью предложенного метода
гидродинамической составляющей сигнала свя-
зано с нарушением гипотезы о “вмороженности”
возмущений. Действительно, даже при рассмот-
рении достаточно близких точек 1 и 2, расстояние
между которыми составляет , когерент-
ность между ними все же меньше 1 и составляет
около  в области низких частот (рис. 14).

Оценим влияние эффекта потери когерентно-
сти. Если на вход фильтра (4) подать два единич-
ных некоррелированных друг с другом сигнала,
то его амплитудно-частотная передаточная функ-

YL

= 20 lgYL Y S

YL

YL

= ≈0.65 120h jU U
= 500aU

YL

Δ = 0.2x D

γ ≈ 0.97

Рис. 12. Временные реализации пульсаций давления в точке 0: 1 – суммарный сигнал; 2 – гидродинамическая компо-
нента, восстановленная с помощью частотно-волновой фильтрации; 3 – гидродинамическая компонента, восстанов-
ленная с помощью выражения (17) (с учетом дисперсии); 4 – гидродинамическая компонента, восстановленная с по-
мощью выражения (3) (при ).
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ция примет вид , из чего

следует, что она неограниченно возрастает при
. В нашем случае интенсивность некорре-

лированного сигнала в общем уровне определяет-
ся значением , а значит, эффект потери коге-
рентности дает следующий вклад в передаточную
функцию 

(18)

( )( )−ω=
2

2 2 sin
2hW N

ω → 0

− γ1

YL

( )( )γ
− γ=

ω 2
1 ,

2 sin
2

Y

h

L
N

а низкочастотная асимптотика полной переда-
точной функции может быть записана как

(19)

Соответствующие оценки для эффекта потери
когерентности показаны на рис. 13б и они позво-
ляют корректно описать данные вычислительно-
го эксперимента.

( )( )ω→

ω − γ + γ  
 ≈
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2
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210 lg .
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Рис. 13. (а) – Спектры сигнала в точке 0 (нумерация кривых соответствует рис. 12); (б) – передаточные функции: 1 –
передаточная функция  (без учета дисперсии), 2 – передаточная функция  (с учетом дисперсии), 3 – теоретическая
низкочастотная асимптотика (19) с учетом эффекта потери когерентности (при ), 4 – теоретическая низкочастот-
ная асимптотика (8), 5 – теоретическая высокочастотная асимптотика (9), 6 – вклад эффекта потери когерентности (18).
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Таким образом, для предложенного локального
способа выделения гидродинамической состав-
ляющей сигнала имеются естественные ограни-
чения, позволяющие ему корректно работать в
конечном частотном диапазоне. В области низ-
ких частот его работоспособность ограничена по-
терей пространственной когерентности сигналов
в двух рассматриваемых точках. Соответствую-
щая граница может быть определена с использо-
ванием выражения (19). В области высоких ча-
стот работоспособность метода ограничивается
частотой среза фильтра (6). Наконец, существует
общее ограничение на динамический диапазон
метода, связанное с соотношением различия
мощностей акустической и гидродинамической
составляющей и различия их фазовых скоростей
(см. (8)) – чем больше различаются скорости кон-
векции двух типов возмущений, тем больше ди-
намический диапазон метода.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе предложен новый способ разделения
звуковых и псевдозвуковых пульсаций, основан-
ный на анализе сигналов в близкорасположенных
точках. Отличительной особенностью способа
является малый размер измерительной зоны: он
много меньше масштаба корреляции псевдозву-
ковых возмущений. Способ основан на допуще-
нии о том, что гидродинамические пульсации
подчиняются модели “вмороженных” возмуще-
ний, что позволяет в режиме реального времени
преобразовать пространственную производную
сигнала во временную, которая после интегриро-
вания по времени дает оценку псевдозвуковых
возмущений. С помощью разработанной теоре-
тической модели предложенного подхода и на ос-
новании результатов его тестирования на мо-
дельных примерах и реалистичных сигналах,
соответствующих возмущениям ближнего поля
турбулентной струи, проведен анализ эффек-
тивности и границ применимости метода. Пока-
зано, что в области умеренных частот предложен-
ный метод позволяет с приемлемой точностью
выделять гидродинамическую составляющую из
полного сигнала.
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лентной круглой струи. В работе демонстрируются способы расширения частотного диапазона, в
котором достигается снижение шума струй при использовании гофрированных сопел. Приводится
оценка потерь тяги в гофрированных соплах на основе RANS расчета.
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ВВЕДЕНИЕ
Шум реактивной струи остается значитель-

ным источником шума при взлете самолета [1], и
его снижение представляет собой серьезную про-
блему. Отчасти причина кроется в сложности
точного моделирования турбулентности, кото-
рая, как известно, является источником шума
струи. Тем не менее, давно известно, что мощ-
ность шума дозвуковой струи масштабируется как
восьмая степень скорости истечения струи [2, 3]. Как
следствие, в течение последних нескольких деся-
тилетий основным и, возможно, наиболее эф-
фективным методом снижения шума являлось
снижение скорости истечения струи за счет уве-
личения диаметра авиационного двигателя.

Наиболее распространенным направлением
работ для дальнейшего снижения шума струи яв-
ляется изменение конструкции выхлопных
устройств двигателей, приводящих к изменению
условий истечения струй и их смешения с окружа-
ющей средой. В этом случае, в основном, произво-
дится интенсификация смешения, что изменяет
свойства крупномасштабных вихревых структур и
уменьшает длину начального участка струи. К та-

ким методам стоит отнести щелевидные (прямо-
угольные), шевронные, скошенные и гофриро-
ванные сопла [4–10]. Данные методы являются
одними из самых эффективных. Кроме того, они
являются простыми – обычно не требуется до-
полнительной аппаратуры, и их применение не
приводит к существенному увеличению массы
авиационного двигателя.

Шевронные сопла имеют треугольные зубцы
вдоль кромки сопла, которые приводят к интен-
сификации вихреобразования в сдвиговом слое и
улучшают смешение потоков. При этом шевроны
эффективно снижают шум в области низких ча-
стот, но приводят к усилению шума в области вы-
соких частот. В работе [7], например, проведено
параметрическое исследование влияния геомет-
рических параметров шевронов (длина шеврона,
количество шевронов и их асимметрия) на про-
филь скорости и излучение шума в дальнем поле.
Стоит отметить, что шевроны в настоящее время
применяются на реальных авиационных двигате-
лях, как на внутреннем контуре, так и на внешнем.

Другим типом сопла, которое может быть ис-
пользовано на авиационном двигателе, является
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гофрированное сопло. Такие сопла имеют слабую
синусоидальную гофрировку в окружном направ-
лении. Исследования влияния на шум струи гоф-
рированной формы сопла, в настоящее время,
проводятся на модельных струйных установках
[6, 9]. При этом рассматривается только малое
число гофр, 4–6. Эффект снижения шума, кото-
рый удается достичь авторам данных работ, со-
ставляет 1–2 дБ в области максимума шума излу-
чения струи, при этом шум на высоких частотах
увеличивается так же, как и у шевронных сопел.

Стоит отметить, что изменение формы сопла
оказывает влияние на поток и, соответственно,
приводит к ухудшению тяговых характеристик
сопла [5, 11–17]. Потери тяги при использовании
сопел альтернативной формы являются одной из
важнейших проблем для их использования в ре-
альных авиационных двигателях. Требуется нахо-
дить баланс между ухудшением тяговых характери-
стик и снижением шума. Для определения потерь
тяги могут использоваться экспериментальные
[15, 16] и расчетные методы [5, 13, 14, 17].

В данной работе приводятся результаты экспе-
риментального исследования шума струй, исте-
кающих из базового конического и различных
гофрированных сопел. Эксперименты проводи-
лись в двух заглушенных камерах: заглушенной
камере с аэродинамическими источниками шума
Лаборатории механизмов генерации шума и мо-
дального анализа ПНИПУ и заглушенной камере
с потоком АК-2 ЦАГИ. В работе демонстрируют-
ся способы расширения частотного диапазона, в
котором достигается снижение шума струй при
использовании гофрированных сопел. На основе
численного моделирования проводятся исследо-
вания потерь тяги в гофрированных соплах.

ОТРАБОТКА ИЗМЕРЕНИЙ ШУМА СТРУИ 
В ЗАГЛУШЕННЫХ КАМЕРАХ ПНИПУ 
И ЦАГИ ДЛЯ КОНИЧЕСКОГО СОПЛА

Исследования проводились в двух заглушен-
ных камерах, оснащенных струйными установка-
ми. Данные установки отличаются способом со-
здания потока. В заглушенной камере ПНИПУ
поток создается с помощью двух последовательно
соединенных вентиляторов [18]. Для предотвра-
щения проникновения шума вентилятора в заглу-
шенную камеру в сети воздуховодов предусмот-
рены глушители. В заглушенной камере АК-2
ЦАГИ для создания потока используется храня-
щийся в газгольдерах сжатый воздух.

Для повышения качества результатов, отра-
ботка измерений проводилась с использованием
одного и того же конического сопла, которое по-
следовательно использовалось в обеих заглушен-
ных камерах. Сопло имело следующие параметры:

диаметр среза сопла 50 мм; диаметр входа 64 мм;
длина 64 мм.

Перед проведением экспериментов произво-
дилась настройка систем, создающих поток. Для
этого устанавливались трубки Пито–Прандтля
на расстоянии 1 калибра от среза сопла по центру
потока, и подбирались параметры подвода возду-
ха, чтобы скорость в данной точке составляла
0.6М.

Для исследования шума струи использовались
6 микрофонов, расположенных на расстоянии
R = 2 м от среза сопла под углами наблюдения α =
= 15°–90° с равным шагом между микрофонами.
Схема и фотографии экспериментов представле-
ны на рис. 1. При измерениях в заглушенной ка-
мере АК-2 ЦАГИ использовались полудюймовые
микрофоны Bruel & Kjaer, тип 4189С. При измере-
ниях в заглушенной камере ПНИПУ использова-
лись четвертьдюймовые микрофоны Bruel & Kjaer,
тип 4958. Для снижения эффектов отражения
струи от вертикальных стоек, микрофоны распо-
лагались на тонких державках длиной 30 см. Пе-
ред началом измерений производилась калибров-
ка микрофонов с помощью пистонфона тип 4228
(Bruel & Kjaer).

На рис. 2 представлено сравнение спектраль-
ной плотности мощности шума струи под 3 раз-
личными углами наблюдения, при одной и той же
скорости истечения струи. Как можно увидеть,
полученные результаты на двух струйных уста-
новках хорошо соответствуют друг другу. Отли-
чие результатов не превышает 1 дБ и может быть
объяснено погрешностями измерения скорости
струи и различной конфигурацией воздуховодов
установок.

СНИЖЕНИЕ ШУМА СТРУИ ЗА СЧЕТ 
ГОФРИРОВАННОЙ ФОРМЫ СОПЛА

Выполнены исследования влияния числа гоф-
ров и их высоты на шум турбулентной струи. Гоф-
рированные сопла имели в области среза сопла
синусоидальную гофрировку с необходимым
числом гофр и их высотой. Гофрировка плавно
уменьшалась в направлении входа в сопло. На
входе в сопло геометрия была эквивалентна базо-
вому коническому соплу. Были спроектированы
сопла с одинаковой высотой лепестка 3 мм и раз-
личным числом лепестков 6; 9; 12; и для варианта
с 12 лепестками дополнительно были изготовле-
ны сопла с высотой лепестка 1.5 и 4.5 мм. При
проектировании уделялось особое внимание со-
хранению площади среза сопла. У всех гофриро-
ванных сопел она была равна площади среза базо-
вого конического сопла. Общая длина всех гоф-
рированных сопел также была равна длине базового
сопла.
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Такая геометрия является достаточно сложной
для традиционных методов изготовления, поэто-
му в данной работе использовались аддитивные
технологии для создания сопел [19]. Созданные
на 3D принтере из материала ПЭТ сопла пред-

ставлены на рис. 3. Измерения проводились для
одних и тех же сопел в заглушенных камерах
ПНИПУ и АК-2 ЦАГИ.

Акустические измерения проводились при
условиях, описанных в разделе 1 данной статьи.

Рис. 1. Схема и фотографии проведения эксперимента: (а) – схема установки микрофонов, (б) – измерения в заглу-
шенной камере ПНИПУ, (в) – измерения в заглушенной камере ЦАГИ.
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Рис. 2. Сравнение результатов измерений для конического сопла: (а) – угол наблюдения 90°, (б) – угол наблюдения
60°, (в) – угол наблюдения 30°.
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В результате были получены спектры шума струй,
истекающих из различных сопел. Для анализа эф-
фективности снижения шума струи с помощью
данных сопел проводилась количественная
оценка снижения шума:

где Lгофрированное – выраженный в дБ уровень зву-
кового давления струи, истекающей из гофриро-
ванного сопла; Lконическое – выраженный в дБ уро-
вень звукового давления струи, истекающей из
конического сопла.

На рис. 4 представлены результаты измерений
шума в заглушенной камере АК-2 ЦАГИ. Как
можно увидеть, сопло с 6 лепестками снижает
шум в области максимума струи, и происходит
увеличение шума на высоких частотах. Увеличе-
ние числа лепестков приводит к расширению ча-
стотного диапазона снижения шума. Увеличение
амплитуды гофров приводит к плавному нараста-
нию эффекта снижения шума. Аналогичные ре-
зультаты были получены при измерениях в заглу-
шенной камере ПНИПУ.

ОЦЕНКА ПОТЕРЬ ТЯГИ 
В ГОФРИРОВАННЫХ СОПЛАХ

Движение летательного аппарата с реактив-
ным двигателем осуществляется под воздействи-
ем реактивной силы (реактивной тяги), которая
возникает в результате истечения из реактивного
сопла выходящих газов. В идеальном случае при
расчетах течения в сопле процесс считают адиа-
батическим и изоэнтропическим. В реальных
соплах процесс расширения газа в сопле является
достаточно сложным и сопровождается наличием
различных потерь (на трение, неравномерность,
коничность потока в выходном сечении сопла и др.).
Использование различных устройств по сниже-
нию шума струй приводит к увеличению потерь
тяги сопел. В работе [11] указано, что потери тяги

Δ = гофрированное коническое– ,L L L

в соплах с шумоглушением могут быть в несколь-
ко раз больше, чем в обычных круглых (стандарт-
ных) соплах. Уровень потерь в некоторых случаях
может достигать пяти и более процентов.

Количественная оценка потерь тяги в соплах
производится с помощью выражения:

(1)

где  – коэффициент тяги сопла, свя-
занный с эффективностью преобразования энер-
гии давления в кинетическую энергию газов; P –
тяга сопла, измеренная в эксперименте или полу-
ченная с помощью численного моделирования;

 – идеальная тяга сопла.
Выражение для идеальной тяги, соответствую-

щей идеальному процессу расширения газов
(адиабатическому, изоэнтропическому) или ис-
течению газов из идеального сопла, т.е. идеаль-
ной тяги, определенной по идеальному расходу
газа через сопло, имеет вид:

Полученную с помощью данного выражения
идеальную тягу по значениям идеального расхода
Gид и идеальной скорости истечения Vид можно
охарактеризовать как теоретическую. Идеальный
расход газа в выходном сечении сопла определя-
ется выражением:

где k – показатель адиабаты; R – газовая постоян-
ная; F – площадь среза сопла; q(λ) – приведен-
ный расход; p0 – давление торможения; T0 – тем-
пература торможения.

Идеальная скорость истечения:

Δ = −1 ,c cP P

=
идc cP P P

идcP

=ид ид ид.
т

P G V

( )
+
− λ=

+

1
1 0

ид
0

( )2 ,
1

k
k Fq pkG

R k T

= λ
+ид 0

2 ,
1

kV RT
k

Рис. 3. Созданные сопла: (а) – 12 лепестков высотой 1.5 мм, (б) – 12 лепестков высотой 3 мм, (в) – 12 лепестков высо-
той 4.75 мм, (г) – 6 лепестков высотой 3 мм, (д) – 9 лепестков высотой 3 мм.

(а) (б) (в) (г) (д)
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где λ – приведенная скорость истечения газа из
сопла.

В реальных соплах тяга зависит также от про-
пускной способности сопла, которая характери-
зуется коэффициентом расхода сопла:

(2)
где G – расход газа, измеренный в эксперименте
или полученный с помощью численного модели-
рования. Идеальная тяга с учетом действительного
расхода газа через сопло определяется выражением:

В данной работе для определения действитель-
ного расхода газа в соплах G и тяги P использова-
лось численное решение осредненных по Рей-
нольдсу уравнений Навье–Стокса (RANS) в про-
граммном комплексе Ansys Fluent. Для замыкания
системы уравнений использована модель турбу-
лентности SST. Данная модель турбулентности
некорректно предсказывает среднее поле течения
струи, однако позволяет прогнозировать коэф-
фициент потери тяги с точностью, близкой к раз-
бросу экспериментальных данных [13, 17]. Расче-
ты проводились с учетом сжимаемости потока.

Расчетная область представляла собой внут-
реннюю область сопла и внешнюю область, в ко-
торой распространялась струя. Расчеты проводи-

μ = ид ,c G G

= μ = μ
ид ид ид ид.

тc с сP P G V

лись для 10 моделей сопел. В качестве базового
использовалось коническое сопло, геометриче-
ские параметры которого совпадали с используе-
мым в эксперименте. В качестве шумоглушащих
сопел использовались гофрированные сопла с
числом гофр 6, 9, 12. В расчетах варьировалась
высота гофр от 1.5 до 4.5 мм. Площадь среза сопла
была одинаковой для всех сопел. Длина сопла и
диаметр входа были аналогичны коническому со-
плу. Внешние границы расчетной области были
удалены от среза сопла на 12 калибров вдоль оси
сопла и 5–6 калибров в перпендикулярном на-
правлении. Для экономии вычислительных ре-
сурсов расчеты проводились для 1/3 части сопла в
окружном направлении. Схема расчетной обла-
сти и граничных условий представлена на рис. 5.

На входе в сопло (граница 1) задавались пара-
метры заторможенного потока p0 и T0. Расчеты
проводились для трех значений скорости струи
0.3М, 0.6М и 0.9М. Давление p0 на входе в расчет-
ную область определялось в зависимости от числа
Маха М для адиабатического изоэнтропического
процесса расширения газа. Температура T0 для
всех расчетов составляла 300 К. На выходе из рас-
четной области (граница 2) использовались зна-
чения pc = 1 атм и температура Tc = 300 К. Для рас-
чета параметров струи в неподвижной среде
обычно используется струйное течение в спутном

Рис. 4. Спектры шума и эффективность снижения шума гофрированными соплами под углом наблюдения 90°.
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потоке малой скорости. Для реализации этого
условия на границе 3 задавалось значение скоро-
сти внешнего спутного потока с числом М∞ =
= 0.025М. На боковых границах 4 использовалось

условие периодичности. Граница 5 представляла
собой жесткую стенку.

Сетка содержит сгущения в сечении выхода из
сопла, вблизи сопла на расстоянии 4 калибров по
потоку и в окрестности слоя смешения турбу-
лентной струи (рис. 6). Элементы вблизи стенки
имеют сгущение для корректного разрешения по-
перечного градиента скорости. Параметры выбра-
ны таким образом, чтобы обеспечить величину

безразмерного расстояния до стенки ,

где Uτ – динамическая скорость; y – расстояние
от первого узла сетки до стенки; ν – кинематиче-
ская вязкость. Первый пристеночный элемент
имел высоту 0.5 мкм, высота последующих эле-
ментов увеличивалась в геометрической прогрес-
сии с коэффициентом 1.05. За пределами сопла
блок с пристеночными элементами расширяется
под углом 8°, обеспечивая качественное разреше-
ние слоя смешения.

При больших высотах лепестков гофрирован-
ных сопел с использованием топологии O-grid
возникают ячейки с большой скошенностью. Для
повышения качества сетки была разработана то-
пология, позволяющая повысить ее качество.
Примеры сеточных моделей для гофрированных
сопел с малой и большой высотой лепестков
представлены на рис. 7. Число элементов в сеточ-
ной модели для конического сопла составляло
≈4.3 × 106, для гофрированных сопел с малой вы-
сотой лепестков ≈5.1 × 106, для гофрированных
сопел с большой высотой лепестков ≈12.3 × 106.

В результате расчета интегрированием по по-
верхности среза сопла определялись значения
расхода и тяги:

+ τ= <
ν

1U yy

Рис. 5. Схема расчетной области. Описание приведе-
но в тексте.

1

23

45

Рис. 6. Особенности сеточной модели.

Рис. 7. Сеточная модель гофрированных сопел (а) – с малой высотой лепестков, (б) – с большой высотой лепестков.

(а) (б)
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где  и  – расход и тяга сопла, полученные
по результатам расчета; ρ – плотность; u – ско-
рость; p – давление на срезе сопла. Полученные в
результате расчета значения расхода и тяги ис-
пользовались в выражениях (1) и (2) для опреде-
ления коэффициентов расхода и тяги.

На рис. 8 представлены результаты определе-
ния потерь тяги в сопле в зависимости от безраз-
мерного размера Dгидр/Dэкв, где Dгидр – гидравли-
ческий диаметр сопла, определяемый с помощью
отношения четырех площадей F к периметру соп-
ла; Dэкв – диаметр базового конического сопла.
Как можно увидеть, с ростом числа лепестков и
их размеров происходит увеличение потерь тяги.
Меньшие значения скорости струи приводят к
большему значению потерь тяги. Если оценивать
изменение потерь тяги относительно базового
конического сопла, то для всех значений скоро-
сти струи приращение потерь для сопла с 12 ле-
пестками гофр и высотой 4.5 мм относительно
конического сопла составляет 0.4–0.6%.

Для проведения акустических испытаний шу-
моглушащих сопел требуется обеспечение равной
тяги с эквивалентным базовым соплом. Равную
тягу можно обеспечить изменением скорости ис-
течения струи. Однако, в простейшем случае тяга
пропорциональна квадрату скорости истечения.
Для компенсации 0.5% тяги с помощью увеличе-
ния скорости истечения потребуется изменять
скорость менее чем на 1 м/с. Однако, такую точ-
ность изменения скорости сложно обеспечить в
натурном эксперименте. Стоит также отметить,
что в соответствии с законом “восьмой степени”
уровень шума дозвуковой струи масштабируется
как восьмая степень скорости истечения струи
или четвертая степень тяги. Соответственно, из-
менение тяги на 0.5% будет приводить к измене-
нию шума струи менее 0.1 дБ.

В данной работе гофрированное сопло с 12 ле-
пестками высотой 4.5 мм обеспечило снижение
шума в среднем по частотному диапазону 20–
20000 Гц на 2 дБ при скорости истечения струи
0.6М. Для того чтобы полученный эффект объяс-
нялся только потерями тяги, они должны состав-
лять 12.2%. Соответственно, можно сделать вы-
вод, что снижение шума струй, истекающих из
гофрированных сопел, обеспечивается в большей
степени изменением структуры течения, а не из-
менением тяги, однако физический механизм, за
счет которого происходит снижение шума, не
ясен и требует дальнейшего изучения.

= = ρ

= = − + ρ




расч

2
расч

,

( ) ,
F

c
F

G G udF

P P p p u dF
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлены результаты совместных
измерений одних и тех же сопел в заглушенных
камерах ПНИПУ и АК-2 ЦАГИ. Полученные
спектры на двух установках отличаются не более
чем на 1 дБ. Спроектированы и созданы гофриро-
ванные шумоглушащие сопла с различным коли-
чеством лепестков и их амплитудой. Проведены
параметрические исследования шума струи, ис-
текающей из гофрированных сопел. Экспери-
ментально подтвержден результат, демонстриру-
ющий, что при увеличении амплитуды гофров,
при сохранении площади выходного сечения
сопла и скорости истечения, усиливается эффект
снижения шума турбулентной струи. Получено,
что при увеличении числа гофров увеличивается
частотный диапазон снижения шума. Использо-
вание гофрированных сопел с увеличенным ко-
личеством лепестков и их амплитудой позволяет
обеспечить снижение шума струи до 2–3 дБ в диа-
пазоне частот 20–20000 Гц.

Проведена оценка потерь тяги при использо-
вании гофрированных сопел. Эффект потери тя-
ги при использовании шумоглушащих сопел
определялся на основе RANS расчета течения га-
за через сопло. Увеличение количества лепестков
и высоты гофров приводит к ухудшению тяговых
характеристик сопел. Однако, снижение шума
струй, истекающих из гофрированных сопел,
обеспечивается в большей степени изменением
структуры течения, а не изменением тяги.

Работа выполнена при поддержке Российско-
го научного фонда (грант РНФ 22-72-00063). Ра-
бота выполнена на базе УНУ “Акустическая за-
глушенная камера с аэродинамическими источ-
никами шума” ФГАОУ ВО “ПНИПУ” и УНУ
“Заглушенная камера с потоком АК-2” ФАУ
“ЦАГИ”.

Рис. 8. Потери тяги различных сопел: круг – круглое
сопло, треугольник – 6 лепестков, ромб – 9 лепесков,
квадрат – 12 лепесков, зеленый – 1.5 мм, синий –
3 мм, красный – 4.5 мм.
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Разработаны физические и математические численные модели для прогнозирования эффективных
акустических свойств звукопоглощающих сотовых конструкций при уровнях звукового давления
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ческого канала при нормальном падении на них звуковых волн, с использованием численного ма-
тематического и физического моделирования. Дана оценка эффективности звукопоглощения оди-
ночных и групп резонаторов различных форм и размеров, выявлены уникальные сочетания ячеек в
группах с учетом их акустических взаимодействий. Представительные образцы фрагментов звуко-
поглощающих конструкций изготовлены методом 3D-печати, лабораторные испытания образцов
проведены с использованием интерферометра с нормальным падением звуковой волны на ячейки
при уровне звукового давления 130 дБ.
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время экология авиационного

транспорта стала второй по актуальности пробле-
мой, выделяемой Международной организацией
гражданской авиации (ИКАО), уступая первое
место лишь безопасности полетов. Одной из до-
минирующих составляющих вредного воздей-
ствия авиационного транспорта на окружающую
среду является создаваемый им, например, при
полете над местностью акустический шум. Эф-
фективным способом снижения шума авиацион-
ных двигательных установок является использо-
вание в них звукопоглощающих конструкций
(ЗПК). Резонаторные ЗПК представляют собой
сотовые конструкции из полимерных компози-
ционных материалов, ячейки (соты) которых –
резонаторы Гельмгольца. Акустические характе-
ристики ЗПК зависят от многих геометрических
и конструктивных факторов, в частности, формы
и величины рабочего объема ячеек, жесткости и
демпфирующих свойств материала корпусов яче-
ек и их взаимодействия между собой в ЗПК [1–6].
Принцип действия звукопоглощающих сотовых

панелей основан на эффекте поглощения и рас-
сеяния излучения отдельными резонансными
ячейками [7–14].

Существенным недостатком ЗПК резонансного
типа является относительно неширокая частот-
ная полоса звукопоглощения – частот настройки
ЗПК, т.к. конструкции этого типа эффективно
снижают шум лишь в узком диапазоне частот в
окрестности резонансных частот ячеек и, как
следствие, внутри одного или нескольких резо-
нансных диапазонов частот настройки ЗПК в це-
лом. Вне диапазонов частот настройки ЗПК, в
частности, на промежуточных частотах и/или при
значительном удалении от частот настройки эф-
фективность шумогашения ЗПК резко уменьша-
ется. Для расширения частотного диапазона на-
стройки ЗПК и “выравнивания” ее частотной
характеристики звукопоглощения (затухания)
используются различные методы [15–17]. В работе
[15] рассмотрены акустические характеристики
комбинированных резонансных ЗПК, позволяю-
щих обеспечить снижение шума в расширенном
диапазоне частот. Здесь некоторое увеличение
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широкополосности ЗПК достигается использо-
ванием в конструкции повторяющихся в двух вза-
имно перпендикулярных направлениях блоков из
нескольких разночастотных резонаторов; реше-
ны прямая и обратная задача определения импе-
данса по геометрическим параметрам. В работах
[16, 17] рассмотрены звукопоглощающие кон-
струкции резонансного типа, у которых вместо
перфорированных листов используются микро-
пористые структуры на основе гладких металли-
ческих сеток саржевого плетения. Показано, что
двухслойные сеточные конструкции обладают
преимуществом по сравнению с двухслойными
облицовками с перфорированными листами по
ширине полосы коэффициента звукопоглощения.

Представляет интерес разработка новых спо-
собов управления импедансом ячеек и ЗПК в це-
лом, в частности, посредством пьезоактуаторного
управления формой и объемом камер резонато-
ров, конструктивным оформлением горла и пер-
фораций [18–20], схемой размещения резонато-
ров с учетом их нелокального взаимодействия и
наличия газового потока. Актуальны разработка
новых математических моделей и проведение
расчетно-экспериментальных исследований аку-
стических характеристик одиночных резонаторов
Гельмгольца и представительных фрагментов
ЗПК с учетом процессов взаимодействий между
акустической волной, стенками канала, резона-
торами различной формы и размеров, наличием
пограничного слоя и диссипации энергии в горле
резонатора.

Хорошо известно, что при уровне звукового
давления 120 дБ осуществляется переход в нели-
нейный режим, вызванный отрывом потока при
вытекании из горла резонатора, при котором про-
исходят существенные изменения акустического
импеданса отверстия [21–26]. Это, в свою оче-
редь, может приводить к заметному изменению
акустических характеристик самого резонатора
Гельмгольца [21, 27–33]. Исследованию нелиней-
ных свойств отверстий посвящено большое коли-
чество работ, которые носят в основном экспери-
ментальный характер [34].

В настоящей работе исследуется нелинейное
взаимодействие резонаторов различного объема,
а именно взаимодействие соседних резонаторов
между собой с учетом нелинейности движения
среды в горле каждого резонатора. Цель – расчет-
но-экспериментальная разработка новой ЗПК
для акустического канала с улучшенными харак-
теристиками звукопоглощения на основе предло-
женных новых резонаторных акустических ячеек
с различными по форме и величине рабочими
объемами и выявление наиболее эффективных
сочетаний (блоков) из этих ячеек с учетом их аку-
стических взаимодействий. Исследование коэф-
фициентов звукопоглощения и закономерностей

акустических взаимодействий ячеек, установлен-
ных на торце цилиндрического канала при нор-
мальном падении на них звуковых волн, осу-
ществлено на основе численного математическо-
го и физического моделирования.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
АКУСТИЧЕСКОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 

РЕЗОНАТОРОВ
Для проведения вычислительных эксперимен-

тов были построены различные геометрические
модели, которые можно разделить на три группы:
А1–3, Б1–4, В1–2. Все модели состоят из цилин-
дрического канала круглого сечения (свободный
объем интерферометра) и присоединенного сво-
бодного объема ячейки или пары ячеек (резона-
тора) различной формы. Общий вид геометриче-
ских моделей представлен на рис. 1. Геометриче-
ские модели группы А содержат один резонатор:
А1 – базовый призматический резонатор; А2 –
конусообразный резонатор, А3 – перевернутый
конусообразный резонатор. Геометрические мо-
дели группы Б содержат пару резонаторов: Б1 –
пара призматических резонаторов, Б2–Б4 – пара
конусообразных резонаторов. Модель Б2 содер-
жит два близкорасположенных конусообразных
резонатора, модель Б3 – два близкорасположен-
ных перевернутых конусообразных резонатора,
модель Б4 – сочетание конусообразного и пере-
вернутого конусообразного резонатора. Геомет-
рические модели группы В состоят из базового
призматического резонатора, а также вспомога-
тельного резонатора, который меньше базового
по объему на: В1 – 70%; В2 – 30%. Все геометри-
ческие модели содержат свободный объем интер-
ферометра (расчетная область) длиной 150 мм.
Для всех резонаторов задавался одинаковый сво-
бодный внутренний объем ячейки (объем ячейки) и
одинаковые характеристики перфорации. Резо-
наторы размещались в канале круглого сечения
(свободный объем интерферометра) диаметром
30 мм. На рис. 2 представлен общий вид базовой
геометрической модели, где 1 – канал конечной
длины круглого сечения. По центру на одном из
торцов расположен резонатор 2, соединенный с
каналом “узким” горлом 3 цилиндрической фор-
мы (диаметр горла равен 2 мм). В рамках вычис-
лительных экспериментов осуществлялся расчет
акустической эффективности представленных
резонаторов в диапазоне рабочих частот 500–3000 Гц
при уровне звукового давления 130 дБ (нелиней-
ное падение звуковой волны).

Для решения поставленной задачи сформули-
рована математическая модель, описывающая
нелинейные процессы взаимодействия звуковых
волн между собой и со стенками канала с резона-
торами призматической формы, работающими
на нелинейных режимах. Для расчетной области θ
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(рис. 2) математическая постановка включает си-
стему нелинейных уравнений Навье–Стокса для
вязкого теплопроводного газа

(1)

выражения для тензора вязких напряжений

(2)

и полной энергии

(3)

где ρ – плотность;  – вектор скорости; p – давле-
ние; T – температура; h – энтальпия; η – молеку-
лярная вязкость; χ – теплопроводность; I – еди-
ничный вектор. Для замыкания системы уравне-
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ний (1)–(3) используется уравнение состояния
идеального газа.

При дискретизации расчетной области ис-
пользована сетка с ячейками, близкими по форме
к треугольной призме, для лучшей сходимости
решения и снижения погрешностей получаемых
результатов. Сетка адаптировалась в области горла
резонатора так, чтобы по высоте горла было
20 ячеек. При удалении от горла происходило
увеличение линейных размеров элемента до до-
стижения среднего линейного размера 2 мм. До-
полнительно использовалось сгущение на стенке
отверстий резонаторов из 20 слоев с коэффици-
ентом роста 1.2. Размер конечного элемента при-
стеночной резонансной ячейки – 0.0002 мм. В ре-
зультате была получена расчетная сетка из
496 861 элементов. При измельчении сетки избе-
гались резкие отличия геометрических размеров
соседних ячеек, поэтому линейные размеры со-
седних ячеек отличаются не более чем в 2 раза.
В качестве граничных условий на входе цилин-
дрического канала задавался сигнал, имитирую-
щий белый шум в диапазоне частот 500–3000 Гц.

Рис. 1. Общий вид геометрических моделей: (a) – А1, (б) – А2, (в) – А3, (г) – Б1, (д) – Б2, (е) – Б3, (ж) – Б4, (з) – В1,
(и) – В2.

(a) (б) (в)

(г) (д) (е) (ж)

(з) (и)

Рис. 2. Геометрическая модель.

1

2

3
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Для вычисления комплексного сопротивле-
ния (импеданса) методом передаточной функции
в двух контрольных точках (микрофонах) расчет-
ной области осуществлялось измерение (запись)
звуковых давлений P1, P2 [8]. Контрольные точки
размещались на расстоянии 38 и 58 мм от поверх-
ности ЗПК, что соответствует положению микро-
фонов в интерферометре при проведении лабора-
торного эксперимента (рис. 3). При вычислении
импеданса осуществлялся расчет акустического
давления в точках, соответствующих централь-
ной оси микрофонов натурного интерферометра
с нормальным падением звуковой волны. По за-
писанным сигналам давления вычислялись аку-
стические характеристики ЗПК. Численное мо-
делирование проводилось с временным шагом
1/65536 с в течение 0.5 с. Полученные амплитуд-
но-частотные характеристики обрабатывались
методом передаточной функции, аналогично
эксперименту [35].

По результатам вычислительных эксперимен-
тов были получены зависимости коэффициента
звукопоглощения от частоты (рис. 4, 5). Анализ

зависимостей показал, что коэффициент звукопо-
глощения конусообразного резонатора равен 0.88
при резонансной частоте 1258 Гц, перевернутого
конусообразного резонатора – 0.79 при резонанс-
ной частоте 1520 Гц. Для сотового резонатора ко-
эффициент звукопоглощения составил 0.74 при
резонансной частоте 1470 Гц. Анализ амплитуд-
но-частотных характеристик исследуемых ячеек
ЗПК выявил, что при уровнях звукового давления
130 дБ сотовый резонатор является более широко-
полосным, чем конусообразный. Диапазон рабочих
частот для конусообразного резонатора составил
1200–1350 Гц, для сотового резонатора – 1376–
1621 Гц при значении коэффициента звукопогло-
щения 0.6 при уровне акустического давления 130 дБ.

Сравнительный анализ полученных зависимо-
стей выявил, что единичный конусообразный ре-
зонатор акустически эффективнее единичного
перевернутого конусообразного резонатора. Ко-
эффициент звукопоглощения единичного кону-
сообразного резонатора выше, чем у единичного
перевернутого конусообразного резонатора на
9%. Вместе с тем широкополосность единичного
перевернутого конусообразного резонатора боль-
ше, чем у единичного конусообразного резонатора.
Диапазон рабочих частот для единичного конусо-
образного резонатора составил 1150–1450 Гц, для
единичного перевернутого конусообразного ре-
зонатора – 1310–1850 Гц при значении коэффи-
циента звукопоглощения 0.4.

Выявлено, что для конусообразных и перевер-
нутых конусообразных резонаторов не наблюда-
ется эффект взаимовлияния при уровне звукового
давления 130 дБ. Коэффициент звукопоглощения
модели А2 составил 0.88 при резонансной частоте
1258 Гц, тогда как коэффициент звукопоглоще-
ния модели Б2 составил 0.98 при резонансной ча-

Рис. 3. Схема размещения контрольных точек.

Стенка S2 P2 P1

Вход/Выход S1

Рис. 4. Графики зависимости акустической эффективности от частоты для резонаторов моделей А1–А3 и Б1–Б4: (а) –
при нелинейном падении волны (130 дБ), (б) – при линейном падении волны (100 дБ), где 1 – пара сотовых резонато-
ров, 2 – единичный сотовый резонатор, 3 – единичный конусообразный резонатор, 4 – единичный перевернутый ко-
нусообразный резонатор, 5 – пара конусообразных резонаторов, 6 – пара перевернутых конусообразных резонаторов,
7 – пара конусообразного и перевернутого конусообразного резонатора.
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стоте 1290 Гц. Коэффициент звукопоглощения
модели А3 – 0.79 при резонансной частоте 1500 Гц,
тогда как коэффициент звукопоглощения модели Б3
составил 0.97 при резонансной частоте 1520 Гц.
Сравнительный анализ единичных и парных ко-
нусообразных резонаторов выявил, что эффектив-
ность пары конусообразных резонаторов повыша-
ется на 12%, а пары перевернутых конусообразных
резонаторов повышается на 18%. Коэффициент
звукопоглощения модели Б4 имеет значение 0.92
при резонансной частоте 1258 Гц и 0.85 при резо-
нансной частоте 1500 Гц. Анализ результатов, по-
лученных с использованием моделей группы Б,
выявил, что акустическая эффективность пары
конусообразного и перевернутого конусообраз-
ного резонаторов ниже, чем пары резонаторов с
одинаковой формой. Однако обнаружено, что со-
четание конусообразного и перевернутого кону-
сообразного резонаторов приводит к увеличению
широкополосности группы резонаторов при
уровне звукового давления 130 дБ. Диапазон ра-
бочих частот сочетания конусообразного и пере-
вернутого конусообразного резонаторов составил
1110–1710 Гц, для пары конусообразных резона-
торов – 1100–1450 Гц, для пары перевернутых ко-
нусообразных резонаторов – 1210–1810 Гц при
значении коэффициента звукопоглощения 0.4.

Анализ зависимостей показал, что модели
группы В акустически эффективнее моделей А1 и
Б1. Так, коэффициент звукопоглощения модели
В1 0.81 при резонансной частоте 1470 Гц и 0.76
при резонансной частоте 2510 Гц, модели В2 – 0.8
при резонансной частоте 1470 Гц и 0.9 при резо-

нансной частоте 1650 Гц. Анализ амплитудно-ча-
стотных характеристик исследуемых ячеек ЗПК
выявил, что при уровнях звукового давления 130 дБ
модели группы В являются более широкополос-
ными, чем единичная сотовая и пара сотовых ре-
зонаторов. Таким образом, при совместной работе
группы резонаторов эффективность звукопогло-
щения зависит не только от объема ячеек, но и от
их формы и взаимного сочетания этих парамет-
ров и пространственного расположения. При
совместной работе группы резонаторов различ-
ного объема повышается как эффективность ба-
зового резонатора, так и широкополосность зву-
копоглощения группы.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 
ЗВУКОПОГЛОЩЕНИЯ ОБРАЗЦОВ ЗПК

Для верификации разработанной математиче-
ской численной модели были проведены лабора-
торные испытания представительных образцов
ЗПК на интерферометре с нормальным падением
звуковой волны на нелинейных режимах работы
ЗПК (130 дБ). Проведение акустических испыта-
ний в интерферометре с нормальным падением
звуковых волн широко распространено в связи с
относительной простотой реализации экспери-
мента. Экспериментальная установка представ-
ляет собой трубу круглого сечения, на одном конце
которой располагается образец ЗПК, на другом –
динамик, который облучает образец акустиче-
скими волнами (рис. 6). Также на некотором рас-
стоянии от образца ЗПК в канале интерферометра

Рис. 5. Графики зависимости акустической эффективности от частоты для резонаторов моделей А1, Б1 и В1–В2, где
1 – единичный сотовый резонатор, 2 – пара сотовых резонаторов, 3 – единичный сотовый резонатор + 2/3 от объема
базового резонатора, 4 – единичный сотовый резонатор + 1/3 от объема базового резонатора.
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заподлицо со стенкой установлены микрофоны,
которые записывают акустическое давление па-
дающих и отраженных волн во времени (рис. 7).
Далее записанное давление обрабатывается по
алгоритму быстрого преобразования Фурье, в ре-
зультате которого вычисляется импеданс образца
ЗПК.

Импеданс связывает между собой давление и
нормальную скорость на границе, акустические
свойства которой он характеризует. В большин-
стве работ влияние высоких уровней звукового
давления падающей волны описывается через
скорость движения частиц среды в отверстии [25,
36–39]. Основой большинства полуэмпириче-
ских моделей служат работы Крэндалла и Мел-
линга. В работе Крэндалла [39] приводится выра-
жение для импеданса круглого отверстия, а в ра-
боте Меллинга [25] исследуется влияние высоких
уровней звукового давления, которое приводит к
нелинейному поведению ЗПК. Безразмерный
удельный акустический импеданс выражается в
виде соотношения

(4)

где p – акустическое давление; ρ – плотность возду-
ха; c – скорость звука в воздухе; un – колебатель-

= + =        ,
ρ n

pZ X iY
cu

ная скорость. Несмотря на кажущуюся простоту
выражения (4), определение импеданса звукопо-
глощающей конструкции на практике является
сложной задачей. На сегодняшний день предпо-
чтение отдают экспериментальному определе-
нию импеданса того или иного образца ЗПК.
Обычно для измерения импеданса используют
два микрофона, так как в этом случае используе-
мый “метод передаточной функции” имеет наи-
более простую численную реализацию при нали-
чии в канале лишь поршневой моды, что ведет к
зависимости рассматриваемого частотного диа-
пазона от размеров канала импедансной трубы.

Верификация проводилась на образцах моде-
лей А1–А3. Для проведения лабораторных экспе-
риментов были изготовлены образцы ЗПК мето-
дом 3D-печати [40], которые представляют собой
цилиндрические образцы диаметром 30 мм (рис. 8).
По результатам экспериментальных исследова-
ний были получены зависимости коэффициента
звукопоглощения от частоты (рис. 9). Из графи-
ков зависимости следует, что коэффициент зву-
копоглощения конусообразного резонатора ра-
вен 0.77 при резонансной частоте 1264 Гц и пере-
вернутого конусообразного резонатора – 0.72 при
резонансной частоте 1505 Гц при уровне звуково-
го давления 130 дБ. Для сотового резонатора ко-
эффициент звукопоглощения составил 0.74 при
резонансной частоте 1520 Гц. Таким образом,
сравнительный анализ результатов численных
расчетов с результатами лабораторных испыта-
ний выявил, что при уровне звукового давления
130 дБ расхождение по коэффициенту звукопо-
глощения составляет не более 10%, по частоте 3%.
Сравнительный анализ результатов численных
расчетов с результатами лабораторных испыта-
ний выявил, что для модели А1 расхождение по
коэффициенту звукопоглощения не превышает
7%, для модели А2 – 10%, для модели А3 – 8%.
Погрешность результатов обусловлена отличием
геометрических размеров образцов, напечатан-
ных с помощью аддитивных технологий, что мо-
жет быть связано с “усадкой” материала.

Рис. 6. Укомплектованный и готовый к работе интерферометр.

Характeристики интерферометра:
•звуковое давление до 160 дБ
•частотный диапазон 500–6400 Гц
•размер испытываемого образца 30 мм

Рис. 7. Внутренний канал интерферометра, где 1 –
динамик, 2 – шайба, фиксирующая образец, 3 – об-
разец ЗПК, 4 – шток, 5 – направляющая втулка.
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РАЗРАБОТКА НОВОЙ АКУСТИЧЕСКИ 
ЭФФЕКТИВНОЙ КОНСТРУКЦИИ ЗПК

На основе результатов вычислительных экспе-
риментов были выявлены акустически эффек-
тивные схемы взаимного расположения резона-
торов различной формы по рабочей поверхности
представительного фрагмента ЗПК (рис. 10) с це-
лью уменьшения негативного акустического вза-
имовлияния резонаторов при работе на совмест-
ной резонансной частоте. Предложено использо-
вать схему, изображенную на рис. 10а, которая
позволяет максимально “развести” резонансные
частоты соседних резонаторов, что значительно
снижает их негативное взаимовлияние. Для про-
ведения ряда вычислительных экспериментов по
моделированию распространения звуковой вол-
ны в канале интерферометра были разработаны
две геометрические модели резонансных ячеек
ЗПК призматической формы (рис. 11). По резуль-
татам вычислительных экспериментов были по-

лучены зависимости коэффициента звукопогло-
щения от частоты (рис. 12). Анализ зависимости
коэффициента звукопоглощения от частоты ре-
зонансных ячеек разного объема показал, что на-
блюдается несколько пиков. Пик с наибольшим
коэффициентом звукопоглощения со значением
0.93 наблюдается при резонансной частоте
1625 Гц. Диапазон рабочих частот резонансной
ячейки ЗПК составил 1250–3000 Гц при значении
коэффициента звукопоглощения 0.6. Анализ за-
висимости коэффициента звукопоглощения от
частоты резонансных ячеек одинакового объема
показал, что коэффициент звукопоглощения со-
ставляет 0.91 при резонансной частоте 1470 Гц.
Диапазон рабочих частот резонансной ячейки
ЗПК составил 1148–2074 Гц при значении коэф-
фициента звукопоглощения 0.6. При сравнении
результатов резонансных ячеек выявлено, что ко-
эффициент звукопоглощения резонансных ячеек
разного объема выше на 2%. Кроме того, резо-

Рис. 8. Образцы ЗПК после печати, где (а) – модель А1, (б) – модель А2, (в) – модель А3.

(а) (б) (в)

Рис. 9. График зависимости коэффициента звукопоглощения от частоты: (а) – при нелинейном режиме (130 дБ), (б) –
при линейном режиме (100 дБ), где 1 – единичный конусообразный резонатор, 2 – единичный перевернутый конусо-
образный резонатор, 3 – единичный сотовый резонатор.
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нансные ячейки первой группы имеют больший
диапазон рабочих частот.

Для верификации математических моделей по
расчету акустической эффективности предло-
женной ЗПК, проводилось сравнение результа-

тов вычислительных экспериментов с результата-
ми лабораторных испытаний. На рис. 13 пред-
ставлены образцы после печати. По результатам
экспериментальных исследований были получены
зависимости коэффициента звукопоглощения от
частоты (рис. 14). Анализ зависимости коэффи-
циента звукопоглощения от частоты резонанс-
ных ячеек разного объема показал, что наблюда-
ется несколько пиков. Пик с наибольшим коэф-
фициентом звукопоглощения со значением 0.95
соответствует резонансной частоте 1496 Гц. Диа-
пазон рабочих частот резонансных ячеек ЗПК со-
ставил 1204–2536 Гц. Анализ зависимости коэф-
фициента звукопоглощения от частоты резонанс-
ных ячеек одинакового объема выявил, что
коэффициент звукопоглощения равен 0.88 при
резонансной частоте 1428 Гц. Диапазон рабочих
частот резонансных ячеек ЗПК составил 1168–
1720 Гц. Сравнительный анализ результатов чис-
ленных расчетов с результатами лабораторных
исследований выявил, что расхождение по коэф-
фициенту звукопоглощения составляет не более
2–3.5%, по частоте 4–8%.

Рис. 10. Схемы размещения призматических резонаторов в ЗПК, где  – базовый призматический резонатор,

 – закрытый призматический резонатор,  – призматический резонатор, объемом 15, 30, 45, 60, 75, 90%

от базового.
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Рис. 11. Общий вид геометрических моделей резо-
нансных ячеек ЗПК призматической формы: (а) – ре-
зонансные ячейки разного объема
(15/30/45/60/75/90% от базового резонатора), (б) –
резонансные ячейки одинакового объема (равномер-
ная ЗПК).
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Рис. 12. График зависимости коэффициента звукопоглощения от частоты, где 1 – равномерная ЗПК, 2 – разновысотная ЗПК.
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Рис. 13. Образцы ЗПК после печати: (а) – равномерная сотовая ЗПК, (б) – разновысотная ЗПК.

(а) (б)

Рис. 14. График зависимости коэффициента звукопоглощения от частоты резонансных ячеек ЗПК: (а) – при нелиней-
ном режиме (130 дБ), (б) – при линейном режиме (100 дБ), где 1 – равномерная ЗПК, 2 – разновысотная ЗПК.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе численно и эксперимен-

тально показано влияние формы резонаторов на
их акустическую эффективность. На основе мате-
матического моделирования процессов распро-
странения звуковой волны в каналах установлено
влияние взаимного расположения группы резо-
наторов различного объема на их общую акусти-
ческую эффективность в составе ЗПК (увеличе-
ние коэффициента звукопоглощения и расшире-
ние диапазона поглощаемых частот). На основе
экспериментальных исследований установлена
акустическая эффективность комбинированных
резонаторов с различным объемом при использо-
вании в составе ЗПК.

По результатам исследований, выполненных в
рамках настоящей работы, была разработана ши-
рокополосная звукопоглощающая конструкция с
заполнителем, содержащая резонаторы различ-
ного объема – разновысотная. Проведено срав-
нение с однослойной равномерной ЗПК. Выяв-
лено, что разработанная конструкция значитель-
но эффективнее однослойной равномерной ЗПК.

Уникальные сочетания резонаторов различ-
ной формы позволяют с одной стороны умень-
шить взаимовлияние резонаторов на их совмест-
ной частоте, а с другой стороны увеличить широ-
кополосность группы резонаторов при уровне
звукового давления 100 и 130 дБ.

В настоящий момент проводятся исследова-
ния разработанной разновысотной конструкции
в канале с потоком для возможности дальнейше-
го внедрения в авиационную технику.

Исследование выполнено в Пермском нацио-
нальном исследовательском политехническом
университете при поддержке государственного
задания (проект No. FSNM-2023-0006).
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ВВЕДЕНИЕ
К числу основных средств защиты от шума от-

носятся акустические экраны. Их используют для
защиты как от транспортного шума, так и от шу-
ма различного оборудования. Для улучшения эф-
фективности шумозащитных экранов без увели-
чения их высоты стали предлагать изменения в
конструкцию экрана, прежде всего его верхней
кромки. Такой подход основывался на том, что
наличие на этой кромке двух или более дифраги-
рующих ребер позволит улучшить шумозащит-
ные свойства экрана. Был проведен значитель-
ный объем исследований экранов и их характери-
стик, в том числе и исследования, посвященные
модификации его верхней кромки. Новые кон-
струкции барьеров были впервые предложены
Виртом [1], Мэем и Османом [2] и вызвали значи-
тельное количество работ, посвященных иссле-
дованиям экранов с различными конфигурациями
их верхней кромки, например, [3–7]. Обстоятель-
ный обзор публикаций, связанных с историей раз-
вития данного направления, представлен в [8, 9].

Существует несколько теоретических методов
оценки акустических характеристик экранов, ос-
нованных на теории дифракции, которые стали
предметом всестороннего обзора Ли и Вонга [10].
Они дают довольно громоздкие выражения даже
для простейших конфигураций экранов, что за-
труднило их широкое применение на практике.

Хотя, например, для случая круглой насадки на
верхней кромке экрана было получено аналити-
ческое решение задачи [11–14]. В качестве аль-
тернативы для оценки эффективности экранов в
инженерной практике широко применяется эм-
пирическая формула Маекавы [15], полученная
им на основе обширных экспериментальных дан-
ных. К настоящему времени эта формула неодно-
кратно корректировалась [10]. Хотя формула Ма-
екавы проста в использовании, она справедлива
для случая тонкого, абсолютно жесткого, полу-
бесконечного экрана и потому, как правило, яв-
ляется только грубым инструментом при инже-
нерном проектировании экранов.

Исходя из этого в настоящее время и в бли-
жайшем будущем основными инструментами для
анализа характеристик акустических экранов,
помимо экспериментального, станут численные
методы. Их реализация требует меньше ресурсов,
а кроме того, они обладают большими возможно-
стями, связанными, например, с учетом подсти-
лающей поверхности, на которой размешается
экран, толщины экрана, свойств материала экра-
на, конфигурации его верхней кромки. Наиболее
распространенным численным методом расчета
экранов сложной формы является метод гранич-
ных элементов, который начал использоваться с
этой целью практически одновременно с появле-
нием такого рода экранов [16]. К настоящему вре-
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мени имеется очень много работ, посвященных
расчетам экранов этим методом, например, [5, 17, 18].
В [19] проведена верификация аналитических и
численных расчетов с экспериментальными ре-
зультатами. Наряду с методом граничных элемен-
тов численные расчеты экранов проводят и мето-
дом конечных элементов. Сравнение вычисли-
тельной эффективности этих двух методов при
решении акустических задач приведено в [20].
Применительно к расчету экранов показано [21],
что оба метода приводят практически к одинако-
вым результатам. Примеры использования мето-
да конечных элементов для решения такого рода
задач представлены в [22, 23].

Из всего многообразия экранов со сложной
конфигураций верхней кромки одним из наибо-
лее популярных объектов исследования являются
экраны Т-образного профиля [24–32]. В этих ра-
ботах исследовался широкий круг вопросов, свя-
занных с определением влияния на эффектив-
ность таких экранов конфигурации верхней
кромки, наличия на ней звукопоглощающего ма-
териала. В [31] даже исследовались Т-образные
экраны с размещенной на них системой активно-
го гашения шума. Кроме того, в этих исследова-
ниях оценивалась зависимость эффективности
такого экрана от частоты звука и расположения
расчетной точки за экраном. Вместе с тем, следу-
ет отметить, что при этом практически не рас-
сматривались вопросы, связанные с физической
стороной дела и посвященные механизмам фор-
мирования звукового поля за экраном Т-образ-
ного профиля. Исключение составляет, пожалуй,
работа [30], в которой на основе проведенных
численных расчетов делается вывод, что на эф-
фективность таких экранов оказывает влияние и
интерференция звука. В этой работе путем чис-
ленных расчетов была проверена гипотеза об эк-
вивалентности Т-образного экрана прямому
экрану эквивалентной толщины и установлена ее
неправомерность. Спектр звукового давления в
расчетной точке за экраном оказался совсем не
таким плавным, как у толстого прямого экрана, а
гораздо более неравномерным. Таким образом,
требуется более детальное исследование акусти-
ческих процессов, происходящих в такого рода
экранах, как сделано, например, в [33], где иссле-
довался экран с негладкой передней поверхно-
стью.

Данная работа является дальнейшим развити-
ем исследований экранов с насадками на верхней
кромке [34] и посвящена выявлению на основе
конечно-элементного моделирования механиз-
мов уменьшения уровня звука экраном Т-образ-
ного профиля.

КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНАЯ
МОДЕЛЬ ЭКРАНА

Для исследования влияния профиля экрана на
его акустическую эффективность и выявления за-
кономерностей дифракции звука на таком экране
было проведено численное моделирование экра-
на в программном пакете COMSOL Multiphysics.
При этом использовалась двумерная (2D) конеч-
но-элементная модель экрана. Расчетная область
ограничивалась окружностью радиусом 40 м. Гра-
ничные условия на окружности, ограничивающей
расчетную область, соответствовали согласован-
ной нагрузке с импедансом Z =  Па с/м,
где ρ – плотность воздуха, c – скорость звука в
воздухе. В центре окружности, определяющей
расчетную область, располагался точечный ис-
точник звука, который с учетом 2D моделирова-
ния являлся, по сути, линейным источником и
характеризовался интенсивностью I (Вт/м). В ко-
нечно-элементной модели использовалось не-
равномерное разбиение на тетраэдры. При этом
для обеспечения приемлемой точности вычисле-
ний на длине волны, соответствующей верхней
граничной частоте 1000 Гц рассматриваемого ча-
стотного диапазона, укладывалось четыре конеч-
ных элемента максимального размера.

При моделировании рассматривались две кон-
фигурации экрана: прямой экран и экран с Т-об-
разным профилем (рис. 1). Экраны рассматрива-
лись тонкими и абсолютно жесткими. Кроме того,
для упрощения последующего анализа наличие
подстилающей поверхности, на которую опира-
ется экран, не учитывалось, т.е. экраны рассмат-
ривались полубесконечными. Экраны определя-
лись эффективной высотой h, а Т-образный
экран характеризовался еще и размером l. Поло-
жение верхней кромки экрана относительно ис-
точника звука определялось углом α. Эффектив-
ность снижения шума Т-образным экраном оце-
нивалась по отношению к прямому экрану с
помощью такого показателя как вносимые поте-
ри IL, которые при этом определялись соотноше-
нием:

где LI и LТ – уровни звукового давления в расчет-
ной точке соответственно с прямым и Т-образ-
ным экранами.

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ
Одним из достоинств исследования акустики

экранов численными методами является возмож-
ность получения разнообразной информации о
характеристиках звукового поля в окрестности
экрана, например картины распределения звуко-
вого давления в рассматриваемой расчетной об-
ласти, которые могут дать наглядное представле-

ρ = 411.6с

[ ]= −I Т дБ ,IL L L
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ние о происходящих в ней физических процессах.
Такого рода расчеты показывают [34], что незави-
симо от вида экрана в пространстве перед экра-
ном наблюдается сложная интерференционная
картина, связанная с отражением падающей на
переднюю плоскость экрана звуковой волны. На-
против, картина распределения звукового давле-
ния в пространстве за экраном существенно зави-
сит от вида экрана. Для прямого экрана без насад-
ки в этой зоне наблюдается плавное снижение
звукового давления по мере приближения к зад-
ней поверхности экрана, связанное с дифракцией
звука на его верхней кромке. Для экрана Т-образ-
ного профиля распределение звукового давления
за экраном более сложное, связанное с наличием
узких секторов с низким уровнем звукового дав-
ления (рис. 2а), что также может быть обусловле-
но процессом интерференции. Эти особенности
наглядно иллюстрируются на рис. 2б, где для

сравнения приведены графики изменения звуко-
вого давления за экраном вдоль продольной оси х
для прямого экрана и экрана Т-образного профиля.

Чтобы выявить особенности дифракции звука
на экране Т-образного профиля, были рассчита-
ны вносимые потери IL для такого экрана. Так
как эти вносимые потери вычисляются по отно-
шению к прямому экрану, то фактически они
определяют, насколько изменение формы экранa
повышает его эффективность. На рис. 3 для угла
α = 40° представлены зависимости IL от расстоя-
ния х от расчетной точки R до задней поверхности
экрана. Видно, что с изменением расстояния х
эффективность насадки может претерпевать су-
щественные изменения. На некоторых расстоя-
ниях имеет место значительный рост (локальный
пик) эффективности. Положение этого пика за-
висит от частоты звука. С ростом частоты форма
кривой эффективности усложняется и может со-

Рис. 1. Конфигурации (а) – T-образного и (б) – прямого экранов.
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Рис. 2. (а) – Картина распределения звукового давления в расчетной области с экраном и (б) – зависимость звукового
давления за экраном вдоль продольной оси х на частоте 800 Гц.
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держать уже два локальных экстремума. Харак-
терной особенностью такого рода кривых являет-
ся то, что наблюдаемые экстремумы сосредоточе-
ны в ближней области за экраном, при х < 8 м. При
больших х кривые эффективности выравнивают-
ся и практически перестают зависит от х. Следует
отметить, что установившиеся значения вноси-
мых потерь на больших расстояниях от экрана за-
висят как от частоты, так и от геометрических
размеров экрана. Эти зависимости не так просты
и очевидны, как для прямого экрана, снижение
звукового давления за которым возрастает с уве-
личением высоты экрана и частоты звуковой вол-
ны. Для Т-образного экрана все оказывается
сложнее. Так, если для экрана c h = 4.5 м и l = 0.5 м
(рис. 3а) установившееся значение IL увеличива-
ется с ростом частоты, то для экрана с вдвое мень-
шими значениями этих параметров (рис. 3б) все
происходит наоборот: на низкой частоте эффек-
тивность насадки больше, чем для высокой. От-
метим, что отношение l/h в этих двух конфигура-
циях экранов было одинаковым: l/h = 0.1.

Далее были рассчитаны установившиеся зна-
чения вносимых потерь IL на больших расстоя-
ниях от экрана (х = 15 м), и получены зависимо-
сти этих значений от угла α, определяющего по-
ложение экрана относительно источника звука.
Для двух рассмотренных выше конфигураций
Т-образного экрана такие зависимости пред-
ставлены на рис. 4. Как видим, эти зависимости в
значительной степени зависят как от геометриче-
ских параметров экрана, так и от частоты звука.
Для первой конфигурации экрана (рис. 4а) на ча-
стоте 400 Гц вносимые потери IL плавно возрас-
тают с увеличением угла α, а на вдвое большей ча-
стоте IL изменяются более сложным образом:
сначала IL также плавно возрастают, а затем, до-

стигая некоторого максимума, начинают сни-
жаться. Но в целом IL на более высокой частоте
значительно больше, чем на низкой. Для второй
конфигурации экрана картина кардинально ме-
няется (рис. 4б). Здесь уже плавное возрастание
IL с ростом α происходит на частоте 800 Гц, а на
вдвое меньшей частоте зависимость IL от угла α
не столь существенна, и IL максимальны при α = 45°.
В целом, для этой конфигурации, наоборот, вно-
симые потери на низкой частоте выше, чем на
высокой.

Особенности уменьшения уровня звука Т-об-
разным экраном можно выявить, учитывая, что
такой экран можно рассматривать как совокуп-
ность двух Г-образных экранов, один из которых
развернут по направлению к источнику шума. На
рис. 5 представлены зависимости IL от координа-
ты расчетной точки х для таких экранов с h = 4.5 м и
l = 0.5 м при α = 70°. Как и следовало ожидать,
наибольшей эффективностью обладает Т-образ-
ный экран. Эффективность развернутого к ис-
точнику звука Г-образного экрана на больших
расстояниях х приближается к эффективности
Т-образного экрана, но не содержит характер-
ных для последнего пиков эффективности на ма-
лых расстояниях от экрана. Отсюда следует, что
если нас, в первую очередь, интересует эффек-
тивность экрана на больших расстояниях от его
задней поверхности, то в этом случае вместо
Т-образного экрана без потери эффективности
можно использовать развернутый к источнику
Г-образный экран. В противоположность этому,
эффективность обращенного к расчетной точке
Г-образного экрана имеет те же локальные пики
эффективности на малых расстояниях, как и
Т-образный экран, но на больших расстояниях
его эффективность заметно ниже, чем у двух дру-

Рис. 3. Зависимость эффективности Т-образного экрана от положения расчетной точки при α = 40° для экранов c (а) –
h = 4.5 м, l = 0.5 м и (б) – h = 2.25 м, l = 0.25 м на частотах 400 (1) и 800 Гц (2).
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гих экранов. Следовательно, при небольшом уда-
лении расчетной точки эффективность Т-образ-
ного экрана определяется физическими процес-
сами, происходящими на его задней кромке.
Появляющиеся здесь локальные пики эффектив-
ности обусловлены, по-видимому, тем, что в рас-
четной точке происходит интерференция звука,
который непосредственно после дифракции на
задней кромке экрана попадает в расчетную точ-
ку, со звуком, который после дифракции сначала
отражается от задней поверхности экрана и толь-
ко потом попадает в расчетную точку. Наоборот,
на большом удалении расчетной точки от экрана
эффективность Т-образного экрана определяется
процессами, происходящими на его передней
кромке, обращенной к источнику звука. То об-
стоятельство, что эта эффективность помимо ча-
стоты существенно зависит от угла α, и эта зави-
симость может содержать некоторые локальные
максимумы (рис. 4), позволяет предположить,
что при этом также имеет место интерференция
звука, но уже на передней кромке Т-образного
экрана.

Для того чтобы подтвердить справедливость
этого предположения, были проведены дополни-
тельные расчеты для Г-образного экрана, обра-
щенного к источнику звука. Определялись вно-
симые потери IL такого экрана как функции угла
α при различных значениях l и на различных ча-
стотах f, когда расчётная точка соответствовала
х = 15 м. Оказалось, что получаемые при этом гра-
фики зависимостей IL(α) практически совпадали
при одинаковых значениях безразмерного числа
kl, где k – волновое число, k = 2πf/c. Это позволи-
ло перестроить полученные результаты расчетов,
получив для различных углов α графические за-

висимости IL(kl). Такие графики для рассматри-
ваемого экрана при двух углах α представлены на
рис. 6. Они показывают, что эффективность тако-
го экрана является сложной функцией kl с ярко
выраженными максимумами и минимумами.

Положение максимумов на графиках зависит
от угла α, так что с уменьшением α эти максиму-
мы смещаются влево, соответствуя меньшим зна-
чениям kl. Вместе с тем, для каждого α значения
kl, соответствующие максимумам вносимых по-
терь IL, связаны рядом нечетных чисел. Так, зна-
чение kl для первого максимума отличается от
значения kl для второго максимума в три раза,
значение kl для третьего максимума больше зна-

Рис. 4. Зависимость эффективности Т-образного экрана от угла α для экранов c (а) – h = 5 м, l = 0.5 м и (б) – h = 2.25 м,
l = 0.25 м на частотах 400 (1) и 800 Гц (2).

0

10

8

6

4

2

12
(а)

6040 45 50 553530
α, град

1
2IL

, д
Б

0

10

8

6

4

2

12
(б)

6040 45 50 553530
α, град

1

2

IL
, д

Б

Рис. 5. Эффективность Т-образного (1), Г-образного
(2) и развернутого Г-образного (3) экранов при α =
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чения kl для первого максимума в пять раз и т.д.
Например, как следует из рис. 6, при α = 40° пер-
вые три максимума IL соответствуют значениям
kl равным 2, 6 и 10, а при α = 20° максимумы IL в
первом приближении равны 1.7, 5, 8.5 и 11.9.

АНАЛИЗ ЧИСЛЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Для анализа формирования ближнего звуко-
вого поля за экраном, которое по нашим предполо-
жениям обусловлено проявлением в этой области
интерференционных процессов, была рассмотрена
модель Г-образного экрана, представленная на рис. 7.
В этой модели не учитывается положение истинно-
го источника звука, которое мы при проведении
численных расчетов определяли углом α. В этой
модели точечный источник звука S расположен
на задней кромке экрана, а звуковое давление в
расчетной точке является суперпозицией волн,
одна из которых, р1, приходит по прямому лучу от
источника S, а вторая, р2, по лучу, отраженному
от поверхности экрана, что эквивалентно нали-
чию мнимого источника S'. Правомерность тако-
го подхода обусловлена тем, что, как показывают
приведенные выше результаты численных расче-
тов (рис. 3а, 5), положение пиков вносимых по-
терь IL в малой степени зависит от угла α, хотя за-
висимость их амплитуды от угла α значительна.
Нас в последующем качественном анализе и бу-
дет интересовать прежде всего положение пиков в
ближней зоне за экраном, а не их амплитуда.

Если предположить, что поверхность экрана
является абсолютно жесткой, то звуковое давле-
ние в расчетной точке в такой модели определит-
ся выражением:

(1)− −
Σ = + = +1 2

1 2
1 2

,ikr ikrA AP P P e e
r r

где A – некоторая постоянная, определяющая ин-
тенсивность точечного источника, k – волновое
число, r1 = [h2 + (x – l)2]1/2, r2 = [h2 + (x + l)2]1/2.

Интерференция в расчетной точке будет опре-
деляться как отношением путей r1/r2, так и их раз-
ностью ∆r = r2 − r1. Ее влияние на звуковое поле в
расчетной точке определим по аналогии с вноси-
мыми потерями в логарифмических единицах со-
отношением:

(2)

На рис. 8 представлена зависимость расчетно-
го параметра ΔL от расстояния до расчетной точ-
ки, полученная для экрана с h = 4.5 м и l = 0.5 м.
Сравнение представленных на этом рисунке дан-
ных с результатами численных расчетов (рис. 3а)
показывает их хорошее соответствие друг другу,
что в первую очередь относится к значениям ко-
ординат х, определяющих пиковые (максималь-
ные) значения IL и ΔL, которые на обоих графи-
ках практически совпадают. Это подтверждает
сделанное выше предположение о том, что на-
блюдаемые на приведенных графиках значитель-
ные колебания вносимых потерь IL в ближней зо-
не за T-образным экраном обусловлены интерфе-
ренцией звука в этой области.

Далее с помощью модели экрана, представ-
ленной на рис. 9, было рассмотрено формирова-
ние звукового поля перед экраном, у его передней
кромки, за счет наличия в этой области интерфе-
ренционных процессов. При этом, как и ранее,
положение точечного источника звука S характе-
ризуется углом α, а расчетная точка Р располага-
ется у передней кромки экрана. Звуковое давле-

ΣΔ = =
= − + Δ +
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Рис. 6. Эффективность развернутого Г-образного
экрана как функция kl при α = 40° (1) и α = 20° (2).
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ние в расчетной точке Р является суперпозицией
двух волн, одна из которых приходит туда по пря-
мому лучу от источника звука S, а вторая по лучу,
отраженному от передней поверхности экрана.
Для описания звукового поля здесь также могут
использоваться формулы (1)–(2) с тем отличием,
что входящие в эти формулы величины r1 и r2
определяются выражениями:

На рис. 10 представлена зависимость ΔL от
безразмерного параметра kl, полученная при тех
же расчетных параметрах, что и при численном
моделировании (рис. 6). Сравнение результатов
аналитических и численных расчетов показывает,
что в обоих случаях характер кривых и положения
максимумов на них совпадают. Одинаковы и тен-
денции в зависимости этих кривых от угла α: с
увеличением угла α положения максимумов сме-
щаются к более высоким значениям kl, так что са-
ми графические зависимости становятся более
растянутыми.

Заметим, что в предельном случае, когда α → 0,
величина ∆r → 2l, а отношение (r1/r2) → 1. Тогда,
как следует из (2), появление максимумов функ-
ции ΔL (kl) соответствует условию cos(2kl) = − 1,
которое приводится к виду: kl = (2n + 1)π/2, где
n = 0, 1, 2…. Следовательно, первый максимум в
этом предельном случае соответствует kl = π/2, а
последующие максимумы определяются рядом
нечетных чисел, что согласуется с данными,
представленными на рис. 6 и 10.
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Конечно, имеют место и отличия в результатах
численных и аналитических расчетов. Так, чис-
ленные расчеты показывают, что с увеличением
угла α существенно возрастает и размах колеба-
ний функции IL(kl), а также то, что имеется неко-
торый тренд возрастания среднего значения вно-
симых потерь с ростом kl. Очевидно, что эти эф-
фекты обусловлены наличием дифракции звука
на Т-образном экране, что не учитывается в рас-
смотренной простой аналитической модели.
В целом, проведенный анализ позволяет сделать
заключение, что наблюдаемая при расчетах суще-
ственная зависимость установившихся значений
вносимых потерь IL в дальней зоне за T-образ-
ным экраном от угла α и параметра kl обусловлена
наличием интерференции звука на передней
кромке этого экрана.

Рис. 8. Изменение уровня звукового давления за
экраном из-за интерференции звука на частоте
400 (1) и 800 Гц (2).
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Рис. 9. Расчетная схема для оценки интерференции
звуковых волн в области перед экраном.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Численное моделирование Т-образного экра-

на показало, что для такого экрана помимо ди-
фракционных процессов существенное значение
имеют и процессы интерференции звука, проте-
кающие в пространстве как перед экраном, так и
за экраном. При этом пространство за экраном
можно разделить на две зоны. В ближней зоне,
ограниченной расстоянием порядка 8 м от задней
поверхности экрана, существенное значение
имеет интерференция звука на задней кромке
экрана, что приводит к появлению в этой зоне ло-
кальных пиков эффективности экрана. Положе-
ние этих пиков является функцией координаты х,
существенно зависит от частоты звука и геомет-
рических параметров Т-образного экрана, но
практически не зависит от положения источника
звука относительно экрана. В дальней зоне, при
расстояниях от задней поверхности экрана боль-
ших 8 м, эффективность Т-образного экрана за-
данной конфигурации для данной частоты звука
остается практически постоянной, не зависящей
от координаты х. Вместе с тем значение этой по-
стоянной существенно зависит от частоты звука,
конфигурации экрана, а также положения источ-
ника звука. Показано, что такие вариации уста-
новившегося значения эффективности экрана в
дальней зоне являются периодической функцией
безразмерного параметра kl. Они являются след-
ствием интерференции звука на передней кромке
Т-образного экрана.
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Предлагается новый метод оценки треков формантных частот речевого тракта для произвольных
речевых сегментов. Метод использует отношение двух преобразований Фурье речевого сигнала со
специальными окнами экспоненциального типа, зависящими от некоторого параметра. Это отно-
шение используется для определенных моментов времени и рассматривается как функция частоты
и параметра. Анализируя для нескольких значений параметра распределение точек минимума (по
частоте) для фазы этого отношения и/или аналогичное распределение точек экстремума для его ам-
плитуды, можно оценить формантные частоты по пикам этих распределений. Представлено мате-
матическое исследование, обосновывающее такой подход. Проведены серии численных экспери-
ментов по обработке синтетических и реальных речевых сигналов, подтвердившие работоспособ-
ность предложенного метода оценки формант. В частности, в экспериментах с синтезированными
гласными было установлено, что погрешность оценки их резонансных частот мала и устойчива по
отношению к аддитивным шумам вплоть до отношения сигнал/шум +5 дБ. Для реальной речи ме-
тод позволяет вычислить треки формантных частот как для звуков с голосовым возбуждением, так
и для глухих фрикативных, аспиративных взрывов и шепотной речи.

Ключевые слова: анализ речевого сигнала, формантные частоты, экстремумы действительной и мни-
мой компонент спектра
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1. ВВЕДЕНИЕ
Резонансные частоты речевого тракта содер-

жат информацию, необходимую для распознава-
ния фонетических элементов речи, определения
диалекта и акцента носителя иностранного языка.
Распознавание возраста, пола и личности дикто-
ра, его эмоционального и психофизического со-
стояния также в значительной степени опирается
на анализ резонансных частот. Роль резонансных
частот при распознавании пола диктора особенно
велика, если частота основного тона его речи ле-
жит в области пересечения распределений частот
основного тона голосов мужчин и женщин.

Резонансные частоты определяются длиной и
формой речевого тракта, положением небной за-
навески, площадью голосовой щели и податливо-
стью стенок тракта. На динамику резонансных
частот влияют механические параметры артику-
ляторных органов (масса и упругость присоеди-
ненных тканей), свойства управляющих мышц и
характеристики системы управления артикуля-
цией. Поэтому резонансные частоты служат ос-

новным источником информации при решении
обратных задач определения формы речевого
тракта, положений артикуляторов и команд
управления артикуляторами.

На звуках с голосовым возбуждением эти ча-
стоты целесообразно искать синхронно с перио-
дом основного тона на интервалах закрытой голо-
совой щели. Резонансы проявляются в виде пи-
ков в амплитудно-частотном спектре речевого
сегмента – формант, частота которых близка к
резонансным частотам речевого тракта.

Форманты наблюдаются не только в спектрах
звуков с голосовым возбуждением, но и в спек-
трах глухих фрикативных, а также в спектрах так
называемого взрыва – участка речевого сигнала
после раскрытия смычки взрывных звуков /п, т,
к, б, д, г/. Частота формант взрыва в некоторой
степени определяет место артикуляции (положение
смычки в речевом тракте) взрывных звуков [1].
Но в слитном потоке речи этой информации не-
достаточно для распознавания таких звуков. Не-
обходимо использовать еще и резонансные ча-
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стоты непосредственно перед смычкой, а также
учитывать их динамику до и после смычки. Наи-
более надежно место артикуляции взрывных на-
ходится путем решения обратной задачи относи-
тельно площади поперечного сечения речевого
тракта по резонансным частотам [2, 3].

Вследствие важной роли резонансных частот в
процессах речеобразования в речевых исследова-
ниях было разработано множество методов фор-
мантного анализа речевых сигналов, прежде все-
го, в спектрально-временной области. Обзор и
подробный анализ методов определения резо-
нансных частот в спектрально-временной области
даны в [3]. Несмотря на очевидную связь между
резонансными частотами и частотами пиков ам-
плитудно-частотного спектра, устойчивость и
точность определения резонансных частот в
большинстве таких методов оказались неудовле-
творительными из-за влияния разных факторов
(нулей спектра, слияния пиков, присутствия
ложных пиков, зависимости от частоты основно-
го тона, различных помех и реверберации поме-
щения). Например, в работах [4–6] исследовался
метод мгновенной частоты, который использует
оценку интервалов времени между нулями сигна-
лов на выходе гребенки фильтров или их первых и
вторых производных по времени. Однако, неко-
торые варианты этого метода иногда приводят к
неправдоподобным результатам, например, к от-
рицательным значениям формант [7]. Другой ме-
тод рассмотрен в [8, 9]. Он использует полюса пе-
редаточной функции речевого тракта и позволяет
оценить форманты по коэффициентам линейно-
го предсказания. При этом качество получаемых
оценок существенно зависит от уровня шумов,
особенно в низкочастотной области. Несколько
более устойчивым оказался автокорреляционный
анализ в частотно-временной области [5].

Можно дать и общую характеристику качества
рассмотренных выше подходов к определению
формант: ни один из известных методов или их
сочетание не гарантируют устойчивости к поме-
хам и погрешность ниже 10% даже для синтезиро-
ванных сигналов с известными параметрами.
Наибольшие трудности при анализе формант ре-
ального речевого сигнала связаны с различными
типами неустойчивости, которые усугубляются
объективно существующими скачками в треках
формантных частот.

Альтернативный подход к поиску резонанс-
ных частот, связанный с анализом свойств фазо-
вой компоненты комплексного спектра речевого
сигнала, был предложен в [10–12]. Это направле-
ние исследований развивается в предлагаемой
статье и позволяет создать новый метод оценки
треков формантных частот, обладающий опреде-
ленными преимуществами перед упомянутыми
выше методами.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВАНИЯ МЕТОДА
Спектрально-временной анализ речевого сиг-

нала x(t) часто выполняется при помощи кратко-
временного преобразования Фурье

с окном конечной длительности : 
для  и  для . Установле-
но, что вид и параметры окна сильно влияют на
свойства динамического спектра , особен-
но при фазовом анализе. При “правильном” вы-
боре формы окна и его длительности  в спектре

 проявляются формантные частоты. Одна-
ко, при анализе речевых сигналов общего вида
нет никаких физических оснований для выбора
окна, так как спектральные свойства гласных, на-
зальных и фрикативных определяются различны-
ми физическими процессами и весьма разнооб-
разны.

Можно попытаться согласовать выбор вида
окна со свойствами восприятия звука человеком.
Ряд психофизиологических экспериментов обна-
ружил, что в слуховой системе выполняется
фильтрация с различными постоянными време-
ни от 2 до 300 мс [12–16]. Кроме того, физиологи-
чески обоснованное окно должно учитывать потери
в механических структурах слухового анализатора и
потери на вязкое трение в гидродинамических
процессах в улитке. Однако, этих соображений
мало для выбора математической формы окна.
В итоге, для каждой конкретной задачи формант-
ного анализа приходится подбирать вид окна и
его параметры.

Заметим, что эффект потерь в структурах сред-
него и внутреннего уха может быть представлен в
виде экспоненциально убывающей функции вре-
мени. Поэтому рассмотрим такие формы окна,
которые учитывают этот эффект и позволят на-
дежно выделять форманты при спектральном
анализе. Для этого откажемся от “кратковремен-
ности” окна, задавая его зависящим от параметра r
в форме

.

Тогда получим новое выражение для :

(1)

Непосредственный анализ спектра функции (1)
не демонстрирует явных преимуществ перед
спектральным анализом функции  с окна-
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ми конечной длительности, однако  играет
важную роль в дальнейшем. С помощью величи-
ны (1) можно построить новую функцию, для ко-
торой формантный анализ оказывается более эф-
фективным, чем при использовании стандартно-
го кратковременного преобразования Фурье.

Вычисление функции  эквивалентно
решению при каждом фиксированном ω задачи
Коши вида

Близкое по смыслу уравнение в дискретной
форме  с решением

 рассматривалось в [17] для
. В этой работе была введена новая,

дискретная по времени, спектральная функция

использующая сдвиг по частоте  на малую вели-
чину δω. Численные эксперименты, выполнен-
ные в [18], показали, что когда r близко к 1, фазо-
вый спектр величины  при фиксиро-
ванном дискретном времени n “похож” на спектр
дискретного сигнала . Число r определяет ши-
рокополосный или узкополосный тип спек-
трального анализа. Дискретная величина

 является некоторым аналогом не-
прерывной функции . Заметим, что в рабо-
те [17] и в последовавшей затем работе [18] не
проводится математическое исследование функ-
ции  и обоснование предложенного там
алгоритма нахождения формант.

Ниже будет доказано, что использование фор-
мально схожего с функцией  выражения

с непрерывным временем t приводит при  к
созданию эффективного метода анализа фор-
мантных частот. Основанием для этого служит
подробное математическое исследование свойств
величины . В данном разделе мы приве-
дем лишь краткое изложение полученных резуль-
татов, которые подробно описываются в Прило-
жении.

1) При условиях малости δω, а именно при
 , справедливо следующее пред-

ставление:
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где . Условия на δω считаются вы-
полненными в дальнейшем.

2) Для амплитуды  и фазы 
логарифма величины  справедливы при-
ближенные (при малых δω) равенства

где

(2)

3) Эти же величины, взятые в конце речевого
сегмента, используемого для анализа (формаль-
но, при ), представляются как

где

4) Предельные значения величин ,
 при , обозначаемые как  и

, выражаются в виде
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где  – преобразование Фу-
рье сигнала.

Представленные здесь функции ,
, ,  и ,  приближен-

но вычисляются по сигналу . Компьютерные
эксперименты с синтезированными и реальными
речевыми сигналами показали, что функции

 и  можно успешно использовать для
нового способа оценки треков резонансных ча-
стот речевого тракта. Результаты этих экспери-
ментов представлены ниже в разделах 3 и 4.

3. ЭКСПЕРИМЕНТЫ ПО ОПРЕДЕЛЕНИЮ 
ФОРМАНТНЫХ ЧАСТОТ

3.1. Формантный анализ модельных сигналов

Рассмотрим поведение фазовой функции 
для модельного сигнала вида  с
частотой  и коэффициентом затухания 
при . В этом случае интегралы в формуле
(2) вычисляются аналитически, однако из-за гро-
моздкости выражений прямое аналитическое ис-
следование величины  как функции ча-
стоты  при разных t и r затруднительно.
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Можно, однако, провести это исследование чис-
ленно.

Приведем типичные графики функции
 при различных t, r для модельных пара-

метров сигнала   . Графики
показывают существование хорошо обусловлен-
ного минимума фазовой функции при частоте,
близкой к “формантной”: . Характерна ло-
кализация и стабилизация этого экстремума при
увеличении t, т.е. при переходе  в функ-
цию  (рис. 1а) и обострение минимума при
фиксированном “большом” t и при , т.е.
при переходе  в функцию  (рис. 1б).
Заметим, что функцию  уже можно исследо-
вать аналитически. Для рассматриваемого мо-
дельного сигнала при  получим:

Отсюда находится производная функции :

Из анализа ее знаков ясно, что предельная функ-
ция фазы  имеет глобальный минимум в точ-
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Рис. 1. (а) – Функция  при  и при различных t. (б) – Функция  при “большом”  и
различных r.
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ке , так что при “малых” затуханиях
 точка минимума  будет приблизи-

тельно совпадать с формантной частотой:

. Эти соображения объясняют

поведение функции на рис. 1б.
Аналогичные результаты получаются при чис-

ленном исследовании модельных сигналов типа
суперпозиций нескольких гармоник. Например,
для сигнала вида

результат для различных r, , при “большом”
 показан на рис. 2.

Видно, что формантным частотам отвечают
хорошо обусловленные минимумы фазы 

. С увеличением  обу-
словленность минимумов ухудшается, но пропа-
дают побочные минимумы. По этой причине сле-
дует находить все минимумы функции  для
различных  в некотором диапазоне значе-
ний вблизи , и анализировать частоту появ-
ления различных точек минимума. Проведенные
численные эксперименты позволяют предполо-
жить, что среди них наиболее часто будут встре-
чаться частоты, близкие к формантным.
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Подобные исследования были проведены и
для амплитудной функции , ее предель-
ного значения  при  и функции

. Оказывается, что величины
 обладают свойствами, похожими на

свойства функций . Например, для

использованного выше сигнала 
функция  имеет минимум и максимум соот-
ветственно в точках , и при
малых затуханиях  эти значения близки к .
Функция  при  имеет минимум

и максимум в точках  при ,

так что формантная частота сигнала близка к зна-
чениям точек экстремумов функции  при

. Для суперпозиций сигналов типа
 с различными частотами  экстремумы

функции  при различных  бу-
дут чаще всего встречаться в окрестностях этих
частот.

3.2. Синтезированные гласные

Рассмотрим более подробно результаты фор-
мантного анализа для синтезированных гласных
с известными резонансными частотами. Синте-
тические речевые сегменты, как и сегменты ре-
альной речи, которые будут использованы в
дальнейшем, имеют частоту отсчетов 16 кГц. Ха-
рактеристики синтезированных гласных соот-
ветствуют мужскому голосу с частотой основно-
го тона 120 Гц.
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Рис. 2. Функция  при для различных  и при t = 10. Вертикальные линии указывают точные формант-
ные частоты.
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Проанализируем сегмент синтетической речи,
соответствующий звуку /а/ с резонансными часто-
тами F = {600, 1200, 2300} Гц, на скользящем сег-
менте длительностью  мс, так что прибли-
женно можно считать, что . На
рис. 3 показаны графики вычисленной по такому
речевому сигналу функции  для различ-
ных  при значении  мс.

Можно видеть, что многочисленные миниму-
мы этой функции для различных  группируются
около модельных формантных частот. Поэтому
результаты формантного анализа с помощью
функции  целесообразно представлять в
виде гистограмм распределения количества ми-
нимумов этой функции по частотам. На рис. 4/а/
приведено такое распределение, полученное
из графиков рис. 3 для синтетического /а/. На
рис. 4/i/, 4/o/, 4/u/ показаны аналогичные рас-
пределения для других синтезированных глас-
ных. Рассмотрение этих распределений приво-
дит к выводу о возможности оценки формант-
ных частот по пикам гистограмм минимумов
функции .

Аналогичное исследование было проведено
для функции . Для получаемой из нее
функции , как отмечалось в
предыдущем разделе, информация о резонанс-
ных частотах содержится в положении точек ее
экстремумов для разных . Гистограммы распре-
деления этих точек могут также быть источником
форматного анализа.

Используя совместно пики гистограмм, полу-
чаемых с помощью функций  и ,
можно провести синхронную оценку резонанс-

= 10T
αΦ ω ≈ Φ ω( , ,10) ( , )r r

αΦ ω( , , )r t
≤ −, 1,r r = 10t

r

Φ ω( , )r

Φ ω( , )r

α ω( , , )A r t
αω = ω ∞( , ) ( , , )A r A r

r

Φ ω( , )r ω( , )A r

ных частот на концах периода основного тона.
Однако, синхронная оценка требует сегментации
речевого сигнала с указанием моментов начала и
конца действия голосового источника. Это требует
дополнительных вычислительных затрат и вно-
сит определенную погрешность в процедуру
форматного анализа. Кроме того, сегментация
невозможна для фрагментов речи, где не дей-
ствует (или слабо действует) голосовой источ-
ник (глухие и звонкие фрикативные звуки, сег-
менты взрыва после смычки, шепотная речь).
Вместе с тем, формантный анализ необходим и
для таких речевых фрагментов. Поэтому в нашей
работе применялся формантный анализ по пи-
кам гистограммам, полученным по функциям

 и  для сегментов речи с фиксирован-
ной длительностью 10 мс, т.е. считалось, что

 и . При-
мер такого сравнительного анализа гистограмм и
оценки формантных частот для синтетического
звука /а/ приведен на рис. 5. Из рис. 5 видно, что
пики распределения минимумов функции 
достаточно близки к формантным частотам зву-
ка. При этом распределение экстремумов функ-
ции  позволяет надежно оценить далеко не
все форманты.

Средние значения формантных частот для
каждого из рассмотренных синтетических глас-
ных, найденные по распределениям минимумов
функции , представлены в табл. 1. Извест-
ные резонансные частоты гласных выделены
жирным шрифтом. Погрешность оценок резо-
нансных частот оказалась достаточно малой, осо-
бенно для резонансов выше первого, на значения
которого влияет частота основного тона.

Φ ω( , )r ω( , )A r

αω ≈ ω( , ) ( , ,10)A r A r αΦ ω ≈ Φ ω( , ) ( , ,10)r r

Φ ω( , )r

ω( , )A r

Φ ω( , )r

Рис. 3. Функция  для синтезированного гласного /а/ для t = 10 мс при различных . Здесь жирные
точки отмечают истинные значения формантных частот.
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Вычисляя пики гистограмм распределения
минимумов функции  для каждого периода
основного тона сегмента речи (или для каждого ее
последовательного временного отрезка фиксиро-

Φ ω( , )r
ванной длины), можно проследить динамику из-
менения формантных частот от периода к перио-
ду. В результате получаем фазограмму, сформиро-
ванную с помощью фазового анализа речевого

Рис. 4. Гистограммы распределений точек минимума функции  при t = 10 для различных синтезированных
гласных. Черными точками обозначены истинные значения формантных частот.
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Таблица 1. Исходные и вычисленные по минимумам  резонансные частоты синтезированных гласных
при отсутствии шума в сигнале

А Э О У И Ы

F1, Гц 600 565 497 309 290 286

585 562 545 345 328 328
F2, Гц 1200 1381 914 758 2272 1874

1265 1430 955 782 2269 1899
F3, Гц 2300 2252 2316 2042 3100 2575

2284 2298 2347 2094 3194 2598
F4, Гц 3500 2789 2625 2761 4000 3732

3558 3326 2593 2793 4000 3735

Φ ω( , )r
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сигнала по функции . Соответственно, с
помощью распределений экстремумов функции

 на каждом периоде получаем аналог спек-
трограммы сигнала. Примеры фазограмм для
синтетического звука /а/ приведены на рис. 6.

Было также проведено исследование получен-
ных оценок резонансных частот на устойчивость

Φ ω( , )r

ω( , )A r

к возмущениям сигналов. Для этого к сигналу до-
бавлялся случайный белый шум с разными отно-
шениями сигнал/шум (SNR). Качественно сте-
пень устойчивости можно оценить, сравнивая
визуально фазограммы синтетического гласного
/а/ без добавления шума (рис. 6а) и с шумом при
SNR = 10 дБ (рис. 6б). Кроме того, на рис. 6в, 6г
показаны соответствующие динамические оцен-
ки пяти резонансных частот, полученные по пи-
кам распределений минимумов функции .

Благодаря стационарности формант синтези-
рованных гласных, можно количественно оце-
нить устойчивость оценок частот, найденных по
функциям  и , и их зависимость от
уровня шума. Соответствующие сравнительные
данные об ошибках вычисления резонансных ча-
стот представлены в табл. 2, где погрешность для
сигнала без шума представлена жирным шриф-
том. Из таблицы можно, например, видеть, что
для гласного /а/ оценки по  стабильны
вплоть до третьей форманты, тогда как оценки
частот по функции  демонстрируют замет-
ный разброс. За редкими исключениями, по-
грешность оценок не сильно возрастает и с увели-
чением уровня шума вплоть до SNR = 5 дБ.

3.3. Реальные речевые сигналы

Теперь приведем результаты использования
предлагаемой нами процедуры формантного ана-
лиза для реальных речевых сигналов. В целом они

Φ ω( , )r

Φ ω( , )r ω( , )A r

Φ ω( , )r

ω( , )A r

Рис. 5. Оценка формантных частот по распределению
минимумов функции  (–) и распределению экс-
тремумов функции  ( ). Вертикальными лини-
ями отмечены резонансные частоты гласного /а/.
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Рис. 6. Формантный анализ синтетического гласного /а/. (а), (в) – Сигнал без шума и (б), (г) – смесь его со случайным
шумом при SNR = 10 дБ. (а), (б) – Фазограммы, найденные по функции ; (в), (г) – динамические оценки (тре-
ки) резонансных частот гласного по пикам гистограмм минимумов функции  ( ) и экстремумов функции
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подтверждают, по меньшей мере качественно,
возможность выделения треков формантных ча-
стот. Однако, обнаруживается также нестабиль-
ность оценок и их отсутствие в некоторые момен-
ты времени. Рассмотрим, например, сигнал для
слова /один/ (см. рис. 7а). По сравнению с его
стандартной сонограммой (рис. 7б), треки фор-
мант, полученные с помощью функции 
(рис. 8а), выделяются более четко, в том числе и
вторая форманта, возникающая в момент опуска-
ния небной занавески перед назальной смычкой
вблизи момента времени 0.5 с. При этом мгно-
венная оценка пиков в каждый момент времени
без последующей фильтрации иногда приводит к
множеству ложных значений (рис. 8б). Поэтому
фильтрация ложных оценок необходима, как и

Φ ω( , )r

сглаживание треков достоверных оценок резо-
нансов. Это, впрочем, характерно для любого ме-
тода поиска резонансных частот речевого сигна-
ла. В этом и последующих экспериментах экстре-
мумы  сортировались по убыванию
величины, и первые 5 оценок частоты принима-
лись за формантные частоты.

Оценка формантных частот по экстремумам
функции  в некоторые моменты времени
совпадает с оценками по минимумам , но
имеются моменты, где они оказываются завы-
шенными. Необходимо также отметить, что на
интервале звонкой смычки /д/ в слове /один/ (на
сегменте 0.35–0.4 с) экстремумы  прихо-
дятся на предположительно радиальный резо-

Φ ω( , )r

ω( , )A r
Φ ω( , )r

Φ ω( , )r

Таблица 2. Ошибки оценки резонансных частот , % (SNR = 5 дБ)

А Э О У И Ы

, Гц 2.5 0.5 –9.6 –11.6 –13.1 –14.6

SNR = 5 дБ 2.3 3.5 9.6 12.3 13.1 14.7

, Гц –5.4 –3.5 –4.4 –3.1 0.1 –1.3

SNR = 5 дБ –6.1 2.3 –9.1 –6.4 0.1 –1.3

, Гц 0.7 –2.0 –1.3 –2.5 –3.0 –0.9

SNR = 5 дБ -0.2 –1.4 3.5 –7.1 –6.0 –6.1

, Гц –1.6 –19.2 1.2 –1.1 0.0 –0.1

SNR = 5 дБ 14.5 2.9 1.4 –2.5 10.9 –0.4

ε iF

ε 1F

ε 2F

ε 3F

ε 4F

Рис. 7. Слово /один/. (а) – Осциллограмма, (б) – со-
нограмма. Диапазон частот 0–6 кГц.
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Рис. 8. Слово /один/. (а) – Фазограмма, (б) – треки
пиков. Оценки по  ( ); по  ( ). Диа-
пазон частот 0–4 кГц.
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нанс в области 0.2 кГц, который косвенно указы-
вает на место артикуляции.

Вертикальные линии на рис. 8 (и далее, на
рис. 10 и 12) обозначают границы фонетических
сегментов, которые были заданы вручную.

На рис. 9 и 10 показаны осциллограмма, соно-
грамма и фазограмма, а также треки пиков рас-
пределения минимумов функции  для сло-
ва /четыре/, произнесенного с выпадением звука /е/
после фрикативного /ч/ и редукцией конечного

Φ ω( , )r

звука /е/, так что фонетическая транскрипция
этого слова есть /чтыри/. На сегменте взрыва глу-
хой смычки 0.413–0.445 с присутствует оценка
второй, третьей и четвертой форманты, что необ-
ходимо для распознавания места артикуляции со-
гласного /т/. Также хорошо выражена девиация
треков на сегменте 0.558–0.6 с, соответствующая
артикуляции звука /р/. Кроме того, представлены
треки на глухом фрикативном /ч/, продолжаю-
щиеся на глухой смычке вследствие реверберации.

Как показано на рис. 8 и 10, формантные ча-
стоты могут определяться и на сегментах с шумо-
вым или импульсным возбуждением, и это пред-
ставляется важным преимуществом описываемо-
го подхода. Можно также сравнить сонограммы и
фазограммы слова /один/, произнесенного обыч-
ным голосом (рис. 7 и 8) и шепотом (рис. 11 и 12)
тем же диктором. Видно, что формантные треки
шепотных гласных достаточно хорошо выраже-
ны, хотя и наблюдаются некоторые отличия от
тех, что показаны на рис. 7 и 8. Это отличие вы-
звано, главным образом, различием в акустике
речеобразования с голосовым и шепотным воз-
буждением.

Итак, эксперименты с синтезированными и
реальными речевыми сигналами подтверждают,
что гистограммы минимумов функции  и
экстремумов функции  содержат информа-
цию о резонансных частотах речевого сигнала.
Положения пиков этих гистограмм можно ис-
пользовать для формантного анализа.

4. ОБСУЖДЕНИЕ

В данной работе использовался спектральный
анализ фазы  и амплитудной функции

 величины . Количественная оцен-
ка погрешности определения частоты формант
этим методом была выполнена в экспериментах с
синтезированными гласными звуками. Говоря о
качестве такого анализа, нужно иметь в виду, что
оценка эффективности любого метода поиска
формантных частот только применительно к син-
тезированным гласным весьма условна в силу
упрощенной структуры таких сигналов по срав-
нению с реальными речевыми сегментами. Одна-
ко, наш анализ и численные эксперименты под-
тверждают возможность определения резонанс-
ных частот с помощью функций  и .
Эксперименты с синтезированными гласными
позволяют также оценить устойчивость найден-
ных формант к аддитивным помехам. В наших
экспериментах ошибка вычисленных формант-
ных частот по возмущенным данным оказалась
вполне приемлемой для практических приложе-
ний вплоть до весьма высокого уровня шумов с
отношением сигнал/шум +5 дБ. Это позволяет
надеяться на то, что и для речевых сигналов в ре-

Φ ω( , )r
ω( , )A r

Φ ω( , )r
ω( , )A r α ω( , )( )r t

Φ ω( , )r ω( , )A r

Рис. 9. Слово /чтыри/. (а) – Осциллограмма, (б) – со-
нограмма. Диапазон частот 0–6 кГц.
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Рис. 10. Слово /чтыри /. (а) – Фазограмма, (б) – тре-
ки пиков. Оценки по  ( ); по  ( ).
Диапазон частот 0–4 кГц.
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альной акустической обстановке формантный
анализ предложенным методом окажется доста-
точно устойчивым к шумам и другим артефактам.
Здесь же следует отметить, что результаты нашей
процедуры формантного анализа не зависят от
амплитуды исследуемого сигнала. В результате
достигается инвариантность к текущему уровню
его громкости. Вместе с тем, такая инвариант-
ность затрудняет фильтрацию шума на паузах и
смычках.

Необходимо отметить важное преимущество
используемого в данной статье метода. Оно со-
стоит в возможности оценки формантных частот
в любой момент времени, независимо от типа ис-
точника возбуждения акустических колебаний в
речевом тракте. Это выгодно отличается от син-
хронного метода и оценки по групповой задержке
[11], где нужно предварительно найти моменты
открытия голосовой щели на периоде основного
тона. Ошибка в определении этого момента мо-
жет привести к большой погрешности или к не-
возможности получить оценки формантных ча-
стот. В предлагаемом методе такие ситуации ис-
ключены. Отметим также, что параллельная
оценка формантных частот по гистограммам ми-
нимумов функций  и экстремумов функ-
ции  полезна как источник дополнитель-
ной информации, несмотря на то, что последняя
оказывается менее надежной.

Предлагаемый метод можно также применить
для решения следующей проблемы. В любом ме-
тоде нахождения формант необходимо выяснить,
какие элементы их треков являются оценками
формант ротовой, носовой или подсвязочной об-
ласти, а какие – артефактами. Один из способов
состоит в агрегировании оценок, полученных
разными методами как в амплитудно-частотной,
так и в фазо-частотной области. Подход подобно-
го рода можно распространить и на оценки фор-
мантных частот по функциям  и  на
сегментах взрыва смычных согласных с учетом
последующего гласного.

В конце обсуждения выскажем гипотезу об от-
ношении величины , лежащей в основе
нашего анализа, к детекторам частотных модуля-
ций, найденным в слуховой системе (см., напри-
мер, [19]). Один из вариантов математического
описания таких детекторов связан с величиной

, схожей по фор-
ме с . Эта аналогия позволяет предполо-
жить, что использованная нами математическая
модель имеет отношение к свойствам слухового ана-
лизатора человека, а найденные формантные ча-
стоты близки к частотам, оцениваемым этим ана-
лизатором.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Сформулируем основные результаты этой статьи.
1) Предложен новый метод оценки динамиче-

ских треков формантных частот для произволь-
ных речевых сегментов. Он использует отноше-
ние  двух преобразований Фурье речево-
го сигнала со специальными параметрическими
окнами экспоненциального типа .
Это отношение рассматривается как функция ча-
стоты и параметра . Анализируя для нескольких
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Рис. 12. Слово /один/, шепот. (а) – Фазограмма, (б) –
треки пиков. Оценки по  ( ); по  ( ).
Диапазон частот 0–4 кГц.
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Рис. 11. Слово /один/, шепот. (а) – Осциллограмма,
(б) – сонограмма.
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значений параметра  распределение то-
чек минимума (по частоте) для фазы отношения

 и/или аналогичное распределение точек
экстремума для его амплитуды, можно по получа-
емым пикам распределений оценить формантные
частоты.

2) Представлено математическое обоснование
такого подхода к оценкам формантных частот для
простейших модельных сигналов.

3) Проведены большие серии численных экс-
периментов по обработке синтетических и реаль-
ных речевых сигналов, подтвердившие практиче-
скую работоспособность предложенного метода
оценки формант. Установлено, что оценка по фа-
зе отношения более надежна, чем по амплитуде.
Вместе с тем, оценка по амплитуде может быть
использована как источник дополнительной ин-
формации о формантах.

4) В экспериментах с синтезированными глас-
ными было установлено, что погрешность оцен-
ки их резонансных частот мала и устойчива по от-
ношению к аддитивным шумам вплоть до отно-
шения сигнал/шум 5 дБ.

5) Для сегментов реальной речи показано, что
метод позволяет вычислить треки формантных
частот как для звуков с голосовым возбуждением,
так и для глухих фрикативных, аспиративных
взрывов и шепотной речи.

При выполнении работы первый автор поль-
зовался поддержкой Программы повышения
конкурентоспособности Национального иссле-
довательского ядерного университета МИФИ
(Московского инженерно-физического институ-
та), проект № 02.a03.21.0005 от 27.08.2013.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Здесь представлен вывод формул для функций
, а также  и , применяемых

в предлагаемом методе формантного анализа.

Ведем обозначение , где
функция  определяется формулой (1). Та-
кое обозначение подчеркивает, что эта величина
зависит от времени, а от величин  она зависит
как от параметров. Кроме частоты ω, будем ис-
пользовать “близкие” частоты  ( ).
Определим отношение

Далее, с учетом “малости” величины  и форму-
лы (1) получим:

< −, 1r r

α ω( , )( )r t

ω Φ ω( , ), ( , )A r r ω( )A Φ ω( )

ω = ω( , )( ) ( , )ry r t S t
ω( , )rS t

ω,r

ω + δω δω ω!

ω + δω Δα ω = = +
ω

Δ = ω + δω − ω

( , )( )( , )( ) 1 ,
( , )( )

( , ) ( , ).

y r t yr t
y r t y

y y r y r

δω

где . Отсюда 

В дальнейшем нас будут интересовать величина
 и фаза  отноше-

ния . Мы будем для краткости называть
эти величины амплитудной и фазовой функция-
ми, связанными с отношением . Для их
нахождения используем формулу

Тогда при условиях  , т.е. при

, имеем:

∞
− ωτ

∞
− ωτ

∞
− ωτ

∞
− ωτ

∞
− ωτ

∂Δ = ω + δω − ω ≈ ω δω =
∂ω

= δω − τ τ − τ τ =

= δω − τ τ − τ τ −

− δω − τ τ τ =


= δω − τ τ τ −




− − τ τ τ












0

0

0

1
0

0

( , ) ( , ) ( , )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ,

j
r

j
r

j
r

j
r

j
r

yy y r y r r

W t x j e d

j W t x t e d

j t W t x e d

j W t x e d

t W t x e d

=1 ( ) ( )r rW z zW z

∞
− ωτ

∞
− ωτ

− + −τ − ωτ

− + −τ − ωτ

− + −τ − ωτ

− + −τ − ωτ

Δα ω = + ≈ − δω +

− τ τ τ
+ δω =

− τ τ τ

− τ τ τ
= − δω + δω =

τ τ

τ τ τ
= − δω

τ τ













1
0

0

(1 )( )

0

(1 )( )

0

(1 )( )

0

(1 )( )

0

( , )( ) 1 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
1

( )

( )
1 .

( )

j
r

j
r

t
r t j

t
r t j

t
r t j

t
r t j

yr t j t
y

W t x e d
j

W t x e d

t e x e d
j t j

e x e d

e x e d
j

e x e d

α ω = α ω( , , ) ln ( , )( )A r t r t αΦ ω( , , )r t
α ω( , )( )r t

α ω( , )( )r t

α

α α

α ω = α ω + Φ ω =
= ω + Φ ω

ln ( , )( ) ln ( , )( ) ( , , )
( , , ) ( , , ).

r t r t j r t
A r t j r t

δω ! 1,t δω ω!|
Δ

! 1y
y

α α

 Δ Δα ω = + ≈  
 

   Δ Δ ω ≈ Φ ω ≈   
   

ln ( , )( ) ln 1

( , , ) Re , ( , , ) Im .

y yr t
y y

y yA r t r t
y y



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 6  2023

ОЦЕНКА ТРЕКОВ РЕЗОНАНСНЫХ ЧАСТОТ 777

Отсюда

Амплитудная и фазовая функции, связанные с
, для ограниченного по амплитуде сигна-

ла  стабилизируются при , т.е., как мы
будем далее говорить, в конце речевого сегмента:

(П1)

где

(П2)

Выражения (П1) и (П2) будут использованы для
формантного анализа речевых сигналов общего
вида . Предпосылкой для этого служит чис-
ленное исследование их поведения при различных

 для сигналов простого вида (см. раздел 3), а
также аналитическое исследование их предельных
значений  и  при , т.е. величин

Здесь  – преобразование
Фурье сигнала. Это исследование представлено в
разделе 3.
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Предлагается метод решения обратной задачи восстановления источников акустических волн по
измерениям поля на некоторой поверхности на основе обращения волнового фронта в методе ди-
намики частиц. В этом методе рассматриваемая среда представляется в виде совокупности взаимо-
действующих частиц (материальных точек или твердых тел), для которых записываются классиче-
ские уравнения движения. В работе рассматривается представление среды в виде множества частиц
в кубической объемно-центрированной кристаллической решетке. Рассматривается случай линей-
ной зависимости силы притяжения частиц от расстояния. Преимуществом такого подхода является
возможность учета распространения волн в произвольно неоднородных средах в рамках единой
численной модели. Численно и экспериментально показана возможность визуализации двух сфе-
рических источников акустических волн в воде за преградой, несмотря на наличие поперечных
волн в рассматриваемой модели твердого тела; их влияние пренебрежимо мало в рассматриваемом
случае. Проведена экспериментальная проверка предложенного метода на звуконепроницаемом
экране с отверстием, имитирующем звукоизлучающий объект сложной формы. Через отверстие
проходит волна от точечного источника коротких импульсов. С помощью приемного акустического
сенсора, установленного на двухкоординатном сканере, было измерено пространственно-времен-
ное распределение звуковых колебаний на поверхности воды. При обработке данных путем обра-
щения волнового фронта в модели частиц, было восстановлено изображение отверстия в звуконе-
проницаемом экране.

Ключевые слова: обращение времени, множество частиц, кубическая объемно-центрированная кри-
сталлическая решетка, звукоизлучающий объект, метод динамики частиц
DOI: 10.31857/S0320791923600762, EDN: APFQPU

ВВЕДЕНИЕ

Задача восстановления источников акустиче-
ских волн возникает в дефектоскопии, исследо-
вании океана [1–4], медицинской диагностике
[5]. Исходными данными при решении подоб-
ных задач, как правило, являются акустические
сигналы, измеренные во множестве точек про-
странства.

Подход на основе синтеза аппретуры для визу-
ализации плоских источников в воздухе рассмот-
рен в работе [6]. Такой подход нетребователен к
вычислительным ресурсам, но применим только
для однородных сред. Широкое распространение
для решения подобных обратных задач получил
метод временного обращения волн (ВОВ) [7–14].
Чтобы осуществить временное обращение волн,
необходимо в принятом сигнале изменить на-
правление хода времени на обратное, а затем из-

лучить его в ту же среду из области измерений.
Использование данного метода позволяет осу-
ществлять фокусировку полей, применяемую,
например, в активной локации.

Для решения задачи восстановления источни-
ка методом численного моделирования, вычис-
ляются сигналы, распространяемые обратно в
среду из тех точек, где они были приняты, с изме-
нением направления хода времени на отрица-
тельный. В результате происходит синфазное
сложение волн обратного распространения
именно в той точке, где находился источник, что
позволяет его обнаружить по соответствующему
максимуму поля. Если источник излучает произ-
вольный широкополосный сигнал, то обработка
может быть дополнена методом согласованной
фильтрации.

Метод обращения времени для волновых про-
цессов позволяет получать изображение источ-

УДК 534.8

ОБРАБОТКА АКУСТИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ.
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ников с точностью до неизлучающих конфигура-
ций [15, 16] в неоднородных средах с известными
характеристиками среды, в которой находится
источник. Данный метод позволяет учитывать
только поля однородных волн. Задача восстанов-
ления источников является обратной задачей и, в
общем случае, некорректной. Как правило, тре-
буется априорная информация для однозначной
интерпретации получаемых изображений, на-
пример, источники могут считаться точечными.
Для повышения разрешения необходимо увели-
чивать апертуру измерительной системы, а в пре-
деле поверхность измерения должна полностью
охватывать поле излучения. Для минимизации
уровня боковых лепестков или артефактов необ-
ходимы измерения поля с шагом менее половины
длины волны. Благодаря учету неоднородностей
и границ раздела сред при решении обратной за-
дачи повышается эффективность фокусировки
поля. В работе [10] была теоретически рассмотре-
на возможность применения метода обращения
волнового фронта при нелинейном рассеянии
плоской звуковой волны на пульсирующей сфере.
В работах [9, 14] был применен метод временного
обращения волн для задач распространения волн
в мелком море. Метод временного обращения
волн находит также применение и в задачах изме-
рения коэффициента акустического поглощения
в образцах биологических тканей [17]. В работе [3]
метод временного обращения волн был применен
для локализации неоднородностей в упругой пла-
стине. Возможность обнаружения неоднородно-
сти в среде и определения ее размеров в настоя-
щее время является актуальной задачей в нераз-
рушающем ультразвуковом контроле. В работе
[18] возможность обратимости волнового процес-
са во времени была применена для восстановле-
ния распределения нормальной скорости и аку-
стического давления на поверхности излучателя.

В рассмотренных выше работах метод времен-
ного обращения волн применялся для рассмотре-
ния среды как непрерывной. Однако в настоящее
время все более актуальной становится концеп-
ция уменьшения размеров объектов. Развитие на-
нотехнологий привело к необходимости оцени-
вать характеристики объектов, состоящих всего
из нескольких слоев атомов. Таким образом, ста-
новится актуальной проблема рассмотрения объ-
ектов на микроуровне, основываясь на дискрет-
ных методах. Для аналитического и численного
описания процессов, происходящих в телах с
микроструктурой, удобно воспользоваться мето-
дом динамики частиц, состоящим в представле-
нии тела как совокупности взаимодействующих
материальных точек (или твердых тел), движу-
щихся согласно классическим уравнениям дина-
мики и заданным законам взаимодействия между
частицами [19]. Одним из наиболее хорошо раз-
работанных вариантов этого метода является ме-

тод молекулярной динамики [20]. В классической
молекулярной динамике поведение отдельной
частицы описывается уравнениями движения
Ньютона [21, 22]. Преимущество такого подхода
по сравнению с методами, основанными на кон-
цепции сплошной среды, заключается в том, что
он требует значительно меньше априорных пред-
положений о свойствах материала. Возможен
учет таких сложных эффектов, как пластичность,
образование трещин, разрушение, температурное
изменение свойств материала, фазовые переходы
[23]. Для описания каждого из этих эффектов в
рамках сплошной среды требуется отдельная тео-
рия, в то время как при моделировании методом
динамики частиц эти эффекты получаются авто-
матически, в результате интегрирования уравне-
ний движения.

По сути, в рамках молекулярной динамики
применяются одни и те же уравнения движения
(уравнения движения Ньютона) для описания
различных агрегатных состояний вещества. Раз-
личные свойства среды, включая агрегатные со-
стояния и анизотропию, определяются зависи-
мостью силы взаимодействия (притяжения или
отталкивания) от расстояния между частицами
(производная потенциала Леннарда–Джонса) и
их взаимной ориентацией. Например, если сила
притяжения стремится к нулю на больших рас-
стояниях, а на малых расстояниях возникает сила
отталкивания, то модель описывает газообразную
среду. Для твердого тела характерно наличие рав-
новесного расстояния между частицами, и если
частицы отдаляются, возникает сила притяже-
ния, а если сближаются, то возникает сила оттал-
кивания, что, в итоге, позволяет стабилизировать
кристаллические структуры. Для жидких сред
рассматриваются слабые силы притяжения, поз-
воляющие преодолевать потенциальную яму
вблизи равновесного расстояния и менять поря-
док размещения частиц. В работе [24] рассматри-
валось применение метода молекулярной дина-
мики для моделирования процесса диффузии
жидкости в пористом твердом теле. Метод моле-
кулярной динамики нашел применение при мо-
делировании скорости образования кристаллов в
переохлажденной жидкости [25]. Парринелло и
Раман в [26, 27] показали возможность моделиро-
вания различных кристаллических решеток за
счет изменения потенциала взаимодействия ча-
стиц.

Ранее уже предпринимались попытки модели-
ровать акустические процессы на основе метода
молекулярной динамики. Например, исследова-
ние рассеяния акустических фононов на неодно-
родных включениях, встроенных в анизотропную
среду, было проведено в работе [28]. Представлено
сравнение решения, полученного методом моле-
кулярной динамики, и решения в рамках модели
сплошной среды. С увеличением размера неодно-
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родности различие между вариантами решений
уменьшается. В работе [29] предложен метод мо-
делирования акустических процессов на основе
динамики частиц с продольным взаимодействием в
объемно-центрированной кубической решетке.
Показана возможность его применения для оценки
спектра колебаний титанового акустического
волновода и проведено сравнение с эксперимен-
тальными результатами.

Используемые при моделировании частицы не
обязательно представляют собой атомы или мо-
лекулы, они могут рассматриваться как элементы
более высокого масштабного уровня, описывае-
мые как материальные точки. Несмотря на это,
часто используется традиционное название метод
«молекулярной динамики», однако в данном слу-
чае более правильно говорить о методе динамики
частиц. В методе динамики частиц рассматривае-
мая среда представляется в виде совокупности
взаимодействующих материальных точек, для ко-
торых записываются классические уравнения
движения. Взаимодействие частиц описывается
посредством силы взаимодействия, основным
свойством которой является отталкивание при
сближении и притяжение при удалении [19].

В данной работе мы предлагаем на основе ме-
тода динамики частиц реализовать моделирова-
ние волновых процессов и с применением метода
обращения времени реализовать восстановление
источников звука в неоднородных средах. Новиз-
на предлагаемого подхода заключается в том, что
метод динамики частиц применен для расчета об-
ращенных во времени акустических процессов,
что позволяет визуализировать источники аку-
стических волн. Вместе с этим, предложен метод
представления согласованной границы в рамках
данной модели. В данной работе непосредствен-
но задана сила продольного и поперечного взаи-
модействия между частицами в виде линейной
функции. Такой подход справедлив при восста-
новлении источников в линейных средах.

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
Представим твердое тело в виде множества ча-

стиц, упорядоченных в кубической объемно-цен-
трированной кристаллической решетке [30]. Схе-
матически рассматриваемая решетка изображена
на рис. 1. Каждая частица описывает конечный
объем среды, а взаимодействие между частицами
описывается силой, обеспечивающей устойчи-
вость кристаллической решетки. Если расстоя-
ние между частицами равно равновесному (пери-
оду решетки), то сила притяжения между части-
цами равна нулю. Сила притяжения становится
положительной, если частицы удаляются, и отри-
цательной, если частицы сближаются. Кроме то-
го, для описания широкого класса изотропных и
анизотропных сред дополнительно вводится по-

перечная сила, возникающая при отклонении те-
кущей частицы от прямой линии, соединяющей
две противолежащие соседние частицы. В рас-
сматриваемой объемно-центрированной кри-
сталлической решетке частицы располагаются
периодически в вершинах и в центрах элементар-
ных кубических ячеек (рис. 1б). При рассмотре-
нии частиц в вершинах куба элементарной ячейки
расстояние между частицами равно . На рассто-
янии  каждая частица имеет 6 ближайших соседей
(“осевые соседи”). Расстояние между частицами
в центре куба и частицами на вершинах равно

; на данном расстоянии каждая частица
имеет 8 ближайших соседей (“диагональные со-
седи”). Взаимодействуют только ближайшие ча-
стицы, и всего в данной решетке у каждой частицы
может быть не больше 14 соседей (6 на расстоя-
нии  и 8 на расстоянии ). На рис. 1б широ-
кими линиями показаны взаимодействия с 6
“осевыми соседями”, а тонкими – с 8 “диаго-
нальными соседями”. Для упрощения вычисле-
ний поперечную силу взаимодействия будем рас-
сматривать только для “осевых соседей”. Распро-
странение волн в такой структуре происходит за
счет последовательной передачи сдвиговых воз-
мущений от частицы к частице. Аналогичные
волновые возмущения характерны не только для
сдвигов, но и для скоростей частиц.

Рассмотрим простейший одномерный случай
с линейной зависимостью силы притяжения ча-
стиц от расстояния вида , где  –
равновесное расстояние между частицами,  –
коэффициент упругости. При этом считаем, что
между собой взаимодействуют только ближайшие
частицы. Линейная зависимость применяется для
минимизации искажений спектра сигнала при
решении обратной задачи восстановления источ-
ников. Поскольку мы рассматриваем волновые
процессы, а распространение волн в средах, как
правило, описывается линейным волновым урав-
нением, то применение линейной зависимости
оправдано. Коэффициент  определяется скоро-
стью звука , массой частиц  и равновесным
расстоянием между частицами : .
Данное решение следует из сведения одномерной
модели взаимодействующих частиц к волновому
уравнению. Рассмотрим силы, действующие на
одну частицу вдоль оси , и запишем уравнение
движения частицы:

(1)

где – смещение частицы в момент времени 
вдоль оси  (  – координата частицы в невозму-
щенном состоянии);  – сдвиг соседней
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частицы, находящейся в позиции ;
 – сдвиг соседней частицы, находящей-

ся в позиции . Приближенно можно запи-

сать:  .

Следовательно, , что являет-

ся формой волнового уравнения где скорость звука
определяется выражением , следо-

вательно, , а . С помощью по-

следнего выражения можно задать ключевой па-
раметр предлагаемой модели  через скорость
звука  и плотность среды . Плотность среды и
масса частиц связаны соотношением: ;

где  – шаг размещения частиц в сетке (  – объ-
ем куба, деление на 2 вызвано тем, что есть части-
цы в центре каждого куба, что удваивает общее
количество частиц). Из представленного рассуж-
дения видно, что предложенная модель эквива-
лентна решению волнового уравнения при устрем-
лении расстояния между частицами к нулю.

Аналогичное рассуждение можно провести
для трехмерной задачи и получить волновое урав-
нение для рассматриваемой кристаллической ре-

шетки. Представим пространственные сдвиги
каждой частицы из равновесного состояния в ви-
де векторной функции , где  – не-
возмущенные координаты рассматриваемой ча-
стицы. Получим волновое уравнение для рас-
сматриваемой модели взаимодействия частиц в
приближении малых отклонений от равновесно-
го состояния. Запишем суммарный вектор силы,
действующей на рассматриваемую частицу со
стороны соседних частиц, включая продольные и
поперечные силы, в виде:

(2)

где  – сила, действующая со стороны “осевых
соседей”,  – сила, действующая со стороны
“диагональных соседей”,  – поперечная сила,
действующая со стороны двух противолежащих
“осевых соседей”:

(3)

где ; ; ;  – коэф-
фициент упругости для “осевых частиц”;

(4)
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Рис. 1. (а) – Пример размещения частиц в кубической объемно-центрированной решетке и (б) – визуализация связей
с соседними частицами.

(a) (б)
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где

 – коэффициент упругости для “диагональных соседей”;

(5)

где  – коэффициент поперечного взаимодей-
ствия для “осевых соседей”.

В общем случае поперечная сила  вычисляет-
ся по координатам двух противолежащих частиц
и рассматриваемой частицы:

где

 – координаты рассматриваемой частицы;  –
координаты соседней осевой частицы; – коор-
динаты противолежащей к  соседней частицы.

Заметим, что в формулы (3)–(5) входят комби-
нации вида

где  – единичный вектор, описыва-
ющий направление на соседнюю частицу;  –
расстояние от текущей частицы до соседней. При
устремлении расстояния между частицами к ну-
лю ( ) данная комбинация может быть при-
ближенно выражена через вторую производную
по направлению:

следовательно, в приближении  силу, дей-
ствующую на частицу можно записать в виде:

(6)

где

(7а)

(7б)

(7в)

Далее рассмотрим второй закон Ньютона, на-
пример для  компоненты силы:

где  – масса частицы.

С учетом второго закона Ньютона, выражение
(7а) принимает вид канонического волнового
уравнения для твердого тела [30]:

(8)

Из уравнения (8) можно записать модули упругости:
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(9)

Из полученных модулей упругости в выраже-
нии (9) вычисляются коэффициенты модели ,

, :

(10)

Отсюда можно заключить, что предложенная
модель распространения волн сводится к кано-
ническому волновому уравнению для сплошной
среды в приближении малых отклонений и при
устремлении шага решетки к нулю.

Выражение (8) может быть преобразовано к
волновому уравнению для изотропной жидкости.
Для этого достаточно положить , , то-
гда получим:

(11)

В данном случае скорость звука в жидкости опре-

деляется выражением: .

Полученные формулы (8) и (9) показывают,
что предложенная модель частиц является доста-
точно универсальной и может описывать волно-
вые процессы как в твердых изотропных и анизо-
тропных средах, так и в жидких средах. Свойства
среды определяются значениями коэффициентов

,  и , на основе их связи с упругими модуля-
ми (9)–(10).

Известно, что при численном решении волно-
вого уравнения или уравнения Гельмгольца [23]
требуется выбирать шаг пространственной сетки
много меньше длины волны , как правило, вы-
бирается шаг менее . Предположим, что для
модели динамики частиц справедливо аналогич-
ное требование и целесообразно выбрать .
Шаг по времени  предлагается выбирать исходя
из условия Куранта  [31].

Траектории частиц рассчитываются согласно
уравнениям движения с шагом по времени  на
основе выражения:

(12)

где , – радиус вектор ко-
ординаты частиц в момент времени ,  –
ускорение частицы;  – сила, действующая на
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рассматриваемую частицу со стороны соседних
частиц (2); – радиус вектор координаты сосед-
них частиц.

В данной модели частицы являются матери-
альными точками без вращательных степеней
свободы. Каждая частица описывает некий ко-
нечный объем среды определенной массы. Не-
смотря на то, что рассматриваемая модель исхо-
дит из представления вещества в виде кристалли-
ческой решетки, замена атомов укрупненными
частицами считается справедливой для длин волн
много больше шага решетки. Частица описывает-
ся тремя координатами  в пространстве и
тремя компонентами скорости . Для
каждой частицы хранятся в памяти номера 14-и
соседних с ней частиц для ускорения вычисления
силы взаимодействия.

Предложенный метод численного моделиро-
вания движения частиц в кристаллической решетке
реализован на основе технологии параллельных вы-
числений Open MP. Распараллеливание алгоритма
возможно благодаря независимому вычислению
положения каждой частицы в следующий момент
времени.

Для численного моделирования среда распро-
странения волн была задана в виде параллелепи-
педа высотой 20 мм, шириной 20 мм и толщиной
6.4 мм. Шаг решетки  задан равным 50 мкм, шаг
по времени  нс. В качестве моделируемой
среды рассматривался кристалл германия (  =
= 128.4 ГПа,  = 48.3 ГПа,  = 66.7 ГПа, плот-
ность 5327 кг/м3) с вставкой в виде прямоуголь-
ного объекта размерами 8 × 4 мм из кремния
плотностью 2329 кг/м3 с соответствующими коэф-
фициентами модели  = 165.7 ГПа,  = 63.9 ГПа,

 = 79.6 ГПа. Коэффициенты модели вычисля-
лись по формуле (10). В качестве источника зада-
валось начальное возмущение в виде изотропного
цилиндрического расширения материала в цен-
тре с огибающей в виде функции Гаусса с шири-
ной 200 мкм. На рис. 2а представлен результат
моделирования распространения волн на основе
динамики частиц (горизонтальная компонента
скорости частиц). Для проверки достоверности
результатов моделирования аналогичные расчеты
проведены в программе COMSOL Multiphysics
5.3a: Solid Mechanics, Linear Elastic Material, Solid
model – Anisotropic с прямоугольной сеткой с ша-
гом 20 мкм. Наблюдается распространение волны,
рассеяние на неоднородности, эффект преломле-
ния в неоднородном включении из кремния.

Можно видеть, что результаты моделирования
на рис. 2а и рис. 2б качественно совпадают, что
подтверждает возможность применения предло-
женного подхода для моделирования распростра-
нения волн.

В рамках модели частиц возможна реализация
согласованной границы. Например, допускается

nr

( , , )x y z
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d
Δ 2.5t =

11C
12C 44C

11C 12C
44C



784

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 6  2023

СУХАНОВ, КУЗОВОВА

адаптация известного подхода на основе идеаль-
но-согласованного слоя (Perfect Matching Layer
PML). Необходимо выделить около границы
определенный слой среды, в котором реализова-
но плавное нарастание коэффициента поглоще-
ния  при приближении к внешней границе сре-
ды. Методы PML хорошо изучены для волнового
уравнения [32–36]. Учет затухания колебаний в
рамках модели частиц целесообразно ввести как
силу “трения” и переписать силу, действующую
на частицу (2) в виде , где  –
сила “трения”;  – коэффициент поглощения,
описывающий затухание движения;  – скорость
частицы относительно центра масс. Однако та-
кой подход требует выделения дополнительного
множества частиц и приведет к увеличению объе-
ма вычислений.

Предлагается другой подход для реализации
согласованной границы, не требующий увеличе-
ния объема среды. Рассмотрим нормальное паде-
ние плоской волны, распространяющейся проти-
воположно оси x на плоскую границу YOZ при

. Сдвиги частиц опишем векторной функцией

(13)

где  – функция, описывающая сигнал источ-
ника плоской волны,  – скорость распростране-
ния волны.

По сути, в ходе численного моделирования, в
линейном приближении, проводится вычисле-
ние силы, действующей на частицу, по значениям
координат частиц  на дискретной сетке (8)
в виде:

(14)

μ

= + + − μ1 2 3F F F F v μv
μ

v

= 0x

( ) ( )= +, , , ,xx y z t t
c

U g
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( ),x tU
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x t x d t

F U U
U U

Однако на границе  второе слагаемое не
может быть вычислено, поскольку величина

 не определена. Предлагается в (14) от-
дельно рассмотреть слагаемое

 при , которое прибли-
женно выражается через первую пространствен-
ную производную в точке :

С учетом (13) можно записать:

(15)

где  – скорость пограничной частицы,

находящейся в точке , в момент времени

. Из (15) следует, что на границе :

(16)

В рассматриваемой модели на пограничную
частицу будет действовать только сила со сторо-
ны соседней частицы, находящейся в положении

, что описывается первым слагаемым в (16).
Второе слагаемое необходимо внести дополни-
тельно в виде силы трения пропорциональной
скорости пограничной частицы, действующей с

запаздыванием по времени :
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Рис. 2. Распределение горизонтальной компоненты скорости частиц для короткого импульса в пластине германия с
неоднородным прямоугольным включением из кремния. (а) – Метод динамики частиц, (б) – COMSOL Multiphysics
5.3a: Solid Mechanics, Linear Elastic Material, Solid model – Anisotropic.
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В итоге, для моделирования согласованной
границы необходимо хранить в памяти скорости

пограничных частиц в интервале времени .
Предложенный подход почти не увеличивает ко-
личество вычислений, а только требует выделе-
ния дополнительной памяти. Данный метод при-
меним для волн, падающих по нормали; для волн,
падающих под углом, будут возникать отражен-
ные волны малой амплитуды.

Проверка предлагаемой реализации согласо-
ванной границы была проведена путем модели-
рования распространения цилиндрической вол-
ны в жидкости со скоростью звука 1400 м/с для
источника с сигналом в виде биполярного им-
пульса длительностью 0.5 мкс. Источник распо-
лагался в точке , шаг решетки

. На рис. 3 представлено поле скоро-
стей цилиндрической волны после падения на
верхнюю согласованную границу. Можно видеть,
что часть волнового фронта с нормальным паде-
нием на границу не отразилась, но при увеличе-
нии угла падения возникает отраженное поле.
Тем не менее, амплитуда отраженной волны зна-
чительно меньше амплитуды падающей.

2
d
c

= =( 0, 5мм)x y
= 0.1 ммd

ВОССТАНОВЛЕНИЕ ИСТОЧНИКОВ
Предлагается решение обратной задачи, осно-

ванное на обращении времени, что должно обес-
печить восстановление исходного состояния си-
стемы частиц к моменту внесения источников.
Если задать координаты и скорости всех частиц,
то возможно восстановить их исходное состояние
во все предыдущие моменты времени и обнару-
жить место возникновения источника возмуще-
ния. На практике невозможно измерить коорди-
наты и скорости всех частиц в объеме, но возмож-
но проводить измерения продолжительное время
для некоторых участков на поверхности исследу-
емого объекта. Рассмотрим измерение одной из
компонент скоростей частиц, распределенных на
плоской поверхности, в течение продолжитель-
ного времени. Для восстановления скоростей и
координат частиц в прошлые моменты времени
предлагается рассмотреть изначально невозму-
щенную среду и внести в нее возмущения коор-
динат частиц, находящихся на плоскости измере-
ний, согласно интегралу по времени от измерен-
ной скорости частиц (с учетом того, что время
отсчитывается в обратную сторону). Таким обра-
зом, реализуется обратное распространение волн

Рис. 3. Моделирование согласованной границы. Показано поле скоростей цилиндрической волны в жидкости. (а) –
Компонента скорости по оси x, (б) – компонента скорости по оси y, (в) – модуль вектора скорости. При нормальном
падении волна не отражается.
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тем же способом численного моделирования, что
и прямая задача, но здесь шаг по времени прини-
мается отрицательным.

В нашем случае, точки приема располагаются
на верхней границе объема моделирования, по-
этому волна обратного распространения будет
проходить сверху вниз. В точках, где находятся
моделируемые излучатели в объеме среды, волны
обратного распространения сходятся.

Было проведено численное моделирование
двух изотропных источников в неоднородной
среде. Среда распространения волн была задана в
виде параллелепипеда размерами 20 × 20 × 1 мм с
шагом размещения частиц 0.1 мм и шагом по вре-
мени  нс. В качестве моделируемой среды
рассматривалась вода (скорость звука 1440 м/с,
плотность 1000 кг/м3). Неоднородность представ-
ляла собой параллелепипед размерами 4 × 2 × 1 мм и
затеняла один из источников цилиндрических
волн. Скорость звука в материале неоднородного
включения была задана равной 2880 м/с, а плот-
ность 500 кг/м3, для согласования с водой. В цен-
тре области моделирования располагались два
источника цилиндрических волн, находящихся
на расстоянии 5 мм друг от друга. Источники в
начальный момент времени синхронно излучали
короткий биполярный импульс длительностью
250 нс. В ходе решения прямой задачи записыва-
лось пространственное распределение верти-
кальной компоненты скорости колебаний частиц
на верхней границе (область измерений) в тече-
ние 15 мкс. За это время акустические импульсы
продольных волн успевали дойти до области из-
мерений.

В результате решения обратной задачи мето-
дом обращения времени без учета влияния неод-
нородности было получено изображение (рис. 4а),

Δ 10t =

на котором визуализируется только один источ-
ник, не перекрытый неоднородностью. После
учета влияния неоднородности были визуализи-
рованы оба источника (рис. 4б). Видно, что без
учета неоднородности изображение источника
искажается. Изображения частиц сглажены для
улучшения визуализации. Полученные изобра-
жения точечных источников имеют искажения,
поскольку апертура области измерений ограни-
чена и не охватывает все поле излучения. При
этом примененный метод не позволяет восста-
навливать поле неоднородных волн.

В рассматриваемом случае граница раздела
среды и неоднородности имеет низкий коэффи-
циент отражения, поэтому интенсивность восста-
новленного изображения затененного неоднород-
ностью источника сравнима с интенсивностью не-
затененного. В целом результаты численного
моделирования показывают возможность восста-
новления источников в неоднородной среде
предложенным методом.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ
Была проведена экспериментальная проверка

возможности восстановления ультразвуковых из-
лучателей в воде методом обратного распростра-
нения волн в модели динамики частиц. Для визу-
ализации ультразвуковых излучателей в воде, в
качестве экспериментальной установки исполь-
зовался двухкоординатный сканер, на котором
закреплялся приемник (рис. 5).

Ультразвуковые излучатели диаметром 10 мм с
центральной частотой 200 кГц погружались в во-
ду на глубину 55 мм. Ультразвуковой приемник
крепился на двухкоординатном сканере в соот-
ветствии со схемой измерений, представленной
на рис. 5. Измерение пространственного распре-

Рис. 4. Восстановленное изображение двух изотропных источников в неоднородной среде (а) – без учета неоднород-
ности и (б) – с учетом неоднородности (белым прямоугольником показана неоднородность), визуализирована верти-
кальная компонента скорости частиц.
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деления поля проводилось на области 240 × 240 мм.
В качестве зондирующего сигнала применялся
сверхширокополосный сигнал в диапазоне частот
60–340 кГц (по уровню 0.1 от максимальной ам-
плитуды в спектре). Сигнал, полученный по ре-
зультатам измерений, представляет собой трех-
мерный массив данных – сигнал в зависимости от
времени и двух координат датчика на плоскости.
Для решения обратной задачи измеренный в ходе
эксперимента сигнал вносился в численную мо-
дель в виде возмущения координат частиц, распо-
ложенных на верхней границе расчетной области
(излучателей), а направление хода времени было
изменено на обратное. В области нахождения
ультразвуковых излучателей волны обратного
распространения сходятся, что позволяет визуа-
лизировать ультразвуковые излучатели. На рис. 6
представлен результат восстановления изображе-
ния ультразвуковых излучателей в воде методом
обращения времени в модели частиц. Изображе-
ния источников искажены из-за ограниченности
апертуры области измерений.

Была проведена также экспериментальная
проверка возможности визуализации отверстия в
звуконепроницаемом экране, имитирующем зву-
коизлучающий объект сложной формы в воде
(рис. 7). Звуконепроницаемый экран погружался
в емкость с водой (рис. 8), а под отверстием в
экране на расстоянии 24.3 см от него размещался
ультразвуковой излучатель. Измерение поля, рас-
сеянного от отверстия в звуконепроницаемом
экране, проводилось на области 188 × 188 мм. На
рис. 9 представлен результат пространственного
измерения поля, дифрагированного на отверстии
в звуконепроницаемом экране.

После обработки данных измерений предло-
женным методом было получено трехмерное поле
волн обратного распространения. В момент вре-
мени 175 мкс и на глубине размещения экрана ви-
зуализируется изображение отверстия. Результат
восстановления изображения отверстия в звуко-
непроницаемом экране представлен на рис. 10.
Для более контрастного выделения изображения
отверстия было проведено интегрирование квад-

Рис. 5. Схема измерения поля ультразвуковых излучателей через воду.
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Рис. 6. Восстановленное изображение двух ультразвуковых излучателей в воде методом обращения времени в модели частиц.
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Рис. 7. Фотография отверстия в звуконепроницаемом экране, имитирующем звукоизлучающий объект сложной формы.

Рис. 8. Фотография эксперимента по двухкоординатному сканированию акустического поля звуконепроницаемого
экрана, погруженного в воду.
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Рис. 9. Результат измерения поля, рассеянного от отверстия в звуконепроницаемом экране, в момент времени 275 мкс
после начала излучения.
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Рис. 10. Результат восстановления изображения отверстия в звуконепроницаемом экране методом обращения време-
ни в модели частиц.
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рата амплитуды восстанавливаемых полей на глу-
бине отверстия по времени от 154 до 175 мкс.

На восстановленном изображении можно раз-
личить изображение объекта, что свидетельствует
о соответствии выбранной математической моде-
ли физическим процессам распространения аку-
стических волн.

Для исследования возможности восстановле-
ния источников, скрытых за неоднородными
преградами, был проведен эксперимент с двумя
излучателями, погруженными в воду, один из ко-
торых был закрыт пластиной из поликарбоната
(скорость звука 2800 м/с, плотность 586 кг/м3)
толщиной 23 мм. Можно видеть, что если звуко-
проводящая неоднородность, затеняющая один
из ультразвуковых излучателей, не учитывается,
то изображение излучателя восстанавливается
выше своего истинного положения, а при учете
звукопроводящей неоднородности изображение
излучателя восстанавливается в соответствии с
его истинным положением. При этом интенсив-
ность восстановленного изображения излучате-
ля, перекрытого пластиной, меньше, поскольку
при прохождении через преграду амплитуда вол-
ны уменьшается.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Предложен метод численного восстановления

источников акустических волн по измерениям
поля на некоторой поверхности на основе пред-
ставления среды в виде множества частиц и обра-
щения распространения акустических волн во
времени. Представлены результаты численного
моделирования восстановления источников аку-
стических волн в однородной среде, а также пока-
зана возможность восстановления излучателей в
неоднородной среде с учетом неоднородности
скорости и плотности.

Проведены экспериментальные исследования
в воде по восстановлению ультразвуковых излу-
чателей и визуализации отверстия в звуконепро-

ницаемом экране. Результаты экспериментов и
численного моделирования показывают возмож-
ность визуализации ультразвуковых излучателей
и затеняющих объектов в воде предложенным ме-
тодом, что свидетельствует о соответствии пред-
ложенной математической модели акустическим
процессам в рассмотренной системе.

Исследование выполнено при финансовой
поддержке РФФИ в рамках научного проекта
№ 20-32-90074.
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С помощью лазерного сканирующего виброметра измерены амплитуды и фазы колебательной ско-
рости сдвиговых волн, возбуждаемых одномерным источником в виде узкого прямоугольного брус-
ка в гелеобразной среде. Измерялись колебания 26 пластинок, отражающих лазерный луч и распо-
ложенных внутри оптически прозрачного фантома вдоль отрезка длиной 84.5 мм на расстоянии
20 мм от источника. В непрерывном режиме измерены угловые распределения амплитуды и фазы
сдвиговых волн на дискретных частотах от 59 до 500 Гц. В импульсном режиме вибратор возбуждал
в среде импульс длительностью 1.5 периода частоты 300 Гц. Амплитуды и фазы сдвиговых волн вы-
числялись путем быстрого преобразования Фурье временного профиля скорости колебаний пла-
стинок длительностью 50 мс. Угловые распределения амплитуды, измеренные в импульсном и не-
прерывном режимах, качественно совпадают. На всех частотах распределения симметричны по от-
ношению к вертикальной оси. Максимум амплитуды колебаний наблюдается при углах, близких к
±45°. Скорость сдвиговых волн, рассчитанная по измеренным фазовым распределениям, возраста-
ет от 2 до 2.5 м/с при изменении частоты от 50 до 500 Гц. Показано, что такое поведение скорости
хорошо описывается релаксационной моделью среды с одним временем релаксации, равным 0.3 мс.
Затухание сдвиговой волны зависит от частоты и превышает 1 см–1 для волн с частотами более 250 Гц.
Максимум затухания на длину волны наблюдается вблизи частоты релаксации среды в диапазоне
300–400 Гц. Полученные результаты могут быть использованы при оптимизации устройств для из-
мерения упругости мягких тканей.

Ключевые слова: лазерная виброметрия, сдвиговые волны, вязкоупругая среда, одномерный вибра-
тор, релаксационная модель среды
DOI: 10.31857/S0320791923600634, EDN: CQHJXF

ВВЕДЕНИЕ
Сдвиговая упругость мягких тканей является

информативным параметром при диагностике
различных заболеваний [1]. В современных уль-
тразвуковых диагностических приборах эксперт-
ного класса имеются специальные режимы, поз-
воляющие визуализировать и измерять распреде-
ление сдвигового модуля в различных органах и
выявлять патологические изменения. Они осно-
ваны на возбуждении сдвиговых волн сфокусиро-
ванным ультразвуком и их последующей реги-
страцией путем корреляционной обработки
пробных УЗ импульсов, рассеянных на приходя-
щих в движение частицах среды [2, 3]. Альтерна-
тивой может служить метод измерения упругости
ткани, в основе которого лежит возбуждение низ-

кочастотных колебаний на поверхности тканей и
измерение скорости сдвиговых волн, распростра-
няющихся в объеме среды [4–6]. Использование
низкочастотных вибраторов является привлека-
тельным с точки зрения простоты и относитель-
ной дешевизны таких устройств. Однако сильное
затухание сдвиговых волн с частотами порядка
нескольких сотен Гц ограничивает глубину диа-
гностики тканей несколькими сантиметрами.
Уменьшение частоты приводит к падению про-
странственного разрешения, что снижает диагно-
стическую ценность результатов. Следует также
учитывать, что измерения проводятся в ближнем
поле низкочастотных вибраторов, простран-
ственная структура которого достаточно сложна.
С такой проблемой постоянно сталкиваются раз-
работчики устройств оптической эластографии, в
которых смещения частиц среды измеряются ме-
тодом оптической когерентной томографии [7].

Дополнительная информация для этой статьи доступна по
doi 10.31857/S0320791923600634 для авторизованных поль-
зователей.
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В связи с этим постоянно развиваются теоретиче-
ские подходы и экспериментальные методы, поз-
воляющие достаточно точно описывать структуру
поля низкочастотных вибраторов в гелеобразной
среде. Использование лазерного виброметра,
способного бесконтактно измерять колебания
частиц среды под действием сдвиговых волн, яв-
ляется перспективным для решения указанной
проблемы [8]. Целью настоящей работы было
изучение пространственной структуры сдвиго-
вых волн, возбуждаемых одномерным источни-
ком в гелеобразной среде, методом лазерной виб-
рометрии.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Измерения колебательной скорости v сдвиго-
вых упругих волн, возбуждаемых низкочастот-
ным излучателем, проводились в желатиновом
фантоме 1 цилиндрической формы диаметром
100 мм и высотой 60 мм (рис. 1). Фантом находил-
ся в пластиковой емкости, его нижняя и верхняя
поверхности были свободны. На расстоянии 20 мм
от нижней границы вдоль диаметральной линии
располагались 26 пластинок 2 размером 2 × 2 мм,
изготовленных из тонкой алюминиевой фольги.
Зазор между соседними пластинками составлял
1.3 мм с погрешностью, не превышающей 0.1 мм.
Пластинки были хорошо видны в оптически про-
зрачном фантоме и служили отражателями лазер-
ного излучения виброметра.

В качестве низкочастотного излучателя 3 ис-
пользовался брусок квадратного сечения со сто-
роной 8 мм и длиной 50 мм, который совершал

колебания вдоль вертикальной оси z. Брусок при-
слонялся к нижней свободной поверхности фан-
тома и устанавливался так, чтобы его длинная
сторона была перпендикулярна линии отража-
тельных пластинок, а геометрический центр на-
ходился на вертикальной оси фантома. Фантом
закреплялся в подвижном держателе 4 на высоте,
позволяющей установить под ним низкочастот-
ный излучатель. Колебания на частотах 50–500 Гц
возбуждались с помощью вибратора 5 Brüel &
Kjær 4810, который подключался к генератору
сигналов 6 Rigol DG1062Z. Амплитуда колебаний
излучателя измерялась одноосным акселеромет-
ром 7 Brüel & Kjær 8305, который был подключен
к входу осциллографа 8 Keysight DSO9104A через
усилитель заряда 9 Brüel & Kjær 2635. Подвижная
часть вибратора 5, акселерометр 7 и брусок 3
жестко соединялись друг с другом с помощью
резьбового соединения. При измерениях в непре-
рывном режиме амплитуда ускорения излучателя
на всех частотах была примерно одинаковой и со-
ставляла 6 м/с2. Сдвиговая волна, возбуждаемая
излучателем, распространялась в гелеобразной
среде и вызывала колебания отражающих пласти-
нок. Поскольку пластинки были легкими и вмо-
роженными в среду, то скорость их колебаний со-
ответствовала колебательной скорости волны v.
Измерения скорости колебаний отражающих
пластинок производились с помощью сканирую-
щего лазерного виброметра 10 Polytec PSV-300,
подключенного к компьютеру 11. Синхрониза-
ция виброметра осуществлялась сигналом гене-
ратора 6. В процессе измерений скорости колеба-
ний пластинок луч виброметра сканировался
вдоль продольной оси x в диапазоне от –43.2 до

Рис. 1. (a) − Схема экспериментальной установки. 1 – желатиновый фантом, 2 – отражающие пластинки, 3 – низко-
частотный излучатель, 4 – держатель, 5 – вибратор, 6 – генератор сигналов, 7 – акселерометр, 8 – осциллограф, 9 –
усилитель заряда, 10 – лазерный виброметр, 11 – компьютер. (б) − Схема распространения фронта цилиндрической
сдвиговой волны.
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+42 мм, что соответствовало изменению угла ска-
нирования от –11° до +11°. Нулевое значение угла
сканирования, отсчитываемого от вертикали, со-
ответствовало направлению на центр излучателя.
При таких малых углах скорость, измеряемая
вдоль направления лазерного луча, соответство-
вала вертикальной компоненте с погрешностью
менее 2%. На каждой пластинке измерения про-
водились в четырех последовательных точках,
расположенных на расстоянии 0.6 мм друг от дру-
га вдоль линии сканирования. В режиме непре-
рывных колебаний вибратора колебательная ско-
рость волны измерялась на дискретных частотах:
59, 96, 150, 200, 250, 300, 400, 500 Гц. Время накоп-
ления сигнала при измерениях в одной точке со-
ставляло 2 с, что позволяло измерять колебатель-
ную скорость в полосе от 0 до 1 кГц с разрешени-
ем 0.5 Гц.

На рис. 1б представлена схема распростране-
ния фронта цилиндрической сдвиговой волны.
Излучатель, расположенный на расстоянии h от
линии пластинок, изображен в виде заштрихо-
ванного прямоугольника. Измерения проводи-
лись в дискретных точках с координатами xjk, где
j = 1, 2, …, 26 соответствует номеру пластинки, k =
= 1, 2, 3, 4 – номеру точки на пластинке. Нумера-
ция точек начиналась с крайней правой точки
(x11 = 42 мм). В режиме непрерывных колебаний с
частотой ω в каждой точке xjk измерялась колеба-

тельная скорость волны , где Vjk,
Φjk – амплитуда и фаза колебательной скорости
волны. Фаза волны Φjk сдвинута по отношению к
фазе Φ0 в точке x = 0 на величину

(1)

где ljk – разность хода волн, приходящих в точки с
координатами x = 0 и xjk, ct – фазовая скорость
сдвиговой волны, ω = 2πf – круговая частота волны.

− ω +Φ=v
( )jki t

jk jkV e

( )ω ωΦ − Φ = = + −2 2
0 ,jk jk jk

t t

l h x h
c c

На рис. 2а, 2б показаны результаты измерений
фазы волны на частоте 200 и 400 Гц в различных
точках на поверхности пластинок в зависимости
от разности хода ljk. Точки сгруппированы по че-
тыре по числу измерений на каждой пластине. По
мере удаления точек от излучателя абсолютное
значение фазы волны увеличивается. Эти данные
аппроксимировались линейной зависимостью

 методом наименьших квадратов. Фазо-
вая скорость сдвиговой волны на фиксированной
частоте f рассчитывалась по формуле .

При измерениях в импульсном режиме на низ-
кочастотный вибратор подавалось напряжение
длительностью в один период частоты 300 Гц с
периодом повторения 1 с. Производилась запись
временного профиля скорости колебаний пла-
стинок с частотой дискретизации 5120 Гц. Дли-
тельность записи составляла 0.2 мс, что соответ-
ствовало 1024 дискретным отсчетам. Профиль
скорости фильтровался в полосе от 100 до 420 Гц.

Для вычисления амплитуды и фазы скорости
колебаний пластинок в импульсном режиме ис-
пользовался спектральный анализ профилей ско-
рости [9]. Профили колебательных скоростей v,
измеренные в центральных точках четвертой и
одиннадцатой пластинок с координатами x = 30.8
и 8.5 мм, показаны на рис. 3а пунктирной и
сплошной линиями соответственно. Профиль
высокоамплитудной части каждого импульса
имеет длительность порядка 1.5 периода колеба-
ний частоты 300 Гц, что соответствует виду про-
филя колебаний поверхности излучателя (штри-
ховая линия в начале временной оси). Скорость
колебаний излучателя надежно детектировалась,
поскольку его поверхность была отполирована и
служила хорошим отражателем лазерного луча.
Мы считали, что форма сдвиговой волны, рас-
пространяющейся в среде и вызывающей колеба-
ния пластинок, имеет такой же вид. С увеличени-
ем координаты x время прихода высокоамплитуд-

Φ = +al b

−= π 12tc fa

Рис. 2. Зависимости фазы сдвиговой волны от разности хода l, измеренные для (а, б) – непрерывного и (в) – импульс-
ного режимов. Аппроксимации линейными зависимостями, построенными методом наименьших квадратов, показа-
ны линиями. Частота волны (а) – 200, (б) – 400, (в) – 120 Гц.
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ной части импульса сдвиговой волны также
увеличивается. Для вычислений амплитудного и
фазового спектров применялось быстрое преоб-
разование Фурье (БПФ) для сигнала во временном
окне длительностью 50 мс, что соответствовало
256 отсчетам (рис. 3б). В этом окне из профиля
измеренного импульса выделялась его высокоам-
плитудная часть, соответствующая сдвиговой
волне, а все остальные отсчеты обнулялись (жир-
ная линия на рис. 3б). Были рассчитаны спектры
импульсов на различных расстояниях от излуча-
теля в диапазоне 80–420 Гц с дискретностью 20 Гц.
На рис. 2в показан результат расчетов фазы вол-
ны на частоте 120 Гц в зависимости от разности
хода ljk. Погрешность вычисления фазовой скоро-
сти определяется разбросом измеренных фаз.
Наибольшие погрешности (3–3.5%) наблюда-
лись для частот менее 150 Гц и более 350 Гц, наи-
меньшие (1–1.5%) – для частот 220–320 Гц. Наи-
большие флуктуации фазы на фиксированной ча-
стоте отмечены либо для больших значений
разности хода ljk (рис. 2б), т.е. при измерениях на
самых удаленных от излучателя пластинках, либо
для измерений фазы на пластинках вблизи верти-
кали (0 < ljk < 3 мм). В диапазоне 3 < ljk < 20 мм от-
клонение измеренных фаз от аппроксимирую-
щей линейной зависимости было минимальным.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗМЕРЕНИЙ

Зависимости амплитуды вертикальной компо-
ненты скорости колебаний пластин от угла θ, из-
меренные на частотах 150–300 Гц в непрерывном
и импульсном режимах, представлены на рис. 4
соответственно кружками и квадратами. Каждый
символ соответствует амплитуде скорости коле-

баний пластины, усредненной по измерениям в
четырех точках пластины. Амплитуды нормиро-
вались на максимальные значения для каждого из
режимов измерения. Для наглядности символы
соединены линиями. Положительное значение
угла θ соответствует направлению положитель-
ной оси x, θ = 0 для вертикали.

Характер угловых распределений, измеренных
в импульсном и непрерывном режимах, каче-
ственно совпадает. На всех частотах распределе-
ния симметричны по отношению к вертикальной
оси. Максимум амплитуды колебаний наблюда-
ется при углах, близких к ±45°. Поскольку изме-
рения проводились в ближнем поле, то угловые
распределения имеют сложный вид, присутствуют
дополнительные максимумы. Эти особенности хо-
рошо видны на частоте 150 Гц (рис. 4а). Ширина
основных лепестков составляет порядка 10°. На
частотах 150 и 300 Гц вблизи углов θ = 0 амплитуда
вертикальной компоненты скорости составляет
порядка 0.6 от максимума, хотя в дальнем поле
сдвиговые волны, распространяющиеся в верти-
кальном направлении, должны иметь только по-
перечную компоненту. На частотах 200 и 250 Гц
амплитуда вертикальной компоненты колеба-
тельной скорости волн, движущихся в направле-
нии θ = 0, минимальна, что является ожидаемым
для сдвиговых волн.

Зависимости фазовой скорости ct от частоты,
измеренные в непрерывном и импульсном режи-
мах, представлены на рис. 5а символами. В диапа-
зоне 250–400 Гц оба метода дают довольно близ-
кие результаты. В непрерывном режиме на часто-
тах ниже 100 Гц сказывается влияние волн,
возникающих при отражении от границ. В обла-
сти низких частот затухание сдвиговых волн срав-

Рис. 3. (а) – Профили скорости колебаний пластинок, измеренные в центральных точках четвертой (x = 8.5 мм, кривая 1)
и одиннадцатой (x = 30.8 мм, кривая 2) пластинок. Кривая 3 – профиль скорости колебаний поверхности излучателя.
(б) – Высокоамплитудная часть импульсного сигнала (кривая 1), выделенная из всего измеренного сигнала в одинна-
дцатой точке (кривая 2), для которой рассчитывался спектр методом БПФ.
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нительно мало, что приводит к росту амплитуды
волн, отраженных от границ. Отраженные волны
интерферируют с падающей волной, в результате
чего в структуре поля образуется заметная стоя-
чая волна. Возникает систематическая погреш-
ность в измерениях скорости волны по изменению
фазы с расстоянием. Скорее всего такой эффект
обусловил существенное завышение измеренных
значений скорости волн на частотах 59 и 96 Гц,
которые обведены на рис. 5а кружком. Следует
отметить, что случайная погрешность в измере-
нии скоростей на указанных частотах не превышает
погрешность в области более высоких частот.

В дополнительных материалах к статье имеют-
ся 8 видеофайлов в формате MP4, которые содер-
жат анимацию колебаний всех 104 точек на
26 пластинках, измеренных в непрерывном ре-
жиме на частотах 59, 96, 200, и 250 Гц. В названии
файлов указывается частота колебаний и назва-
ние горизонтальной координаты (это либо коор-
дината x (59Hz_X) либо разность хода волн l
(59Hz_L)). Можно наглядно проследить, как из-
меняются амплитуда и фаза колебаний пласти-
нок под действием волны во всем диапазоне рас-
стояний x и при различных значениях разности
хода волн l.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Напряжение в гелеобразной среде складывает-
ся из упругого напряжения, пропорционального
деформации, и релаксационного напряжения,
которое определяется производной деформации
по времени. Механическая модель такой среды
может быть представлена в виде параллельного
соединения пружинки с модулем μ0 и максвел-
ловской схемы в виде последовательного соеди-
нения пружинки с динамическим модулем упру-
гости μ1 и демпфера с релаксирующей вязкостью η1
(рис. 6). Это случай линейной среды с одним вре-
менем релаксации τ, которое определяется пара-
метрами максвелловской схемы τ = η1/μ1. Модуль μ0
имеет смысл статического модуля сдвиговой
упругости [10].

При деформации гелеобразной среды на вели-
чину ε в ней возникает механическое напряжение σ,
которое складывается из напряжения пружинки

 и напряжения в максвелловской схеме σ1:
. Выразим напряжение в максвеллов-

ской схеме σ1 через деформацию пружинки
 и демпфера εd, где .

Учтем, что деформация всей максвелловской схемы
ε есть сумма деформаций ее элементов: ε = εs + εd. То-
гда можно записать следующее уравнение:

∞ = 0σ μ ε
∞σ = σ + σ1

ε = σ μ1 1s ε = σ η1 1d dd t

Рис. 4. Распределения нормированной амплитуды скорости колебаний пластин от угла θ для непрерывного (кружки)
и импульсного (квадраты) режимов излучения, измеренные на частотах (а) – 150, (б) – 200, (в) – 250, (г) – 300 Гц.
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(2)

При исследовании гармонических колебаний за-
меним производные d/dt в (2) на iω. Тогда связь
между напряжением и деформацией запишется в
виде:

σ σ η ε+ =
τ τ

1 1 1d d .
d dt t

ωη σ = μ + ε = με 
 + ωτ

1
0 ,

1
i

i

где μ – комплексный модуль сдвига: .

Представим μ в виде , где

 – действительная часть,

 – мнимая часть модуля сдвига.

Зная модули μr и μi, можно рассчитать скорость ct
и коэффициент затухания α плоской сдвиговой
волны в зависимости от частоты:

(3)

где . Параметры μ1 и τ в формулах (3) опре-

деляются путем подбора таким образом, чтобы
минимизировать среднеквадратичное отклоне-
ние рассчитанных значений от эксперименталь-
ных данных. Кривые 1 и 2 на рис. 5а рассчитаны
соответственно для параметров (μ1 = 4 кПа, τ =
= 0.3 мс) и (μ1 = 5 кПа, τ = 0.3 мс). Кривая 1 опти-
мальна в области частот 100–300 Гц, в диапазоне
300–500 Гц экспериментальные данные лучше
описывает кривая 2 с более высоким динамиче-
ским модулем μ1. При подборе теоретических за-
висимостей не учитывались измерения на часто-
тах 59, 80 и 96 Гц (обведены кружком), которые
очень сильно отличались от значений на более
высоких частотах. Для обеих теоретических зави-
симостей значение времени релаксации одинако-

ωημ = μ +
+ ωτ

1
0 1

i
i

μ = μ + μr ii
ω τμ = μ + μ
+ ω τ

2 2

0 1 2 21
r

ωτμ = μ
+ ω τ

1 2 21
i

μ + γ + γ −=
ρ γ

ρ + γ −α = ω
μ + γ

2 2

2

2

2

2(1 )( 1 1),

( 1 1),
2(1 )

r
t

r

c

μγ =
μ

i

r

Рис. 5. (а) – Измеренные зависимости фазовой скорости сдвиговых волн от частоты для непрерывного (кружки) и им-
пульсного (квадраты) режимов излучения. Кривые 1 и 2 рассчитаны для параметров (μ1 = 4 кПа, τ = 0.3 мс) и (μ1 =
= 5 кПа, τ = 0.3 мс). Не учитывались измерения, обведенные кружком. (б) – Зависимости коэффициента затухания α
(линии 1, 2) и произведения αλ (линии 1', 2 '), рассчитанные для параметров, определенных на рис. 5а.
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во и равно 0.3 мс. Значения коэффициента сдви-
говой вязкости η1= μ1τ получились соответствен-
но 1.2 и 1.5 Па · с для кривых 1 и 2. На рис. 5б
показаны рассчитанные по формуле (3) частотные
зависимости коэффициента затухания плоской
сдвиговой волны α и произведения αλ, характе-
ризующего затухание на одной длине волны.
Кривые 1 и 2 рассчитаны соответственно для
μ1 = 4 кПа, τ = 0.3 мс и μ1 = 5 кПа, τ = 0.3 мс. За-
тухание сдвиговой волны достаточно существен-
но и превышает 1 см–1 для волн с частотами более
250 Гц. Максимум затухания на длину волны αλ
наблюдается в диапазоне частот 300–400 Гц, и в
этом диапазоне находится частота релаксации ге-
леобразной среды. Отметим, что рассчитанные
параметры μ0, μ1, η1 полностью определяют вяз-
коупругие свойства гелеобразной среды в диапа-
зоне 0–500 Гц и позволяют достаточно точно
описать распространение упругих волн в такой
среде.

В полупространстве упругой среды, на грани-
це которой находится вибрирующий источник,
возникают волны нескольких типов. Вдали от ис-
точника это продольная и сдвиговая волны, ско-
рости которых определяются модулями объемного
сжатия M и модулем Юнга E соответственно [11].
В гелеобразной среде M  E, вследствие чего ско-
рость продольной волны значительно выше ско-
рости сдвиговой волны. В ближнем поле допол-
нительно возникает так называемая продольная
сдвиговая волна (LSW – Longitudinal Shear Wave),
имеющая компоненту колебательной скорости
вдоль волнового вектора [12, 13]. При этом ско-
рость распространения этой волны в ближнем
поле совпадает со скоростью сдвиговой волны.
Наличие LSW-волн в ближнем поле вибраторов
используется в оптической когерентной эласто-
графии, где измеряется только вертикальная ком-
понента смещений частиц среды, вызванная
LSW-волной [7]. Возможно, что полученные в на-
ших измерениях (рис. 4) достаточно большие зна-
чения вертикальной компоненты скорости в на-
правлении вертикали обусловлены именно про-
явлением LSW-волн. Понимание структуры поля
вблизи колеблющегося источника позволит вы-
брать оптимальную форму и размер излучателя с
целью повышения амплитуды LSW-волн и повы-
шения эффективности доплеровского измерите-
ля сдвиговой упругости мягких тканей [5, 6]. Из-
лучатель в виде двух соединенных между собой
параллельных брусков создает в плоскости сим-
метрии на определенной глубине область макси-
мальной амплитуды вертикальной компоненты
скорости за счет конструктивного сложения волн
от каждого бруска. Варьируя расстояние между
брусками, можно изменять глубину, на которой
будет наблюдаться зона максимальной амплитуды.

@

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Актуальность задачи измерения упругих пара-
метров гелеобразных сред значительно возросла в
последнее десятилетие, что связано с успехами в
инженерии мягких тканей [14]. Гидрогели раз-
личного химического состава часто используют в
качестве скелетной структуры, куда помещаются
стволовые клетки для прорастания и формирова-
ния специфических тканей [15]. Вязкоупругие
свойства формируемой ткани зависят как от ме-
ханических свойств гидрогеля, так и от структуры
клеток. Для оценки вязкоупругих параметров ис-
ходных гидрогелей и формируемой ткани часто
используют методы атомно-силовой микроско-
пии (АСМ), при которых измеряется реакция ко-
леблющегося кантелевера при его контакте с по-
верхностью среды. Частота вибраций кантелевера
достигает несколько сотен Гц, а локальность
определяется его размером, составляющим де-
сятки мкм [16]. Для расчета вязкоупругих пара-
метров гидрогелей и биологических тканей по ре-
зультатам измерений АСМ используются меха-
нические модели сред, как простые, как в нашей
работе, так и более сложные [17]. В частности,
анизотропные ткани типа мышечной с волокни-
стой структурой хорошо описываются моделью
двухкомпонентной среды [18]. Включение упру-
гого элемента с нелинейной зависимостью де-
формации от напряжения позволяет описать по-
ведение гелеобразной среды при повышенных
нагрузках [19]. В нашей работе показывается, что
лазерная виброметрия оптически прозрачных
гидрогелей является перспективным и достаточно
точным методом измерения их вязкоупругих па-
раметров.

Работа В.Г. Андреева и Ш.А. Асфандиярова по
проведению эксперимента и созданию феноме-
нологической модели выполнена при поддержке
гранта Российского научного фонда № 22-22-
00751, https://rscf.ru/project/22-22-00751/.
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Предложен метод одномерной деконволюции с использованием регуляризации Тихонова для улуч-
шения трехмерных оптоакустических изображений in vivo. Метод использует адаптивную самока-
либровку для устранения частотно-зависимых искажений, связанных с распространением и регистра-
цией ультразвука. Адаптируясь к неоднородным частотным характеристикам исследуемой среды, метод
не требует дополнительных калибровочных экспериментов. Время обработки трехмерных оптоаку-
стических данных размером 200 × 200 × 100 вокселей составляет менее 5 мс, позволяя улучшать ан-
гиографические изображения в режиме реального времени и повышать эффективное простран-
ственное разрешение на более чем 50%.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Фототермальные эффекты в настоящее время

объединяют целый ряд направлений научных ис-
следований, основные достижения в которых
приведены в обзорных работах [1–7]. Наиболее
популярным направлением исследований явля-
ется оптоакустическая (ОА) визуализация хромо-
форов биологических тканей [3–7], диагностиче-
ские возможности которой напрямую зависят от
качества ОА изображений.

Задача ОА визуализации пространственного
распределения хромофоров неразрывно связана с
учетом частотных и геометрических характери-
стик лазерного источника и ультразвукового при-
емника, а также особенностей распространения
оптического и акустического излучения в иссле-
дуемой среде [8]. Методам построения ОА изоб-
ражений, основанным на модельном описании
эффектов, сопровождающих распространение и
регистрацию ОА импульсов, посвящено немало
работ [9–16]. Однако, повышение качества ОА
изображений может быть основано и на феноме-
нологическом учете эффектов, сопровождающих
процессы распространения и регистрации ОА
импульсов. Характерными примерами являются

эффекты дифракции и затухания ультразвука
[17], способствующие подавлению высокочастот-
ных компонент в спектрах ОА импульсов [18]. На
ангиографических ОА изображениях данные эф-
фекты могут проявляться, например, как относи-
тельное уменьшение контрастности объектов ма-
лого диаметра, таких как капилляры. В рамках
феноменологических подходов, компенсация
эффектов частотно-зависимого затухания может
быть достигнута за счет применения алгоритмов
машинного обучения [19, 20], а также за счет при-
менения методов обратной свертки [21–24]. В ча-
сти работ [23, 24] для нахождения фильтра свертки
рекомендовалось использовать Тихоновскую ре-
гуляризацию.

В нашей работе мы исследуем возможности
упрощенного практического применения извест-
ных подходов [23, 24], ограничиваясь феномено-
логическим описанием эффектов, влияющих на
спектры оптоакустических сигналов при их рас-
пространении и измерении. Вычислять фильтр
свертки мы предлагаем с помощью адаптивной
самокалибровки, используя в качестве обучаю-
щего оптоакустического сигнала один из экспе-
риментальных А-сканов, уже содержащихся в

УДК 535.211:534.612

АКУСТИКА ЖИВЫХ СИСТЕМ.
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улучшаемом оптоакустическом изображении
[25]. В отличие от работ [23, 24], все эксперимен-
тальные данные для нашей работы были получены с
использованием ультразвуковой антенны со сверх-
широкой полосой приема 100 кГц–100 МГц [26].

2. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

2.1. Теория

Рассмотрим изолированный кровеносный со-
суд в точке r0, на который производится импульс-
ное лазерное воздействие. В результате локально-
го термоупругого нагрева содержащегося внутри
сосуда гемоглобина, рождается волна давления,
которая в идеализированном трехмерном случае
[5] является в точке r0 симметричным биполяр-
ным ОА импульсом IR(r0, t). Результат измерения
той же волны давления ультразвуковым прием-
ником Ascan(r1, t), расположенным в другой точке
r1, может существенно отличаться от IR(r0, t). На
результаты измерения Ascan(r1, t) могут влиять эф-
фекты распространения ультразвуковых волн, а
также антенные эффекты – ограниченность
апертуры и неоднородная чувствительность в ча-
стотной полосе приема. Оставаясь в рамках фе-
номенологического учета эффектов среды и ан-
тенны, удобно предположить, что существует
фильтр свертки F(t), ответственный за преобра-
зование Ascan(r1, t) в IR(r0, t):

(1)

Для нахождения неизвестного фильтра F(t) дли-
ной N удобно записать свертку двух векторов (1) в
дискретной форме в виде системы линейных ал-
гебраических уравнений (СЛАУ):

(2)

где матрица Aij составлена из компонент вектора
 длиной M по типу матрицы Теплица. По-

скольку на практике длина А-скана обычно
превышает длительность ОА импульсов от от-
дельных кровеносных сосудов, система (2) как
правило является переопределенной (M > N) и
для нахождения ее приближенного решения хо-
рошо подходят методы регуляризации. В соот-
ветствии с методом Тихонова фильтр  может
быть найден как минимум функционала

. С учетом определения нор-
мы , получим следующее выраже-
ние для искомого фильтра:

(3)

где , I – единичная матрица, β – пара-
метр регуляризации.
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2.2. Программная реализация

Численный алгоритм (рис. 1), предназначен-
ный для вычисления фильтра , был реализован
нами в пакете MATLAB® (MathWorksInc., USA) и
предоставлен в открытом доступе [27]. Для на-
хождения функции фильтрации F использовалась
так называемая самокалибровка, когда в качестве
калибровочного сигнала Ascan(r1, t) использовался
один из A-сканов улучшаемого ОА изображения
(в случае ангиограммы – соответствующий кро-
веносному сосуду минимального размера, распо-
ложенному в фокусе приемной антенны). Идеа-
лизированный биполярный импульсный отклик
IR(r0, t) формировался в виде вектора размерно-
сти M, содержащего две ненулевые компоненты
(±1). Фильтр свертки F рассчитывался по форму-
ле (3) за конечное число итераций k, в рамках ко-
торых осуществлялась оптимизация параметра
регуляризации β при фиксированных длинах
фильтра N = 3, 4 и 5. В качестве критерия опти-
мальности использовалась относительная сте-
пень сжатия фильтром F исходного сигнала:

(4)

где метрика  (Full Width at Half Maxi-
mum) – число отсчетов выше уровня ½ от макси-
мума сигнала abs(Hilbert(Ascan(r1, t)F(t))), пред-
ставляющего собой огибающую обработанного
А-скана на каждой итерации k. Оптимизация
считалась достигнутой, если увеличение итера-
ций k переставало приводить к увеличению пара-
метра Ck.

Свертка рассчитанного фильтра F со всеми
остальными A-сканами исходного ОА изображе-
ния была реализована во временной области. При
этом время вычислений на графическом процес-
соре GPU Nvidia RTX 4090 (4 мс) оказалось при-
мерно в 3 раза меньше аналогичных вычислений
на CPU AMD Threadripper 3970X (12 мс).

2.3. Экспериментальная установка

Оптоакустические данные были получены на
экспериментальной установке, схема которой
приведена на рис. 2. В качестве источника зонди-
рующего излучения использовался лазер Wedge
HB (Brignt Solutions, Италия), работающий в им-
пульсном режиме на длине волны 532 нм с дли-
тельностью 1 нс, максимальной частотой повто-
рения 2 кГц, максимальной энергией в импульсе
1 мДж. Оптические импульсы доставлялись до
объекта через многомодовое оптоволокно NA = 0.22
(Thorlabs, США). Для проведения in vivo и фан-
томных экспериментов была изготовлена скани-
рующая оптико-акустическая головка, состоящая из
сферически-сфокусированного ультразвукового
датчика с фокусным расстоянием 7.6 мм и аперту-
рой 8.6 мм (BARI-NN Ltd., Россия) и выхода

F

−= ×0

0

FWHM FWHM 100%,
FWHM

k
kC

FWHM
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Рис. 1. Алгоритм обработки сигналов.

|Ascan(ti)|

|Ascan(ti)|
|Ascan(ti)||Ascan(ti)|proc |Ascan(ti)|proc

IR(ti)

F(ti)

Свертка

N, � C = (N0 – Nproc)/N0

Обратная
свертка

оптоволокна, закрепленного в центральном от-
верстии датчика. Сканирующая головка приводи-
лась в движение двумя линейными двигателями
M-664 (PI, Германия) внутри иммерсионной ка-
меры, дно которой содержало окно из прозрач-
ной полиэтиленовой пленки толщиной менее
100 мкм, через которое осуществлялся оптиче-
ский и акустический контакт с объектом исследо-
вания. Сигналы с датчика сначала проходили
через встроенный усилитель c коэффициентом
усиления K = 30, а затем подавались на вход
16-рязрядного АЦП (GaGe, США) и записыва-
лись на жесткий диск компьютера с частотой
200 МГц.

На рис. 3а представлена импульсная характе-
ристика датчика, полученная после воздействия
лазерного импульса на его поверхность. Пример
ОА-сигнала, полученного от сосуда в ткани, по-
казан на рис. 3б. Соответствующие спектры пока-
заны на рис. 3в. Сравнение двух сигналов и их
спектров демонстрирует, что амплитудно-частот-
ная характеристика акустического датчика явля-
ется значительно более равномерной, чем частот-
ные характеристики среды в том же частотном
диапазоне (до 100 МГц).

2.4. Фантомные и in vivo эксперименты
Эффективность работы разработанного алго-

ритма была продемонстрирована как на фантоме,
содержащем светопоглощающие микросферы,
так и в in vivo эксперименте по визуализации по-
верхностных сосудов ладони человека. Как в фан-
томном, так и в in vivo эксперименте между плен-
кой иммерсионной камеры и объектом наносился
тонкий слой ультразвукового геля средней вязкости
Медиагель (ООО “Гельтек-Медика”, Россия).

Фантом, имитирующий ткань, был основан на
геле, приготовленном из 88% дистиллированной
воды, 4% агар-агара (Sigma Aldrich, США) и 8%
липофундина (B. Brown, Германия). Микроча-
стицы черного полистирола со средним диамет-
ром 15 мкм (Cospheric LLC, США) были рассыпа-
ны в монослой на поверхности отвержденного ге-
ля, а затем покрыты слоем того же жидкого геля
толщиной 1 мм. Фантом помещался на горизон-
тальную плоскую поверхность и сканировался в
диапазоне 5 × 5 мм с шагом 25 мкм. Фокус ультра-
звукового датчика при этом был наведен на моно-
слой микросфер.

In vivo эксперимент проводился с участием
26-летнего здорового добровольца из группы ис-
следователей. Во время эксперимента рука распо-
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лагалась ладонью вверх так, чтобы исследуемая
область возвышения большого пальца была па-
раллельна плоскости сканирования (рис. 2). Уль-
тразвуковой датчик устанавливался так, чтобы
его геометрический фокус располагался на глуби-
не 1 мм от поверхности ткани. Область размером
5 × 5 мм сканировалась с шагом 25 мкм. Диапазон
диаметров исследуемых сосудов при этом составлял
от нескольких десятков микрометров до ~100 мкм.

В ходе экспериментов с добровольцем энергия
лазерных импульсов не превышала 100 мкДж, а
освещенность на поверхности тканей не превы-
шала 2.5 мДж/см2, что находилось в безопасных
пределах (20 мДж/см2) по стандартам Американ-
ского национального института стандартов (ANSI).
Диаметр оптического пятна на поверхности тка-
ней составлял порядка 2.4 мм при расстоянии до

поверхности 6 мм и диаметре сердцевины волок-
на 400 мкм.

Для обработки были использованы данные из
области вблизи геометрического фокуса акусти-
ческого датчика (r = 6700 ± 375 мкм). Таким обра-
зом, на своем пути к детектору ультразвуковой
сигнал проходил через слой фантома толщиной
1 мм, через тонкие слои геля и изолирующей
пленки, и через слой воды толщиной около 6 мм.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 4 показаны исходные ОА-изображе-
ния сферических включений в фантоме биоло-
гической ткани (рис. 4а, 4б) и соответствующие им
ОА-изображения после деконволюции (рис. 4в, 4г).
Параметры фильтра, подобранные в рамках про-

Рис. 2. Оптоакустическая установка. (а) – Фотография оптико-акустической головки в процессе сканирования сосу-
дов ладони человека. (б) – Схема установки.
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Рис. 3. (а) – Импульсная переходная характеристика датчика, (б) – пример ОА-сигнала, принятого от сосуда и (в) –
соответствующие спектры.
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Таблица 1. Количественные характеристики ОА-изображений фантома биоткани и ткани руки человека до и
после фильтрации

Способ отыскания фильтра
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ив
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я 
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м
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Название фильтра FPh FPh FF FH

Объект исследования Фантом Рука
Исходное значение пикового отношения сигнал/шум, дБ 66.3 54.5
Эффективный размер объекта до обработки (FWHM0) 7 16
Значение пикового отношения сигнал/шум после обработки, дБ 66.8 57 56.8 58.3
Эффективный размер объекта после обработки (FWHM) 5 13 12 4
Степень сжатия изображения исследуемого объекта (С), % 28.6 18.8 25 75

Рис. 4. ОА-изображения сферических включений в фантоме (а, б) – до и (в, г) – после обработки фильтром свертки.
На изображениях (б) и (г) приведены увеличенные области в окрестности отдельного включения, выделенные на
изображениях (а) и (в) рамкой. Графики справа от изображений представляют отмеченные в центре изображений (б)
и (г) одномерные А-сканы (вдоль оси датчика) и профили ОА сигналов в поперечном направлении.
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цедуры адаптивной самокалибровки, составили:
длина фильтра свертки N = 3, параметр регуляри-
зации β = 0.0194.

На рис. 5 показаны исходные (рис. 5а, 5б) и об-
работанные (рис. 5в, 5г) ОА-изображения, полу-
ченные в экспериментах на тканях ладони человека
in vivo. Адаптивная калибровка осуществлялась по
А-скану, отмеченному в центре увеличенной об-
ласти визуализации (рис. 5б), при этом парамет-
ры Тихоновской деконволюции составили: N = 3,
β = 0.0475.

Сопоставление изображений на рис. 5а, 5б и
на рис. 5в, 5г, а также исходных (справа от рис. 5б)
и преобразованных (справа от рис. 5г) одномер-
ных сканов показывает, что предлагаемая обра-
ботка позволяет получить более четкое изображе-
ние сосудов за счет сжатия исходных сигналов.

В таблице приведены результаты сравнения
различных способов фильтрации: FPh и FH –
фильтры свертки, найденные для изображений
фантома и руки in vivo; FF – фильтр высоких ча-
стот с частотой среза 14.4 МГц, найденной мето-
дом деления отрезка пополам в Фурье-области по
критерию максимальности сжатия того же “обу-

чающего” A-скана. На рис. 6 представлены ча-
стотные характеристики найденных фильтров и
соответствующие им степени сжатия исходных
сигналов.

Из таблицы и рис. 6 видно, что любой метод
обработки обеспечивает повышение простран-
ственного разрешения, но эффективность сжатия
изображения объектов оказывается разной. При
фильтрации изображения оптимизированным
Фурье-фильтром высоких частот, найденным по
спектру “обучающего” скана, удается достичь
уровня сжатия 25% и получить увеличение отно-
шения сигнал/шум на 2.3 дБ. При использовании
фильтра свертки, предварительно найденного на
фантоме, имитирующем ткань, степень сжатия
изображения сосудов тканей руки составляет все-
го 19%, а отношение сигнал/шум увеличивается
на 2.5 дБ. Наилучшие результаты получаются, ко-
гда используется предложенный метод адаптив-
ной самокалибровки, т.е. фильтр свертки опреде-
ляется непосредственно из “обучающего” А-ска-
на исходного изображения. В этом случае удается
достичь пикового сжатия 75-процентного уровня
с общей шириной пика в 4 тактовые точки (соот-

Рис. 5. ОА-изображения сосудов ладони человека (а, б) – до и (в, г) – после обработки фильтром свертки. На изобра-
жениях (б) и (г) приведены увеличенные области в окрестности выбранного обучающего А-скана, выделенные на
изображениях (а) и (в) рамкой. Графики справа от изображений представляют отмеченные на изображениях (б) и (г)
одномерные А-сканы (вдоль оси датчика) и профили ОА сигналов в поперечном направлении.
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ветствует размеру сосуда 30 микрон). Отношение
сигнал/шум при этом увеличивается на 3.8 дБ.

4. ВЫВОДЫ

Одномерная обратная свертка с Тихоновской
регуляризацией позволяет компенсировать ча-
стотно-зависимые эффекты, проявляющиеся при
распространении и регистрации ультразвука, бо-
лее чем на 50% улучшая пространственное разре-
шение оптоакустических ангиограмм. Адаптив-
ная самокалибровка устраняет необходимость в
предварительных калибровочных экспериментах,
расширяя возможность применения оптоакусти-
ческой визуализации на in vivo приложения, тре-
бующие повышенной точности измерений в ре-
жиме реального времени.

Коллектив соавторов выражает благодарность
сотрудникам Института прикладной физики
РАН за инженерный вклад в разработку оптоаку-
стического микроскопа, использованного при

проведении исследований: М. Прудникову,
В. Воробьеву, В. Казакову, Р. Кобзеву, С. Пожи-
даеву, В. Котоминой.

Разработка оптоакустического микроскопа и по-
лучение экспериментальных данных были поддер-
жаны грантом РНФ (проект № 19-75-10055П).
Работы по исследованию возможностей метода
Тихоновской деконволюции с адаптивной са-
мокалибровкой и работы по оптимизации про-
граммного обеспечения для обеспечения воз-
можности деконволюции реального времени бы-
ли выполнены в рамках финансовой поддержки
Министерства науки и высшего образования РФ
по проекту НЦМУ “Центр фотоники” (проект
No. 075-15-2022-316). M. Frenz и M. Jaeger выра-
жают благодарность Швейцарскому Националь-
ному Научному Фонду (SNSF) (проект № 205320-
179038).
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Разработка компактных гидроакустических низкочастотных излучателей высокой удельной мощ-
ности связана со сложностями, обусловленными противоречивыми требованиями к габаритам,
КПД, излучаемой мощности, ширине рабочей полосы частот, технологичностью изготовления. Для
компактных излучателей габариты корпуса ограничивают возможность совмещения резонансов ак-
тивного элемента и механической колебательной системы, что затрудняет их разработку. Компакт-
ный гидроакустический преобразователь продольно-изгибного типа с излучающей поверхностью
сложной формы – “3D НЧИ” – разработан для масштабного моделирования и проверки теорети-
ческих расчетов такой конструкции, и при сравнительно малых размерах обладает высокой эффек-
тивностью. В работе приведены полученные при помощи лазерной виброметрии результаты изме-
рений в воздухе колебательных характеристик двух различных по размеру и вариантам гофрирова-
ния титановых корпусов “3D НЧИ” и собранных излучателей. Предложенные конструктивные
решения преобразователя с максимальными габаритными размерами менее 100 мм и весом пример-
но 1 кг обеспечивают чувствительность по напряжению около 1 Па м/В в рабочей полосе частот и
основной резонанс в диапазоне 1–2 кГц. “3D НЧИ” обладает высоким значением коэффициента
механической трансформации и использования присоединенной массы, а также имеет ряд других
преимуществ по сравнению с аналогичными разработками. Показано, что различия в размерах двух
представленных излучателей на 10–12% и геометрии излучающих оболочек (12 и 16 волн гофриро-
вания) приводят к различию измеренных в воздухе резонансных частот (4.0 и 3.5 кГц соответствен-
но). При этом излучатель большего размера обладает меньшим разбросом значений механического
коэффициента трансформации по гребням и впадинам корпуса, а также более плотным распреде-
лением спектральных компонент за пределами основной полосы частот.

Ключевые слова: гидроакустика, телеуправление, пьезоэлектрический преобразователь, звукопод-
водная связь, гидроакустический модем, гидроакустический излучатель, лазерная виброметрия
DOI: 10.31857/S0320791922600251, EDN: UDBQPS

ВВЕДЕНИЕ
Сфера применения низкочастотных гидроаку-

стических излучателей (НЧИ) непрерывно рас-
ширяется, а многочисленные приложения гидро-
акустики уже не ограничиваются задачами в аква-
ториях морей и океанов [1, 2]. Например, на

самолетах со взлетной массой более 27 т бортовые
самописцы содержат гидроакустические маяки
для облегчения поиска в случае падения аппарата
в водном или заболоченном районе.

Современная тенденция миниатюризации за-
трагивает и гидроакустические устройства [3].

УДК 534.134,534.143,534.442.1,534.6.08,621.3.019.1

ФИЗИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ТЕХНИЧЕСКОЙ АКУСТИКИ
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Компактные НЧИ требуются во многих задачах
гидроакустики [4]. Габариты излучателя наиболее
критичны для транспортируемых гидроакустиче-
ских буев [5], устройств навигации и связи [6], в
том числе устанавливаемых на подводных необи-
таемых аппаратах и системах аварийного опове-
щения. Все большую актуальность приобретает
разработка компактных НЧИ (размером корпуса
менее 50 см) высокой удельной мощности [7].
Как известно, КПД и рабочая частота излучателя
напрямую зависят от размера излучающей по-
верхности, который определяется как габаритами
преобразователя, так и его конструктивным
устройством. Проблематично изготовить ком-
пактный НЧИ с высокой эффективностью в ши-
рокой полосе частот [8], так как малые размеры
преобразователя затрудняют совмещение резо-
нансов активного элемента и механической коле-
бательной системы преобразователя [9].

Наибольшей технологичностью изготовления
при ограниченных размерах и высоком КПД об-
ладают преобразователи продольно-изгибного
типа (рис. 1а, 1б, 1г) [10]. Кроме того, что пара-
метры излучателей такого типа существенно зави-
сят от формы корпуса и его защитного покрытия,
типичной проблемой подобных НЧИ является
герметизация продольных прорезей, снижающих
поперечную жесткость корпуса и определяющих
рабочую частоту. Обычно такая герметизация вы-
полняется эластичными вставками с последую-
щим покрытием всего корпуса слоем полиуретана,
что сопряжено с низкой надежностью клеевых
соединений и потерями энергии в покрытии. Бо-
лее эффективным является гофрирование корпуса
(рис. 1г), например, в конструкции “3D НЧИ” –
преобразователя продольно-изгибного типа с из-
лучающей оболочкой сложной формы, что кроме
устойчивости к циклическим нагрузкам (ресурс
“3D НЧИ” составляет более 1010 циклов) имеет
очевидные технологические преимущества при
серийном изготовлении.

Корпуса “3D НЧИ” изготовлены из сплава ти-
тана Ti–6Al–4V с применением технологии по-

слойного лазерного сплавления, что обеспечивает
подтвержденную испытаниями высокую стабиль-
ность физико-механических свойств материала [11]
в совокупности с повторяемостью других техни-
ческих параметров.

Использование связанных колебательных си-
стем является одним из способов повышения эф-
фективности НЧИ. Пример подобного конструк-
тивного решения – компактный преобразователь
инерционно-изгибного типа с пьезокерамиче-
ским активным элементом (рис. 1г). Излучение
звука в этом НЧИ основано на преобразовании
изгибных колебаний пластин с вклеенными пье-
зокерамическими кольцами в возвратно-посту-
пательные колебания излучающих мембран. Ак-
тивный элемент излучателя имеет поперечную
поляризацию, изменяя диаметр при подаче элек-
трического напряжения. Ввиду исключения вли-
яния внешнего гидростатического давления на
активный элемент в таком НЧИ практически нет
дрейфа частоты по глубине. Однако небольшой
размер активного элемента и отсутствие механи-
ческого трансформатора не позволяет излучать
большую акустическую мощность [7].

Для НЧИ размером около 1 м оптимальным
техническим решением является БиконТМ – мо-
нополь встречно-поршневого типа с конусооб-
разным излучающим корпусом. НЧИ БиконТМ

(рис. 1д) имеет КПД до 70–80%, развивая акусти-
ческое давление 10 кПа при ресурсе до 1012 цик-
лов. БиконТМ можно использовать без компенса-
тора гидростатического давления на глубинах до
300–400 м.

Уменьшение габаритных размеров НЧИ по-
добного типа (менее 0.2 м) снижает чувствитель-
ность преобразователя по напряжению из-за со-
кращения длины активного элемента и падения
амплитуды колебаний излучающей оболочки.
Миниатюрный БиконТМ будет иметь невысокую
удельную мощность, поэтому излучатели встреч-
но-поршневого типа целесообразно использо-
вать при габаритных размерах корпуса НЧИ не

Рис. 1. Компактные низкочастотные излучатели.

(а) (б) (в) (г) (д)

БиконTM
3D HЧИ
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менее 0.2–0.3 м. Кроме того, из-за отсутствия ме-
ханического трансформатора, увеличивающего
амплитуду колебаний активного элемента, коэф-
фициент использования присоединенной массы
воды НЧИ типа БиконТМ достаточно низкий. Это
обстоятельство не позволяет изготовить компакт-
ные и миниатюрные НЧИ такого типа для частот
1 кГц и ниже. Для диапазона частот 1.0–2.0 кГц
НЧИ продольно-изгибного типа “3D НЧИ” и
НЧИ типа БиконТМ различаются по максималь-
ным габаритам более чем в 4 раза, а по массе – по-
чти в 25 раз. Так, излучатель типа БиконТМ для
диапазона частот 1.5–1.6 кГц (рис. 1д, справа) ве-
сит 30 кг, а “3D НЧИ” (рис. 1д, слева) для подоб-
ного диапазона частот – около 1 кг.

Сравнение разных типов НЧИ приводит к за-
кономерному выводу о том, что баланс между
размерами преобразователя, его КПД, полосой
излучаемых частот и максимальной излучаемой
акустической мощностью достигается при помо-
щи использования излучающих элементов со
специальной геометрией и пьезоэлементов, на-
груженных через механический трансформатор
на присоединенную массу воды. Поскольку пара-
метры НЧИ существенно зависят как от формы
излучающих поверхностей, так и от его размеров,
анализ резонансных характеристик компактных
“3D НЧИ” (как корпусов, так и излучателей в
сборе) и сопоставление с результатами электро-
акустических измерений [12] позволяет скоррек-
тировать направление конструкторского поиска
при разработке излучателей такой конструкции.

1. ИССЛЕДОВАНИЕ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ 
ХАРАКТЕРИСТИК И ПРОВЕРКА

РАСЧЕТОВ “3D НЧИ”

Разработка низкочастотных акустических из-
лучателей высокой удельной мощности предпо-
лагает экспериментальную проверку важнейших
параметров “3D НЧИ”, в первую очередь значе-
ний основных резонансов с целью совершенство-
вания конструкции и повышения эффективности
излучателя.

Определение резонансных характеристик
“3D НЧИ” целесообразно проводить бескон-
тактным способом, например, при помощи ла-
зерной виброметрии, основанной на эффекте До-
плера [13]. В отличие от измерений виброакселе-
рометрами, такой подход обеспечивает более
точное представление о динамических характе-
ристиках объекта. Немаловажной особенностью
лазерной виброметрии является возможность из-
мерения колебательных характеристик оболочек
в труднодоступных местах, таких как впадины
гофрирования. Возбуждение корпусов НЧИ
можно производить на вибростенде, а “3D НЧИ”
в сборе – электрическим сигналом, подаваемым
на активный элемент излучателя. Такие способы
возбуждения при выбранном методе регистрации
колебаний наиболее эффективны ввиду миними-
зации влияния элементов оснастки и измери-
тельного оборудования.

Согласно предварительным расчетам [14],
“3D НЧИ” размерами до ∅100 × 100 мм и массой
примерно 1 кг с корпусом из титана устойчив к
гидростатическому давлению в эшелоне глубин
до 800 м, обладая чувствительностью по напряже-
нию до 2 Па м/В в диапазоне 1.5–2.5 кГц. Величи-
на механического напряжения в корпусе такого
“3D НЧИ” достигает 3.5 × 104 Па на основном ре-
зонансе и 4.5 × 104 Па при воздействии гидроста-
тического давления на глубине 1 км, что на не-
сколько порядков ниже предельного значения
для титана [15], в том числе полученного при из-
готовлении методом послойного лазерного
сплавления.

Экспериментальные образцы “3D НЧИ” № 1
и № 2 при незначительных различиях в геометрии
корпуса и массо-габаритных параметрах (табл. 1)
можно считать практически идентичными с ис-
пользованной в расчетах моделью корпуса излу-
чателя (рис. 2).

Так как в предварительных расчетах при помо-
щи конечно-элементного моделирования ис-
пользованы приближения и оценки для корпуса,
имеющего максимальные размеры Ø 86×96 мм и
сходную с “3D НЧИ” № 1 амплитуду, число волн
гофрирования и толщину оболочки, оба исследу-

Таблица 1. Параметры корпусов “3D НЧИ” № 1 и № 2

Параметр “3D НЧИ” № 1 “3D НЧИ” № 2

Размер корпуса (диаметр × длина), мм 86 × 90 102 × 92
Число волн гофрирования 12 16
Максимальная толщина стенки корпуса, мм 1.40 1.46
Минимальная толщина стенки корпуса, мм 0.60 0.55
Толщина фланца, мм 14 18
Амплитуда гофрирования, мм 4.1 6.0
Масса корпуса, кг 0.42 0.61
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емых излучателя (№ 1 и 2) можно считать незна-
чительными вариациями расчетной модели.
Применение разных виброметров (однолучевого
с неподвижным лучом и однолучевого сканирую-
щего), способов возбуждения колебаний (меха-
нического и электрического) и типов возбуждаю-
щего сигнала (гармонический сигнал, ЛЧМ, ро-
зовый шум и т.д.) позволяет построить наиболее
полную картину резонансных характеристик.
Погрешность измерений лазерным виброметром
спектральной плотности амплитуды виброскоро-
сти в рассматриваемом частотном диапазоне со-
ставляет 2.0–4.0 × 10–8 мкм/с Гц–1 при падении
лазерного луча по нормали на рассеивающую свет
поверхность. С учетом пересчета этих значений в
перемещение, погрешность прибора на несколь-
ко порядков меньше зарегистрированных в про-
цессе измерений величин. Более значительные
погрешности могут возникать при измерении в
точках на краях поверхности излучателя, где угол
падения луча существенно отличается от нор-
мального и измеряется не нормальная компонента
скорости или смещения поверхности излучателя,
а ее проекция на луч. Для исследуемых в работе
излучателей и расстояния до виброметра, разни-
ца составляет не более 3%. В целом же для коли-
чественного сравнения амплитуд можно выбрать
точки на небольшом удалении от центра области,
где падение луча можно считать нормальным. Ос-
новные погрешности при таком методе измере-
ний определятся инструментальной ошибкой.
Разрешение по частоте составляет не менее 1%
для диапазона колебательной скорости до 20 мм/с и

полосы частот до 0.2 МГц при соотношении сиг-
нал/шум более 90 дБ. Таким образом, точность
определения частотных характеристик составля-
ет не менее 10–20 Гц, поскольку амплитуда коле-
баний поверхности не превышает 2 нм.

1.1. Резонансные характеристики
излучающих оболочек “3D НЧИ”

Схема установки для исследования при помо-
щи лазерного виброметра колебательных харак-
теристик корпуса “3D НЧИ” на вибростенде при-
ведена на рис. 3.

Возбуждение колебаний закрепленного на
вибростоле корпуса осуществлялось розовым шу-
мом и ЛЧМ-сигналами длительностью 20 с, где
частота нарастала от 100 Гц до 10 кГц. Оба способа
в рамках инструментальной точности измерений
дают одинаковые частотные спектры. При сход-
ных размерах двух изделий с различными вариан-
тами гофрирования излучающей поверхности
(гребни одинаковой высоты для корпуса № 1 и
чередование гребней по высоте для корпуса № 2),
основные резонансы обеих оболочек различают-
ся на 100–150 Гц и лежат в полосе от 3.1 до 3.3 кГц
(рис. 4). Наличие нескольких достаточно узких
полос за пределами основного резонанса обоих
изделий также связано с геометрией “3D НЧИ”,
определяющей соотношение поперечной и про-
дольной жесткости корпуса. Характерное сниже-
ние более чем на 20% отклика корпуса “3D НЧИ”
№ 2 на возбуждение в основной полосе частот по
сравнению с “3D НЧИ” № 1 связано с увеличени-
ем его продольной жесткости: поперечное гофри-
рование имеет на 33% больше гребней (перемен-
ной высоты) при меньшей на 8% толщине стенки
корпуса в поперечнике по сравнению с
“3D НЧИ” № 1. Отсутствие явно выраженных ре-
зонансов за пределами основной полосы частот
для корпуса “3D НЧИ” № 2 (рис. 5) позволяет
сделать вывод о его большей эффективности в ра-
бочей полосе частот.

Рис. 2. STL-модель корпуса “3D НЧИ”, использован-
ная для предварительных расчетов характеристик
преобразователя.
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Рис 3. Схема измерений резонансных характеристик
корпусов “3D НЧИ” с использованием лазерного
виброметра.
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Незначительные различия откликов корпусов
“3D НЧИ” в основной полосе частот и сходный
характер резонансных кривых (рис. 5 и 6), с одной
стороны, указывают на повторяемость парамет-
ров подобного конструктивного решения при се-
рийном изготовлении излучателей, а с другой –
на возможность разработки изделий с заданными
частотными характеристиками. Приведенные в
работе [12] результаты измерений зависимости
чувствительности по напряжению от частоты со-
бранного излучателя “3D НЧИ” № 1 (рис. 1г) в
воде иллюстрируют, что наличие дополнитель-
ных резонансов корпуса отражается и на его элек-
троакустических характеристиках. Максималь-
ное значение чувствительности по напряжению
“3D НЧИ” № 1 в воде достигается на частотах 20–
22 кГц [12], что связано со сближением в диапазо-
нах выше 10–12 кГц резонансов корпуса (рис. 6) и
активного элемента.

1.2. Механический коэффициент
трансформации “3D НЧИ”

Как отмечено выше, преобразователи про-
дольно-изгибного типа при сравнительно высокой
технологичности изготовления имеют наибольшую
эффективность по сравнению с излучателями, ис-
пользующими другие способы акустического
оформления. Электромеханический трансформа-
тор преобразователя данного типа нагружен на
активно-реактивную нагрузку [14], что при ком-
пактных размерах НЧИ из-за присоединенной
массы Mпр позволяет в основной полосе частот
обеспечить низкую частоту собственных колеба-
ний fНЧИ

(1)

где k – коэффициент упругости механической
колебательной системы, определяемый жестко-
стью конструкции преобразователя, mкс – экви-
валентная масса колебательной системы, завися-
щая от конструктивного устройства излучателя,
n – механический коэффициент трансформации.
Присоединенная масса воды оказывает большое
влияние на частотные характеристики НЧИ, так
как механический трансформатор преобразует
возвратно-поступательные колебания активного
элемента с малой амплитудой в поперечные коле-
бания излучающих элементов оболочки с боль-
шей амплитудой:

(2)

где a – амплитуда продольных колебаний торце-
вых фланцев корпуса, A – амплитуда поперечных
колебаний поверхности излучающей оболочки.
Таким образом, коэффициент механической
трансформации является одним из главных фак-
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кс пр
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Рис. 4. АЧХ корпусов “3D НЧИ” в основной полосе
частот. Для корпуса “3D НЧИ” № 1: 1 – впадина, 2 –
гребень; для корпуса “3D НЧИ” № 2: 3 – впадина, 4 –
малый гребень, 5 – большой гребень.
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Рис. 5. АЧХ корпуса “3D НЧИ” № 2 при непрерыв-
ном воздействии белым (розовым) шумом и ЛЧМ-
сигналами на вибростенде. На графике обозначено:
1 – малый гребень, 2 – впадина, 3 – большой гребень.
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Рис. 6. АЧХ корпуса “3D НЧИ” № 1 при непрерыв-
ном воздействии белым (розовым) шумом и ЛЧМ-
сигналами на вибростенде. На графике обозначено:
синий пунктир – гребень, сплошная красная линия –
впадина.
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торов, определяющих эффективность НЧИ [5, 16].
Отсутствие присоединенной массы жидкости или
ее механического эквивалента не меняет величи-
ну механического коэффициента трансформации
излучателя, что позволяет рассматривать измере-
ние амплитуды колебаний корпуса НЧИ в коле-
бательной системе “вибростол–оболочка” (рис. 3)
или “3D НЧИ” в сборе как независимый метод
оценки его эффективности.

Проведенные в воздухе при помощи однолуче-
вого лазерного виброметра измерения амплитуды
колебаний корпусов собранных НЧИ показали
сходные коэффициенты механической транс-
формации обоих излучателей. Для усреднения
результатов измерение коэффициента трансфор-
мации выполнено для нескольких гребней и впа-
дин и в нескольких точках фланца, расположен-
ных на пересекающихся диаметральных секущих
от центра к краям с шагом 2–4 мм, как это описа-
но в [14]. Среднее значение коэффициента транс-
формации по гребням и впадинам для каждого из
собранных излучателей “3D НЧИ” № 1 и № 2 со-
ставляет около 26. Такая величина согласно (1)
характеризует использование значительной при-
соединенной массы воды по отношению к кон-
структивной массе самого излучателя, так как эф-
фективность НЧИ (в смысле приближения его к
невесомой пульсирующей сфере)

(3)

определяется соотношением

(4)

где  – приведенная в точку приложения сил
присоединенная масса воды.

Поскольку коэффициент механической
трансформации излучателя продольно-изгибно-
го типа выражается соотношением прогиба d и
длины L излучающего элемента, то из геометри-
ческих соотношений его предельно возможное
значение составляет

(5)

Для корпуса “3D НЧИ” длиной 92 мм, где по
внутренней поверхности образующей впадины
корпуса прогиб составляет менее 0.5 мм, nпр ≥ 45.
Сложная форма оболочки не позволяет считать
это значение ориентиром, однако существенно
меньшие значения коэффициента механической
трансформации для гребней “3D НЧИ” обеспе-
чивают большую эффективность по сравнению с
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излучателями продольно-изгибного типа тради-
ционной конструкции [10].

Деформация геометрии (изменение прогиба)
оболочки после сборки НЧИ из-за нагружения
активного элемента приводит к изменению значе-
ния механического коэффициента трансформа-
ции. Тем не менее величину этого коэффициента
до сборки и после можно использовать в качестве
дополнительного параметра, связанного с элек-
троакустическими характеристиками “3D НЧИ”.

2. РЕЗОНАНСНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
СОБРАННЫХ “3D НЧИ” В ВОЗДУХЕ

Для некоторых типов НЧИ можно прибли-
женно рассчитать резонансную частоту преобра-
зователя, пользуясь только данными измерений в
воздухе. Предварительная оценка “3D НЧИ” так-
же подразумевает снятие его частотных характе-
ристик в воздухе. Схема измерений собранных
излучателей (рис. 7) в воздухе при помощи одно-
лучевого лазерного виброметра приведена на рис. 3
в работе [14].

Сравнение резонансных частот “3D НЧИ”
№ 1 и № 2 по максимумам амплитуды колебаний
корпусов показало, что незначительное увеличе-
ние размеров излучающего элемента повлияло на
частоту основного резонанса. Так как корпус
“3D НЧИ” № 2 имеет несколько большие разме-
ры, чем “3D НЧИ” № 1, частота основного резо-
нанса которого в воздухе равна 4.0 кГц (рис. 8а),
резонанс собранного “3D НЧИ” № 2 в воздухе
оказался значительно ниже – 3.5 кГц (рис. 8б).
Диссипация и различия связанных колебатель-
ных систем “оболочка–активный элемент” и
“оболочка–торцевые фланцы” приводит также к
расхождению АЧХ аксиальных и радиальных ко-
лебаний корпуса, а спектры обоих излучателей
содержат комбинационные частоты, обусловлен-
ные взаимодействием нескольких осцилляторов.

Различие максимального диаметра корпуса
“3D НЧИ” № 2 на 14 мм и 2 мм по длине суще-
ственно увеличивает объем его присоединенной
массы, которая в значительной мере определяет
частоту основного резонанса (1). С учетом квад-
ратичной зависимости от коэффициента транс-
формации (2), вносимая поправка также потребу-
ет корректировки для расчета частоты основного
резонанса излучателя в воде (1).

Для уточнения полученных результатов и по-
строения более полной картины распределения
колебаний излучающей оболочки “3D НЧИ” на
торцах проведены измерения с помощью трех-
компонентного сканирующего лазерного вибро-
метра. Наибольшее значение амплитуды колеба-
ний торцевых фланцев обоих излучателей дости-
гается в основной полосе частот. Кроме этого, на
разных частотах выявлено несколько мод колеба-
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ний. Распределение амплитуды колебаний флан-
цев обоих изделий практически повторяет рис. 7 в
работе [14]: от центра к краям размах колебаний
увеличивается в 5.5–6.0 раз для “3D НЧИ” № 1 и
в 3.5–4.2 раза для “3D НЧИ” № 2. Подобное воз-
растание амплитуды колебаний на краях фланца
по отношению к амплитуде колебаний активного
элемента связано как с эластичностью резьбовых
соединений, так и с конечной жесткостью флан-
цев, ограниченных размерами корпуса. Различие
фланцев “3D НЧИ” № 1 и № 2 закономерно вы-
зывает различие распределения амплитуды коле-
баний на торцах излучателей.

Оснащение “3D НЧИ” активными элемента-
ми, собранными из 8 колец ЦТБС-3, задает тол-
щину торцевых гаек (10–12 мм), что при неболь-
ших размерах преобразователя приводит к эла-
стичности как резьбового соединения, так и всего
узла торцевого фланца в целом. Габариты корпуса
“3D НЧИ” ограничивают максимальную длину и
массу активного элемента и определяют эффек-
тивность преобразования и чувствительность из-

лучателя по напряжению. Поскольку чувстви-
тельность напрямую зависит от количества пье-
зокерамических колец активного элемента, а его
длина обратно пропорциональна частоте основ-
ного резонанса, то отсутствие совмещения резо-
нансов этих колебательных систем препятствует
повышению эффективности НЧИ и максималь-
ной излучаемой акустической мощности.

3. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 
ИЗМЕРЕНИЙ И СРАВНЕНИЕ 

ИЗЛУЧАТЕЛЕЙ № 1 И № 2
Усредненные для собранных излучателей по

гребням и впадинам коэффициенты механиче-
ской трансформации n имеют примерно одина-
ковые значения (табл. 2).

Значение коэффициента n превосходит пока-
затели более габаритных преобразователей [6, 10],
что дополнительно свидетельствует о высокой
эффективности конструкции “3D НЧИ”. В силу
особенностей геометрии оболочки “3D НЧИ” № 2 в

Рис. 7. Излучатели “3D НЧИ” ((а) – № 1, (б) – № 2) в сборе, закрепленные на эластичном подвесе.

(а) (б)

Рис. 8. Спектральные распределения амплитуды колебаний в воздухе на торце собранных преобразователей
“3D НЧИ” ((а) – № 1, (б) – № 2).
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отличие от “3D НЧИ” № 1, амплитуды колебаний
малых гребней и впадин почти одинаковы, а для
больших гребней и впадин практически совпада-
ют с “3D НЧИ” № 1, где различие составляет
1.4 раза [14]. Характер колебаний оболочки “3D
НЧИ” при возбуждении шумовыми сигналами
позволяет сделать вывод о сходных распределе-
ниях мод для обоих изделий.

Увеличение размера корпуса “3D НЧИ” № 2
на 10–12% относительно “3D НЧИ” № 1 и изме-
нение его формы, как видно из частотных харак-
теристик, существенно повлияло на характери-
стики излучателя: в воздухе резонансные частоты
изделий различаются почти на 500 Гц. Предпола-
гая, что оба корпуса имеют одинаковую жест-
кость и учитывая больший объем “3D НЧИ” № 2,
чем “3D НЧИ” № 1, в соответствии с предвари-
тельными данными электроакустических измере-
ний “3D НЧИ” № 1 и оценкой резонансной ча-
стоты в воде [14], можно ожидать, что “3D НЧИ”
№ 2 способен излучать гидроакустические сигна-
лы в полосе частот 1.1–1.3 кГц. Однако, ввиду
сложности теоретических расчетов, подобные
оценки требуют экспериментальной проверки.

Из сравнения “3D НЧИ” № 1 и 2, в частности
резонансных кривых в воздухе (рис. 8), видно, что
незначительное изменение формы и размеров
корпуса на 10–12% подтверждает выбранное на-
правление конструкторского поиска по увеличе-
нию удельной мощности НЧИ одновременно с
понижением частоты основного резонанса.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведенные исследования показали, что не-

значительные изменения размеров и геометрии
корпуса “3D НЧИ” существенно влияют на ха-
рактеристики излучателя. Различие вибромеха-
нических характеристик собранных изделий, в
частности резонансных частот в воздухе и распо-
ложения резонансных полос в спектрах откликов
корпусов, позволяет оценить влияние геометрии
излучающей оболочки на параметры “3D НЧИ”.
Поскольку увеличение размеров “3D НЧИ” на

10–12% и массы на 25% привело к понижению ча-
стоты резонанса в воздухе на 13%, можно сделать
вывод о том, что увеличение размера корпуса и
активного элемента на 30–40% позволит проек-
тировать компактные “3D НЧИ” высокой удель-
ной мощности для диапазона частот 1 кГц и ниже.

Материалы и конструкция “3D НЧИ” допус-
кают транспортировку авиакосмическими носи-
телями, что может быть недопустимо для гидро-
акустических излучателей другой конструкции
из-за особенностей применяемых материалов.
“3D НЧИ” в дополнениe к достаточно низкой для
своих размеров резонансной частоте обладает до-
статочно высокой удельной акустической мощ-
ностью в сравнении с аналогичными по габари-
там и массе НЧИ других типов [17].

Исследования виброакустических характери-
стик “3D НЧИ” подтверждают перспективность
такой конструкции и актуальность разработки
масштабных моделей при проектировании мощ-
ных гидроакустических излучателей.

Авторы выражают благодарность заведующе-
му отделом акустики океана Д.А. Касьянову, за-
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Исследована тепловая помеха при регистрации турбулентных пульсаций давления на поверхности
всплывающего устройства при заданных экспериментальных параметрах температурной стратифи-
кации водной среды. Исследован эффект искажения спектральных уровней пульсаций давления,
регистрируемых приемником звука в поле температурных неоднородностей, на примере измерений
турбулентных пульсаций давления в пограничном слое при вертикальном всплытии устройства с
заданной глубины. Показано, что при умеренных скоростях обтекания, превышающих 1–2 м/с,
температурная восприимчивость пьезокерамического приемника в решающей мере определяется
его характерной “тепловой” частотой. Определены параметры пороговой критической частоты, ни-
же которой температурный сигнал (тепловая помеха) преобладает над “полезным” сигналом, по-
рождаемым пульсациями давления. Применительно к приемникам, используемым в эксперимен-
тах на всплывающем устройстве [7], значения пороговой критической частоты составляют 130 и 215 Гц.

Ключевые слова: турбулентные пульсации давления, температурная неоднородность среды, тепловая
помеха
DOI: 10.31857/S0320791923600713, EDN: CQBEBE

ВВЕДЕНИЕ
Поле турбулентных давлений на поверхности

обтекания, как правило, включает в себя весомую
длинноволновую составляющую, формируемую
акустическим полем в зоне течения [1–4]. В лабо-
раторных исследованиях эта составляющая, свя-
занная с работой оборудования и другими сто-
ронними источниками, рассматривается как аку-
стическая помеха, устранение или подавление
которой представляет собой одну из важных задач
проведения корректных измерений [5]. Приме-
нительно к водной среде эта задача решается путем
использования всплывающих устройств, осна-
щенных автономным измерительным комплек-
сом. Всплывающее устройство представляет со-
бой удлиненное тело вращения, имеющее в по-
груженном состоянии избыточную архимедову
плавучесть и по этой причине способное само-
стоятельно всплывать из глубоководных частей
морской акватории. Принципы, реализованные
при создании всплывающего устройства, позво-
ляют проводить исследования акустико-гидро-

динамических процессов в турбулентном погра-
ничном слое при высоких числах Рейнольдса (до
значений 108), при этом данные измерений прак-
тически не искажаются посторонними акустиче-
скими шумами, т.к. движение устройства вызы-
вается исключительно градиентом поля гидро-
статического давления.

Результаты экспериментальных исследований
шумов обтекания с применением установки этого
типа представлены в работе [6]. В России всплы-
вающее устройство было разработано в ЦНИИ
им. акад. А.Н. Крылова (Крыловский Научный
центр). Его подробное описание приведено в [7].
Для дальнейшего рассмотрения существенно, что
измерения пристеночных турбулентных давле-
ний выполняются в различных точках измери-
тельной секции двумя типами пьезокерамиче-
ских преобразователей давления: стержневыми
(трубчатыми) глубиной около 15 мм с приемной
поверхностью диаметром 1.3 мм и пластинчаты-
ми приемниками толщиной около 1 мм с диамет-

УДК 534.522

ФИЗИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ТЕХНИЧЕСКОЙ АКУСТИКИ



818

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 6  2023

КУДАШЕВ, ЯБЛОНИК

ром приемной поверхности 20 мм; при этом ско-
рости обтекания составляли 8–22 м/с.

Поскольку используемая в приемниках пьезо-
керамика обладает также пироэлектрическими
свойствами, при всплытии устройства в темпера-
турно-стратифицированной среде на выходе пре-
образователей пульсаций давления генерируется
дополнительный “температурный” сигнал, кото-
рый рассматривается как тепловая помеха.

В данной работе проводятся конкретные оцен-
ки параметров тепловой помехи применительно к
всплывающему устройству [7] в условиях темпе-
ратурной неоднородности среды, представлен-
ной в книге [8] по результатам исследований [9].
Оценки основываются на общем подходе, пред-
ложенном в [10]; некоторые результаты ранее об-
суждались авторами в докладе на XVII Школе-се-
минаре “Акустика океана” имени акад. Л.М. Бре-
ховских [11].

ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКИЙ ПРИЕМНИК 
ДАВЛЕНИЯ

В ТЕМПЕРАТУРНО-НЕОДНОРОДНОМ 
ТУРБУЛЕНТНОМ ПОТОКЕ

По имеющимся данным [10, 12, 13], соотноше-
ние между чувствительностью приемников к тем-
пературе (γT, В/К) и давлению (γp, В/Па) может
быть оценено величиной  = 2 × 106 Па/К, что
примерно соответствует произведению коэффи-
циента линейного теплового расширения на мо-
дуль Юнга пьезокерамики. Данная величина соот-
ветствует полному прогреву приемника, который в
условиях измерений турбулентных пульсаций в
температурно-неоднородной среде никогда не
достигается. При этом для определения реально-
го влияния температурного фактора на работу
приемника пристеночных турбулентных давле-
ний следует, прежде всего, оценить, в какой сте-
пени пульсации температуры прогревают корпус
пьезоэлемента.

Согласно модели, развитой в [10], приемник,
непосредственно контактирующий с обтекаю-
щей средой, характеризуемой граничным темпе-
ратурным полем T0(κ, ω) (κ – двумерный волновой
вектор, ω – угловая частота), формирует в силу пи-
роэффекта электрический сигнал с амплитудой

. Среднеквадратичное значение этого сиг-
нала для приемника, встроенного в обтекаемое
тело, определяется равенством

(1)

в котором

ΓTp

ω( , )Te κ

−α − α− β +ω = γ ω
2

2 2
0

1 2 cos( , ) ( , ) ,T T
e ee T

R
κ κ

(2)

параметры χ и h представляют собой соответ-
ственно температуропроводность и протяжен-
ность приемника в направлении нормали к стен-
ке. Применительно к воздействию случайного
однородного стационарного температурного по-
ля соотношение (1) представляется в виде

(3)

Здесь  – частотный спектр температурного
сигнала,  – частотно-волновой спектр
пристеночных пульсаций температуры;  –
волновая температурная характеристика прием-
ника, определяемая, ввиду (1), равенством

(4)

Далее рассмотрим влияние температурных не-
однородностей среды на конкретном примере ис-
следования шумов обтекания, создаваемых тур-
булентными пульсациями давления в погранич-
ном слое на теле всплывающего устройства.

В рамках модели “замороженности” спек-
тральные частотно-волновой спектр и темпера-
турная неравномерность среды связаны простым
соотношением

(5)

где  – спектр вертикальной температурной
неоднородности в зоне всплывающего устрой-
ства. Соответственно выражение (3) для частот-
ного спектра температурного сигнала приобрета-
ет вид:

(6)

Расчеты показывают (рис. 1), что при умерен-
ных скоростях обтекания, превышающих 1–2 м/с,
частотная зависимость температурной характе-
ристики  определяется лишь характерной “теп-
ловой” частотой

(7)

приемника пульсаций давления. Соответственно,
волновая характеристика практически перестает
зависеть от скорости, так что

(8)

( ) ( )
 ω= κ + ω χ ϕ =  χκ 

ϕ ϕα = β =

2 4 2
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2 2
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Параметр “тепловая” частота  практически
определяется лишь геометрией используемого
преобразователя давления; величина параметра

 может изменяться в довольно широких преде-
лах. В частности, для используемых на всплываю-
щем устройстве [7] двух типов приемников пара-
метр  оценивается значениями 0.073 и 0.55 с–1.
При этом, в силу конструктивных особенностей,
температуропроводность  стержневого прием-
ника, определяемая тепловыми свойствами
стального корпуса, характеризуется величиной
16.4 × 10–6 м2/с, а соответствующее значение для
пластинчатого приемника задается типичным
для керамики значением 5.5 × 10–7 м2/с.

Степень влияния температурного сигнала
определяется отношением

(9)

температурной характеристики (6) к частотному
спектру  “полезного” сигнала, обусловлен-
ного пульсациями пристеночного давления со
спектром .

ОЦЕНКИ ВЛИЯНИЯ ТЕМПЕРАТУРНОГО 
СИГНАЛА ДЛЯ ВСПЛЫВАЮЩЕГО 

УСТРОЙСТВА

Для конкретных оценок воспользуемся приве-
денными в [8] данными [9] по спектральной плот-
ности температурной неоднородности в Балтий-
ском море. В соответствии с этими данными (рис. 2),
модельная зависимость спектральной плотности

χΩ

χΩ

χΩ

χ

ω ω ωΦ ω = Γ
Φ ωΦ ω

2 ( , ) ( )( )
( )( )

T
T TTSS

Tpp
ppSS

S U P U
U

Φ ω( )p
SS

Φ ω( )pp

температуры, К2 м, от волнового числа κ, м–1, мо-
жет быть приближенно представлена в виде:

(10)

Частотный спектр турбулентных давлений
оценивается согласно получившей широкое при-
знание [3] эмпирической модели Гуди [14]. Со-
гласно модели Гуди

(11)

где ; ρ и ν – соответственно плотность и

кинематическая вязкость обтекающей жидкости;
δ – толщина пограничного слоя; , τ –
касательное напряжение на стенке. В работе
оценки частотного спектра пульсаций давления
были проведены применительно к поверхности
измерительной секции устройства [7] в диапазоне
скоростей всплытия 5–25 м/с (соответствующие
значения  в зонах расположения приемников
составляли от 0.17 до 0.79 м/с, толщины погра-
ничного слоя δ – от 35 до 68 мм).

Модельные представления (10), (11), конкре-
тизирующие форму спектральных характеристик,
входящих в соотношение (9), позволяют опреде-
лить относительный вклад пульсаций температу-
ры в формирование сигнала приемника турбу-

( )
( )

−− −

−− −

 κ π κ π ≤κ = 
κ π κ π >

54 1

34 1

10 2 при 2 1 м ,
( )

10 2 при 2 1 м .
TTP

( )
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τ

−

ρ δΦ ω = ×

ωδ
×
   ωδ + + ωδ  

2 2

2

3.7 70.75 0.57

( )( )

3
,

0.5 (1.1 )

pp

T

U
U

U

U R U

δ=
ν

2
T

T
UR
U

τ = τ ρU

τU

Рис. 1. Температурная передаточная характеристика , формула (4). Приемники: (а) – стержневой, 1 – U =
= 1–10 м/c, 2 – U = 0.5 м/с; (б) – пластинчатый, 1 – U = 1–10 м/c, 2 – U = 0.1 м/с.  – приближение (8).
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лентных давлений при заданном режиме обтека-
ния всплывающего устройства.

Результаты расчетов (рис. 4) показывают, что в
зоне значимого влияния температурной неодно-
родности величина отношения (9) быстро умень-
шается с ростом частоты, при этом сама зависи-
мость в решающей мере определяется “тепловой”
частотой  приемника. В частности, параметры об-
текания и размеры приемника практически не
влияют на значения пороговой критической ча-
стоты , при которой отношение (9) становится
равным единице. Соответственно, ниже этой ча-
стоты, определяемой величиной , температур-
ный сигнал становится выше “полезного”.

crf

χΩ

Полученные расчетные зависимости 
(рис. 5) в широком диапазоне значений “тепло-
вой” частоты от 10–4 до 10 с–1 могут быть аппрок-
симированы единой формулой

(12)

которая обоснована для характеристики (10) тем-
пературной неоднородности, исходящей из кон-
кретных данных [8, 9]. В силу определения (7) по-
следнее равенство означает, что критическая ча-
стота обратно пропорциональна квадратному
корню из протяженности приемника в направле-
нии нормали к стенке

χΩcr( )f

−χΩ ≈ = Ω = Ω 

0.25
1cr

0 0
0 0

250 , 1 Гц, 10 с ,f f
f

cr ~ 1 .f h

Рис. 2. Волновой и частотные спектры температуры на поверхности обтекания. (а) – Волновой спектр  (10);

(б) – соответствующие частотные спектры , 1 – U = 1 м/с, 2 – U = 5 м/с, 3 – U = 10 м/с.
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емников. Расчет по формуле (11). (а) – Передняя зона, (б) – тыловая зона. 1 – U = 5 м/с, 2 – U = 10 м/с, 3 – U = 15 м/с,
4 – U = 20 м/с, 5 – U = 25 м/с.
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Применение зависимости (12) к оценке изме-
рений на всплывающем устройстве [7] показывает,
что в рассматриваемых условиях температурная
неоднородность оказывает существенное влия-
ние на сигналы двух используемых типов прием-
ников турбулентных давлений на частотах ниже
130 и 215 Гц.

Отметим, что близкая оценка частотной грани-
цы влияния температурной помехи получена на
основании качественного анализа в работе [15].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представлены оценки частотных характери-

стик тепловой помехи при регистрации турбу-
лентных пульсаций давления на поверхности
всплывающего измерительного устройства при
заданных экспериментальных параметрах темпе-
ратурной стратификации водной среды.

Показано, что при умеренных скоростях обте-
кания, превышающих 1–2 м/с, температурная
восприимчивость пьезокерамического приемни-

Рис. 4. Отношение спектральных компонент температурного и динамического сигналов на пьезокерамических при-
емниках всплывающего устройства [7]. Расчет по соотношению (9), тыловая зона расположения приемников. Прием-
ники: (а) – стержневой, (б) – пластинчатый. 1 – U = 5 м/с, 2 – U = 10–25 м/с.
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формулой (12) (штриховая кривая). Приемники: (а) – стержневой, (б) – пластинчатый. 1 – U = 5 м/с, 2 – U = 25 м/с.
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ка давления в решающей мере определяется его
характерной “тепловой” частотой  (7).

Определены параметры пороговой критиче-
ской частоты, ниже которой температурный сиг-
нал-помеха преобладает над “полезным” сигна-
лом, порождаемым пульсациями давления. Про-
веденные исследования показали, что параметры
обтекания и размеры чувствительной поверхно-
сти приемника пульсаций давления практически
не влияют на значения пороговой критической
частоты, а ее значения для исследованного темпе-
ратурного поля пропорциональны . В частно-
сти, применительно к приемникам, используемым
в экспериментах на всплывающем устройстве [7],
значения пороговой критической частоты состав-
ляют 130 и 215 Гц.

Работа выполнена при поддержке Министер-
ства науки и высшего образования РФ (тема
“Мониторинг” № 122042500031-8).
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ПАМЯТИ ВИКТОРА ДАРЬЕВИЧА СВЕТА 
(17.05.1942–28.11.2023)

DOI: 10.31857/S0320791923360017, EDN: BSXSQO

28 ноября 2023 г. на 82 году жизни скончался
ведущий научный сотрудник, ветеран Акустиче-
ского института им. Н.Н. Андреева, доктор физи-
ко-математических наук Виктор Дарьевич Свет.

Виктор Дарьевич пришел в Акустический ин-
ститут в 1963 г. на преддипломную практику, а
после окончания кафедры радиосистем Москов-
ского электротехнического института связи в
1964 г. был распределен в Акустический инсти-
тут, где 60 лет занимался исследованиями по ши-
рокому кругу вопросов, связанных с методами
приема и обработки акустических сигналов. Его
первые научные исследования были посвящены
изучению нелинейных корреляционных связей в
акустических сигналах и шумах, порождаемых
мощными механизмами с вращающимися эле-
ментами. Разработанная теория методов нели-
нейного корреляционного анализа смогла объяс-
нить и предсказать не только появление комби-
национных спектральных компонент в спектре
шумов, но и точно определить источники тех сиг-
налов, из которых образуются такие комбинаци-

онные компоненты. В дальнейшем на основе
этой теории были разработаны эффективные ме-
тоды акустической бесконтактной диагностики
авиационных двигателей и турбин. Последующая
деятельность Виктора Дарьевича была связана с
развитием и применением идей и методов коге-
рентной оптики и голографии для простран-
ственно-временной обработки сигналов в раз-
личных системах гидроакустического наблюде-
ния. Он был одним из пионеров использования
этих методов для обработки сигналов в многоэле-
ментных антенных решетках и создания акусто-
оптических приемников звука. Виктора Дарьеви-
ча отличало стремление довести научную идею до
работающего прибора. Так, под его руководством
были созданы и испытаны первые в отечествен-
ной гидроакустике высокоскоростной оптиче-
ский процессор для обработки сигналов с пла-
нарных антенн, акусто-оптические гидрофоны
на жидких кристаллах с волоконно-оптическими
линиями связи и акусто-оптические антенны. Ре-
зультаты этих исследований составили содержа-
ние его докторской диссертации, защищенной в
1992 г.

В.Д. Свет был научным руководителем десят-
ков научно-исследовательских и нескольких
крупных опытно-конструкторских работ, за
успешное выполнение которых был представлен
к правительственным наградам. Он проявил себя
как организатор и непосредственный участник
многих научных экспериментальных исследова-
ний. Под его руководством было проведено 12 вы-
сокоширотных экспедиций в различных районах
Мирового океана, как на судах Акустического
института, так и на других специализированных
судах морского и военно-морского флота. В по-
следние годы он стал заниматься и проблемами
медицинского ультразвука. Виктор Дарьевич
присоединился к исследовательской команде фи-
зического факультета МГУ им. М.В. Ломоносова,
инициировав там исследования, связанные с
транскраниальным УЗИ, с акустической визуали-
зацией в жидких металлах, с применением ультра-
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звука для задач биофабрикации. Виктор Дарьевич
умел зажечь молодых коллег своим задором.

Виктор Дарьевич являлся автором более 130 ста-
тей, двух монографий, 20 авторских свидетельств
и патентов на изобретения, он был постоянным
автором Акустического журнала. Под его руко-
водством защищено 4 кандидатских диссертации.
Многие годы Виктор Дарьевич Свет являлся чле-

ном Ученого совета Акустического института,
членом Российского Акустического общества.

Друзья и соратники Виктора Дарьевича нико-
гда не забудут его широкую эрудицию, неизмен-
ную доброжелательность, объективную пози-
цию по многим сложным вопросам, глубоко
скорбят по поводу безвременной кончины и вы-
ражают искреннее соболезнование его родным и
близким.


