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Постановка задачи. Для расчета среднего остаточного ресурса невосстанавливае-
мого технического объекта сверх времени τ используется формула [1–8] 
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где P �� � – функция вероятности безотказной работы в течение времени, указанного 
внутри скобок.

Например, для объекта, у  которого функция вероятности безотказной работы 
в течение времени u имеет вид P u

u
� � �

=
1

1
, где u � �� �0, , найдем 

� �� � �= .

Такой же результат можно получить и для множества других функций вероятно-
стей безотказной работы. Очевидно, что эти результаты расчета нельзя использо-
вать, например, в задачах продления сроков эксплуатации объектов, где надо найти 
конкретное значение продлеваемых сроков эксплуатации сверх времени τ.

В связи с этим возникает задача вывода другой формулы расчета среднего оста-
точного ресурса сверх времени τ, которая позволила бы обосновать продлеваемые 
сроки эксплуатации сверх первоначально назначенного.
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Средний остаточный ресурс. Пусть безотказные наработки объекта сверх време-
ни τ цензурированы сверху величиной l . Введем случайную величину � �l � �, которая 
равна величине безотказной наработки, если внутри интервала �,l� � у объекта отказа 
не было, т. е. � � �l l� � �=  при ζ > l , где ζ – наработка до отказа, либо равна величине 
� �� , если отказ произошел на интервале �,l� �, т. е. � �� � �,l .

Поскольку условием для равенства � � �l l� � �=  является событие � � �> / >l� � � �, 
а условием для равенства � � � �l � � �=  – событие � � � �� � � � �, / >l , то величина � �l � � 
есть не что иное, как остаточный ресурс объекта сверх времени τ в течение длитель-
ности l � �. Другими словами, 

	 η τ
τ ζ ζ τ
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Определение. Под средним остаточным ресурсом объекта сверх времени τ в тече-
ние длительности l � � будем понимать значение математического ожидания вели-
чины (1), равное 

	 Rl l� � �� � � ��� ��= ,E 	 (2)

где E �� � – обозначение математического ожидания величины, стоящей внутри ско-
бок.

Докажем следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть безотказные наработки объекта цензурированы сверху вели-

чиной l . Тогда справедлива формула расчета среднего остаточного ресурса объекта 
сверх времени τ в течение продолжительности l � � 

	 R
P

P u ul
l

�
� �

� � � � � ��=
1

,d 	 (3)

где P u� � – функция вероятности безотказной работы объекта в течение времени u,  
� < <u l� �.

Доказательство. Случайная величина (1) – дискретно-непрерывная, т. к. верхняя 
строка (1) соответствует дискретной, а нижняя – непрерывной части.

Согласно (2) и правилу вычисления математического ожидания смешанных слу-
чайных величин [9] имеем 

	 R l P l x xl r
l
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0
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где P lr � � �> / >� � � ��� �� – вероятность того, что случайная величина ζ – наработка 
до отказа – удовлетворяет соотношению ζ < l  при условии, что � �> ; Фτ(х) – функ-
ция распределения непрерывной части случайной величины (1) 

	 �� � � � �x P xr� � �� � � �� ��� ��= < / > .	 (5)

Используя формулу умножения вероятностей P lr � >� � и Pr � �>� � при условии, 
что τ < l , имеем 

P l
P l
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�
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Учитывая это, в (4) получим 
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Так как согласно (5) 
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где F u P ur� � � �= <�  – функция распределения вероятностей случайной величины ζ.
Далее, согласно формуле (7) имеем 
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откуда получим 
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где P �� � – функция вероятности безотказной работы в течение времени, указанного 
внутри скобок. Учитывая (8) в соотношении (6), найдем 
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Так как 
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то согласно (9) получим 
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Сделав замену переменной в интеграле � � x u= , найдем искомую формулу (3), 
что и доказывает теорему.

Доказанная формула (3) справедлива для любого закона распределения безотказ-
ных наработок до отказа, цензурированных сверху, и поэтому является источником 
нахождения формул расчета среднего остаточного ресурса для конкретных законов. 
Продемонстрируем это на следующей задаче.

Задача. Пусть безотказные наработки объекта цензурированы сверху величиной l   
и  распределены на  отрезке времени 0,l� � равномерно. Вывести формулу расчета 
среднего остаточного ресурса объекта сверх времени τ, 0 < <� l� � в течение продол-
жительности l � �.
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Решение. Так как для этого закона функция вероятности безотказной работы объ-
екта в течение времени t  равна [10] P t

t
l

� � �= 1 , где 0 < <t l , то согласно формуле (3) 
имеем 
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Вычисляя интеграл, получим 
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Учитывая это в (10), найдем формулу расчета среднего остаточного ресурса объ-
екта сверх времени τ в течение длительности l � �: 

	 R
l

l �
�� � �

=
2

.	 (11)

Видно, что для этого закона средний остаточный ресурс сверх времени τ в те-
чение продолжительности l � � равен среднему значению этой продолжительности.

Например, если l G= 4500 , τ = 500G , то средний остаточный ресурс, согласно 
формуле (11), равен 

R Gl �� � = 2000 .

Следствие из теоремы 1. Пусть безотказные наработки объекта имеют произволь-
ный закон распределения вероятностей и цензурированы сверху величиной l . Тогда 
Rl  – средний (безостаточный) ресурс объекта в течение продолжительности l  рассчи-
тывается по формуле R P u ul

l
= ,

0� � �d  где P u� � – функция вероятностей безотказной 

работы в течение времени u u l<� �.
В  самом деле, полагая в  формуле (3) τ = 0, получим искомую формулу, т.  к. 

R Rl l= 0� �.
Статистическая (точечная) оценка показателя (3). Формула (3) позволяет рассчи-

тать истинное значение среднего остаточного ресурса объекта при заданной функ-
ции вероятности безотказной работы объекта. Однако в практических задачах воз-
никает вопрос оценки среднего остаточного ресурса по результатам подконтрольной 
эксплуатации или испытаний однотипных объектов. В связи с этим докажем следу-
ющее утверждение.

Теорема 2. Пусть k  объектов отказали в  течение времени τ из n однотипных, 
а  остальные в  количестве n k−  после времени τ, причем, безотказные наработки 
цензурированы сверху величиной l . Тогда статистической (точечной) оценкой сред-
него остаточного ресурса объекта сверх времени τ в течение продолжительности l � � 
будет служить величина Rl

k� � � �� , определяемая по формуле 
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где ti  – наработка до отказа i-го объекта после времени τ, i n k= 1,2,..., �� �.
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Доказательство. Не нарушая дальнейших рассуждений, будем считать, что 

� < < < < < < < .1 2t t t t li n k  �

Установим соотношение (12), используя формулу (3), в которой функции веро-
ятностей безотказной работы заменены их точечными оценками по временным ин-
тервалам следующим образом: 
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Интегрируя ступенчатую функцию ( )P̂ x , имеем 

τ
τ

l
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n
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Представив выражение n k t�� � �� �1 �  в виде t n k t1 11�� � � � �� � �� �� � , получим 
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После приведения подобных членов второе слагаемое внутри квадратных скобок, 
имеющее вид n k t� �� � �� �1 2 � , запишем в виде t n k t2 22�� � � � �� � �� �� � .

Тогда после приведения подобных членов уже для третьего слагаемого внутри 
квадратных скобок получим 

τ
τ τ τ
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P x x
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n k i t
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Далее выделим выражение t3 �� ��  из  третьего слагаемого согласно равенству 
n k t t n k t� �� � �� � �� � � � �� � �� �2 = 3 .3 3 3� � �
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Продолжая таким способом процесс выделения слагаемых вида ti � �, оконча-
тельно получим 
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τ
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(3), имеем 
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Таким образом, соотношение (12) установлено, что и доказывает теорему.
Следствие из теоремы 2. Пусть в течение времени τ число отказавших объектов 

равно k  из количества n. Остальные объекты либо отказали в количестве m, либо 
были безотказны сверх времени τ. Причем безотказные наработки объектов цензу-
рированы сверху величиной l . Тогда статистической (точечной) оценкой среднего 
остаточного ресурса исследуемых объектов сверх времени τ в течение продолжитель-
ности l � � будет служить величина 

	 R n k
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В самом деле, т. к. 

i

n k

i
i

m

i
i m

n k

it t t
=1 =1 = 1

= ,
�
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�
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где 
i m

n k
it n k m l

= 1
= ,�

�� �� � � �� � �� �� �  то оценка (13) следует из (12).
Пример. Девять однотипных объектов, безотказно проработавших в течение 1000 

ч, поставлены на ресурсные испытания в течение 4000 ч. В результате испытания два 
объекта отказали: первый через 2000 ч; второй через 3000 ч (сверх времени 1000 ч). 
Рассчитать статистическую (точечную) оценку среднего остаточного ресурса иссле-
дуемого объекта сверх времени 1000 ч в течение продолжительности 4000 ч.

Решение. Поскольку n = 9, k = 0, m = 2, τ = 1000G , l G= 5000 , l G� � = 4000 , 
t G1 = 2000� � , t G2 = 3000� � , то согласно (13) имеем 

R G G G Gl
k� � � � � � �� ��� ��� =

1
9

2000 3000 9 2 4000 = 3666.6 .

Итак, статистическая (точечная) оценка среднего остаточного ресурса иссле-
дуемого объекта сверх времени 1000 ч в течение продолжительности 4000 ч равна 
3666.6 ч.

Исследование смещенности оценок (12) и (13). В связи с использованием оценок 
(12) и (13) возникает вопрос, насколько точечные оценки уклоняются от истинного 
значения показателя Rl �� �. Ответ на этот вопрос дает следующее утверждение.
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Теорема 3. Пусть 

	 Z P Pn
n

� �� ��� �� � � � ��� ��= 1 1 .	 (14)

Тогда выражение 
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�
 является несмещенной статистической (точечной) 

оценкой показателя Rl �� �, т. е. 
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Доказательство. Согласно формуле (12) при ti l
i

= ,� � �� � �� �  где � �l
i� � � �  – оста-

точный ресурс i-го объекта (сверх времени τ в течение длительности l – τ), оценка 
Rl

k� � � ��  равна 
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Так как 

E � � �l
i

lR i n k� ��
�

�
� � � �� �= , = 1,2,..., ,

то математическое ожидание оценки (12) при фиксированном значении k  равно 
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�
�
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1
= .

=1

Учитывая это соотношение и вторую строку формулы (12) в следующей расчет-
ной формуле: 

E ER R k P kl
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l
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n
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��
�
��

� ��
��

�
��
� � ��� �= / ,
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где P kn � � – вероятность того, что в n независимых наблюдениях k  объектов откажут, 
получим 

	 E R R P kl
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n
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��
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=0

1

	 (16)

Так как согласно формуле Бернулли [10, 11] 

P k C P Pn n
k k n k� � � � ��� �� � ��� ��

�
= 1 ,� �

где Cn
k – число сочетаний из n элементов по k , то 
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k

n

n n
n

P k P n P
=0

1

= 1 = 1 1 .
�
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Учитывая это соотношение в (16) и формулу (14), найдем 

E R R Z Pl
k

l n
� � � ��

��
�
��

� � � ��� ��� � �= ,

откуда следует формула (15), что доказывает теорему.
Следствие из теоремы 3. При k = 0 статистические (точечные) оценки (12) и (13) 

являются несмещенными относительно показателя Rl �� �.
В  самом деле, т.  к. согласно (14) Z P

n k
n

k
nn

n n

�� ��� �� � �
��

�
�

�
�
� � �

�
�

�
�
�= 1 1 = 1 , то  при 

k = 0 получим Z Pn �� ��� �� = 1.

Используя полученное в формуле (15), найдем E R Rl
k

l
� � � ��

��
�
��

� �� �= . Это доказыва-

ет несмещенность оценок (12) и (13) относительно показателя Rl �� �.
Таким образом, доказана формула расчета среднего остаточного ресурса невос-

станавливаемых технических объектов, безотказные наработки которых цензуриро-
ваны сверху. Доказанная формула справедлива для любого закона распределения 
вероятностей безотказных наработок объекта. Кроме того, найдены несмещенные 
(точечные) оценки среднего остаточного ресурса объекта. Приведены примеры рас-
чета и оценок среднего остаточного ресурса сверх заданного времени.
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