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Найдена нижняя граница для ранга квадратной матрицы, у которой каждый элемент на главной диаго-
нали отличен от нуля и от единицы, а вне главной диагонали каждый элемент равен либо нулю, либо 
единице. Ранг такой матрицы не меньше половины порядка матрицы. При дополнительном условии 
нижняя граница на единицу выше. Это условие означает отсутствие двоичного решения у некоторой 
вспомогательной системы линейных уравнений. Даны примеры, показывающие достижимость указан-
ной нижней границы. Полученная нижняя граница для ранга позволяет свести задачу о поиске двоич-
ного решения для системы линейных уравнений, в которой число линейно независимых уравнений 
достаточно велико, к аналогичной задаче от меньшего числа переменных. Найдены ограничения на 
существование большого множества решений, каждое из которых отличается от двоичного решения 
значением одной переменной. Отдельно обсуждается возможность для сертификации отсутствия дво-
ичного решения у системы из большого числа линейных алгебраических уравнений. Также даны оценки 
времени работы для вычисления ранга матрицы в системе компьютерной алгебры SymPy. Показано, 
что ранг матрицы над полем вычетов по модулю простого числа вычисляется за меньшее время, чем 
обычно требуется для вычисления ранга матрицы того же порядка над полем рациональных чисел.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Обозначим через K поле, вычислимое за поли-

номиальное время [1], характеристика которого 
равна либо нулю, либо нечётному простому числу. 
Решение системы из m уравнений от n переменных 
называется (0,1)-решением, если каждая переменная 
принимает одно из двух значений 0 или 1. Решение 
называется почти-(0,1)-решением, если одна пере-
менная не равна ни 0, ни 1, а каждая из остальных 
равна 0 или 1.

Система линейных уравнений определяет под-
пространство в объемлющем аффинном простран-
стве с фиксированной системой декартовых коор-
динат. Мы отождествляем точки со списками эле-
ментов поля или со столбцами матрицы. Над неупо
рядоченным полем понятие многогранника не 
определено, но мы отождествляем множество вер-
шин единичного куба в n-мерном пространстве 
с множеством из 2n точек, координаты которых при-
надлежат множеству {0,1}. Две вершины этого куба, 
т.е. две (0,1)-точки, называются смежными, если 

они различаются по одной координате. Так, (0,1)-ре-
шение системы уравнений — вершина этого куба, 
принадлежащая данному подпространству; почти-
(0,1)-решение — точка, лежащая на прямой, прохо-
дящей через две смежные вершины единичного 
куба, но не совпадающая с вершиной. Точка, все 
координаты которой равны 1/2, служит центром 
симметрии единичного куба.

Задача распознавания (0,1)-решения эквивален-
тна задаче о взаимном расположении подпростран-
ства и вершин единичного куба. Эта задача NP-пол-
ная. Используя оценки ранга матрицы специального 
вида, мы предлагаем необходимое условие существо-
вания достаточно большого набора почти-(0,1)-ре-
шений при отсутствии (0,1)-решений у системы 
уравнений. Существование почти-(0,1)-решений 
служит препятствием к снижению размерности за-
дачи распознавания (0,1)-решений посредством 
исключения переменных, т.е. проектирования на 
координатное подпространство. Поэтому нарушение 
найденного нами условия означает возможность 
снижения размерности, следовательно, снижения 
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вычислительной сложности. Но мы не будем рас-
сматривать задачи перечисления, которые труднее 
задач распознавания хотя бы одного решения [2, 3].

Недавно были предложены алгоритмы для рас-
познавания (0,1)-решений системы линейных урав-
нений с целыми коэффициентами: как эвристиче-
ские при условии малой плотности [4] или для до-
статочно большого числа уравнений [5, 6], так и 
недетерминированные с новыми верхними грани-
цами вычислительной сложности [7]. Наши новые 
результаты остаются справедливыми над конечными 
полями. При этом над конечным полем исключение 
переменных не сопровождается ростом длины за-
писи коэффициентов уравнений. Поэтому многие 
вычисления относительно легко выполнить в сис-
темах компьютерной алгебры, а их битовая слож-
ность близка к алгебраической сложности. Более 
того, над конечным полем при фиксированном 
числе переменных возможен полный перебор [8].

Ранг квадратной матрицы M связан с размерно-
стью аффинной оболочки L точек, соответствующих 
столбцам матрицы. Если L содержит начало ко
ординат, то rank(M) = dim(L), иначе rank(M) = 
= dim(L) + 1.

Ранг n × n матрицы над полем можно вычислить, 
используя полиномиальное число процессоров и 
выполнив на каждом из них лишь 2

2( )logO n  операций 
над этим полем [9, 10]. С другой стороны, сложность 
вычисления ранга [11] и характеристического мно-
гочлена [12, 13] близка к сложности матричного 
умножения. Также для вычисления нормальной 
формы Смита целочисленной матрицы известен 
быстрый вероятностный алгоритм [14]. Вычисление 
ранга над кольцами без нетривиальных делителей 
нуля рассмотрено в работе [15]. Для разреженных 
симметричных матриц удобно использовать необ-
ходимое условие невырожденности, использующее 
многогранник Ньютона для квадратичной формы 
[16]. Многогранники Ньютона также полезны для 
решения других задач [17].

Однако на практике вычисление ранга матриц 
большого порядка требует больших затрат. Поэтому 
эффективно проверяемые оценки ранга могут быть 
полезны для различных приложений. Некоторые ре-
зультаты о ранге матриц были апробированы на кон-
ференции по компьютерной алгебре, посвященной 
памяти Марко Петковшека (Marko Petkovšek) [18].

В разделе 2 представлены новые оценки ранга 
матрицы и связанные теоретические результаты. 
В разделе 3 обсуждаются результаты вычислений 
в системе компьютерной алгебры SymPy. В разделе 4 
дано краткое заключение.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Пусть система уравнений от n переменных имеет 

для каждого индекса 1 k n   некоторое почти-
(0,1)-решение, у которого значение координаты 

{0,1}kx ∈ . Такие решения соответствуют столбцам 
матрицы, у которой каждый элемент на главной 
диагонали отличен от нуля и от единицы, а вне глав-
ной диагонали равен либо нулю, либо единице. 
Оценка ранга такой матрицы позволяет оценить 
размерность аффинного подпространства, заданного 
исходной системой уравнений.

Теорема 1. Дана n × n матрица M над полем K, в ко-
торой каждый элемент на главной диагонали отличен 
от нуля и от единицы, а вне главной диагонали равен 
либо нулю, либо единице. Ранг матрицы M не меньше 
числа n/2.

Доказательство. Если n = 2, то ранг 2 × 2 матрицы 
M не меньше числа n/2, поскольку rank(M)  1.

Предположим, что для некоторого n  3 теорема 
доказана для всех рассматриваемых m × m матриц 
порядка m < n. Рассмотрим n × n матрицу M.

Столбец матрицы M соответствует точке на пря-
мой, проходящей через две смежные (0,1)-точки, но 
не совпадающей с этими (0,1)-точками. Аффинные 
преобразования вида 1k kx x→ −  отображают 
(0,1)-точки в другие (0,1)-точки, а почти-(0,1)-точки 
в другие почти-(0,1)-точки. При этих преобразованиях 
сохраняется размерность подпространства. Преобра-
зование 1k kx x→ −  означает замену всех элементов 
в k-й строке матрицы. Это позволяет перейти от мат-
рицы M к матрице M  того же типа, но в последнем 
столбце матрицы M  все элементы, кроме элемента 
на главной диагонали, равны нулю. Матрица

	

M̂ =




0

N
0

∗ · · · ∗ α




для некоторого {0,1}.a ∈  Более того, выполнено 
неравенство rank( ) rank( ) 1.M M −  Но если аффин-
ная оболочка столбцов матрицы M содержит начало 
координат, то ранг матрицы M может быть меньше 
ранга матрицы M .

Выполняя элементарные преобразования над 
столбцами матрицы M, получим матрицу

	

M =




0

N
0

0 · · · 0 α



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того же ранга. У матриц M и M  могут отличаться 
лишь нижние строки. В нижней строке матрицы M  
за исключением элемента на главной диагонали 
остальные элементы равны нулю.

Удаляя последний столбец и последнюю строку 
из матрицы M , мы получим ( 1) ( 1)n n− × −  матрицу 
N меньшего ранга. По предположению индукции, 
rank( ) ( 1) 2.N n −  Поэтому выполнено неравенство 

rank( ) /2.M n
Обозначим через L аффинную оболочку столбцов 

матрицы M . Возможны два случая. Если L проходит 
через начало координат, то rank( ) = dim( ).M L  В этом 
случае rank( ) dim( ) = rank( ) /2.M L M n 

Если L не проходит через начало координат, то 
rank( ) rank( ) 1 = rank( ).M M N−  Аффинная обо-

лочка столбцов матрицы N не проходит через начало 
координат. Вновь применим преобразования вида 

1k kx x→ −  к матрице N и получим матрицу N  того 
же типа, но в последнем столбце матрицы N  все 
элементы, кроме элемента на главной диагонали, 
равны нулю. Более того, rank( ) rank( ).N N  Удаляя 
из матрицы N  последний столбец и последнюю 
строку, получим ( 2) ( 2)n n− × −  матрицу U меньшего 
ранга. По предположению индукции её ранг огра-
ничен снизу rank( ) ( 2)/2.U n −  Тогда rank( ) = rank( ) 1 /2.N U n+ 

rank( ) = rank( ) 1 /2.N U n+   Следовательно, rank( ) rank( ) rank( ) /2.M N N n  
rank( ) rank( ) rank( ) /2.M N N n  

Следующий результат показывает, что эта ни-
жняя оценка ранга точная. При этом используется 
деление на два. Деление на два объясняет предпо-
ложение, что характеристика поля K не равна двум. 
Обозначим через ⋅  результат округления до боль-
шего целого.

Теорема 2. Для любого нечетного n существует 
такая n × n матрица M над полем K, что каждый 
элемент на главной диагонали отличен от нуля и от 
единицы, вне главной диагонали — равен либо нулю, 
либо единице, никакая (0,1)-точка не лежит в аффин-
ной оболочке столбцов матрицы M и выполнено равен-
ство rank( ) = /2 .M n 

Доказательство. Рассмотрим n × n матрицу

	

1 / 2 0 1 0 1 0 1

0 1 1 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 1 1 0 0
=

0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 1 1

M

 
 − 
 −
 

− 
 −
 
 
 −  − 











       





и через N обозначим ( 1) ( 1)n n− × −  подматрицу, 
получаемую удалением из матрицы M первого 
столбца и первой строки. Ранги матриц связаны 
равенством rank( ) = rank( ) 1.M N +  Матрица N 
блочно-диагональная с 2 × 2 блоками, каждый блок 
вырожденный. Поэтому её ранг равен числу блоков: 
rank( ) = ( 1)/2.N n −  Следовательно, rank( ) = rank( ) 1 = ( 1)/2 = /2 .M N n n+ +  

rank( ) = rank( ) 1 = ( 1)/2 = /2 .M N n n+ +  
Каждый столбец матрицы M служит решением 

для системы из (n + 1)/2 линейно независимых урав-
нений

	 1 2 2 1

2 2 1

2 = 1

= 0,  1 ( 1) / 2.
k n

k k

x x x x

x x k n
−

+

− − − − −
 + −

 

 

Эта система не имеет (0,1)-решений. Действи-
тельно, из нижних уравнений следует, что (0,1)-ре-
шение должно бы иметь нулевые координаты, кроме 
первой. Но это несовместимо с первым уравнением.

Например, для 3 × 3 матрицы

	
1/2 0 1

0 1 1

0 1 1

 
 − 
 − 

ранг равен двум. Три столбца соответствуют трем 
точкам на одной прямой L, которая задана системой 
из двух уравнений

	 1 2

2 3

1 2 = 0

= 0.

x x

x x

− +
 +

Эта система не имеет (0,1)-решений.
Для 4 × 4 матрицы

	

1 0 0 0

0 1 1 0

0 0 2 1

1 0 1 1/2

− 
 − 
 
 
 

ранг равен трём. Четыре столбца соответствуют точ-
кам на плоскости, заданной системой из двух урав-
нений

	 3 1 2

4 1 2

= 1

= ( 1) / 2.

x x x

x x x

+ +


− + +
Эта система не имеет (0,1)-решений.
Для 2 × 2 матриц, в которых каждый элемент на 

главной диагонали отличен от нуля и от единицы, 
а вне главной диагонали равен либо нулю, либо 
единице, ранг равен единице лишь для матриц

	
1 / 1

,
1

a 
 a 
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где {0,1}.a ∈  Столбцы соответствуют точкам на 
прямой, проходящей через начало координат и за-
данной уравнением x2 = ax1. Следовательно, если 
никакая (0,1)-точка не принадлежит прямой, про-
ходящей через точки, соответствующие столбцам 
матрицы M, то rank( ) = 2.M

Теорема 3. Даны четное число n и n × n матрица M 
над полем K, в которой каждый элемент на главной 
диагонали отличен от нуля и от единицы, а вне главной 
диагонали равен либо нулю, либо единице. Если никакая 
(0,1)-точка не лежит в аффинной оболочке столбцов 
матрицы M, то ранг матрицы M не меньше числа 
(n/2) + 1.

Доказательство. Применение к строкам матрицы 
преобразований типа 1 ,k kx x→ −  как при доказа-
тельстве теоремы 1, позволяет перейти от матрицы 
M к матрице M  того же типа, но в последнем 
столбце матрицы M  все элементы, кроме элемента 
на главной диагонали, равны нулю. Матрица

	

M̂ =




0

N
0

∗ · · · ∗ α




для некоторого {0,1}a ∈ . Поскольку аффинная 
оболочка столбцов матрицы M не содержит никакой 
(0,1)-точки, это верно и для матрицы M . При этом 
ранг не меняется. Поэтому 

�
rank( ) = rank( ) = rank( ) 1.M M N +�

rank( ) = rank( ) = rank( ) 1.M M N +  По теореме 1, rank( ) ( 1)/2.N n −  
Следовательно, выполнено неравенство 
rank( ) ( 1)/2.M n +  Для чётного n это неравенство 
эквивалентно неравенству rank( ) ( /2) 1.M n +

Теорема 4. Дана система m линейно независимых 
линейных уравнений от n переменных, у которой 
нет  (0,1)-решений. Если выполнено неравенство 

> ( 1)/2,m n +  то для некоторого индекса 1 k n   
не  существует почти-(0,1)-решения, в котором 

{0,1}.kx ∈

Доказательство. Пусть для каждой переменной 
существует почти-(0,1)-решение, отличающееся от 
нуля и от единицы значением этой переменной. 
Тогда легко составить матрицу M, в которой каждый 
элемент на главной диагонали отличен от нуля и от 
единицы, а вне главной диагонали равен либо нулю, 
либо единице. Поскольку нет (0,1)-решений, 
rank( ) = 1.M n m− +  Если число n нечётное, то 

1 /2n m n− +   по теореме 1. Если число n чётное, 
то 1 ( /2) 1n m n− + +  по теореме 3. В любом случае 

( 1)/2.m n +  Получено противоречие.

Обозначим через /2n   целую часть числа n/2. 
Геометрическая интерпретация теоремы 4 заклю-
чается в следующем. Пусть < /2s n . В n-мерном 
аффинном пространстве для каждого s-мерного 
подпространства L, которое не инцидентно никакой 
вершине единичного куба, существует забывающая 
координату проекция на некоторую координатную 
гиперплоскость, при которой образ подпространства 
L снова не инцидентен никакой вершине единич-
ного куба. Проекция, забывающая выбранную ко-
ординату, легко вычисляется. При этом таких про-
екций, вообще говоря, несколько, но выбор удачной 
проекции недетерминированный и может иметь 
высокую вычислительную сложность. В этом смысле 
обсуждаемый способ понижения размерности задачи 
напоминает результаты из работы [7]. Однако мы 
не используем вероятностных методов.

Теорема 5. Дана система m линейно независимых 
линейных уравнений от n переменных над полем K. Если 
выполнены условия: n = 2m  –  1, у этой системы нет  
(0,1)-решений, но для каждого индекса 1 k n   су-
ществует почти-(0,1)-решение, в котором {0,1},kx ∈  
то точка (1/2, ..., 1/2), каждая координата которой 
равна 1/2, не служит решением системы.

Доказательство. Предположим, что точка 
(1/2, ..., 1/2) служит решением системы. Тогда мно-
жество остальных решений этой системы распада-
ется на пары симметричных решений, переходящих 
одно в другое при одновременном преобразовании 
всех координат 1 .k kx x→ −  При этом преобразо-
вании почти-(0,1)-решение переходит в другое по-
чти-(0,1)-решение, у которого та же самая коорди-
ната отличается от нуля и от единицы. Однако точка 
(1/2, ..., 1/2) остаётся неподвижной.

Подстановкой нулевого значения вместо по-
следней переменной xn = 0 получим новую систему 
из m уравнений, у которой нет (0,1)-решений, но 
для каждого индекса 1 1k n −   существует почти-
(0,1)-решение, в котором значение {0,1}.kx ∈  В но-
вой системе число линейно независимых уравнений 
равно m, а число переменных равно 1 = 2 2.n m− −  
Мы получаем противоречие с теоремой 4.

Следующий результат устанавливает взаимную 
зависимость почти-(0,1)-решений.

Теорема 6. Если прямая L пересекает три прямые, 
каждая из которых содержит по две смежных 
(0,1)-точки, но прямая L не инцидентна никакой 
(0,1)-точке, то во всех точках на прямой L коорди-
наты, кроме некоторых трех координат, принимают 
какие-то постоянные значения из множества {0,1}.
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Доказательство. Без ограничения общности 
можно считать, что прямая L пересекает первую 
координатную ось в точке A с координатами 
(a, 0, ..., 0), у которой все координаты, кроме первой, 
равны нулю и {0,1}.a ∈  Для некоторого индекса 

2k   прямая L проходит через точку W, у которой 
все координаты, кроме k-й, принадлежат множеству 
{0,1}.

Прямая L состоит из точек (1 ) ,tA t W+ −  где через 
t обозначен параметр. Если у точки W среди коорди-
нат, кроме первой, какие-то две координаты равны 
единице, то эти координаты у любой третьей точки 
на прямой L тоже отличны и от нуля и от единицы. 
Однако по условию на прямой L найдётся третья 
точка, у которой ровно одна координата отлична от 
нуля и от единицы. Следовательно, у точки W не 
более трёх координат могут отличаться от нуля, вклю-
чая первую. Поэтому прямая L лежит в координатном 
подпространстве размерности не выше трёх.

3. РЕАЛИЗАЦИЯ И ОБСУЖДЕНИЕ
Ранг матрицы быстрее вычисляется над полем 

GF(p) вычетов по простому модулю p, чем над полем 
рациональных чисел, ср. [19]. Такие вычисления 
реализованы во многих системах компьютерной 
алгебры, например, в SymPy [20].

В системе SymPy 1.12 выполнены вычисления 
с матрицами, элементы которых независимо и рав-
номерно распределены на конечном наборе значе-
ний. Для конечного поля — над множеством всех 
элементов поля. Матрицы генерировались методом 
randMatrix. Если время вычисления ранга одной 
матрицы меньше минуты, то это вычисление повто-
рялось в пяти сериях. Тогда за время вычисления 
принимался минимум из пяти значений, каждое из 
которых получено усреднением внутри одной серии 
вычислений. Длина такой серии зависит от времени 
вычисления. Если время одного вычисления пре-
вышает две секунды, то каждая серия состоит из 
одного вычисления. Для каждого порядка матрицы 
вычислялась медиана по вычислениям для 25 
матриц.

Вычисление ранга n × n матрицы над полем GF(p)  
для 11p  и 500n  требует менее двух минут, а для 

1000n  требует менее 15 минут. При этом медиана 
времени вычисления ранга монотонно возрастает 
при увеличении порядка матрицы как 3( ) ,c p n +ε  где 
в зависимости от простого числа p добавка в пока-
зателе степени меняется в интервале 0.05 < < 0.09.ε  
Эта медиана монотонно возрастает при увеличении 
модуля p. Результаты вычислений для {3,5,7,11}p ∈  
показаны в табл. 1. Для n = 500 и при больших зна-

чениях {31,101,307,1009,3001}p∈  время вычисления 
ранга мало зависит от величины p. В табл. 2 для тех 
же данных показаны отношения межквартильного 
размаха 3 1( )Q Q−  к медиане.

Таблица 1. Медиана времени в секундах для вы-
числения ранга случайной n × n матрицы над 
полем GF(p) для p ∈ {3,5,7,11}
n GF(3) GF(5) GF(7) GF(11)

100 0.4 0.5 0.6 0.7
200 3.2 4.6 5.1 5.9
300 11 16 18 21
400 27 39 45 51
500 53 78 91 102
600 95 137 158 177
700 151 220 251 280
800 227 327 376 421
900 324 468 538 595

1000 447 644 737 832

Таблица 2. Отношения межквартильного размаха 
(Q3 – Q1) к медиане времени для вычисления 
ранга случайной n × n матрицы над полем GF(p) 
для p ∈ {3,5,7,11}
n GF(3) GF(5) GF(7) GF(11)

100 0.06 0.09 0.10 0.06
200 0.03 0.07 0.07 0.07
300 0.05 0.03 0.03 0.03
400 0.04 0.03 0.02 0.02
500 0.02 0.02 0.02 0.03
600 0.03 0.02 0.02 0.02
700 0.01 0.01 0.01 0.01
800 0.02 0.02 0.01 0.02
900 0.01 0.01 0.01 0.02

1000 0.02 0.01 0.01 0.01

Для матриц над полем рациональных чисел 
(в SymPy это домен QQ) время вычисления ранга 
быстрее возрастает при увеличении порядка мат-
рицы, а также зависит от длины двоичной записи 
элементов матрицы. Генерировались матрицы, эле-
менты которых независимо и равномерно распре-
делены на множестве целых чисел от нуля до 10k для 
значений показателя {1,2,3,4,5}.k∈  При этом ме-
диана времени вычисления ранга монотонно воз-
растает при увеличении порядка матрицы как 

4( ) ,c k n +ε  где в зависимости от k добавка в показателе 
степени меняется в интервале 0 < < 0.4.ε  Для k = 1  
и n = 1000 измеренное время вычисления ранга n × n 
матрицы не превышает получаса, а для k = 5 — около 
трёх часов. Результаты приведены в табл. 3.
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Таблица 3. Медиана времени в секундах для вы-
числения ранга случайной n × n матрицы с цело-
численными элементами, которые независимо 
и равномерно распределены на отрезке от нуля 
до 10k для k ∈ {1,2,3,4,5}

n k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5
100 0.184 0.262 0.345 0.426 0.513
200 2.20 3.64 5.11 6.71 8.48
300 10.5 18.3 27.0 36.5 47.2
400 32.9 60.2 91.2 126 164
500 83.9 155 237 332 439
600 178 340 526 743 990
700 341 662 1040 1480 1980
800 609 1190 1880 2700 3630
900 1010 2000 3190 4600 6220

1000 1610 3200 5140 7440 10100

Вычисления проведены на персональном 
компьютере на базе процессора Intel® Core i7-5820K 
@ 3.30GHz и с оперативной памятью 32 гигабайта.

Обсуждаемое уменьшение числа переменных в 
задаче поиска (0,1)-решения можно пояснить через 
диалог между пользователем с малыми возможно-
стями и веб-сервисом с большими возможностями 
для вычислений. Пользователь получает указания 
в виде сообщений небольшой длины, но хочет про-
верить наличие или отсутствие (0,1)-решения у сис-
темы линейных уравнений, не доверяя этому сер-
вису. Если (0,1)-решение существует, то оно предъ-
является и легко проверить, что указанная последо-
вательность нулей и единиц служит решением. Если 
(0,1)-решения нет, то подсказка состоит в выборе 
переменных, которые можно исключить, чтобы но-
вая система по-прежнему не имела (0,1)-решения. 
Исключение указанных переменных легко выпол-
няется. По теореме 4 число переменных можно 
уменьшать, если исходная система имеет достаточно 
много линейно независимых уравнений. В резуль-
тате система иногда сводится к одному уравнению. 
Если дальнейшее уменьшение числа переменных 
невозможно, то пользователю сообщают набор по-
чти-(0,1)-решений. Тогда легко проверить, что 
нельзя дальше упростить систему. Теорема 2 пока-
зывает, что препятствия к упрощению существуют. 
В худшем случае задача остаётся вычислительно 
трудной.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Изложенные результаты согласуются с общепри-

нятой гипотезой о высокой вычислительной слож-
ности задач распознавания (0,1)-решений для сис-

темы линейных уравнений, поскольку изменение 
задачи посредством исключения переменных встре-
чает препятствие в худшем случае. Но полученные 
оценки оставляют возможность для некоторого по-
нижения вычислительной сложности над конеч-
ными полями. С другой стороны, системы компью-
терной алгебры позволяют быстро вычислять ранг 
матрицы и размерность аффинного подпространства 
над полем вычетов по простому модулю.
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LOWER BOUNDS FOR THE RANK OF A MATRIX WITH ZEROS AND ONES 
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We have found a lower bound on the rank of a square matrix, where every entry in the leading diagonal is neither 
zero nor one, but every entry outside the leading diagonal is either zero or one. The rank of such a matrix is at 
least half the order of the matrix. Under an additional condition, the lower bound is one higher. This condition 
means that some auxiliary system of linear equations has no binary solution. Examples are given showing the 
achievability of the lower bound. This lower bound on the rank allows us to reduce the problem of finding a binary 
solution to a system of linear equations, where the number of linearly independent equations is sufficiently large, 
to a similar problem in a smaller number of variables. Restrictions on the existence of a large set of solutions are 
found, each of which differs from binary one by the value of one variable. In addition, we discuss the possibility 
of certifying the absence of a binary solution to a system of a large set of linear algebraic equations. Estimates of 
the running time for calculating the rank of a matrix with the SymPy computer algebra system are also given. It 
is shown that the matrix rank over the field of residues modulo a prime number is calculated in less time than is 
usually required to calculate the rank of a matrix of the same order over the field of rational numbers.
Keywords: matrix rank, system of linear equations, computer algebra system, SymPy
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