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Акустические методы

УДК 620.179.17

ИЗУЧЕНИЕ ЭВОЛЮЦИИ СПЕКТРА МОЩНОСТИ АКУСТИЧЕСКОГО 
ИЗЛУЧЕНИЯ В ПРОЦЕССЕ РАЗРУШЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА
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При интерпретации данных наблюдений акустической эмиссии (АЭ) использована модель трещины в виде полости, 
имеющей форму сплюснутого эллипсоида вращения. При стремлении длины его малой полуоси к нулю, эллипсоид 
моделирует трещину круговой дискообразной формы. С использованием данных по двум амплитудно-частотным спек-
трам АЭ, зарегистрированным в процессе разрушения образца бетона, построены распределения мощности акустиче-
ского излучения по длинам полуосей эллипсоидальных полостей. Показано, что к моменту регистрации второго спектра 
происходит перераспределение акустического излучения в пользу дискретного набора растущих магистральных тре-
щин, имеющих высокие значения длины большой полуоси и малую величину раскрытия. 

Ключевые слова: процесс разрушения, акустическая эмиссия, сплюснутый эллипсоид вращения, дискообразная 
трещина, мощность акустического излучения. 

STUDYING THE EVOLUTION OF THE POWER SPECTRA OF ACOUSTIC 
RADIATION DURING THE DESTRUCTION OF A SOLID BODY
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When interpreting acoustic emission (AE) observation data, a model of a crack in the form of a cavity in the shape of an 
oblate ellipsoid of revolution was used. When the length of its semi-minor axis tends to zero, the ellipsoid models a circular 
disc-shaped crack. Using data from two amplitude-frequency spectra of AE recorded during the destruction of a concrete sample, 
distributions of the power of acoustic radiation along the lengths of the semi-axes of the ellipsoidal cavities were constructed. It 
is shown that by the time the second spectrum is recorded, a redistribution of acoustic radiation occurs in favor of a discrete set 
of growing main cracks with high semi-major axis lengths and a small opening value.

Keywords: fracture process, acoustic emission, oblate ellipsoid of revolution, disk-shaped crack, acoustic emission power.
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ВВЕДЕНИЕ

Имеющиеся теоретические и экспериментальные данные показывают, что разрушение пред-
ставляет собой сложный, разворачивающийся во времени физический процесс, в ходе развития 
которого происходит необратимое изменение структурных характеристик твердого тела [1—4]. 
При этом сам процесс разрушения, который начинается задолго до появления магистральной тре-
щины, разделяющей твердое тело на части, проходит определенную последовательность этапов 
(режимов) своего развития, возникновение которых тесно связано с соотношением между отдель-
ными составляющими баланса энергии твердого тела, а также с особенностями временных изме-
нений его структурных характеристик [4]. Информация об изменении структурных параметров 
твердого тела в процессе его разрушения может быть получена в результате количественной 
интерпретации данных наблюдений АЭ. Под АЭ понимается обычно процесс перестройки вну-
тренней структуры материала, обусловленный возникновением и развитием макроскопических 
дефектов, что приводит к достаточно быстрым изменениям поля упругих напряжений и генерации 
акустического излучения [4—8]. В настоящее время методы, основанные на анализе результатов 
наблюдений АЭ, широко применяются для изучения и прогнозирования характера развития про-
цесса разрушения твердого тела [9—15]. В работах [9, 11] с использованием данных наблюдений 
АЭ проводились исследования процессов разрушения элементов конструкций из углепластика. В 
[10, 12, 13, 15] для регистрации сигналов АЭ и их интерпретации использовались такие материа-
лы, как сталь, бетон и гранит. Основы методики восстановления структурных характеристик мате-
риала по амплитудно-частотному (АЧ) спектру АЭ подробно рассмотрены в работе [14]. Там же 
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приведены результаты интерпретации экспериментального материала по АЧ-спектрам АЭ, зареги-
стрированным в процессе разрушения образца бетона [12, 13]. Анализ полученных данных позво-
лил исследовать особенности временных изменений структурных характеристик образца в про-
цессе его разрушения. Важную информацию можно получить на основе изучения эволюции 
спектра мощности акустического излучения (мощности АЭ) в разрушающемся твердом теле. В 
работе [4] с использованием данных по двум АЧ-спектрам АЭ, зарегистрированным в процессе 
одноосного сжатия образца бетона, были построены распределения мощности акустического 
излучения по характерным размерам составляющих трещиновато-пористого пространства (ТПП). 
Сравнительный анализ данных интерпретации по каждому из АЧ-спектров позволил исследовать 
взаимосвязь между особенностями временных изменений структурных параметров материала 
образца и характером развития процесса его разрушения. Следует отметить, что использованная в 
[4, 14, 16] методика интерпретации результатов наблюдений АЭ была основана на представлении 
звукового поля в виде суперпозиции полей акустически эквивалентного ТПП ансамбля излучаю-
щих сферических полостей (монополей). Таким образом, в результатах интерпретации не было 
учтено влияние такого фактора, как форма поверхности излучающих трещин. Чаще всего, поведе-
ние трещин в твердом теле исследуется в рамках плоской задачи теории упругости, а сама трещи-
на моделируется эллиптическим вырезом в упругой плоскости, подвергнутой растягивающим 
напряжениям [17]. В развитие этих представлений о форме трещин, в пространственном случае их 
можно рассматривать как полости в виде сплюснутого (сжатого) эллипсоида вращения с различ-
ным соотношением между длинами его полуосей. Когда длина большой полуоси намного превы-
шает длину малой полуоси, сплюснутый эллипсоид вращения будет моделировать трещину круго-
вой дискообразной формы. Использование такой модели дефектов приведет к тому, что распреде-
ление мощности акустического излучения по характерным размерам составляющих ТПП будет 
зависеть от длины полуосей, растущих и генерирующих сигналы АЭ дискообразных трещин. В 
связи с этим возникает необходимость изучения эволюции такого распределения в процессе раз-
рушения твердого тела. Актуальность и целесообразность данного исследования обусловлена тем, 
что характер эволюции распределения мощности акустического излучения по характерным раз-
мерам составляющих ТПП отражает особенности временных изменений кинетики роста трещин 
и их перераспределения по размерам при различных режимах развития процесса разрушения. 
Таким образом, целью данной работы является восстановление распределений мощности акусти-
ческого излучения по длинам полуосей дискообразных трещин с использованием данных по двум 
АЧ-спектрам АЭ, зарегистрированным в процессе разрушения образца бетона [12, 13]. Кроме того, 
будет исследован характер эволюции этого распределения в течение промежутка времени между 
моментами регистрации АЧ-спектров. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Для изучения характера развития процесса разрушения в пространстве и времени в работах 
[14, 16, 18] предложено использовать осредненные уравнения, описывающие явления тепломассо-
переноса в многофазной гетерогенной среде. При конкретизации этих соотношений для разруша-
ющегося твердого тела его следует рассматривать как двухфазную гетерогенную среду, состоящую 
из твердой фазы — «1» и газообразной (трещинной) фазы — «2», представляющей собой ТПП, 
заполненное газообразным флюидом [14, 16, 18]. В систему уравнений, описывающую процессы 
разрушения, входит, в частности, осредненное уравнение баланса импульса разрушающегося твер-
дого тела, которое имеет вид [4, 16, 18]:

(12) (1)
12( ) ( ) 0,i i k ik ik k

k

v v v n
t x
∂ ∂

ρ + ρ − σ − ∆σ Ω =
∂ ∂

                                       (1)

где ρ и vi — осредненные плотность и скорость деформации твердого тела; σik — осредненный 
тензор упругих напряжений в твердом теле; (12) (1) (2)

ik ik ik∆σ σ σ= −  — разность осредненных по соот-
ветствующей фазе тензоров упругих напряжений на межфазной поверхности S12, разделяющей 
фазы «1» и «2»; (1)

kn  — осредненный (по S12) вектор нормали, внешней по отношению к твердой 
фазе; Ω12 = S12/V — удельная внутренняя поверхность (УВП) твердого тела; V — величина объема 
осреднения. Воспользовавшись уравнением неразрывности, законом Гука, а также выразив ско-
рость vi через осредненный вектор смещения ui, из соотношения (1), пренебрегая квадратичным по 
скорости слагаемым, можно получить уравнение [4, 8, 16]: 
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2 2 2
2 2 2

2 2 ( ) ,i i m
t l t i

k i m

u u uc c c A
t x x x

∂ ∂ ∂
− − − =

∂ ∂ ∂ ∂
                                              (2)

где cl и ct — скорости продольных и поперечных упругих волн соответственно. Функция источни-
ка Ai справа в (2) может быть записана в виде [4, 14, 16]:

(12) (1) 2 (12)
12 12

1 ,i ik k iA n L= ∆σ Ω = ν
ρ

                                                        (3)

где 
(12) 1/2 1/2

12 12 12[( ) / ( )] [( ) / ( )]L Lν = ν = ∆σ Ω ρ = ∆σΩ ρ                                      (4)

— частота АЭ, вызванной колебаниями межфазной поверхности S12, выведенной из равновесия 
процессами разрушения; (12) (1)

12 ik kn∆σ = ∆σ  — модуль осредненного вектора силы (12) (1)
ik kn∆σ , дей-

ствующей на единицу площади межфазной поверхности S12; L(12) — осредненная (по S12) амплитуда 
колебаний (величина смещения) поверхности S12; 

(12) (12) (12)
i iL L e= — вектор смещения поверхности 

S12; 
(12)
ie  — единичный вектор в направлении силы (12) (1)

ik kn∆σ . В соотношении (4) для краткости 
введены обозначения ν = ν12, Δσ = Δσ12, L = L(12), Ω = Ω12 = S12/V. Следуя [14], будем в дальнейшем 
величину Δσ называть осредненной разностью упругих напряжений на межфазной поверхности 
S12. Переходя в (2) к векторным обозначениям, получим [16]: 

2 2 2( )graddiv .t l tc c c− ∆ − − =u u u A
                                                    (5)

Представив вектор смещения u, а также функцию источника A, в виде суммы потенциальной и 
соленоидальной составляющих u = ul +ut и A = Al +At, из (5) можно получить осредненные уравне-
ния, описывающие процессы распространения продольных и поперечных упругих волн в разруша-
ющемся твердом теле. Например, уравнение для продольных волн имеет вид [16]:

2 .l l l lc− ∆ =u u A                                                                   (6)

Функция источника справа в (5) и (6) описывает АЭ, обусловленную излучением упругих волн 
поверхностями растущих трещин в процессе разрушения. В работе [16] было показано, что звуковое 
поле продольных волн АЭ можно представить в виде суперпозиции полей ансамбля монополей (из-
лучающих полостей), каждый из которых соответствует одной определенной составляющей ТПП. 
Пусть L1β — осредненный вектор смещения межфазной поверхности S1β, разделяющей твердую 
фазу «1» и произвольную β-составляющую ТПП [16]. Вектор L1β может быть представлен в виде 
суммы потенциальной и соленоидальной частей 1 1 1

l t
β β β= +L L L . Тогда функция источника справа в 

(6) может быть записана так [16]:
2

2

1 ,l l
β=

β
β= ν∑A L                                                              (7)

где νβ — соответствующая β-составляющей ТПП частота АЭ, которая определяется соотношени-
ем, аналогичным (4) [16]. Исследуем, при каких условиях полость в твердом теле, соответствую-
щая β-составляющей ТПП, будет излучать только продольные волны. Вектор L1β можно предста-
вить также следующим образом: 1 1 1 1 1 1 1

n n nL Lβ β β β β β β
τ τ τ= + = + = +L L L L n L nτ τ , где 1

n
βL  и 1β

τL  — его 
нормальная и тангенциальная составляющие; n — единичный вектор нормали к поверхности S1β; 
τ — единичный вектор, лежащий в касательной к поверхности S1β плоскости. Определим, когда 
могут быть отождествлены величины 1

l
βL  и 1

n
βL . Иначе говоря, выясним, при каких условиях нор-

мальная составляющая 1
n
βL  вектора смещения поверхности S1β будет ответственна за генерацию ею 

продольных упругих волн. Для того, чтобы можно было считать справедливым равенство 
1 1 1
l n nLβ β β= =L L n , необходимо выполнение условия 1 1 1 1 1rot rot rot( ) rot [grad ] 0.l n n n nL L Lβ β β β β= = = + =L L n n n  

Учитывая, что rot 0=n , последнее соотношение будет выполняться в том случае, когда 1grad nL β  
направлен по нормали к поверхности S1β. А для этого необходимо, чтобы величина 1

nL β   была 
постоянна на S1β. Вектор скорости 1βL  колебаний поверхности S1β также  может быть представлен 
в виде суммы потенциальной и соленоидальной частей 1 1 1

l t
β β β= +L L L   , а также в виде 1 1 1 ,n

β β β
τ= +L L L    

где 1
n
βL  и 1β

τL  — его нормальная и тангенциальная составляющие. Аналогичным образом можно 
показать, что для выполнения равенства 1 1 1

l n nLβ β β= =L L n    необходимо постоянство 1
nL β
  на S1β. 
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Допустим, что  поверхность S1β колеблется только вдоль направления вектора нормали. В этом 
случае 1 1 1

n nLβ β β= =L L n , а 1 0β
τ =L . Тогда по нормали к S1β будет направлен и вектор скорости 1βL , то 

есть 1 1 1
n nLβ β β= =L L n   . Если 1

nL β  и 1
nL β
  постоянны на S1β, то будут справедливыми  равенства 

1 1 1
n l

β β β= =L L L  и 1 1 1
n l

β β β= ==L L L   . В такой ситуации поверхность S1β будет излучать только продоль-
ные упругие волны, а колебания поверхности S1β вдоль направления вектора нормали будут пред-
ставлять, фактически, ее перемещения параллельно самой себе. Полученные результаты позволя-
ют сделать следующий важный вывод, который мы используем далее. Полость в твердом теле 
будет излучать только продольные упругие волны в том случае, когда колебательные движения, 
ограничивающей эту полость поверхности, происходят только вдоль направления вектора норма-
ли. При этом модуль нормальной составляющей вектора скорости, а также модуль нормальной 
компоненты вектора смещения, должны быть постоянными вдоль поверхности полости. 

Критерии, определяющие условия реализации возможных режимов развития процесса разру-
шения, были рассмотрены в работе [4]. Эти критерии сформулированы на основе анализа урав-
нения баланса энергии разрушающегося твердого тела, которое (если пренебречь конвективным 
потоком энергии, а также кондуктивной теплопроводностью материала образца) в  квазистацио-
нарном случае имеет вид [4, 18]:

0,ik
k ik ik AE

i

v v C C
x Ω

∂σ
+ σ + + =

∂
                                                 (8)

где ikv — осредненный тензор скоростей деформации; 2 (12) (12)
12AE i iC L e v= ν ρ  — мощность АЭ, гене-

рируемая единичным объемом твердого тела; 12 12CΩ = γ µ Ω  — скорость изменения поверхностной 
энергии единицы объема твердого тела; γ12 — параметр, характеризующий скорость относитель-
ного изменения УВП Ω  при деформации межфазных границ; μ12 — коэффициент поверхностного 
натяжения на межфазной поверхности S12. Частными случаями (8) являются уравнения [4, 18]:

0;ik
k AE

i

v C
x

∂σ
+ =

∂
                                                           (9)

0.ik ikv CΩσ + =                                                           (10)

Режим развития процесса разрушения будет различным в зависимости от соотношения между 
первым и вторым слагаемыми слева в (8) [4, 18]. Когда они одного порядка,  энергия внешнего воз-
действия расходуется как на АЭ, так и на изменение поверхностной энергии материала. Если пер-
вое слагаемое слева в (8) много больше второго, процесс разрушения описывается соотношением 
(9). На этом этапе развития процесса разрушения мощность упругих сил практически полностью 
расходуется на генерацию сигналов АЭ. Если первое слагаемое слева в (8) много меньше второго, 
справедливо соотношение (10). На этом эволюционном этапе развития процесса разрушения мощ-
ность упругих сил тратится только на изменение поверхностной энергии материала. 

Процедура восстановления структурных характеристик твердого тела по АЧ-спектру АЭ была 
рассмотрена в [14]. В соответствии с ней звуковое поле, генерируемое межфазной поверхностью 
S12, было представлено в виде суперпозиции полей акустически эквивалентного ТПП ансамбля из-
лучающих сферических полостей (монополей), параметры которого должны удовлетворять опре-
деленным условиям [14, 16]. Возможность замены звукового поля, возбуждаемого поверхностью 
S12, эквивалентным ему полем ансамбля сферических монополей, обусловлена тем, что сигналы 
АЭ регистрируются обычно на расстояниях много больших характерных размеров трещин (вклю-
чений). Поэтому, если эти размеры малы по сравнению с длиной излучаемой волны, то в вол-
новой зоне, генерируемое трещинами поле, практически совпадает с расходящейся сферически 
симметричной волной, создаваемой монополем с объемной скоростью равной скорости изменения 
объема включения [16, 19]. В данной работе трещины будут моделироваться полостями, имею-
щими форму сплюснутого эллипсоида вращения с различным соотношением между длинами его 
большой a и малой b полуосей. Сплюснутый (a > b) эллипсоид вращения при стремлении длины 
его малой полуоси b к нулю будет моделировать круговую дискообразную трещину. Особенности 
изменения формы сплюснутого эллипсоида вращения при b→0 могут быть исследованы на основе 
анализа поведения в этом случае средней и гауссовой кривизны его поверхности [20]. Таким обра-
зом, в данной работе при интерпретации результатов наблюдений АЭ будет использован ансамбль 
излучающих полостей в виде сплюснутых эллипсоидов вращения, моделирующих при b→0 кру-
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говую дискообразную трещину. Для того чтобы эта совокупность эллипсоидальных полостей была 
акустически эквивалентна ТПП твердого тела, на нее следует наложить те же условия, которым 
удовлетворял ансамбль сферических монополей [14, 16]. 

РАСЧЕТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Для проведения интерпретации были использованы приведенные в [12, 13] данные по двум 
АЧ-спектрам АЭ, зарегистрированным через t1 = 25 мин и t2 = 36,1 мин после приложения 
нагрузки к образцу бетона. Эти спектры опубликованы в [21], а также представлены на рис. 1.  
Восстановим на моменты времени t1 и t2 распределения по размерам мощности акустического 
излучения, генерируемого ансамблем эллипсоидальных полостей. Кроме того, проанализируем 
характер изменения этого распределения за промежуток времени между моментами регистрации 
АЧ-спектров. В работе [4] при изучении временных изменений распределения по размерам мощ-
ности АЭ, генерируемой ансамблем сферических монополей, рассматривались гармонические 
сферическисимметричные колебания шаровой полости, когда направления вектора скорости и 
единичного вектора (12)

ie  в направлении силы, действующей на ее поверхности, совпадают. Тогда 
выражение для r

AEC  — мощности акустического излучения сферических полостей  с  радиусами 
в интервале от r до r + Δr, полученное из общего соотношения 2 (12) (12)

12AE i iC L e v= ν ρ , будет иметь 
вид [4]:

3 2 ,r
AE r rC L= ν ρ                                                              (11)

где νr и Lr — частота и амплитуда колебаний поверхности полости радиуса r. Данные о νr и Lr 
берутся из АЧ-спектра АЭ. Полная мощность АЭ, генерируемая ансамблем сферических полостей, 
получается суммированием выражений (11) [4]:

3 2 .r
AE AE r r

r r
C C L= = ν ρ∑ ∑                                                    (12)

Рис. 1. Амплитудно-частотные спектры АЭ на моменты времени t1 и t2. Пунктирная линия — момент времени t1, сплош-
ная линия — момент времени t2.
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Проблема в данном случае заключается в том, что непосредственно использовать соотношения 
(11) и (12) для расчета мощности, генерируемой ансамблем эллипсоидальных полостей, к сожале-
нию, нельзя, так как нет оснований считать, что направления вектора скорости колебаний их 
поверхности и вектора (12)

ie  совпадают.  В связи с этим необходимо отметить, что каждая из эллип-
соидальных полостей излучает, вообще говоря, как продольные, так и поперечные упругие волны. 
Далее мы будем анализировать только поле продольных волн АЭ, излучаемых поверхностями этих 
полостей. Выше уже было сказано, что если размеры включений много меньше длины волны, то 
в зоне регистрации сигналов АЭ главная часть звукового поля, генерируемого включением произ-



8	 В.Т. Беликов

Дефектоскопия     № 3      2024

вольной формы, практически совпадает с расходящейся сферическисимметричной волной, излу-
чаемой пульсирующей сферой малого радиуса с объемной скоростью, равной скорости изменения 
объема включения [16, 19]. Отсюда следует, что если мы сопоставим эллипсоидальной полости 
сферическую полость, скорость изменения объема которой равна скорости изменения объема 
эллипсоидальной полости, то они будут акустически эквивалентны. Выберем в качестве акустиче-
ски эквивалентной эллипсоидальной полости сферическую полость в твердом теле, совершаю-
щую сферически симметричные гармонические колебания ее поверхности с постоянной по этой 
поверхности скоростью, направленной по радиусу полости. В силу того, что радиальная, а также 
совпадающая с ней нормальная компонента вектора скорости, постоянны вдоль поверхности поло-
сти, такая сферическая полость будет излучать, как было показано выше, только продольные упру-
гие волны в твердом теле. Выбор сферической полости, акустически эквивалентной эллипсоидаль-
ной полости, следует также подчинить условию, в соответствии с которым скорости изменения их 
объемов равны между собой [16]. Далее в качестве акустически эквивалентной эллипсоидальной 
полости мы будем рассматривать сферическую полость, имеющую равный с ней объем. Тогда 
радиус r такой сферической полости, определяемый из условия равенства ее объема объему Vel = 
4/3πa2b эллипсоидальной полости, будет 23r a b= . Таким образом, мы будем использовать для 
каждой эллипсоидальной полости ансамбля акустически эквивалентную и равновеликую ей по 
объему сферическую полость. При этом расчет значений мощности АЭ, генерируемой ансамблем 
эллипсоидальных полостей, будет проводиться в соответствии с (11) и (12). 

Совокупность излучающих эллипсоидальных полостей будет характеризоваться двумерным  
массивом (матрицей) элементов с различными  значениями длины полуосей a и b. Будем рассма-
тривать эллипсоидальные полости с полуосями, изменяющимися в пределах от a до a+Δa и от b до 
b+Δb, как отдельную фазу (или как отдельную составляющую ТПП) [14, 16]. Тогда  каждой паре 
интервалов изменения длины полуосей Δa и Δb будет соответствовать свое значение УВП Ω, осред-
ненной разности упругих напряжений Δσ, а также частоты ν и амплитуды L. При этом частота АЭ 
ν для этой совокупности эллипсоидальных полостей будет определяться соотношением (4). Разо-
бьем шкалы изменения длин полуосей a и b, а также шкалу частот в АЧ-спектре АЭ, на промежут-
ки. Обозначим элементы  матрицы   полуосей в виде (ai, bj), где ai — значение длины большой полу-
оси из  i-го интервала шкалы ее изменения, bj — значение длины малой полуоси  из  j-го  интервала 
шкалы ее изменения. Затем каждому значению частоты ν и амплитуды L необходимо поставить в 
соответствие величину полуосей эллипсоидальных полостей a и b. С этой целью преобразуем фор-
мулу (4) для частоты АЭ при некоторых упрощающих предположениях [14]. Пренебрегая давлени-
ем газа в порах и трещинах, в соответствии с законом Гука, можем записать оценку Δσ~ELr–1, где 
r — характерный размер составляющей ТПП, E — упругий модуль. У  довольно широкого класса 
гетерогенных материалов структура такова, что Ω~1/r, тогда, в соответствии с (4), ν ~ r–1(E/ρ)1/2. 
При других моделях среды зависимость между ν  и r может быть иной. Однако обратно пропорци-
ональная зависимость между этими величинами в целом сохранится. Таким образом, для установ-
ления  соответствия  между  (ν, L) и (a, b) мы будем использовать тот факт, что шкалы изменения 
частот и характерных размеров полостей разнонаправлены [14]. В качестве характерного размера 
эллипсоидальной полости выберем радиус 23r a b=  акустически эквивалентной и равновеликой 
ей по объему сферической полости. Для установления соответствия между значениями частот и 
длин полуосей упорядочим элементы  матрицы (ai, bj) по возрастанию радиуса r(ai, bj) акустически 
эквивалентной сферической полости таким образом, чтобы минимальному его значению соответ-
ствовала максимальная частота в АЧ-спектре, а максимальному — минимальная [14]. В результате, 
каждой ячейке матрицы полуосей (ai, bj) будет поставлено в соответствие значение амплитуды L и 
частоты ν. В силу этого построенное далее распределение мощности акустического излучения по 
длинам полуосей эллипсоидальных полостей будет являться фактически и ее спектром. Говоря о 
величине интервалов изменения длин полуосей эллипсоидальных полостей, отметим, что, соглас-
но [22], средний характерный размер пор и трещин в цементсодержащих материалах составляет 
по порядку величины десятки микрон. Исходя из этого, мы предполагали, что излучает весь набор 
эллипсоидальных полостей, большие полуоси a которых изменяются в пределах от 10 до 100 мкм. 
В силу того, что мы рассматриваем моделирующие дискообразную трещину уплощенные (b << a)  
эллипсоиды  вращения,  интервал  изменения  длины полуоси b был взят от  0,1 до 1 мкм. 

Длина малой полуоси b представляет собой половину величины максимального раскрытия 
трещины. Поэтому далее мы иногда будем называть b — раскрытием трещины. При построении 
распределений мощности АЭ, генерируемой ансамблем эллипсоидальных полостей, использова-
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лись ее относительные значения r
relC , которые вычислялись по формуле /r r

rel AE AEC C C= , где r
AEC   

и AEC  определяются в соответствии с (11) и (12). При этом верхний индекс указывает на то, что 
r
relC  и r

AEC  относятся  к акустически  эквивалентной (для эллипсоидальной полости) сферической 
полости. В силу того, что ее радиусу 23r a b=  поставлена в соответствие ячейка матрицы полу-
осей эллипсоидальных полостей, величины r

AEC  и r
relC  являются, фактически, функциями a и b, 

( , ),r r
AE AEC C a b=  ( , )r r

rel relC C a b= . При этом в соотношении (12) суммирование по r сводится к сум-
мированию по всем интервалам изменения длин полуосей a и b. Величина ( , )r r

rel relC C a b= изменя-
ется вдоль соответствующей поверхности в прямоугольной декартовой системе координат, часть 
плоскости x0y которой (при x ≥ 0 и y ≥ 0) является областью определения переменных a (абсцисса) 
и b (ордината). Сами значения r

relC  откладываются вдоль оси z. Для анализа особенностей измене-
ния r

relC  в зависимости от a и b можно использовать сечения поверхности, характеризующей эту 
величину плоскостями b = const, зафиксировав значение длины малой полуоси. Совокупность та-
ких сечений будет давать представление о морфологии самой поверхности, характеризующей r

relC . 
На рис. 2 представлены распределения относительных значений мощности акустического 

излучения r
relC  в моменты времени t1 и t2 при четырех фиксированных значениях длины малой 

полуоси b = 0,1 мкм, b = 0,4 мкм, b = 0,7 мкм и b = 1 мкм. Анализируя графики на рис. 2, прежде 
всего отметим, что как в момент времени t1, так и в момент времени t2, с ростом длины малой полу-
оси b происходит смещение всех максимумов распределения r

relC  в сторону уменьшения длины 
большой полуоси a. Например, в момент времени t1, когда b = 0,1 мкм, главный максимум в рас-
пределении r

relC  наблюдается при a = 43,1 мкм; когда b = 0,4 мкм — при  a = 21,4 мкм; когда b = 
0,7 мкм — при a = 16,2 мкм; когда b = 1 мкм — при a = 14,1 мкм. Аналогичная закономерность 
наблюдается и при t = t2. Другая особенность графиков на рис. 2 заключается в том, что в моменты 
времени t1 и t2 величина максимумов распределения r

relC  при увеличении длины полуоси b в 
среднем уменьшается, причем в момент времени t2 падение их значений при росте b более суще-
ственное. Таким образом, на основе анализа характера изменения r

relC  в рассматриваемых сечени-
ях можно сделать вывод о том, что к моментам времени t1 и t2  в материале образца относительно 
невелика мощность акустического излучения, генерируемого трещинами, как с большими, так и 
малыми длинами полуосей a и b, а также с малыми значениями a и большими значениями b. 

Рис. 2. Распределение относительных значений мощности акустического излучения Cr
rel : b = 0,1 мкм (а);  b = 0,4 мкм 

(б); b = 0,7 мкм (в);  b = 1 мкм (г). Штриховая линия  — момент  времени t1, сплошная линия — момент времени t2.
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Вместе с тем, в моменты времени t1 и t2 основная доля излучения обусловлена трещинами с боль-
шой длиной полуоси a и малой величиной раскрытия b. Как показывают расчеты, при t = t1 доля 
мощности акустического излучения, генерируемого трещинами из интервала изменения a от 10 до 
100 мкм и b от 0,1 до 0,4 мкм, составляет 55,4 %, а доля излучения, обусловленного трещинами из 
интервала изменения b от 0,7 до 1 мкм, составляет 27,4 %. В момент времени t2 доля мощности 
акустического излучения, генерируемого трещинами из интервала изменения b от 0,1 до 0,4 мкм, 
составляет 54,3 %, а доля излучения, обусловленного трещинами из интервала изменения b от 0,7 
до 1 мкм, составляет 28,1 %. Что же касается мощности АЭ CAE, генерируемой всеми эллипсои-
дальными полостями ансамбля, рассчитанной в соответствии с (12), то ее  величина при t = t1 
CAE(t1) превышает соответствующее значение при t = t2 CAE(t2) в 26,8 раза. Проведем сравнитель-
ный анализ графиков сечений распределения r

relC  в моменты времени t1 и t2. При t = t1 и  
b = 0,1 мкм акустическое излучение генерируется, в основном трещинами с длиной большой полу-
оси a, изменяющейся в интервале от 35 до 100 мкм. В момент времени t2 излучение, обусловлен-
ное трещинами с величиной большой полуоси a от 35 до 75 мкм (за исключением двух пиков при 
a = 43,1 и a = 57,6 мкм), практически прекращается, а основная его часть генерируется трещинами, 
имеющими  значения a из промежутка от 75 до 100 мкм. Таким образом, в данном сечении при  
t = t2 возрастает доля акустического излучения, обусловленного трещинами, имеющими относи-
тельно более высокие значения длины полуоси a, что приводит к смещению графика распределе-
ния r

relC  в том же направлении. Аналогичная закономерность  наблюдается в сечениях b = 0,4 мкм,  
b = 0,7 мкм и b = 1 мкм. Еще одна важная особенность сечений r

relC , представленных на рис. 2, 
состоит в том, что в момент времени t2 наблюдаются более узкие локальные максимумы в распре-
делении r

relC , чем в момент времени t1. Более всего заметна эта закономерность  при небольших 
значениях длины малой полуоси b = 0,1 мкм и b = 0,4 мкм. При этом в момент времени t2 в про-
межутках между локальными максимумами величина r

relC  близка к нулю. Это означает, что аку-
стическое излучение в этих интервалах изменения длины полуоси a практически отсутствует. 
Объяснить такой дискретный (линейчатый) характер спектра мощности АЭ в момент времени t2 
можно следующим образом. Известно, что АЭ, сопровождающая процессы разрушения, вызвана 
излучением упругих волн растущими трещинами [9, 10, 12, 13, 15]. Тогда из анализа графиков на 
рис. 2 следует, что в момент времени t2 АЭ обусловлена, в основном растущими трещинами, име-
ющими строго определенный дискретный набор значений длины большой полуоси a, соответству-
ющих локальным максимумам в распределении r

relC . Выявленные закономерности поведения 
распределения величины r

relC  в рассматриваемых сечениях в моменты времени t1 и t2 позволяют 
говорить о том, что поверхность, ее характеризующая, в течение промежутка времени t2 – t1 дефор-
мируется со смещением (неодинаковым для различных значений b) ее максимумов в сторону уве-
личения длины большой полуоси a. Одновременно, при t = t2 в области больших значений длины 
полуоси a происходит рост узких локальных максимумов в распределении r

relC . Отсюда следует, 
что к моменту времени t2 происходит перераспределение акустического излучения в пользу дис-
кретного набора трещин, имеющих в среднем более высокие значения длины полуоси a и неболь-
шие значения раскрытия b. Это означает, что по мере развития процесса разрушения в образце, в 
течение промежутка времени t2 – t1 происходит рост трещин с появлением при t = t2 трещин, име-
ющих относительно более высокие значения длины полуоси a. 

Проанализируем кинетику роста трещин при различных режимах развития процесса разру-
шения и исследуем ее связь с наблюдаемым распределением r

relC , представленным на рис. 2. На 
этапе, удовлетворяющем соотношению (8), процесс разрушения сводится к образованию и 
небольшому росту микротрещин, которые чаще всего хаотично распределены в твердом теле. 
Энергия внешнего воздействия расходуется в данном случае как на относительно слабое акусти-
ческое излучение, так и на не очень значительное увеличение поверхностной энергии. Когда 
справедливо соотношение (10), вся мощность упругих сил практически полностью расходуется 
на изменение поверхностной энергии материала. Рост магистральных трещин на этапах разви-
тия процесса разрушения, описываемых соотношениями (8) и (10), практически не происходит, 
поэтому появление дискретного спектра мощности АЭ, подобного тому, который наблюдается 
на рис. 2, маловероятно. При режимах развития процесса разрушения, удовлетворяющих усло-
виям (8) и (10), возникает, вероятно, только так называемая непрерывная АЭ, сигналы которой 
характеризуются относительно высокой частотой и малой амплитудой [6]. Связанная с ростом 
трещин дискретная АЭ [6], в энергетическом спектре которой могут появиться характерные 
пики, похожие на те, что наблюдаются на рис. 2, на этапах развития процесса разрушения, удов-
летворяющих соотношениям (8) и (10), практически отсутствует. Когда процесс разрушения 
описывается соотношением (9), справедливо неравенство /k ik i ik ikv x v∂σ ∂ >> σ . В этом случае 
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производные компонент тензора упругих напряжений достаточно велики, а производные компо-
нент скоростей деформации малы по сравнению с их значениями, соответствующими (8). Такая 
ситуация возникает, прежде всего, в окрестности вершин трещин. Как известно [3, 23, 24], ком-
поненты тензора упругих напряжений очень сильно возрастают с уменьшением расстояния от 
вершины трещины, при этом значительно увеличиваются и производные этих компонент. При 
таких высоких значениях упругих напряжений в локальной области вблизи вершин растущих 
трещин может происходить существенное увеличение температуры [24]. Это приведет к тому, 
что в этих областях твердого тела, находящихся в метастабильном состоянии, резко возрастет 
вероятность образования зародышей микротрещин [25], а вследствие их объединения — самих 
микротрещин. В такой ситуации возобладает тенденция, в соответствии с которой возникающие 
микротрещины начнут образовывать в окрестности вершин уже существующих трещин скопле-
ния (кластеры), трассирующие будущую магистральную трещину. При этом вновь появляющи-
еся микротрещины будут группироваться, преимущественно вблизи вершины растущей маги-
стральной трещины, а их слияние приведет к ее росту [24]. Энергетические затраты на образо-
вание микротрещин и их слияние будут в данном случае невелики по сравнению с энергией АЭ, 
генерируемой колебаниями поверхностей растущих магистральных трещин. Таким образом, 
расти и излучать будут те магистральные трещины, вблизи вершин которых наиболее высока 
вероятность образования микротрещин и их кластеризация. Это означает, что на этапе развития 
процесса разрушения, который описывается соотношением (9), АЭ будет генерироваться расту-
щими магистральными трещинами с вполне определенным дискретным набором длин полуосей. 
Именно рост этой группы трещин и может привести к появлению акустического излучения, 
спектр мощности которого имеет дискретный (линейчатый) характер, с ярко выраженными 
узкими пиками значений r

relC , подобный тому, который наблюдается на рис. 2 при t = t2. 
Необходимо отметить, что похожая особенность спектра мощности АЭ прослеживается (особен-
но отчетливо при b = 0,7 мкм и b = 1 мкм) и в момент времени t1. Дискретному характеру спектра 
на рис. 2 может быть дано объяснение и с термодинамических позиций. Как известно, в соот-
ветствии с принципом Ле-Шателье, внешнее воздействие на твердое тело стимулирует в нем 
комплекс процессов, которые стремятся ослабить результаты этого воздействия [25, 26]. 
Разрушение, сопровождающееся необратимым изменением структурных характеристик твердо-
го тела, является одним из процессов подобного рода. При достаточно малых скоростях внеш-
него воздействия разрушение можно рассматривать как равновесный (квазистатический) про-
цесс, в ходе развития которого параметры среды меняются с течением времени физически бес-
конечно медленно, поэтому разрушающееся твердое тело все время находится в равновесных 
состояниях [26]. Иначе говоря, при этих условиях процесс разрушения представляет собой 
последовательность медленно сменяющих друг друга состояний, в каждом из которых параме-
тры, характеризующие материал, имеют значения, соответствующие термодинамическому рав-
новесию. Отсюда следует, что при протекании процессов, стремящихся ослабить внешнее воз-
действие, некоторые термодинамические характеристики (например, термодинамические потен-
циалы [25, 26]) разрушающегося твердого тела будут близки к своим равновесным минималь-
ным значениям. Если считать, например, что процесс разрушения происходит при постоянных 
объеме и температуре, близкой к своему минимальному значению будет свободная поверхност-
ная энергия единицы объема твердого тела [14]. А это, в свою очередь, означает, что при посто-
янстве коэффициента поверхностного натяжения к минимальному значению будет стремиться 
УВП материала [14]. Таким образом, по мере развития процесса разрушения величина УВП 
будет иметь тенденцию к уменьшению. Отсюда следует, что в процессе разрушения твердого 
тела будет доминировать такое, приводящее к уменьшению УВП, явление, как слияние микро-
трещин с образованием и дальнейшим развитием магистральных трещин больших характерных 
размеров. Причем расти будет та группа магистральных трещин, вблизи вершин которых наи-
более благоприятны термодинамические условия для образования и кластеризации микротре-
щин. Процесс роста магистральных трещин будет сопровождаться АЭ. Совокупность растущих 
и излучающих магистральных трещин с вполне определенным дискретным набором размеров 
больших полуосей будет давать линейчатый спектр мощности АЭ, подобный тому, который 
наблюдается на рис. 2. При этом акустическое излучение, генерируемое трещинами промежу-
точных размеров, либо будет очень незначительным, либо растущие трещины таких размеров в 
момент регистрации АЧ-спектра вообще отсутствуют. В этом случае в распределении r

relC  воз-
никнут участки между локальными максимумами значений r

relC , где акустического излучения 
практически нет (см. рис. 2).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Для учета такого фактора, как форма поверхности трещины, при интерпретации резуль-
татов наблюдений АЭ предложено рассматривать ее как полость в виде сплюснутого эллип-
соида вращения. При стремлении длины малой полуоси к нулю, эллипсоид вращения будет 
моделировать трещину круговой дискообразной формы. С использованием данных по двум 
АЧ-спектрам АЭ, зарегистрированным в процессе разрушения образца бетона, восстановлены 
соответствующие распределения мощности АЭ, зависящие от длины полуосей излучающих 
эллипсоидальных полостей. Исследование эволюции построенных распределений показало, 
что в рассматриваемые моменты времени основная доля акустического излучения обуслов-
лена трещинами с большой длиной полуоси a и малой величиной раскрытия b. Анализ, про-
веденный с использованием кинетических представлений, позволил сделать вывод о том, что 
дискретный характер спектра мощности акустического излучения обусловлен ростом опреде-
ленной группы магистральных трещин на таком этапе развития процесса разрушения, когда 
мощность упругих сил практически полностью расходуется на генерацию сигналов АЭ. Вы-
воды, полученные на основе исследования эволюции спектра мощности АЭ с использованием 
кинетических представлений, были подтверждены и дополнены результатами анализа, прове-
денного с термодинамических позиций.  
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Качество изображения отражателей, восстановленное по технологии цифровой фокусировки антенной или техно-
логии фазированных антенных решеток, зависит от точности определения таких параметров призмы, как стрела, путь, 
скорость продольной волны и угол наклона. Эти параметры не всегда соответствуют паспортным параметрам как из-за 
точности изготовления призм и размещения элементов антенной решетки в корпусе, так и из-за износа призм при экс-
плуатации. В статье рассматриваются два типа калибровки антенной решетки, установленной на призму: вариационная 
и упрощенная. Принцип вариационной калибровки заключается в минимизации целевой функции, описывающей раз-
ницу между измеренными антенной решеткой эхосигналами от боковых цилиндрических отверстий, например, в образ-
це ISO 19675 PAUT BLOCK, и рассчитанными эхосигналами. Упрощенная калибровка основана на анализе времени 
прихода эхосигналов от подошвы призмы, что позволяет оценить путь и угол наклона призмы, зная скорость продольной 
волны в призме. Работа вариационной калибровки проверена на эхосигналах, рассчитанных в программе CIVA, для 
демонстрации овражистой структуры целевой функции. Сделана оценка необходимой точности определения всех четы-
рех параметров призмы. Приведены результаты калибровки антенной решетки на четырех призмах и проведена про-
верка результатов вариационной и упрощенной калибровок. Точность определения параметров призмы при использова-
нии вариационной калибровки более чем в два раза лучше результатов, получаемых при упрощенной калибровке. 
Однако время, необходимое для проведения расчетов при вариационной калибровке, более чем на три порядка больше, 
чем для упрощенной калибровки.

Ключевые слова: антенная решетка, Full Matrix Capture (FMC), тройное сканирование, C-SAFT, Total Focusing 
Method (TFM), цифровая фокусировка антенной (ЦФА).

ANALYSIS OF TWO METHODS OF CALIBRATION OF AN ULTRASONIC 
ANTENNA ARRAY MOUNTED ON A PRISM
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The image quality of the reflectors, restored using digital antenna focusing technology or phased array technology, depends 
on the accuracy of determining such parameters of the prism as the boom, path, longitudinal wave velocity and angle of 
inclination. These parameters do not always correspond to the passport parameters, both due to the accuracy of the manufacture 
of prisms and the placement of antenna array elements in the housing, and due to the wear of the prisms during operation. The 
article discusses two types of calibration of an antenna array mounted on a prism: variational and simplified. The principle of 
variational calibration is to minimize the objective function describing the difference between the echo signals measured by the 
antenna array from the side cylindrical holes, for example, in the ISO 19675 PAUT BLOCK sample and the calculated echo 
signals. Simplified calibration is based on the analysis of the arrival time of echo signals from the prism sole, which allows you 
to estimate the path and angle of inclination of the prism, knowing the velocity of the longitudinal wave in the prism. The 
operation of the variational calibration was tested on echo signals calculated in the CIVA program to demonstrate the gully 
structure of the target function. An assessment of the required accuracy of determining all four parameters of the prism is made. 
The results of calibration of the antenna array on four prisms are presented and the results of variational and simplified 
calibrations are verified. The accuracy of determining the parameters of the prism when using variational calibration is more than 
twice as good as the results obtained with simplified calibration. However, the time required for calculations with variational 
calibration is more than three orders of magnitude longer than for simplified calibration.
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1. ВВЕДЕНИЕ

При проведении эксплуатационного ультразвукового неразрушающего контроля очень важной 
задачей является задача мониторинга за развитием ранее обнаруженных отражателей, размеры 
которых тем не менее позволяют согласно действующей нормативной документации эксплуатиро-
вать оборудование [1]. Периодические измерения размеров отражателя (либо по технологии фази-
рованных антенных решеток (ФАР) [2], либо по технологии цифровой фокусировки антенной 
(ЦФА) [3]) с использованием разных экземпляров призм и антенных решеток могут привести к 
тому, что размеры и координаты отражателя будут определятся с большим разбросом, который не 
позволит сделать вывод о степени его роста.

На качество ФАР- или ЦФА-изображений сильно влияет точность, с которой известны параме-
тры призмы и антенной решетки. Для антенной решетки нужно знать время нарастания импульса 
tmax и время задержки в согласующем протекторе tprot, а также такие параметры призмы, как стрела 
aw, путь в призме pw, скорость продольных волна cw,l в призме и угол наклона призмы βw (рис. 1б). 
Погрешность в задании этих параметров может привести к тому, что блики на изображении, соот-
ветствующие несплошностям, будут расфокусированы и смещены от своих истинных положений. 
Поэтому для получения бликов, максимально точно совпадающих с границами несплошностей, 
нужно знать параметры призмы и антенной решетки, которые могут не совпадать с паспортными 
или могут измениться в зависимости от условий эксплуатации. Отметим, что важно знать и гео-
метроакустические свойства объекта контроля для восстановления максимально точного изобра-
жения, но это уже вопрос не только калибровки призмы, а настройки дефектоскопа перед прове-
дением контроля.

Под калибровкой будем подразумевать процедуру определения параметров призмы (стрела aw, 
путь pw, скорость продольной волны cw,l  и угол наклона βw), на которую установлена антенная 
решетка. В данной статье сравнивались результаты двух технологий калибровки:

1. Упрощенная калибровка, с помощью которой определяются два параметра призмы (путь pw 
и угол наклона βw) по эхосигналам, отраженным от подошвы призмы в воздухе. Такой способ кали-
бровки был предложен в статье [4].

2. Вариационная калибровка, с помощью которой по измеренным эхосигналам в эталонном 
образце с несколькими боковыми цилиндрическими отверстиями (БЦО), например, ISO 19675 
PAUT BLOCK [5], определяются четыре параметра призмы (стрела aw, путь pw, скорость продоль-
ной волны cw,l  и угол наклона βw). В статье [6] предлагалось проводить калибровку на нестандарт-
ном образце толщиной 18 мм с одним БЦО диаметром 2 мм на глубине 12 мм с учетом импульсов, 
отраженных от дна.

Проверка результатов калибровки пары «антенная решетка—призма» проводилась при сравне-
нии координат бликов границ БЦО на ЦФА-изображении с координатами границ БЦО на разных 
глубинах в эталонном образце. В образцах для калибровки и проверки должны быть максимально 
точно измерены скорости продольной и поперечной волны и диаметры БЦО и координаты их цен-
тров.

2. СПОСОБЫ КАЛИБРОВКИ И ПРОВЕРКИ

2.1. Упрощенная калибровка

В ряде современных дефектоскопов используется способ определения пути pw и угла наклона 
призмы βw по задержкам эхосигналов, отраженных от подошвы призмы для всех элементов антен-
ной решетки [4]. Точность измерения угла наклона βw и пути в призме pw в первую очередь опре-
деляется точностью, с которой известна скорость продольной волны в призме cw,l.

Упрощенная калибровка выполняется следующим образом. Антенная решетка устанавливается 
на призму, подошва которой находится в воздухе. Затем регистрируются эхосигналы, отраженные от 
подошвы призмы в режиме линейного сканирования с апертурой в один элемент для всех элементов 
антенной решетки. На рис. 1а в растровом виде показаны эхосигналы от подошвы призмы. Для каж-
дого эхосигнала определяется время прихода, и по известной скорости продольной волны в призме 
cw,l рассчитывается высота расположения каждого элемента hi над подошвой призмы. На рис. 1б 
окружностями красного цвета показаны вычисленные положения элементов антенной решетки.
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Определив hi, угол наклона βw и путь в призме pw можно рассчитать по формулам:
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где Ne — количество элементов решетки; Δx — расстояние между центрами элементов.
Упрощенная калибровка — простая и быстрая процедура, но с ее помощью невозможно опре-

делить стрелу призмы aw. Для этого нужно провести дополнительные измерения, что усложняет и 
удлиняет процедуру определения параметров призмы. Еще одна проблема возникает при увеличе-
нии угла наклона призмы: из-за краевой волны [7, 8] форма эхосигнала от дна заметно искажается, 
что влияет на точность работы алгоритма. На рис. 2а показан эхосигнал, отраженный от подошвы 
призмы с углом наклона 20 град, а на рис. 2б — с углом наклона 42 град. Форма сигнала во втором 
случае существенно искажена, поэтому определение времени его прихода усложняется.

Рис. 1. Эхосигналы, отраженные от подошвы призмы и принятые каждым элементом антенной решетки из 32 элементов 
(а); схематичное представление расчета угла наклона и пути в призме (б).
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Рис. 2. Эхосигналы, отраженные от подошвы призмы с углом наклона 20 град (а) и углом наклона 42 град (б).
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2.2. Вариационная калибровка

В статье [6] был предложен вариационный алгоритм определения стрелы aw, пути в призме pw, 
скорости продольной волны cw,l  и угла наклона βw как решение оптимизационной задачи нахожде-
ния минимальной разности между измеренными эхосигналами от нескольких БЦО, например, от 
четырех БЦО в стандартизированном образце ISO 19675 PAUT BLOCK, и рассчитанными эхосиг-
налами. Обозначим через p(rt, rr, t) эхосигналы, измеренные от нескольких БЦО при излучении 
импульса из точки rt и приеме в точке rr. Задав параметры антенной решетки и призмы, зная коор-
динаты БЦО известного диаметра, можно рассчитать эхосигналы ( )ˆ , , ;t rp tr r ν , где ν = (aw, pw, cw,l, 
βw). Критерием максимального совпадения измеренных эхосигналов p(rt, rr, t) и их оценки 
( )ˆ , , ;t rp tr r ν  может служить достижение минимума целевой функции D(ν):

	 ( ) ( )( )
4

ˆarg min , , , , , ; .t r t rD p t p t
⊂ℜ

= r r r r
ν

ν ν                                                 (1)

Значение ν = (aw, pw, cw,l, βw), при котором будет достигаться минимум целевой функции
( ) ( )( ) ( )ˆ, , , , , ; ,t r t rD p t p t D=r r r r ν ν  будет решением задачи калибровки. В качестве целевой функ-

ции можно рассматривать среднеквадратическое отклонение двух функций, величину обратную 
функции их корреляции [6], расстояние Кульбака—Лейблера [9] между двумя функциями и иные 
метрики.

Существует множество методов решения задачи оптимизации. Выбор конкретного метода 
зависит от ее размерности, типа целевой функции D(ν), наличия ограничений, знания градиента и 
Гессиана, т.е. второй производной целевой функции. Часто применяемый симплексный метод 
заключается в поиске минимума целевой функции за счет оценки градиента по значениям на вер-
шинах выпуклого многогранника (симплекса) [10]. Однако симплексный метод может столкнуться 
с проблемой остановки вычислений в локальном минимуме целевой функции. Поэтому для нахож-
дения глобального минимума задачу приходится решать для многих начальных точек {ν}, что 
увеличивает время расчета.

Существует класс методов поиска глобального минимума функций, основанный на биоинспи-
рированных принципах работы, например, метод роевого интеллекта (particle swarm optimization 
(PSO)) [11] или его модификация, называемая квантовоповеденческая (quantum-behaved particle 
swarm optimization (QPSO)) [12]. Метод QPSO в сравнении с методом PSO имеет меньше вероят-
ность остановки вычислений в локальном минимуме целевой функции.

Опыт применения упомянутых методов решения задачи оптимизации, согласно формуле (1), 
не показал принципиального преимущества ни одного из них. Поэтому в данной работе использо-
вался симплексный метод со множеством {ν} из 24 начальных точек.

2.2.1. Расчет эхосигналов от БЦО

Это классическая задача, которая решена для пьезоэлементов разной формы как аналитически 
[13, 7, 14, 15], так и с помощью специализированных программ, например, CIVA [16], которая 
позволяет рассчитывать эхосигналы от различных отражателей с помощью теории лучевых тру-
бок. Известны аналитические решения в гармоническом варианте расчета амплитуды поля отра-
женного от БЦО при излучении из точки rt и приеме в точке rr [13, 14, 17] пьезопластинами задан-
ных размеров и формы.

В самом простом варианте рассчитать эхосигналы ( )ˆ , , ;t rp tr r ν  можно следующим образом: c 
помощью принципа Ферма [18] рассчитывается время пробега импульса и лучевая траектория от 
центра излучающего элемента антенной решетки до границы «призма—образец», далее до точки 
зеркального отражения от поверхности БЦО и до центра регистрирующего элемента антенной 
решетки с учетом преломления на границе «образец—призма». Для определения амплитуды эхо-
сигнала можно воспользоваться стандартными формулами для расчета диаграммы направленно-
сти элемента решетки для излучения и приема, формулами для расчета коэффициента преломле-
ния на границе со скольжением для разных типов волн и формулой для расчета коэффициента 
отражения на абсолютно мягкой границе. Конечно, при преломлении и отражении нужно учиты-
вать изменение амплитуда импульса из-за изменения радиуса волнового фронта. Такой подход 
позволяет быстро рассчитывать поле ( )ˆ , , ;t rp tr r ν , но он не позволяет отслеживать измерение 
формы импульса (см. рис. 2а) при значительном отклонении луча от акустической оси антенной 
решетки на призме.
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В более точном варианте расчета поверхности излучающего и приемного элемента антенной 
решетки поверхность БЦО разбиваются на элементарные площадки. Падающий луч на любой 
освещенной элементарной площадке БЦО рассчитывается с учетом множества лучей от всех 
элементарных площадок излучателя. Для каждой элементарной площадки поверхности БЦО 
рассчитываются импульсы на всех элементарных площадках приемного элемента с учетом 
формы падающего импульса, а эффект рассеивания можно учесть в приближении Кирхгофа. 
Так, в работе [14] приведены формулы для расчета коэффициентов отражения от площадки при 
падении и отражении лучей с произвольными углами с учетом трансформации типа волны. 
Интегрирование по поверхности приемника позволяет оценить измеренный эхосигнал 
( )ˆ , , ;t rp tr r ν . Такой подход более точный и позволяет отслеживать изменение формы импульса 

(см. рис. 2б) при отклонении луча от центральной оси призмы. Но время расчета ( )ˆ , , ;t rp tr r ν  
многократно возрастает по сравнению с зеркальным приближением.

И, наконец, зная падающее поле, можно по аналитическим формулам [13] рассчитать рас-
сеянное поле с учетом трансформации типа волны при падении плоской волны на БЦО и затем 
оценить поле на приемном элементе антенной решетки. При таком подходе можно рассчитать не 
только импульсы, отраженные от границы БЦО, но и импульсы обегания—соскальзывания, что 
делает такой подход самым точным. Однако время оценки ( )ˆ , , ;t rp tr r ν  еще больше увеличивает-
ся. А если учесть, что падающая на БЦО волна не плоская, и для точного решения задачи рас-
сеяния понадобится разложить цилиндрическую волну на набор плоских волн, то это еще боль-
ше замедлит расчеты.

Расчет эхосигналов по всем трем вариантам для вариационной калибровки (зеркальное отра-
жение, приближение Кирхгофа, точное аналитическое решение) не выявил принципиальной раз-
ницы между ними. Поэтому все результаты, представленные в статье, были получены по самому 
быстрому способу расчета рассеянного поля — по зеркальному приближению.

2.3. Проверка результатов калибровки

Проверка результатов калибровки заключалась в оценке точности определения координат гра-
ниц БЦО диаметром 2 мм, расположенных на разных глубинах от 5 до 85 мм в образце НО-Ф2-
П90-ПЛ-Б2 из стали Ст20 по ЦФА-изображениям (рис. 3а). Для этого нужно, чтобы:

– геометрические размеры и скорости звука в образце для проверки были измерены с точно-
стью не хуже ±0,05 мм и ±0,01 мм/мкс соответственно;

Рис. 3. Вид образца НО-Ф2-П90-ПЛ-Б2 для проверки (а); фрагмент изображения в формате реального числа с контурами 
трех БЦО и контрольными линиями для получения среза блика границы (б). 
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– был обеспечен нормальный акустический контакт между антенной решеткой и призмой и 
между призмой и образцом;

– элементы антенной решетки должны быть параллельны оси БЦО, т.е. угол падения на БЦО 
в дополнительной плоскости должен стремится к нулю.

На рис. 3б показан фрагмент ЦФА-изображения (выделен на рис. 3а четырехугольником с 
полупрозрачной розовой заливкой) в формате реального числа с контурами трех БЦО (окружности 
черного цвета) и контрольными линиями (тонкие линии черного цвета), вдоль которых формиро-
вался срез блика для анализа совпадения координат его максимума с известной границей БЦО.

3. МЕТОДИКА ПРОВЕДЕНИЯ КАЛИБРОВКИ И ПРОВЕРКИ

Для калибровки использовалась антенная решетка DP-5M32E1.0P (5 МГц, 32 элемента, размер 
пьезоэлемента 0,75×10 мм, зазор между краями пьезоэлементов 0,25 мм) и четыре призмы, 
паспортные параметры которых приведены в табл. 1. Стрелу призмы и путь в призме измерить 
довольно сложно, но измерить скорость звука и угол наклона призмы для сравнения с результата-
ми калибровки достаточно просто. Для трех призм была измерена скорость продольной волны 
толщиномером Echotest 1076 Basic фирмы Karl Deutsch [19] с пьезопреобразователем на 4 МГц. 
Первая и четвертая призмы были сделаны из плексигласа, а вторая и третья — из рексолита. Для 
всех четырех призм с помощью угломера типа 2-2 0-320 гр. 2′ ГОСТ 5378—88 180 с точностью ±2′ 
был измерен угол наклона. В табл. 1 в скобках приведены измеренные скорость продольной волны 
и угол наклона.

Т а б л и ц а  1
Список используемых призм

Тип призмы Стрела, мм Путь в призме, мм Скорость продольной волны, мм/мкс Угол наклона, град

1. X-32-20 21,48 8,77 2,72 20,0 (20,37)

2. X-32-17-R-L94W40 55,00 14,50 2,33 (2,332) 17,0 (17,00)

3. X-32-39-R-IML52 23,67 20,94 2,33 (2,320) 39,0 (39,10)

4. X-32-42-0-L117W40 65,00 37,00 2,72 (2,753) 42,0 (42,03)

На рис. 4 показаны схематические изображения призм с установленными на них антенными 
решетками для наглядного сравнения их геометрических параметров.

На рис. 5 схематически показаны положения призмы и антенной решетки при регистрации 
эхосигналов от БЦО в образце ISO 19675 PAUT BLOCK в двух положениях xw = 5 и –15 мм. 
Существует оптимальное положение xw призмы для калибровки, при котором регистрируются 
эхосигналы от всех четырех БЦО с минимальным разбросом амплитуды. На рис. 5 многоугольни-

Рис. 4. Изображение призм, используемых для калибровки.

x, мм
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ком с зеленой полупрозрачной заливкой схематически показана область с рабочим диапазоном 
углов антенной решетки при расположении призмы в точке xw = 5 мм. При таком положении будут 
измерены эхосигналы от всех четырех БЦО. При размещении призмы в точке xw = –15 мм эхосиг-
налы от двух верхних БЦО (четырехугольник с полупрозрачной розовой заливкой) будут иметь 
маленькую амплитуду и качество калибровки ухудшится, так как амплитуда эхосигналов будет 
значимой только для двух нижних БЦО, т.е. для каждой призмы существует оптимальное положе-
ние призмы на образце xw,opt для измерения эхосигналов для калибровки.

Эксперимент по калибровке и проверки результатов вариационной калибровки проводился 
следующим образом:

1. Регистрировались эхосигналы от четырех БЦО в образце ISO 19675 PAUT BLOCK при трех 
положениях призмы, когда передняя грань находилась на расстояниях xw, равным –15, –5 и 5 мм от 
центра БЦО (см. рис. 5). Такой выбор xw определялся конструкцией специального упора для фик-
сации призмы с точностью ±10 мкм.

2. Проводилась калибровка по эхосигналам, зарегистрированным в каждом из трех положений 
xw.

3. Измерялись эхосигналы от одиннадцати БЦО на глубинах от 5 до 90 мм в образце НО-Ф2-
П90-ПЛ-Б2 при двух положениях передней грани призмы: –20 и 0 мм от центра БЦО. На рис. 3а 
антенная решетка схематически показана в положении –20 мм. Такие положения так же определя-
лись конструкцией специального упора для фиксации призмы с точностью ±10 мкм. 
Восстанавливались ЦФА-изображения для каждого положения антенной решетки при калибровке.

4. При проверки оценивалось смещение максимума блика от границ БЦО на ЦФА-
изображениях, восстановленных по акустическим схемам на продольной (LdL) и поперечной 
(TdT) волнах так, как описано в разделе 2.3.

При каждой установке антенной решетки на призму результаты калибровки могут изменятся. 
Первая причина заключается в том, что винты, которыми корпус антенной решетки прижимается 
к призме, могут быть затянуты с разной силой. Поэтому корпус антенной решетки может оказать-
ся перекошенным, и угол плоскости, в которой расположены ее элементы, будет отличаться от угла 
наклона призмы. Во-вторых, у установочных винтов резьба нарезана в дальней от головки части. 
В ближней к головке части у винта резьбы нет, а его диаметр уменьшен, что приводит к люфту 
около ±0,2 мм в крепежных отверстиях. Это означает, что при каждой установке возможен некон-
тролируемый сдвиг в пределах люфта антенной решетки на призме. Поэтому повторяемость изме-
рений проверялась при проведении трех экспериментов согласно пунктам от 1 до 4. Перед каждым 
экспериментом антенная решетка откручивалась от призмы и прикручивалась обратно.

Таким образом, для проверки результатов вариационной калибровки анализировались блики 
одиннадцати БЦО в образце НО-Ф2-П90-ПЛ-Б2 на тридцати шести ЦФА-изображениях:

Рис. 5. Схема расположения призмы и антенной решетки в положении 5 и –15 мм при регистрации эхосигналов от 
четырех БЦО в образце ISO 19675 PAUT BLOCK.
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– для трех положений призмы –15, –5 и 5 мм при регистрации эхосигналов для калибровки на 
образце ISO 19675 PAUT BLOCK (см. рис. 5);

– при регистрации эхосигналов для проверки при расположении призмы в двух положениях:  
0 и –20 мм (см. рис. 3а);

– по двум акустическим схемам на продольной (LdL) и поперечной (TdT) волнах;
– для трех экспериментов.
При проверке результатов упрощенной калибровки для расчета пути и угла наклона призмы 

этапы 1 и 2 были заменены на три измерения эхосигналов от подошвы призмы.

3.1. Определение параметров антенной решетки

Один из важных параметров, который нужно учитывать при восстановлении ЦФА-изображения 
отражателей, — это время задержки в протекторе. Учитывая, что толщина просветляющего про-
тектора должна быть равна четверти длины волны, время задержки в протекторе равно четверти 
периода центральной частоты антенной решетки. Это означает, что без учета этого времени блики 
границ БЦО на ЦФА-изображении будут смещены по лучу на четверть периода. Для частоты  
2,25 МГц для продольной волны в стальном образце смещение будет равно 0,65 мм. Это заметная 
величина при решении задачи дефектометрии. Способ определения времени задержки в протекто-
ре приведен в статье [6].

4. НЕОБХОДИМАЯ ТОЧНОСТЬ ИЗМЕРЕНИЙ

Целесообразно определить оптимальное значение точности определения параметров призмы 
при калибровке, так как повышение точности приводит к усложнению измерений и обработки 
эхосигналов. При этом значительного повышения качества ЦФА-изображения не произойдет. 
Ошибка расчета времени задержки в половину периода может привести к тому, что амплитуда 
блика устремится к нулю. Если полагать, что максимальная ошибка может быть четверть периода, 
то эхосигналы уже не будут уничтожать друг друга, хотя не будет и оптимального сложения. 
Поэтому можно предложить такой принцип — для избегания взаимного погашения эхосигналов 
каждый искомый параметр призмы должен определятся так, чтобы ошибка во времени δt была до 
1/4 периода основной частоты, а ошибка по расстоянию δx была до 1/4 длины волны. Учитывая, 
что измерения всех четырех параметров одновременно могут дать максимальную ошибку, то точ-
ность измерений целесообразно повысить хотя бы вдвое. Исходя из этого, можно полагать, что 
точность определения стрелы aw и пути pw в призме должна быть равна δx = λ/8, где λ — длина 
волны. Допустимое отклонение измеренного значения скорости звука cw,l можно оценить, исходя 
из того, что отклонение времени пробега δt по центральному лучу должно быть равно 1/8 периода 
основной частоты. Эту величину можно оценить, как

, , ,

.w w

w l w l w l

p p t
c c c

− = δ
− δ

Простейшие преобразования позволяют оценить допустимое значение отклонения скорости 
cw,l  по формуле:

	 , ,
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− δ                                                            (2)

Допустимое отклонение угла наклона призмы δβw можно оценить, исходя из предположения, 
что смещение стрелы δx должно быть равно 1/8 длины волны:

tan( ) tan( ) ,x w x w wp p xβ − β + δβ = δ где cos( ).x w wp p= β

Из этого выражения, используя разложение тангенса в ряд Маклорена по δβw, можно оценить 
δβw, как

tan( ).w w
w

x
p
δ

δβ ≈ β

В табл. 2 приведены рассчитанные по формулам (2) и (3) оптимальные точности при исполь-
зовании антенной решетки с центральной несущей частотой 5 МГц для двух призм из табл. 1 —  
с самым маленьким путем pw и с самым большим. При калибровке призмы с путем pw, равным  
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7 мм, требования к относительной точности вполне умеренные и находятся в пределах от 0,32 до 
0,81 %. Для призмы с путем pw = 37 мм требования к относительной точности более жесткие — 
они находятся в пределах от 0,1 до 0,23 %.

5. ВИД ЦЕЛЕВОЙ ФУНКЦИИ

Предположим, что при расчетах скорость в призме ,ˆw lc  больше реальной cw,l. Если путь в при-
зме pw пропорционально уменьшить, то время пробега по центральному лучу не изменится. А если 
увеличить угол наклона δβw, то преломленный луч будет в точности совпадать с преломленным 
лучом при точно определенных параметрах призмы. Таким образом, для любой скорости продоль-
ной волны можно подобрать бесконечное число путей в призме и углов наклона призмы так, что 
время пробега по центральному лучу в призме и в объекте контроля не изменится. Это утвержде-
ние не справедливо для лучей от произвольной точки антенной решетки до места расположения 
БЦО, но разница времени пробега будет незначительна. По этой причине целевая функция D(ν) 
имеет овражистую структуру, которая тем ярче выражена, чем меньше размеры апертуры решетки. 
При нулевых размерах апертуры антенной решетки целевая функция вырождается в «траншею».

С помощью программы CIVA [16] были рассчитаны эхосигналы от четырех БЦО с параме-
трами, как в образце ISO 19675 PAUT BLOCK, для призмы X-32-20 (см. табл. 1). Как упомина-
лось ранее, из-за наличия многих локальных минимумов целевой функции D(ν) приходится при 
заданном отклонении от паспортных параметров призмы использовать множество {ν} из 24 
начальных точек (окружности красного цвета на рис. 6). Паспортные значения параметров отме-
чены звездой желтого цвета. Найденные решения отмечены на рис. 6 окружностями или зелено-
го цвета, если они отличается от паспортных значений меньше, чем 2 %, или синего цвета в 
противном случае. Только девять начальных точек дали решение близкое к правильному. Ромбом 
желтого цвета показано решение, рассчитанное как среднее значение решений, отмеченных 
окружностями зеленого цвета. На рис. 6а показаны начальные и конечные точки траектории 

Т а б л и ц а  2
Оптимальная относительная точность определения параметров двух типов призм, %

Тип призмы
w

w

a
a
δ w

w

p
p
δ ,

,

w l

w l

c
c
δ

w

w

δβ
β

1. X-32-20 0,32 % 0,78 % 0,78 % 0,81 %

2. X-32-42-0-L117W40 0,1 % 0,18 % 0,19 % 0,23 %

Рис. 6. Начальные и конечные точки траектории поиска решения в плоскости «стрела — путь в призме» (а) и в плоско-
сти «скорость звука — угол наклона» (б).
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поиска решения в плоскости «стрела—путь в призме», а на рис. 6б — в плоскости «скорость 
звука—угол наклона». Из-за того, что целевая функции D(ν) при оптимизации по вектору  
ν = (aw, pw, cw,l, βw) имеет овражистую структуру, относительная погрешность определения четы-
рех неизвестных параметров равна 0,25 %. Это довольно грубая относительная погрешность при 
точно заданных параметрах численного эксперимента.

Если из списка параметров исключить скорость продольной волны в призме cw,l  и задать ее 
значение, равное тому, что было при расчете эхосигналов, и искать минимум целевой функции 
D(ν) по трем параметрам ν = (aw,l, pw, βw), то относительная точность определения параметров 
уменьшилась в четыре раза — до 0,06 %. На рис. 7а показаны начальные и конечные точки траек-
тории поиска решения в плоскости «стрела—путь в призме», а на рис. 7б — в плоскости «скорость 
звука—угол наклона». Видно, что в этом случае все решения сходятся в «точку». Массив точек 
начального приближения {ν} такой же, что и при калибровке по четырем параметрам.

6. МОДЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Модельные эксперименты проводились с использованием дефектоскопа АВГУР—АРТ, разра-
ботанного и изготовляемого в «Научно-производственном центре «ЭХО+» [20]. При проверке рас-
сматривались только те БЦО, которые попадали в рабочий диапазон углов антенной решетки на 
призме. При оценке точности проверки полагалось, что длина продольной волны λl равна 1,18 мм 
(λl/8 = 0,15 мм), а длина поперечной волны λt равна 0,646 мм (λt/8 = 0,08 мм).

6.1. Призма X-32-20 № 3

6.1.1. Вариационная калибровка

В табл. 3 приведены результаты калибровки призмы X-32-20 и антенной решетки 
DP-5M32E1.0P. В графе «Отклонение» показано относительное отклонение среднего значения 
по отношению к паспортным (измеренным) параметрам, согласно табл. 1. Для данной призмы 
оптимальное положение при регистрации эхосигналов для калибровки равно xw,opt ≈ –10 мм. При 
положении призмы в точке xw = –5 мм рассчитанный средний угол наклона призмы βw отличает-
ся от результатов измерений всего на 0,08 %. Самое большое отклонение скорости продольной 
волны и пути в призме получилось при ее положении в точке xw = 5 мм, когда эхосигналы от двух 
нижних БЦО имеют малую амплитуду из-за диаграммы направленности элементов антенной 
решетки и не сильно влияют на значения целевой функции D(ν). Тем не менее практически все 
значения угла и скорости находятся в пределах –0,5 %, а значения пути в призме и стрелы откло-

Рис. 7. Начальные и конечные точки траектории поиска решения в плоскости «стрела—путь в призме» (а) и в плоскости 
«скорость звука — угол наклона» (б) при исключении скорости продольной волны сw,l  из искомых параметров призмы.
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няются примерно на 1 и 1,5 % от паспортных параметров. Отметим, что результаты калибровки 
для третьего эксперимента заметно отличаются от двух первых. Возможные причины этого рас-
смотрены в разделе 3.

На рис. 8 в растровом виде показаны срезы реальной части ЦФА-изображений, восстановлен-
ных на продольных волнах (акустическая схема LdL), вдоль контрольных линий, отмеченных на 
рис. 3 линиями черного цвета, для каждого из одиннадцати БЦО в образце НО-Ф2-П90-ПЛ-Б2, на 
котором проводилась проверка. При восстановлении ЦФА-изображений использовались результа-
ты калибровки для первого эксперимента (см. табл. 3) при расположении призмы в точке  
xw = –5 мм. На рис. 8а представлены изображения срезов бликов вдоль контрольных линий, как 
показано на рис. 3б, при размещении призмы в точке 0 мм на образце НО-Ф2-П90-ПЛ-Б2, а на  
рис. 8б в точке –20 мм. Вертикальной линией красного цвета показано точное место границы БЦА, 
а звездочками красного цвета — максимальное значение среза блика БЦО вдоль контрольных 
линий, по которому можно определить координату границы БЦО. Для анализа выбирались блики 
тех БЦО, которые попадали в рабочий диапазон углов антенной решетки на призме. Максимальный 

Т а б л и ц а  3
Результаты калибровки антенной решетки DP-5M32E1.0P на призме X-32-20

Смещение xw, мм Эксперимент Стрела, мм Путь, мм Скорость, м/с Угол, град

5

1 21,68 8,46 2,718 20,36
2 21,73 8,45 2,718 20,28
3 21,61 8,53 2,721 20,23

Среднее 21,67 8,48 2,719 20,29
Отклонение 0,90 % –1,45 % –0,04 % –0,40 %

–5

1 21,69 8,45 2,714 20,36
2 21,74 8,44 2,711 20,39
3 21,61 8,49 2,711 20,32

Среднее 21,68 8,46 2,712 20,35
Отклонение 0,93 % –1,66 % –0,29 % –0,08 %

–15

1 21,76 8,47 2,714 20,34
2 21,70 8,45 2,710 20,31
3 21,62 8,48 2,705 20,29

Среднее 21,69 8,47 2,710 20,31
Отклонение 1,00 % –1,54 % –0,38 % –0,30 %

а б

Рис. 8. Результаты проверки калибровки антенной решетки DP-5M32E1.0P на призме X-32-20 по изображениям на про-
дольной волне (LdL): при размещении призмы в точке 0 мм (а); в точке –20 мм (б).
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разброс значений ошибок равен (–0,02; 0,05) мм при расположении призмы в точке 0 мм при про-
верке, а для положения –20 мм максимальный разброс ошибок равен (–0,2; –0,02) мм. Максимальная 
ошибка получилась меньше, чем 1/6 длины продольной волны.

На рис. 9 представлены результаты проверки калибровки по первому эксперименту при раз-
мещении призмы в точке xw = –5 мм, но при восстановлении ЦФА-изображения на поперечной 
волне (акустическая схема TdT). Для восстановления ЦФА-изображения по акустическим схемам 
LdL и TdT использовались одни и те же измеренные эхосигналы. Для определения координат гра-
ниц БЦО выбирались блики тех БЦО, которые попадали в рабочий диапазон углов антенной 
решетки на призме. Максимальный разброс значений ошибок равен (–0,05; 0,02) мм при располо-
жении призмы в точке 0 мм при проверке, а для положения –20 мм максимальный разброс ошибок 
равен (–0,15; –0,03) мм. Диапазон ошибок получился меньше, чем 1/4 длины поперечной волны. 
На рис. 9 видно, что из-за смещения призмы в положение –20 мм при проверке блики БЦО на 
глубинах 5 и 15 мм практически пропали из-за ограниченного рабочего диапазона углов антенной 
решетки.

Отклонения определения координаты границы БЦО для всех трех экспериментов, представ-
ленные в виде отклонения от среднего значения, следующие: для продольной волны –0,06± 
±0,04 мм, а для поперечной –0,03±0,025 мм. Точность определения координат БЦО составила 
величину порядка 1/4 длины волны.

6.1.2. Упрощенная калибровка

В табл. 4 представлены результаты определения пути и угла призмы в предположении, что 
скорость продольной волны в призме равна 2,720 мм/мкс. Видно, что рассчитанное значение угла 
βw очень близко к измеренному (см. табл. 1), но среднее значение пути pw примерно на 0,1 мм 
больше, чем при вариационной калибровке (см. табл. 3).

Проверка результатов калибровки проводилась при паспортных значениях стрелы, равной 
21,48 мм, и скорости продольной волны в призме, равной 2,720 мм/мкс, для двух положений при-

а б

Рис. 9. Результаты проверки калибровки антенной решетки DP-5M32E1.0P на призме X-32-20 по изображениям на 
поперечной волне (TdT): при размещении призмы в точке 0 мм (а); в точке –20 мм (б).
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Т а б л и ц а  4
Результаты упрощенной калибровки призмы X-32-20

Эксперимент Путь, мм Угол, град

1 8,63 20,30
2 8,51 20,40
3 8,56 20,40

Среднее 8,57 20,37
Отклонение –0,39 % –0,02 %
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змы 0 и –20 мм на образце НО-Ф2-П90-ПЛ-Б2, как описано в разделе 6.1.1. Отклонения определе-
ния координаты границы БЦО для трех экспериментов следующие: для продольной волны 
0,09±0,16 мм, а для поперечной 0,03±0,09 мм.

По сравнению с результатом вариационной калибровки ошибка определения координат отра-
жателей ухудшилась примерно до 1/2 длины волны.

6.2. Призма X-32-17-R-L94W40

6.2.1. Вариационная калибровка

В табл. 5 приведены результаты калибровки призмы X-32-17-R-L94W40 и антенной решетки 
DP-5M32E1.0P. Для данной призмы оптимальное положение при регистрации эхосигналов для 
калибровки равно xw,opt ≈ 20 мм, поэтому результаты калибровки при расположении призмы в 
точках –15 и –5 мм должны быть хуже, чем при расположении призмы в точке xw = 5 мм. Тем не 
менее определенная скорость продольной волны в призме для трех экспериментов имеет разброс 
меньше ±0,06 %. А вот отличие угла наклона призмы βw, полученного в результате калибровки 
и при измерении угломером, на 0,5 % остается непонятным. Определенные значения стрелы и 
пути для третьего эксперимента отличаются от первых двух. Возможные причины этого рассмо-
трены в разделе 3.

Т а б л и ц а  5
Результаты калибровки антенной решетки DP-5M32E1.0P на призме X-32-17-R-L94W40

Смещение xw, мм Эксперимент Стрела, мм Путь, мм Скорость, м/с Угол, град

5

1 54,78 14,64 2,332 17,09
2 54,79 14,63 2,333 17,09
3 54,90 14,59 2,333 17,08

Среднее 54,82 14,62 2,333 17,09
Отклонение –0,32 % 0,83 % 0,03 % 0,51 %

–5

1 54,68 14,66 2,330 17,06
2 54,68 14,68 2,334 17,09
3 54,80 14,60 2,328 17,06

Среднее 54,72 14,65 2,331 17,07
Отклонение –0,51 % 1,01 % –0,06 % 0,41 %

–15

1 54,57 14,65 2,322 17,00
2 54,59 14,72 2,334 17,10
3 54,90 14,66 2,337 17,14

Среднее 54,69 14,68 2,331 17,08
Отклонение –0,57 % 1,22 % –0,04 % 0,47 %

Отклонение измеренных координат границы БЦО для трех экспериментов следующие: для 
продольной волны составляет –0,06±0,13 мм, а для поперечной — –0,01±0,17 мм. После вариаци-
онной калибровки точность определения координат отражателей составляет величину порядка 1/4 
длины волны. Если при проверке убрать из рассмотрения результаты калибровки в положении  
xw = –15 мм, то ошибка определения координат границы БЦО уменьшается примерно на 30 %.

6.2.2. Упрощенная калибровка

В табл. 6 представлены результаты определения пути и угла призмы в предположении, что 
скорость продольной волны в призме равна 2,33 мм/мкс. Видно, что рассчитанное в результате 
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упрощенной калибровки значение угла βw отличается от измеренного угломером (см. табл. 1) на 
0,6 %.

Отклонения определения координаты границы БЦО для трех экспериментов следующие: для 
продольной волны составляет 0,58±0,16 мм, а для поперечной — 0,38±0,16 мм. По сравнению с 
результатом вариационной калибровки точность определения координат отражателей ухудшилась 
примерно до 1/2 длины волны.

6.3. Призма X-32-39-R-IML52

6.3.1. Вариационная калибровка

В табл. 7 приведены результаты калибровки призмы X-32-20 и антенной решетки DP-5M32E1.0P. 
Для данной призмы оптимальное положение при регистрации эхосигналов для калибровки равно 
xw,opt ≈ –15 мм. Поэтому точность определения наклона призмы βw при положении призмы в точке 
–15 мм отличается меньше, чем на ±0,1 % от измеренных угломером, а в положении 5 мм меньше, 
чем –0,3 %. Отметим, что результаты калибровки для первого эксперимента заметно отличаются 
от второго и третьего. Возможные причины этого различия рассмотрены в разделе 3.

Т а б л и ц а  6
Результаты упрощенной калибровки призмы X-32-17-R-L94W40

Эксперимент Путь, мм Угол, град

1 14,81 17,10
2 14,84 17,10
3 14,77 17,10

Среднее 14,81 17,10
Отклонение 2,11 % 0,59 %

Т а б л и ц а  7
Результаты калибровки антенной решетки DP-5M32E1.0P на призме X-32-39-R-IML52

Смещение  xw, мм Эксперимент Стрела, мм Путь, мм Скорость, м/с Угол, град

5

1 24,05 20,89 2,341 39,05
2 23,87 20,87 2,329 38,90
3 23,90 20,94 2,337 39,04

Среднее 23,94 20,90 2,336 39,00
Отклонение 1,14 % –0,18 % 0,68 % –0,27 %

-5

1 24,07 20,80 2,333 38,99
2 23,85 20,90 2,332 39,02
3 23,90 20,93 2,335 39,08

Среднее 23,94 20,88 2,333 39,03
Отклонение 1,14% –0,29% 0,56% –0,18%

–15

1 24,13 20,87 2,341 39,18
2 23,93 20,89 2,334 39,10
3 23,96 20,92 2,335 39,11

Среднее 24,00 20,89 2,337 39,13
Отклонение 1,41 % –0,22 % 0,72 % 0,08 %

Отклонение измеренных координат границы БЦО для трех экспериментов следующие: для 
продольной волны составляет 0,05±0,09 мм, а для поперечной — 0,05±0,01 мм. После вариацион-
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ной калибровки точность определения координат отражателей составляет величину порядка 1/4 
длины волны.

6.3.2. Упрощенная калибровка

В табл. 8 представлены результаты определения пути и угла призмы в предположении, что 
скорость продольной волны в призме равна 2,32 мм/мкс. Видно, что рассчитанное значение угла 
βw отличается на –0,85 % от значения угла, измеренного угломером (см. табл. 1).

Таблица 8
Результаты упрощенной калибровки призмы X-32-39-R-IML52

Эксперимент Путь, мм Угол, град

1 21,06 38,80

2 21,13 38,80

3 21,07 38,70

Среднее 21,09 38,77

Отклонение 0,70 % –0,85 %

Отклонение измеренных координат границы БЦО для трех экспериментов следующие: для 
продольной волны составляет 0,502±0,073 мм, а для поперечной — 0,193±0,06 мм. По сравнению 
с результатом вариационной калибровки точность определения координат отражателей ухудши-
лась примерно до 1/2 длины волны.

6.4. Призма X-32-42-0-L117W40

Из-за большого угла наклона призмы ЦФА-изображения на продольной волне получились низ-
кого качества и поэтому не анализировались.

6.4.1. Вариационная калибровка

В табл. 9 приведены результаты калибровки призмы X-32-42-0-L117W40 и антенной решетки 
DP-5M32E1.0P. Для данной призмы со стрелой, равной 65 мм, оптимальное положение при реги-
страции эхосигналов для калибровки равно xw,opt ≈ 20 мм. Результаты измерений угла наклона при 
положении призмы в точке 5 мм отличается меньше, чем на ±0,25 % от измеренных угломером. 
Определенная скорость продольной волны в призме равна примерно 2,735 мм/мкс против  
2,753 мм/мкс, полученных стандартным толщиномером. Результат измерения скорости толщино-
мером представляется завышенным, так как в плексигласе коэффициент затухания возрастает с 
увеличением частоты, и на расстоянии в 30 мм передний фронт импульса увеличивается. Путь в 
призме и стрела более чем на 0,5 % отличаются от паспортных значений.

Отклонение определения координат границ БЦО для трех экспериментов составляет величину 
0,14±0,16 мм. После калибровки точность определения координат отражателей составляет величи-
ну порядка 1/3 длины волны.

6.4.2. Упрощенная калибровка

В табл. 10 представлены результаты определения пути и угла призмы в предположении, что 
скорость продольной волны в призме равна 2,72 мм/мкс. Видно, что рассчитанное значение угла 
отличается на –2 % от угла, измеренного угломером (см. табл. 1).

Отклонение измеренных координат границы БЦО для трех экспериментов равно –0,77± 
±0,076 мм. По сравнению с результатом вариационной калибровки ошибка увеличилась примерно в 
пять раз, а точность определения координат отражателей уменьшилась примерно до длины волны.
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Т а б л и ц а  9
Результаты калибровки антенной решетки DP-5M32E1.0P на призме X-32-42-0-L117W40

Смещение  xw, мм Эксперимент Стрела, мм Путь, мм Скорость, м/с Угол, град

5

1 65,24 36,72 2,734 41,90

2 65,26 36,69 2,731 41,87

3 65,31 36,77 2,737 42,03

Среднее 65,27 36,73 2,734 41,93

Отклонение 0,42 % –0,74 % –0,69 % –0,23 %

–5

1 65,21 36,74 2,735 41,87

2 65,26 36,77 2,736 41,98

3 65,30 36,64 2,725 41,79

Среднее 65,26 36,72 2,732 41,88

Отклонение 0,39 % –0,77 % –0,76 % –0,36 %

–15

1 65,17 36,68 2,721 41,87

2 65,30 36,78 2,739 42,06

3 65,28 36,73 2,730 41,92

Среднее 65,25 36,73 2,730 41,95

Отклонение 0,38 % –0,73 % –0,84 % –0,19 %

Т а б л и ц а  1 0
Результаты упрощенной калибровки призмы X-32-42-0-L117W40

Эксперимент Путь, мм Угол, град

1 36,14 41,10
2 36,15 41,20
3 36,13 41,20

Среднее 36,14 41,17
Отклонение –2,32 % –2,05 %

7. СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ ВАРИАЦИОННОЙ И УПРОЩЕННОЙ КАЛИБРОВОК

На рис. 10 представлены результаты проверки на продольной (а) и поперечной (б) волне 
результатов вариационной и упрощенной калибровок четырех призм (см. табл. 1). ЦФА-
изображения на продольной волне для призмы X-32-42-0-L117W40 из-за большого угла наклона 
низкого качества и поэтому не анализировались. Сплошными линиями показаны результаты, полу-
ченные для вариационной калибровки, а пунктирными — для упрощенной, утолщенными линия-
ми показаны среднее значения ошибки, а тонкими — разброс от средних значений, сплошными 
линиями черного цвета показаны уровни ±λl/4 и ±λt/4. При проверке результатов вариационной и 
упрощенной калибровки на продольной волне (см. рис. 10а) близкими получились только средние 
значения для призмы X-32-17-R-L94W40, но зато для упрощенной калибровки разброс примерно 
в три раза больше. Для призм X-32-20 и X-32-39-R-IML52 среднее значение для упрощенной кали-
бровки оказались более, чем в пять раз хуже при примерно одинаковом разбросе. Ошибки опреде-
ления координат границ БЦО для вариационной калибровки уверено попали в диапазон ±λl/4.

При проверке на поперечной волне средние значения и разброс для вариационной калибровки 
в целом попали в диапазон ±λt/4. Довольно хороший результат упрощенная калибровка дала для 
призм X-32-17-R-L94W40 и X-32-39-R-IML52. Однако в сравнении с вариационной калибровкой 
у упрощенной калибровки более чем в три раза больше разброс. Особенно большая ошибка сред-



30	 А.Е. Базулин, Е.Г. Базулин,  А.Х. Вопилкин и др.

Дефектоскопия     № 3      2024

него значения получилась при проверке упрощенной калибровки для призмы X-32-42-0-L117W40. 
Это связано с большим углом наклона призмы, что приводит к искажению формы импульсов, 
отраженных от дна (см. рис. 2б).

8. ВЫВОДЫ

Таким образом, по результатам исследований, изложенных в данной статье, можно сделать 
следующие выводы:

1. Для повышения эффективности процедуры вариационной калибровки нужно выбирать 
оптимальное положение призмы xw,opt  так, чтобы эхосигналы от всех четырех БЦО образца ISO 
19675 PAUT BLOCK имели по возможности близкие амплитуды.

2. При вариационной калибровке пары «путь—скорость звука» и «наклон—скорость звука» 
формируют овражистую структуру целевой функции. Поэтому целесообразно исключить скорость 
звука из определяемых параметров при использовании вариационной калибровки. Для этого 
можно на этапе изготовления призм проводить измерения скорости продольной волны в заготовке.

3. При проверке результатов вариационной калибровки и среднее значение ошибки определе-
ния координат границ БЦО, и ее размах в целом попадают в диапазон в четверть длины волны как 
для продольной, так и поперечной волны.

4. При проверке результатов упрощенной калибровка среднее значение ошибки определения 
координат границ БЦО и ее размах в целом попадают как для продольной, так и поперечной волны 
в диапазон в половину длины волны. Исключение составляет калибровка антенной решетки на 
призме X-32-42-0-L117W40.

5. Вариационная и упрощенная калибровка антенной решетки на призме встроены в программ-
ное обеспечение системы ультразвукового контроля АВГУР АРТ.

6. Повысить точность вариационной калибровки можно за счет расчета эхосигналов по разным 
акустическим схемам с учетом трансформации типа волны на БЦО, например, LdL, LdT, TdL и 
TdT.

7. Вариационная калибровка дает более точный и стабильный результат для призм с разными 
углами, чем упрощенная калибровка. Однако вычислительные затраты при проведении вариаци-
онной калибровки более чем на три порядка превышают затраты на упрощенную калибровку. По 
результатам упрощенной калибровки можно уточнить значение стрелы призы добиваясь совпаде-
ния границ бликов БЦО с известным положением границ, изменяя стрелу. Но дополнительные 
измерения потребует времени, что может привести к тому, что полное время вариационной и 
упрощенной калибровки будут соизмеримыми.

8. На практике при проведении ультразвукового контроля по методикам, определяющих дефект 
по превышении амплитуды блика контрольного уровня, вполне хватит упрощенной калибровки. 
Однако при решении задач дефектометрии, когда нужно максимально точно определить координа-
ты и размеры отражателя при использовании разных акустических схем и при размещении двух 
антенных решеток с обеих сторон сварного соединения, целесообразно пользоваться вариацион-
ной калибровкой как более точной.

Рис. 10. Результаты проверки калибровки на продольной (а) и поперечной (б) волне при вариационной и упрощенной 
калибровке всех призм.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Для решения многих практических задач из области магнетизма, например, задач неразруша-
ющего магнитного контроля, актуальной является проблема создания обоснованных алгоритмов 
аналитического или численно-аналитического решения задач магнитостатики по вычислению 
напряженности результирующего поля применительно к магнитным телам различной формы, 
помещенным во внешнее магнитное поле произвольной конфигурации. Такие алгоритмы, по-
зволяющие вычислять напряженность поля внутри и вне магнитного тела с гарантированной 
и контролируемой точностью, представляют собой как реальный практический интерес, так и 
пополняют базу алгоритмов точно решаемых (в указанном смысле) задач, которая необходима 
для  тестирования известных пакетов универсальных программ (типа ELCUT, ANSYS, ELMER), 
формальное использование которых без всестороннего тестирования приводит ко многим про-
блемам. Подробному описанию недостатков этих программ и подводных камней при их исполь-
зовании посвящена работа [1].

В статье авторов [2] предложен и обоснован подход, сводящий вычисление напряженности маг-
нитного поля от однородного цилиндра конечных размеров, помещенного в произвольное внешнее 
поле, к решению некоторого количества систем трех одномерных линейных интегральных урав-
нений. В следующей работе [3] предложен численный алгоритм, основанный на дискретизации 
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указанных интегральных уравнений методом квадратур, а в качестве квадратурной формулы, при-
ближенно заменяющей интегралы, выбрана формула средних прямоугольников, которая при раз-
биении используемого в указанных в дальнейшем интегральных уравнениях отрезка интегрирова-
ния [0, 1] на m равных частей имеет вид:

1

10

1( ) ( ),
m

i
i

f x dx f x
m =

≈ ∑∫                                                            (1)

где узлы квадратурной формулы выбираются в середине отрезков разбиения:
2 1,
2i
ix
m
−

=        i =1, …, m.                                                        (2)

Указанный алгоритм успешно прошел различные тестовые проверки, описанные в [3], однако 
обнаружил и ряд недостатков, проявляющихся при расчетах в случае достаточно длинных цилин-
дров. Для дискретизации интегральных уравнений оказалось неудачным применение квадратур-
ной формулы (1) с равномерным распределением узлов интегрирования (2) при больших значе-
ниях длины цилиндра из-за «нетривиального» поведения в этом случае соответствующих подын-
тегральных функций, что приводило к значительной потери точности результатов (ниже об этом 
подробнее). 

Для преодоления этих недостатков при необходимости расчета напряженности результирую-
щего поля внутри и вне достаточно длинного цилиндра предлагается не использовать описанный в 
[3] общий алгоритм, а использовать значительно более простые и более точные (в этой ситуации) 
формулы, полученные в модели бесконечного или полубесконечного цилиндра. Формулы для по-
лубесконечного цилиндра предполагается применять в том случае, когда требуется вычисление на-
пряженности поля в точке, достаточно близкой к плоскости одного из торцов длинного цилиндра. 
А формулы для бесконечного цилиндра — в случае, когда такая точка удалена от обеих торцевых 
плоскостей  длинного цилиндра. Выводу и тестированию указанных формул для полубесконечного 
цилиндра посвящена наша статья [4]. В настоящей же работе аналогичное исследование проведено 
для модели бесконечного цилиндра.  Существующие ограничения на объем статьи не позволяют 
сколько-нибудь подробно изложить достаточно громоздкие выкладки, приводящие к расчетным 
формулам. Поэтому при их выводе будет даваться направление  выкладок и указываться способы 
преодоления возникающих на этом пути подводных камней в основном.

2. СХЕМА РАСЧЕТА НАПРЯЖЕННОСТИ ПОЛЯ РЕАКЦИИ КОНЕЧНОГО ЦИЛИНДРА

Для решения задач магнитостатики мы исходим из так называемого основного уравнения маг-
нитостатики, которое в случае однородного магнетика с постоянной магнитной проницаемостью  
μ имеет вид: 

 301 ( )( ) div  \ .
4 | |

( ),d R S
Ω

′µ − ′− ∇ = ∈
′π −∫

H rH r r r
r r

H r                               (3)

Это трехмерное интегродифференциальное уравнение эквивалентно системе уравне-
ний Максвелла для случая магнитостатики (см. [5, с. 17], [6, с. 149], [7—9]) и связывает ис-
комую напряженность результирующего магнитного поля H(r) ={Hx(r), Hy(r), Hz(r)} в произ-
вольной точке пространства r = (x, y, z) (не лежащей на границе магнетика)  с напряженностью 

0 0 0 0( ) { ( ), ( ), ( )}x y zH H H=H r r r r заданного поля  внешнего источника. В уравнении (3) Ω есть об-
ласть в пространстве R3, ограниченная поверхностью S и занятая исследуемым магнетиком с 
заданной постоянной магнитной проницаемостью μ.

Рассмотрим магнетик в форме прямого кругового цилиндра (см. рис. 1). Область Ω, занятая 
магнетиком, представляет собой прямой круговой цилиндр длины l с боковой поверхностью S1, 
ось которого совмещена с осью z, а нижнее и верхнее основания S2 и S3 суть круги радиуса R, рас-
положенные в плоскостях с уравнениями z = d и z = d + l соответственно.

В нашей работе [2] разработана и обоснована методика нахождения так называемого поля реак-
ции (магнетика) HR(r) := H(r) – H0 (r), которая сводится к схеме, представленной ниже.

Цилиндрические координаты поля реакции { }, , ( , , ), ( , , ), ( , , )( )R R R R
r zr z H r z H r z H r zϕϕ ϕ ϕ ϕ=H  в 

произвольной точке пространства с цилиндрическими координатами (r, φ, z), не лежащей на по-
верхности магнетика 1 2 3S S S S=    или на его оси,  вычисляются по формулам:
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′ ′ ′ ′ ′ ′+ γ − + ϕ γ −
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∑ ∫ ∫

∫ ∫
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где приняты обозначения:
: , : , : ;r z d lr z t

R R R
−

= = =                                                     (7)
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1 2 2 2
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1
2

1
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+
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В формулах (8)—(10): 
1  2 23  2 2 2 2 2 2 4

2 2 2

2( , , ) [( ) 4 ] , ( , , ) 1 ,aba b q a b q a b a b q
a b q

−

−   
δ = + + − ε = −  + +   

              (11)

1
2

( )nP ⋅  — присоединенная функция Лежандра [10]; ( )Γ ⋅  — гамма-функция.
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Функции { }(1) (2) (3) ( ), ( ),  ( ) n n n n
a z a r a r

∞

=0
 в (4)—(6) для каждого n = 0, 1, 2, … являются решением 

системы следующих одномерных линейных интегральных уравнений:
1 1
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0 0
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0
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Функции { }(1) (2) (3) ( ), ( ),  ( ) n n n n
b z b r b r

∞

=1
 в (4)—(6) для каждого n = 1, 2, … есть решение аналогич-

ной системы одномерных линейных интегральных уравнений: 
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µ +∫ ∫        (16)

1 1
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1

[ ( ) ( ) ]  n n n n n nb r t b z r t z dz b r r r t dr b r′ ′ ′ ′ ′ ′− λ π γ − + γ
µ +∫ ∫      (17)

В системах (12)—(14) и (15)—(17) параметр λ: =(μ – 1)/(μ + 1), а сами системы отлича-
ются только правыми частями и обозначениями искомых функций. Функции в правых ча-
стях этих систем { }(01) (02) (03) ( ), ( ),  ( ) n n n n

a z a r a r
∞

=0
 и { }(01) (02) (03) ( ), ( ),  ( ) n n n n

b z b r b r
∞

=1
 выража-

ются   через декартовы компоненты напряженности заданного поля внешних источников 
{ }0 0 0 0, , ( , , ), ( , , ), ( , , )( ) x y zx y z H x y z H x y z H x y z=H  следующим образом:

(01) 0 0( ) ( cos , sin , )cos ( cos , sin , )sin cos  ;n n x ya z h H R R lz d H R R lz d n d
π

−π

 = ϕ ϕ + ϕ + ϕ ϕ + ϕ ϕ ϕ ∫      (18)

(02) 0( ) ( cos , sin , )cos  ;n n za r h H Rr Rr d n d
π

−π

= − ϕ ϕ ϕ ϕ∫                                      (19)

 (03) 0( ) ( cos , sin , )cos  ;n n za r h H Rr Rr d l n d
π

−π

= ϕ ϕ + ϕ ϕ∫                                     (20)     



	 Расчет напряженности магнитного поля внутри и вне бесконечного цилиндра...	 37

Дефектоскопия      № 3     2024

(01) 0 0( ) ( cos , sin , )cos ( cos , sin , )sin sin  ;n n x yb z h H R R lz d H R R lz d n d
π

−π

 = ϕ ϕ + ϕ + ϕ ϕ + ϕ ϕ ϕ ∫    (21)

(02) 0( ) ( cos , sin , )sin  ;n n zb r h H Rr Rr d n d
π

−π

= − ϕ ϕ ϕ ϕ∫                                     (22)

(03) 0( ) ( cos , sin , )sin  .n n zb r h H Rr Rr d l n d
π

−π

= ϕ ϕ + ϕ ϕ∫                                    (23)

В формулах (18)—(23):  

z, r∈(0, 1), n = 0, 1, 2, …, h0 := 1/2π, hn := 1/π, n = 1, 2, … .                          (24) 

В часто встречаемом случае постоянного в окрестности цилиндра внешнего поля 
0 0 0 0{ , , } constx y zH H H= =H  формулы (18)—(23) очевидным образом упрощаются:

(01) (01) 0 (01) 0 (01) (01)
0 1 10,   ,   ,   0,   2,3, ;x y n na a H b H a b n= = = = = =                             (25)

(02) 0 (03) 0 (02) (02) (03) (03)
0 0, , 0,   1,2,3, .z z n n n na H a H a b a b n= − = = = = = =                         (26)

Поэтому для n = 2, 3, … системы (12)—(14) и (15)—(17) являются однородными с  нулевыми 
решениями соответственно, а потому в формулах напряженности поля реакции (4)—(6) ненулевы-
ми могут быть только функции (1) (2) (3)

0 0 0{ ( ), ( ), ( )}a z a r a r  — решение системы (14)—(16) для n = 0, 
(1) (2) (3)
1 1 1{ ( ), ( ), ( )}a z a r a r  — решение этой системы для  n = 1, а (1) (2) (3)

1 1 1{ ( ), ( ), ( )}b z b r b r  — решение си-
стемы (17)—(19) для n = 1 с правыми частями в соответствии с (25), (26). Следовательно, в случае 
H0 = const ряды в формулах напряженности (4)—(6) обрываются на первом или втором слагаемом. 

Для расчета декартовых координат поля реакции HR(r) в точках r = (0, 0, z ) на оси цилиндра 
(внутри или вне его, т.е. z либо внутри интервала (d, d + l), либо вне отрезка [d, d + l]), помещенного 
в произвольное внешнее поле H0 (r), в работе [2] получены следующие расчетные формулы:

1
(1) 2

0
1 1

(2) 2 2 2 (3) 2 2 2

0 0

3 2

3 2 3 2

1(0,0, ) ( ) 1 ( )   
4

 ( )   ( )  ( )

{ [ ]

( ) [ ] };

 R
xH z t a z z tz dz

a r r r z dr a r r r z t dr

−

− −

µ − ′ ′ ′= − + − +

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + −

∫

∫ ∫

1

1 1

                       (27)

  

1
(1) 2 3 2

0
1 1

(2) 2 2 2 3 2 (3) 2 2 2 3 2

0 0

1(0,0, ) ( ) 1 ( )    
4

 ( ) (  )    ( ) [  ( ) ]

{ [ ]

};

R
yH z t b z z tz dz

b r r r z dr b r r r z t dr

−

− −

µ − ′ ′ ′= − + − +

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + −

∫

∫ ∫

1

1 1

                      (28)

 

1
(1) 2

0
1 1

(2) 2 2 (3) 2 2

0 0

3 2

3 2 3 2

1(0,0, ) ( )( )[1 ( ) ]   
2

 ( ) (  )    ( ) ( ) [ ( ) ] ,

{

}

R
zH z t a z z t z z tz dz

z a r r r z dr z t a r r r z t dr

−

− −

µ − ′ ′ ′ ′= − ⋅ + − +

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + − + −

∫

∫ ∫

0

0 0

                   (29)
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где функции (1) (2) (3)
0 0 0{ ( ), ( ), ( )}a z a r a r , (1) (2) (3)

1 1 1{ ( ), ( ), ( )}a z a r a r , (1) (2) (3)
1 1 1{ ( ), ( ), ( )}b z b r b r  суть решения 

систем (14)—(16) и (17)—(19) с правыми частями (18)—(23) с соответствующим значением ин-
декса n.  

3. НАПРЯЖЕННОСТЬ ПОЛЯ РЕАКЦИИ БЕСКОНЕЧНОГО ЦИЛИНДРА

В ходе тестовых расчетов поля реакции от однородного цилиндра конечной длины по общим 
формулам (4)—(6), (12)—(17) и (27)—(29) выявились существенные недостатки  численной реа-
лизации расчетов по этим формулам в подходе [3], основанном  на дискретизации входящих в эти 
формулы интегралов квадратурной формулой средних прямоугольников (1) с равномерным рас-
пределением узлов интегрирования (2). Оказалось, что этот подход дает большую погрешность 
результата в случае достаточно длинных цилиндров, что привело к необходимости  получения для 
этого случая более простых и более точных асимптотических формул расчета поля реакции, что и 
реализовано в работе [4] и настоящей работе. Численные эксперименты и анализ расчетных фор-
мул в [3] выявил причину такого роста погрешности при увеличении длины цилиндра. Оказалось, 
что подынтегральная функция в некоторых интегралах выписанных выше расчетных формул при 
большой длине l цилиндра почти на всем отрезке интегрирования [0, 1] принимает практически 
нулевые значения, однако имеет очень большой всплеск на очень узком отрезке с началом в нуле 
(чем больше l, тем уже этот отрезок и тем выше всплеск). А потому при использовании для прибли-
женного вычисления этого интеграла квадратурной формул (1), (2) с равноотстоящими узлами при 
больших l основная масса узлов попадает на  «нулевой» участок, а на «несущий» узкий участок 
попадает один-два (иногда ни одного) узла, а потому интеграл получается практически нулевым, 
что не соответствует его истинному значению (более подробно эта ситуация разобрана в [4]). В 
связи с этим для поддержания достаточной точности расчетов при использовании квадратурных 
формул (1), (2) с равноотстоящими узлами с ростом длины цилиндра приходилось значительно 
увеличивать число разбиений m (до нескольких тысяч) в (1). Это приводило к резкому увеличению 
порядка (равному 3m) систем линейных уравнений, получаемых при дискретизации интегральных 
уравнений (12)—(14), (15)—(17), что, в свою очередь, влекло ужесточение требований к объему 
памяти используемого компьютера и, что наиболее важно,  к увеличению числа обусловленности 
этих систем, тем самым неконтролируемо увеличивало ошибки в их решениях. 

Полубесконечным цилиндром мы считаем предельную форму конечного цилиндра, нижнее ос-
нование которого S2 остается в плоскости z = d, а его длина l → +∞. Бесконечным же цилиндром 
мы считаем предельную форму конечного цилиндра, симметричного относительно координатной 
плоскости хОу, нижнее основание которого S2 лежит в плоскости z = –l/2 (т.е. параметр d = –l/2), 
верхнее основание S3 в плоскости  z = d + l = l/2  соответственно, а длина цилиндра l → +∞. Для 
получения формул напряженности поля реакции бесконечного цилиндра необходимо перейти к 
пределу l → +∞ (эквивалентно t = l/R → +∞) в формулах конечного цилиндра (4)—(6), (12)—(23), 
(27)—(29) с учетом d = –l/2. Однако некоторые определенные интегралы по отрезку [0, 1] в этих 
формулах являются несобственными (второго рода — от неограниченных функций), что делает 
невозможным непосредственный переход к такому пределу под знаком интеграла. Опишем не-
однократно используемый в дальнейшем прием (назовем его «прием (*)»), позволяющий для вы-
числения такого предела выразить несобственный интеграл через собственный. Этот прием также 
неоднократно применялся в программной реализации предлагаемого алгоритма, поскольку стан-
дартные квадратурные формулы могут применяться только к собственным интегралам.

Прием (*). Пусть имеется несобственный интеграл второго рода вида 
1

0
( ) ( )g x f x dx∫ , причем 

функция g(x) достаточно гладкая на [0, 1], а f(x)→∞ — при x→b∈[0,1] (но эта особенность интегри-
руемая). Тогда, вычитая  и добавляя g(b), получаем:

1 1 1

0 0 0

( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) .g x f x dx g x g b f x dx g b f x dx= − +∫ ∫ ∫                                  (30)

Первый интеграл в правой части (30) является собственным, поскольку подынтегральное вы-
ражение можно представить в виде [ ]( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )g x g b x b x b f x− − − , при x→b дробь имеет преде-
лом конечную производную g′(b), а (x – b)f(x) → 0, так как особенность в f(x) интегрируема. Что 
касается несобственного интеграла 

1

0
( )f x dx∫  в правой части (30), то либо он может быть вычис-

лен аналитически, либо, в противном случае, выделением порядка особенности в f(x) подбирается 
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простая (в смысле аналитической интегрируемости) функция p(x), такая, что  f(x) = p(x) + O(1) при 
x→b. Тогда 

( )
1 1 1

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ,f x dx f x p x dx p x dx= − +∫ ∫ ∫                                           (31)

причем первый интеграл в правой части особенности не имеет, а второй вычисляется аналитиче-
ски.

Для получения формул напряженности поля реакции для бесконечного цилиндра необходи-
мо в соответствующих формулах (4)—(6) для конечного цилиндра перейти к пределу l →+∞ с 
учетом d = –l/2. Прежде всего получим «предельный» вид функций { }(1) (2) (3) ( ), ( ),  ( ) n n n n

a z a r a r
∞

=0
 и

{ }(1) (2) (3) ( ), ( ),  ( ) n n n n
b z b r b r

∞

=1
 в этих формулах как решение «предельных» систем, полученных пере-

ходом к пределу l →+∞ (с учетом d = –l/2) в правых и левых частях систем (12)—(14) и (15)—(17).  
Следующий вид таких систем из (12)—(14) был получен нами с использованием правила (*) в 
работе [4]: 

(1) (1) (01)2( ) 2 ( ) ( );
1n n n na z A a z a z− λ π =

µ +
                                              (32)

(2) (02) (3) (03)2 2( ) ( ),    ( ) ( ),
1 1n n n na r a r a r a r= =

µ + µ +
                                       (33)

где числа

0

: 2 (1,1, ) ,n nA x dx
+∞

= α∫    0 0,282095299 ,A = 

   1 2 0.A A= = =                              (34)

Из (32), (33) получаем, что решения полученных из (12)—(14) предельных систем имеют вид:

(01)
(1) 2 ( )( ) ,

( 1)(1 2 )
n

n
n

a za z
A

=
µ + − λ π

  
(02) (03)

(2) (3)2 ( ) 2 ( )( ) ,    ( ) ,
1 1

n n
n n

a r a ra r a r= =
µ + µ +

           (35)

n = 0, 1, 2, … . Функции (01) ( )na z ,  (02) (03)( ),   ( )n na r a r  в (32), (33) и (35) суть предельные значения этих 
функций, фигурирующих в правых частях систем (12)—(14). Переходя в формулах (18)— (20) к 
пределу l →+∞ при d = –l/2, получаем следующий явный вид функций (01) ( )na z ,  (02) (03)( ),   ( )n na r a r в 
(35):

(01) 0 0( ) ( cos , sin , )cos ( cos , sin , )sin cos  n n x ya z h H R R H R R n d
π

−π

 = ϕ ϕ +∞ ϕ + ϕ ϕ +∞ ϕ ϕ ϕ ∫           (36)

для  1(  ,  1);
2

z∈

 (01) 0 0( ) ( cos , sin , )cos ( cos , sin , )sin cos  n n x ya z h H R R H R R n d
π

−π

 = ϕ ϕ −∞ ϕ + ϕ ϕ −∞ ϕ ϕ ϕ ∫           (37)

для 1(0,  )
2

z∈ . 

Далее: 
(02) 0( ) ( cos , sin , )cos  n n za r h H Rr Rr n d

π

−π

= − ϕ ϕ −∞ ϕ ϕ∫ ,   r∈(0, 1);                  (38)

(03) 0( ) ( cos , sin , )cos  ,n n za r h H Rr Rr n d
π

−π

= ϕ ϕ +∞ ϕ ϕ∫      r∈(0, 1),                  (39)

где n = 0, 1, 2, …, введено обозначение ( , , ) : ( , , )lim
z

f x y f x y z
→±∞

±∞ = , а числа hn введены в  (24).
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Аналогично решение предельных систем, полученных из  (15)—(17) при l →+∞, с учетом (34) 
имеет вид:

(01)
(1) 2 ( )( ) ,

1
n

n
b zb z =
µ +

   
(02) (03)

(2) (3)2 ( ) 2 ( )( ) ,    ( ) ,
1 1

n n
n n

b r b rb r b r= =
µ + µ +

   n = 1, 2, …,           (40)

где в правых частях стоят функции: 

(01) 0 0( ) ( cos , sin , )cos ( cos , sin , )sin sin  n n x yb z h H R R H R R n d
π

−π

 = ϕ ϕ +∞ ϕ + ϕ ϕ +∞ ϕ ϕ ϕ ∫          (41)

для  1( ,  1)
2

z∈ ;

 (01) 0 0( ) ( cos , sin , )cos ( cos , sin , )sin sin  n n x yb z h H R R H R R n d
π

−π

 = ϕ ϕ −∞ ϕ + ϕ ϕ −∞ ϕ ϕ ϕ ∫          (42)

для  1(0, )
2

z∈ . 

Далее: 
(02) 0( ) ( cos , sin , )sin  ;n n zb r h H Rr Rr n d

π

−π

= − ϕ ϕ −∞ ϕ ϕ∫                                    (43)

(03) 0( ) ( cos , sin , )sin  .n n zb r h H Rr Rr n d
π

−π

= ϕ ϕ +∞ ϕ ϕ∫                                     (44)

В случае постоянного в окрестности цилиндра внешнего поля 0 0 0 0{ , , } constx y zH H H= =H  фор-
мулы (36)—(39) и (41)—(44) снова переходят в простые формулы (25), (26), подстановка которых в 
(35) и (40) дает следующие решения предельных систем для бесконечного цилиндра:

(1) (2) 0 (3) 0 (1) 0
0 0 0 1

2 2 2( ) 0,  ( ) ,  ( ) ,  ( ) ;
1 1 1z z xa z a r H a r H a z H= = − = =

µ + µ + µ +
                     (45)

(2) (3) (1) (2) (3)
1 1( ) ( ) 0,  ( ) ( ) ( ) 0,   2,3, ;n n na r a r a z a r a r n= = = = = = 

                           (46)

(1) 0 (2) (3)
1 1 1

2( ) ,   ( ) ( ) 0;
1 yb z H b r b r= = =

µ +
                                              (47)

(1) (2) (3)( ) ( ) ( ) 0,   2,3, .n n nb z b r b r n= = = = 

                                            (48)

Получим формулы для поля реакции на оси бесконечного цилиндра, переходя к пределу l →+∞ 
(эквивалентно t →+∞) в формулах (27)—(29), предварительно положив в них d = –l/2.  Первое сла-
гаемое в фигурных скобках (27) при d = –l/2 можно представить в виде:

3 21 2
(1)

0

1 ˆ( ) 1 ( ) ,2a z t t z z dz
−

  ′ ′ ′+ − −   ∫ 1                                                 (49)

где обозначено ˆ :z z R= . Ядро этого интеграла 
3 221 ˆ1 ( )2t t z z

−
  ′+ − −   

 при z = 1/2 имеет пределом 
бесконечность при t→+∞, а потому формальный переход к пределу под знаком интеграла некор-
ректен. Функция (1) ( )a z′1  в (49), согласно (35)—(37), представляется различными аналитическими 
формулами по разные стороны от z′ = 1/2 и может быть разрывной в этой точке. По этой причине 
разобьем определенный интеграл (49) по интервалу (0, 1) на сумму двух интегралов по интервалам 
(0, 1/2) и (1/2, 1), в каждом сделаем замены переменных интегрирования x = 1/2 – z′  и  x = z′ – 1/2 
соответственно, в результате чего интеграл (49) представляется в виде:
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(1) (1)1/2 1/2

3 2 3 22 2
0 0

1 1( ) ( )2 2  .
ˆ ˆ1 ( ) 1 ( )

a x tdx a x tdx

tx z tx z

− +
+

   + + + −   
∫ ∫

1 1
                                            (50)

Оба интеграла в (50) суть интегралы вида:

1/2

3 22
0

( )( , ) : .
1 ( )

a x tdxA t b
tx b

=
 + − 
∫                                                       (51)

Причем для первого интеграла в (50) будет (1) 1( ) ( ),2a x a x= −1  ˆ,b z= −  а для второго — 
(1) 1( ) ( ),2a x a x= +1  ˆb z= . Найдем предел интеграла вида (51) при t→+∞. Ядро этого интеграла на 

левом конце интервала интегрирования  x = 0 имеет пределом бесконечность при t→+∞, а потому 
формальный переход к пределу под знаком интеграла снова некорректен. Преобразуем этот инте-
грал аналогично приему (30), введя для дальнейшего стандартные обозначения для односторонних 
пределов  

0
( 0) : lim ( ),

x a
f a f x

→ ±
± =   

0 0
( 0) : lim ( ) :

x
f f x

→ ±
± =

[ ]1/2 1/2

3 2 3 22 2
0 0

( ) ( 0)
( , )  ( 0)  .

1 ( ) 1 ( )

a x a tdx tdxA t b a
tx b tx b

− +
= + +

   + − + −   
∫ ∫                                (52)

Подынтегральная функция первого интеграла в (52) равномерно по х  идет к нулю при t→+∞, 
зануляя предел первого интеграла, а второй интеграл вычисляется аналитически. Поэтому 

1/2

2 2
0

lim ( , ) 0 ( 0) lim ( 0) 1 .
1 ( ) 1t t

tx b bA t b a a
tx b b→+∞ →+∞

 −
= + + = + + 

+ − + 
                       (53)

Учитывая (50), (51) и (53) получаем выражение для предела при t→+∞ первого слагаемого (49) 
в (27) при d = –l/2: 

1 (1)
(1) (1) (1) (1)

3 2 22
0

ˆ( ) 1 1 1 1lim = ( 0) ( 0) ( 0) ( 0) .2 2 2 2ˆ11 ˆ1 ( )2
t

a z dz zt a a a a
zt z z

→+∞

′ ′  − + + + + − −
 +  ′+ − −   

∫ 1
1 1 1 1     (54)

Второй интеграл в фигурных скобках (27) при d = –l/2 имеет вид 
1 3 2

(2) 2 2 2

0

1ˆ( ) ( ) .2a r r r z t dr
−

 ′ ′ ′ ′+ +
 ∫ 1  Несложно показать равномерное по r′ стремление к нулю при 

t→+∞ ядра этого интеграла, что зануляет предел всего интеграла. Аналогично обосновывается 
стремление к нулю при t→+∞ третьего интеграла в фигурных скобках (27) с учетом d = –l/2. В 
результате из (27)  получаем формулу для х-компоненты напряженности поля реакции на оси бес-
конечного цилиндра:

(1) (1) (1) (1)

2

ˆ1 1 1 1 1(0,0, ) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0)  .2 2 2 24 ˆ1
R
x

zH z a a a a
z

 µ −  = − − + + + + − −  + 
1 1 1 1           (55)

Формула (28) для у-компоненты напряженности поля реакции на оси цилиндра полностью ана-
логична формуле (27) для х-компоненты, а потому из (55) получаем для у-компоненты напряжен-
ности поля реакции на оси бесконечного цилиндра:
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(1) (1) (1) (1)

2

ˆ1 1 1 1 1(0,0, ) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0)  .2 2 2 24 ˆ1
R
y

zH z b b b b
z

 µ −  = − − + + + + − −  + 
1 1 1 1           (56) 

Вывод формулы для z-компоненты напряженности поля реакции на оси бесконечного цилиндра 
переходом к пределу t → +∞ в (29) при d = –l/2 аналогичен выводу формулы для х-компоненты: 
первый интеграл в (29) разбивается на сумму двух однотипных интегралов, каждый из которых об-
рабатывается по той же схеме, что и при выводе формулы х-компоненты, а два других интеграла в 
пределе дают ноль. В результате получаем для z-компоненты напряженности поля реакции на оси 
бесконечного цилиндра

(1) (1)
0 0 2

1 11 1(0,0, ) ( 0) ( 0) .2 22 ˆ1
R
zH z a a

z
µ −  = − − +

  +
                                   (57)

Выразим компоненты поля реакции (55)—(57) через известные функции (36), (37), (41), (42), 
определяемые заданным внешним полем H0(x, y, z). Учитывая (35) и (40), получаем:

(01) (01) (01) (01)

2

ˆ1 1 1 1(0,0, ) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0)  ;2 2 2 22 ˆ1
R
x

zH z a a a a
z

 λ  = − − + + + + − −  + 
1 1 1 1           (58)

(01) (01) (01) (01)

2

ˆ1 1 1 1(0,0, ) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0)  ;2 2 2 22 ˆ1
R
y

zH z b b b b
z

 λ  = − − + + + + − −  + 
1 1 1 1           (59)

(01) (01)
0 0 2

0

11 1(0,0, ) ( 0) ( 0) .2 21 2 ˆ1
R
zH z a a

À z
λ  = − − +

 − λ π +
                            (60)

Согласно (36), (37), (41), (42), числа (01)
0

1( 0),2a −  (01)
1

1( 0),2a −  (01)
1

1( 0)2b −  суть правые части фор-

мул (37) при n = 0, n = 1 и (42) при n = 1, а числа (01)
0

1( 0),2a +  (01)
1

1( 0),2a +  (01)
1

1( 0)2b +  — это правые 
части формул (36) при n = 0, n = 1 и (41) при n = 1.

В случае постоянного в окрестности цилиндра внешнего поля 0 0 0 0{ , , } constx y zH H H= =H  из 
(58)—(60), (25), (26) получаем следующие формулы поля реакции на оси бесконечного цилиндра:

0 0(0,0, ) , (0,0, ) , (0,0, ) 0,R R R
x x y y zH z H H z H H z= −λ = −λ =                              (61)

что согласуется с аналогичными формулами в [11, с. 339].
Получим формулы напряженности поля реакции бесконечного цилиндра (вне и внутри, но не 

на его поверхности и не на оси), для чего перейдем к пределу l→+∞ (т.е. t = l/R→+∞) в формулах 
(4)—(6) для напряженности поля реакции конечного цилиндра, предварительно положив в них  
d = –l/2. Дальнейшие выкладки практически полностью повторяют схему получения формул (58)—
(60) для напряженности поля реакции на оси бесконечного цилиндра, поэтому пояснения будут 
краткими. Первый интеграл формулы (4) 

1 (1)

0
( ) ( ,  1,  ) n nt a z r z tz dz′ ′ ′α −∫  при d = –l/2 представляется 

суммой интегралов:

( ) ( )(1) (1)1 1ˆ ˆ( ), , ( ), , ,2 2n nB a x t z B a x t z− − + +                                             (62)

где обозначено

 ( )
1/2

0

( ), , : ( ) ( ,  1,  ) .  nB a x t b a x t r tx b dx= α −∫                                            (63)
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При x = 0 и t→+∞ ядро этого интеграла ( ,  1,  )nt r tx bα − →∞ , а потому, снова выделяя эту осо-
бенность с использованием приема (*), имеем для интеграла (63):

( ) ( )
1/2 1/2

0 0

( ), , : ( ) ( 0) ( ,  1,  )  ( 0) ( ,  1,  ) .n nB a x t b a x a t r tx b dx a t r tx b dx= − + α − + + α −∫ ∫              (64)

Можно показать, что ( ,  1,  )n r qα  при q→+∞ убывает не медленнее, чем 1/q3, а потому подын-
тегральная функция в первом интеграле (64) при t→+∞ равномерно по x идет к нулю, зануляя 
весь этот интеграл. Для второго слагаемого в (64), делая замену переменной в интеграле y = tx – b 
и затем переходя к пределу t→+∞, получим ( 0) ( ,  1,  ) .nb

a r x dx
+∞

−
+ α∫  С учетом (62) и полученных 

предельных значений предел при t→+∞ первого интеграла 
1 (1)

0
( ) ( ,  1,  ) n nt a z r z tz dz′ ′ ′α −∫  форму- 

лы (4) при d = –l/2 равен: 

(1) (1)

ˆ ˆ

1 1( 0) ( ,  1,  ) ( 0) ( ,  1,  ) .2 2n n n n
z z

a r x dx a r x dx
+∞ +∞

−

− α + + α∫ ∫                                  (65)                                  

Второй интеграл 
1 (2)

0
( ) ( ,  ,  ) n na r r r z dr′ ′ ′α∫  при d = –l/2 имеет вид 

1 (2)

0
ˆ( ) ( ,  ,  2) .n na r r r z t dr′ ′ ′α +∫  

Поскольку его ядро ( ,  ,  )n r r q′α  при q→+∞ убывает не медленнее, чем 1/q3, то подынтегральная 
функция при t→+∞ равномерно по r′ идет к нулю, зануляя весь этот интеграл. Аналогично при  
d = –l/2 третий интеграл в (4) 

1 (3)

0
ˆ( ) ( ,  ,  2) n na r r r z t dr′ ′ ′α −∫  по тем же причинам зануляется при 

t→+∞.
Следующая тройка интегралов в (4) полностью аналогична предыдущей, а потому имеет те же 

пределы при t→+∞. В результате получаем следующую формулу для r-компоненты напряженности 
поля реакции бесконечного цилиндра внутри и вне его (но не на его поверхности и оси):

(01)

(01)

(01) (01)

ˆ
ˆ

ˆ

ˆ

1 1( , , ) 2 {[ ( 0) ( ,  1,  )  21 2

1 ( 0) ( ,  1,  ) ]cos2

1 1 [ ( 0) ( ,  1,  )   ( 0) ( ,  1,  ) ]sin }.2 2

R
r n n

n n

n n

n n n n

z
z

z

z

H r z a r x dx
A

a r x dx n

b r x dx b r x dx n

+∞∞

=

−∞

+∞

−∞

ϕ = πλ − α +
− πλ

+ + α ϕ +

+ − α + + α ϕ

∑ ∫

∫

∫ ∫

0

                     (66)

По той же схеме ищутся пределы при t→+∞ в формулах (5) и (6) (при d = –l/2) для φ- и 
z-компонент напряженности поля реакции, в результате чего получаются следующие формулы 
этих компонент для бесконечного цилиндра внутри и вне его (но не на его поверхности и оси):

(01)

(01)

(01) (01)

ˆ
ˆ

ˆ

ˆ

1( , , ) 2 {[ ( 0) ( ,  1,  )  2

1 ( 0) ( ,  1,  ) ]cos2

1 1 [ ( 0) ( ,  1,  )   ( 0) ( ,  1,  ) ]sin },2 2

 

R
n n

n

n n

n n n n

z
z

z

z

H r z b r x dx

b r x dx n

a r x dx a r x dx n

+∞∞

ϕ
=

−∞

+∞

−∞

ϕ = − πλ − β +

+ + β ϕ −

− − β + + β ϕ

∑ ∫

∫

∫ ∫

1

                     (67)
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(01) (01)

(01) (01)

ˆ

1 1 1( , , ) 2 {[ ( 0) ( 0)]cos  2 21 2

1 1  [ ( 0) ( 0)]sin } ( ,  1,  ) .2 2  

R
z n n

n n

n n n

z

H r z a a n
A

b b n r x dx

∞

=

+∞

ϕ = πλ − − + ϕ +
− πλ

+ − − + ϕ γ

∑

∫

0
                    (68)

В формулах (66)—(68) ,r r R=   ˆ ,z z R=  ( 1) ( 1)λ = µ − µ + , числа An считаются по (34), 
(01) (02) (01) (02)1 1 1 1( 0),  ( 0),  ( 0),  ( 0)2 2 2 2n n n na a b b± ± ± ±  по формулам (36)—(38), (41)—(43).

В случае постоянного в окрестности цилиндра внешнего поля: 0 0 0 0{ , , } constx y zH H H= =H  фор-
мулы (66)—(68) с учетом (25), (26) упрощаются:

0 0
1 2( , , ) 4 ( ) ( ),  ( , , ) 4 ( ) ( ),  ( , , ) 0,R R R

r r zH r z H Q r H r z H Q r H r zϕ ϕϕ = πλ ϕ ϕ = − πλ ϕ ϕ =             (69)

где введены известные цилиндрические координаты внешнего поля 0 0 0( ) cos sin ,r x yH H Hϕ = ϕ + ϕ    
0 0 0( ) sin cos ;x yH H Hϕ ϕ = − ϕ + ϕ  1 10

( ) : ( ,  1,  ) ,Q r r x dx
+∞

= α∫  2 10
( ) : ( ,  1,  ) ,Q r r x dx

+∞
= β∫  причем для  

1r <  будет 1( ) 1 / (4 ),Q r = − π  2 ( ) 1 / (4 ),Q r = π  а для 1r >  будет 2
1 2( ) ( ) 1 / (4 ).Q r Q r r= = π

Нами была составлена (на языке Фортран) компьютерная программа, реализующая расчеты по 
всем полученным выше формулам.

4. ПРОВЕРКА ПОЛУЧЕННЫХ ФОРМУЛ НА ИЗВЕСТНЫХ ПРЕДЕЛЬНЫХ СЛУЧАЯХ

В виду сложности и объемности аналитических преобразований, приведших к получению при-
веденных выше формул для напряженности поля реакции однородного бесконечного цилиндра, 
помещенного в произвольное внешнее магнитное поле,  важное значение приобретает проверка 
этих формул на соответствие известным физическим законам, их внутреннюю непротиворечи-
вость (например, непрерывность перехода общих формул в частные при приближении общих 
условий к частным), а также их  соответствие известным аналитическим формулам напряженно-
сти поля реакции для частных случаев рассматриваемой общей ситуации. Сразу отметим, что все 
описанные ниже виды тестирования пройдены успешно.

В точках боковой поверхности цилиндрического магнетика для нормальной составляющей Hn 
напряженности результирующего поля 0( ) ( ) ( )R= +H r H r H r  должно выполняться условие скачка 
ее предельных значений изнутри и извне магнетика ( ) ( )/ ,e i

n nH H = µ  что в этой ситуации эквива-
лентно ( ) ( )/ .e i

r rH H = µ  Для постоянного в окрестности цилиндра внешнего поля это легко проверя-
ется аналитически с учетом формулы (69).

Известно ([11, с. 339], [12, с. 245], [13]), что внутри и вне бесконечного цилиндра декартовы 
координаты поля реакции ( , , ) { ( , , ), ( , , ), ( , , )}R R R R

x y zx y z H x y z H x y z H x y z=H  при постоянном внеш-

нем поле 0 0 0 0{ , , } constx y zH H H= =H  имеют вид 0,R
x xH H= −λ  0 ,R

y yH H= −λ  0,R
zH =  внутри цилиндра 

( )2 2r x y R= + < , а вне цилиндра ( )2 2r x y R= + >  имеют вид: 

2 0 2 2 0 2 2 2( , , ) ( ) 2 / ( ) ,R
x x yH x y z R H x y H xy x y = λ − + + 

2 0 0 2 2 2 2 2( , , ) 2 ( ) / ( ) , 0.R R

y x y zH x y z R H xy H y x x y H= λ + − + =  

При переходе к цилиндрическим координатам эти формулы приобретают вид: 0,R
zH ≡

0( , , ) ( )R
r rH r z Hϕ = −λ ϕ  для r < R и 0 2( , , ) ( ) /R

r rH r z H rϕ = λ ϕ  для  r > R, 0( , , ) ( )RH r z Hϕ ϕϕ = −λ ϕ  для 
r < R и 0 2( , , ) ( ) /RH r z H rϕ ϕϕ = −λ ϕ  для r > R. Видно, что полученные нами формулы (69) для этого 
случая выглядят так же.
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Выше уже было отмечено, что формулы (58)—(60) поля на оси бесконечного цилиндра в про-
извольном внешнем поле в случае его постоянства переходят в хорошо известные формулы (61) 
[11, с. 339].

Далее было проверено, что формулы (66)—(68) поля реакции внутри и вне бесконечного цилин-
дра (не на его оси и поверхности), помещенного в произвольное внешнее поле, при безграничном 
приближении точки наблюдения к оси цилиндра переходят в независимо выведенные формулы 
(58)—(60) поля на оси бесконечного цилиндра при произвольном внешнем поле. Соответствую-
щий предельный переход в (66)—(68) был выполнен аналитически, однако при этом нужные зна-
чения некоторых интегралов со сложными подынтегральными функциями вида (8) были получены 
численными методами.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Кратко сформулируем основные результаты, полученные в настоящей работе.
1. Получены эффективные асимптотические формулы расчета напряженности поля реакции 

внутри и вне бесконечного цилиндра, погруженного в произвольное внешнее магнитное поле. 

2. Составлена реализующая предложенный алгоритм  компьютерная программа, не требующая 
больших вычислительных ресурсов.

3. Проведено тестирование полученных формул и компьютерной реализации соответствую-
щего алгоритма, состоящее в проверке результатов расчета  на соответствие физическим законам 
явления, а также сравнение этих результатов в предельных частных случаях формы магнетика с 
известными аналитическими ответами.

Работа выполнена в рамках государственного задания по теме «Квант» (“Quantum”)  
№ АААА-А18-118020190095-4. 

Рис. 1. Однородный цилиндр в магнитном поле.
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Наличие влаги в кабелях высоковольтных распределительных сетей может стать причиной серьезной угрозы без-

опасности, однако эффективных средств для контроля и анализа внутренней влажности кабелей не существует. Поэтому 
существует необходимость в разработке нового неразрушающего метода контроля для оценки водонепроницаемости 
кабелей распределительных сетей и их соединителей. Внутренняя структура кабеля представляет собой многослойную 
структуру, состоящую из проводов, изоляционного слоя из сшитого полиэтилена и изоляционной оболочки из силиконо-
вой резины. С помощью отраженного терагерцового импульсного сигнала определяется внутреннее состояние кабеля, а 
по эхолокационным характеристикам можно судить о наличии в нем водяных пятен. Кроме того, путем сканирования в 
цилиндрических координатах были получены объемные данные, а терагерцовые изображения были реконструированы 
на основе информации о характеристиках, которые соответствовали распределению водяных пятен между изоляционной 
оболочкой кабеля и изоляционным слоем из сшитого полиэтилена. Результаты показывают, что терагерцовая методика 
позволяет с высокой чувствительностью определять состояние влажности кабеля, что имеет большое значение в энер-
гетике и при передаче электроэнергии.

Ключевые слова: терагерц, импульс во временной области, время полета, силовой кабель, состояние влажности. 
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Moisture of high voltage distribution network cables will cause major safety hazard, but there is no effective means to detect 
and analyze the internal humidity state of the cables. Therefore, it is urgent to develop a new non-destructive detection method 
to evaluate the waterproof performance of distribution network cables and their connectors. The internal structure of the cable 
is a multi-layer structure composed of wires, cross-linked polyethylene insulation layer, and silicone rubber insulation sheath. 
We used the reflective terahertz pulse signal to detect the internal states of the cable, and judge whether it contains water stains 
according to the echo characteristics. In addition, three-dimensional data was obtained through cylindrical coordinate scanning 
and terahertz images were reconstructed based on feature information, which were consistent with the distribution of water stains 
between the cable insulation sheath and cross-linked polyethylene insulation layer. The results show that the terahertz technology 
can realize the high sensitivity detection of cable moisture state, which is of great significance in the power and transmission 
industry.

Keywords: terahertz, time-domain pulset, time-of-flight, power cables, moisture state. 
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1. ВВЕДЕНИЕ

Обеспечение безопасности эксплуатации высоковольтных электрических сетей имеет решаю-
щее значение для экономики и жизни людей. В высоковольтных электросетях широко используют-
ся изоляционные материалы, проводящие материалы и композитные элементы, такие как клеммы, 
кабели из сшитого полиэтилена и т.д. [1, 2]. Под действием электрических полей возникают дефек-
ты сплошности этих материалов, включая микропоры, примеси, дефекты вследствие напряжений, 
влажность и т. д., изделия постепенно разрушаются и представляют потенциальную угрозу без-
опасности [3—6]. Различия в составе сырья, производственных процессах, длительных высоко-
вольтных нагрузках, а также сложные условия окружающей среды могут вызывать повреждение 
и деградацию материалов и конструкций, приводя к появлению внутренних дефектов и создавая 
угрозу безопасности. Кроме того, различия в строении дефектов, материалах и физических свой-
ствах приводят к различным откликам на электрические, оптические или акустические сигналы. 
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С помощью соответствующих методов контроля размер, форма и расположение дефектов в изо-
ляционном слое могут быть обнаружены или визуализированы путем анализа изменения сигнала. 
Обычно традиционные методы, такие как регистрация частичных разрядов [7], ультразвуковая де-
фектоскопия [8—10], рентгеновская дефектоскопия [11,12] и т.д., требуют высокого напряжения, 
большой силы тока и интенсивного излучения в экспериментальной среде во время проведения 
контроля, что является относительно сложным и громоздким в эксплуатации и предъявляет повы-
шенные требования к безопасности. Поэтому существует актуальная необходимость в разработке 
новой технологии неразрушающего контроля и оборудования для безопасной оценки дефектов ка-
белей распределительных сетей. 

Особенно кабели распределительных сетей подвержены проникновению влаги или воды в про-
межуточных соединениях. Под воздействием высоких электрических полей легко происходит ста-
рение водного триинга, что снижает характеристики изоляции кабелей и в конечном итоге приво-
дит к разрушению кабеля, который является слабым звеном в распределительной сети. Несмотря 
на постоянное совершенствование вышеупомянутых традиционных методов контроля, они все еще 
не могут удовлетворить требования по контролю влажности промежуточных соединений в кабелях 
распределительных сетей, ограниченных материальными и техническими дефектами. Поэтому не-
обходимо разработать новую неразрушающую технологию и оборудование для безопасной оценки 
герметичности и водонепроницаемости промежуточных соединений в кабелях распределительных 
сетей. В последние годы терагерцовая методика предлагает значительные преимущества в нераз-
рушающем контроле, такие как обнаружение дефектов водяного дерева в слоях изоляции [13], кор-
розионных дефектов в металлическом защитном слое [14], дефектов обрыва в проводниках [15], 
дефектов старения в слое изоляции [16], дефектов воздушного зазора в слое изоляции [17, 18], 
дефектов проникновения влаги [19]. Однако случаи выявления и анализа состояния влажности в 
кабельных соединениях распределительных сетей немногочисленны. 

В данном материале на основе параметров материала и структурных параметров кабелей в 
сочетании с теорией распространения терагерцового излучения создана цилиндрическая коорди-
натно-отражательная терагерцовая сканирующая система визуализации и получены трехмерные 
данные. На основе стандартных образцов были определены особенности сигналов терагерцовых 
импульсов для кабельных соединений в условиях влажности или проникновения воды, которые 
затем были использованы для реконструкции терагерцовых изображений. Результат интуитивной 
визуализации соответствовал фактическому распределению пятен воды и может быть применен 
для оценки качества внутренней структуры кабельного соединения.

2. МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА

2.1. Принцип распространения по системе воздух—среда—металл

Терагерцовый импульс проходит через границу раздела между воздухом и средой (защитный 
слой или изоляционный слой), а затем передается через диэлектрический слой к границе раздела 
между средой и металлом (металлический кабель или высокоотражающий материал, например 
вода), что соответствует физической модели, изображенной на рис. 1. Позиция 0 соответствует 
границе раздела воздух—среда, которая может быть точно определена с помощью измеритель-
ного зажима в экспериментах. Терагерцовый импульс E перпендикулярно падает на пверхность 
среды, при этом частично отраженнный сигнал обозначим как Er0. После передачи через среду на 
расстояние d прошедший импульс внутри отражается на границе среда—металл (отражательная 
способность составляет примерно 1). После прохода через среду обратно на расстояние d часть 
импульса возвращается, пока другая часть передается дальше и обозначается как Er1. Теоретиче-
ски вышеупомянутый процесс внутренних прохождений и отражений сигнала может продолжать-
ся бесконечно долго. Однако на практике на сигнал влияют поглощение и рассеяние сигнала, а Ern 
будет приближаться к нулю после нескольких серий прохождения эхосигналов, что приводит к не-
возможности регистрации этих эхосигналов. Распространение терагерцового импульса в образце 
проявляется в виде временной задержки при достижении детектора. Er0, Er1, Ern и Er могут быть 
соответственно представлены таким образом:

0 ;r asE Er=                                                                       (1)

2
1 ( );r as sm sa sE Et r t T d=                                                                (2)
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где ras — коэффициент отражения на границе воздух—среда; rsm — коэффициент отражения на гра-
нице среда—металл; tas и tsa — коэффициент прохождения на границе воздух—среда и среда—воз-
дух соответственно; Ts(d) — коэффициент пропускания через образец толщиной d.

Терагерцовые сигналы могут проходить внутрь контролируемого объекта, особенно в случае 
многослойных диэлектрических структур, в которых терагерцовый сигнал отражается от границ 
раздела между слоями с различными показателями преломления. Анализируя эхосигналы от каж-
дой границы раздела, можно охарактеризовать внутреннюю структуру границы раздела и особен-
ности целевых дефектов в объекте. Субпикосекундная длительность импульса терагерцовых сиг-
налов позволяет получить разрешение соседних границ на микронном уровне. Более того, при 
распространении между границами микроскопические структурные и компонентные различия в 
материале могут привести к макроскопическим изменениям в широкополосном терагерцовом сиг-
нале. Для облегчения количественного анализа в системе используется метод вертикального паде-
ния, а толщина между границами раздела может быть представлена как

,
2
c td

n
∆

=                                                                         (5)

∆t — время задержки; n — показатель преломления материала в терагерцовом диапазоне. На прак-
тике, когда 2n · d больше, чем ширина временной области терагерцовых сигналов, различные эхо-
сигналы легко разделяются с помощью временного стробирования. В соответствии с формулой (5), 
когда 2n · d больше ширины временной области терагерцовых сигналов, разные эхосигналы легко 
разделяются с помощью временного стробирования на практике. 2nd — это путь оптического сиг-
нала, который проходит через переднюю поверхность и отражается от задней поверхности образца 
обратно на переднюю поверхность.

Формулы (1)—(4) достоверно выражают соответствующие эхосигналы. С другой стороны, 
эхосигналы разных порядков накладываются друг на друга, и отдельные эхосигналы трудно раз-
делить. Поэтому невозможно напрямую определить временное положение каждого эхосигнала, и 
формула (5) не может быть использована напрямую. Только формула (4) может быть использована 
для выражения суммарного эха, а затем можно попытаться проанализировать параметры материа-
ла. В данной статье рассматривается только первый.

Рис. 1. Схематическое изображение модели прохождения терагерцовой волны по системе воздух—среда—металл.
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2.2. Подготовка образцов и описание эксперимента

Образец представляет собой кабель распределительной сети с изоляцией из сшитого полиэти-
лена, который обладает такими преимуществами, как простота конструкции, малый вес, отличная 
теплостойкость, высокая несущая способность, неплавкость, устойчивость к химической коррозии 
и высокая механическая прочность, как показано на рис. 2a. Кабель состоит из трех основных ча-
стей: токопроводящей жилы, изоляционного слоя и защитного слоя. Внешний диаметр составляет 
19, 28 и 48 мм соответственно, а структура поперечного сечения показана на рис. 2б.

Рис. 2. Образцы кабеля: изображение кабеля (a); поперечное сечение (1 — токопроводящая жила; 2 — изоляционный 
слой из сшитого полиэтилена; 3 — защитный слой) (б).
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На рис. 3 представлена система терагерцовой спектроскопии с временной разверткой на от-
ражение. Она состоит из волоконного фемтосекундного импульсного лазера, волоконносвязанного 
терагерцового фотопроводящего излучателя и приемника, волоконносвязанного устройства вре-
менной задержки, элементов передачи сигнала по волокну, синхронного блока управления и бло-
ка регистрации сигнала. Выход фемтосекундного лазера через волокно разделяется на два пучка. 
Один луч напрямую подключается к фотопроводящей антенне, соединенной с волокном, а другой 
подключается к высокоскоростной линии задержки и затем к другой фотопроводящей антенне. 
Антенна-излучатель интегрирована в модуль вертикального отражения. Через этот модуль излуча-
емый терагерцовый сигнал вертикально падает на исследуемую цель, а отраженная последователь-
ность эхосигналов возвращается по тому же пути.

Рис. 3. Схема установки для терагерцовой спектроскопии.
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Когда терагерцовый сигнал и зондирующий фемтосекундный импульс длительностью 100 фс и 
частотой повторения 100 МГц одновременно поступают на фотопроводящую детекторную антен-
ну, терагерцовое электрическое поле приводит в движение фотогенерируемые носители, формируя 
ток, который регистрируется после фильтрации и усиления. Устройство временной задержки ре-
гулирует относительную фазу между терагерцовым сигналом и зондирующим импульсом, чтобы 
получить терагерцовую временную форму волны с частотой 10 Гц за 600 пс. Полная ширина на 
половине максимума волны составляет около 1 пс с шагом дискретизации 0,06 пс. Диапазон частот 
излучения составляет от 0,1 до 2 ТГц с центральной частотой 0,5 ТГц.

3. ИЗМЕРЕНИЕ И АНАЛИЗ

3.1. Измерение изоляционного слоя из сшитого полиэтилена

Отраженные сигналы были измерены как для жилы проводника, так и для изоляционного 
слоя из сшитого полиэтилена с плотным контактом, как показано на рис. 4a. Структура образ-
ца представляет собой металлические провода, обернутые изоляционным материалом из сшито-
го полиэтилена, как показано на рис. 4б. Толщина слоя сшитого полиэтилена составляет 4,5 мм. 
Терагерцовый импульс, отраженный от образца, показан на рис. 4в, временные значения эхоим-
пульсов, генерируемых на двух границах сшитого полиэтиленового слоя, составляют 62,2 пс (R0)  
и 107,7 пс (R1). Согласно формуле (5), рассчитанный показатель преломления сшитого полиэтиле-
на составляет около 1,52.

Рис. 4. Измерение изоляционного слоя из сшитого полиэтилена: измерение (a); поперечное сечение (б); отраженный 
терагерцовый импульс (в).

a б в

А
мп

ли
ту

да
, о

тн
. е

д.

0,05

0,04

0,03

0,02

0,01

0

–0,01

–0,02
0               50             100             150              200

Время, пс

3.2. Измерение защитного слоя

Отраженные сигналы были измерены в случае модели с металлическим стержнем и защитным 
слоем с плотным контактом (рис. 5a). Структура образца представляет собой металлический стер-
жень, обернутый кремниевой резиной (рис. 5б). Толщина слоя силиконовой резины составляет 10,5 

Рис. 5. Измерение защитного слоя: измерение (а); поперечное сечение (б); отраженный терагерцовый импульс (в).
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мм. Терагерцовый импульс, отраженный от образца,  представлен на рис. 5в. Временные значе-
ния эхосигналов, генерируемых на двух границах раздела слоев силиконовой резины, составляют  
63,4 пс (R0) и 198,7 пс (R1). Согласно формуле (5), рассчитанный показатель преломления кремни-
евой резины составляет около 1,93.

В случае модели металлического стержня в качестве мембраны с жидкой водой использовался 
лист влажной бумаги, который помещался между слоем силиконовой резины и металлическим 
стержнем. Терагерцовый импульс, отраженный от слоя жидкой воды, был измерен и сравнен с сиг-
налом образца с плотным контактом без мембраны, как показано на рис. 6. Красная кривая пред-
ставляет эхосигнал с погружением в воду на границе раздела, а синяя кривая — отраженный сиг-
нал от границы раздела между металлической подложкой и оболочкой без погружения в воду (см.  
рис. 5в). Эхоимпульсы на двух границах раздела защитного слоя из силиконовой резины по-
прежнему расположены на 63,4 и 198,7 пс. В частности, положение и амплитуда основного им-
пульса (R0), скорее всего, останутся неизменными, в то время как амплитуда эхоимпульса (R1) 
немного уменьшится, а его положение сместится назад из-за поглощения и фазовой задержки, вы-
званной погружением в воду, между защитным слоем и металлическим стержнем.

3.3. Измерение изоляционного слоя и защитного слоя

В случае с кабельным разъемом в качестве мембраны для жидкой воды выступает лист влажной 
бумаги, который помещается между защитной оболочкой и сшитым полиэтиленом, а на границе 
раздела фаз устанавливается оловянная фольга, как показано на рис. 7.  

Рис. 6. Сравнение терагерцовых сигналов с/без погружения в воду в модели образца металл—стержень.
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Рис. 7. Измерение изоляционного слоя и защитного слоя: образец, обернутый в подготовленную влажную бумагу и 
оловянную фольгу (a); измеряемая площадь (б). 
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Форма отраженных терагерцовых волн при наличии воды в образце кабельного разъема пока-
зана на рис. 8. Красная и синяя кривые показывают отраженные сигналы с погружением и без по-
гружения в воду на границе раздела. Эхоимпульс (R1) мал, а относительная отражательная способ-
ность между сшитым полиэтиленом и оболочкой очень низка. Затем сигнал, проникающий в слой 
изоляции из сшитого полиэтилена, достигает границы раздела проводников, и отраженный сигнал 
(R2) от металлического проводника можно четко наблюдать. В случае погружения в воду отражен-
ный сигнал на границе раздела оболочки и сшитого полиэтилена усиливается по сравнению с по-
гружением в безводную среду, но ослабляется импульс, проникающий в сшитый полиэтилен, что 
значительно ослабляет отраженный сигнал на металлическом проводнике.

Образец помещается в сканирующую систему с цилиндрическими координатами, состоящую 
из одномерной подъемной ступени и поворотной ступени. Терагерцовые импульсы вертикально 
падают на поверхность образца и выстраиваются по центру кабеля, а центр вращения поворот-
ной ступени совпадает с осью кабеля. Шаг и диапазон поворота (φ) поворотного стола состав-
ляют 1 и 0—360°, шаг и диапазон перемещения (z) подъемного стола — 1 и 0—40 мм, интервал 
и диапазон дискретизации (t) терагерцового сигнала во временной области — 0,02 и 0—600 пс 
соответственно. Регистрируемые терагерцовые сигналы представляют собой трехмерный набор 
данных (φ × z × t). Область контроля, соответствующая образцу, показана на рис. 7б.

Терагерцовое изображение сначала восстанавливается по максимальному значению вре-
менной формы волны, можно четко наблюдать границу оболочки из силиконовой резины, что 
соответствует реальному образцу, как показано на рис. 9a. В местах, покрытых оболочкой, φ 
колеблется от 0 до 200° и от 300 до 360°, z колеблется от 28 до 40 мм. В областях без оболочки 
четко видны провода внутри сшитого полиэтилена, можно визуально определить форму возму-
щения. На рис. 9б показаны характеристики эхосигналов от области, обернутой оболочкой, при  
z = 28 мм. Основной импульс и эхоимпульс, отраженный от передней поверхности и границы 
раздела, локализуются на 135,3 и 314 пс соответственно. Однако по эхосигналам во временной 
области трудно напрямую определить, содержит ли граница раздела влажную бумагу или оло-
вянную фольгу. Эхосигналы от границы раздела в точках A и B, показанные на рис. 9в, свиде-
тельствуют о наличии и отсутствии влажной бумаги (или фольги) в оболочке соответственно. 
Эхосигнал в точке B явно меньше, чем в точке A. Далее терагерцовое изображение на границе 
раздела восстанавливается по максимальному значению эхосигнала на границе раздела, как по-
казано на рис. 9г. Можно выделить непокрытую область, область с защитными покрытиями в 
виде влажной бумаги и фольги.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для обнаружения и оценки состояния увлажнения кабеля применяется методика терагерцо-
вых импульсов и визуализации. Между защитным слоем и металлическим стержнем добавляется 
водяная пленка, амплитуда эхоимпульса на границе раздела среды и металла немного умень-
шается. Когда между защитным слоем и сшитым полиэтиленом добавляется жидкая водяная 

Рис. 8.  Сравнение характеристик терагерцовых импульсов с погружением и без погружения в воду образца кабельного 
коннектора.
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пленка, погружение в воду усиливает эхосигнал на границе раздела между защитной оболочкой 
и сшитым полиэтиленом.

Создана терагерцовая сканирующая система визуализации с цилиндрическим координатным 
отражением. Влажная бумага и оловянная фольга были предварительно помещены в резиновую 
оболочку и намотаны на поверхность сшитого полиэтилена, после чего были получены трехмер-
ные данные. Согласно характеристикам эхосигналов, терагерцовая визуализация собранных дан-
ных может показать структуру области листа мокрой бумаги и области листа оловянной фольги с 
защитной оболочкой. Это показало, что терагерцовая визуализация позволяет не только проводить 
неразрушающий контроль состояния влажности, но и судить о качестве внутренней структуры ка-
бельных соединений.

Работа поддержана Фондом государственного научно-исследовательского института электро-
энергетики Хэбэйской системы электроснабжения (№ гранта kj2022-064).
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Предложен способ синтеза данных, полученных одним или несколькими методами неразрушающего контроля. 
Экспериментальная апробация проведена на примере исследования ударного повреждения в углепластиковом компози-
те методами лазерной виброметрии и теплового контроля. Данные методы различаются по физическому принципу воз-
действия на исследуемые объекты и форме результатов контроля. Синтез полученных данных и их интерпретация 
позволяют повысить достоверность результатов контроля и комплексно проводить процедуру дефектометрии.  Алгоритм 
синтеза включал как усреднение данных одного метода контроля на примере анализа виброграмм, полученных в ходе 
лазерного вибросканирования на различных частотах вводимого акустического сигнала, так и слияние результатов, 
полученных с помощью теплового контроля и лазерной виброметрии. Синтез данных позволил уточнить размер и рас-
положение дефекта, автоматизировать процесс распознавания неоднородностей, повысить производительность испыта-
ний, а также снизить субъективность анализа результатов испытаний.
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This study was devoted to the development of data fusion techniques obtained by one or several nondestructive testing 
(NDT) methods. Experimental results were obtained by applying laser vibrometry and optical infrared thermography to 
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supply specific testing results. The proposed data fusion method allows increasing reliability of inspection results and enables 
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stimulation at different frequencies. In its turn, infrared thermographic NDT supplies the sample response toward thermal 
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results.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Расширение номенклатуры производства композиционных материалов в различных областях 
промышленности [1—5] приводит к повышению требований [6—11], предъявляемых к качеству 
готовых изделий. Основной задачей неразрушающего контроля (НК) является определение 
целостности материалов, их свойств и структуры путем обнаружения дефектов на различных эта-
пах производства, а также в процессе эксплуатации изделий. Результаты НК позволяют оценить 
надежность и эксплуатационную пригодность исследуемых материалов, деталей и узлов.
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Ввиду особенностей структуры слоистые композиционные материалы представляют собой 
сложные объекты для НК. В связи с этим в производственной практике зачастую проводят НК 
композитов несколькими методами, различающимися по физическому принципу воздействия на 
контролируемые изделия. Сравнение результатов позволяет получить более полную информацию 
о наличии дефектов и снизить вероятность возникновения ошибки оператора при принятии реше-
ния о дефектности контролируемого изделия. Поэтому разработка алгоритмов и программного 
обеспечения для анализа данных становится актуальной. 

Одним из современных методов обработки результатов НК является синтез данных. Эта про-
цедура позволяет преобразовывать и объединять данные, полученные как одним, так и нескольки-
ми методами НК, что имеет важное значение для повышения достоверности НК. В частности, в 
работе [12] авторы оценили результаты синтеза данных, полученные в рамках одного метода НК, 
а именно применения высокочастотных электромагнитных волн для определения расположения и 
границ подземных структур. Синтез данных осуществляли путем слияния результатов, получен-
ных во временной и частотной областях, с использованием весовых коэффициентов, алгоритмов 
шумоподавления и нормализации. Результаты исследования показали, что синтез данных, полу-
ченных даже в рамках одного метода НК, позволил повысить разрешение и информативность 
результатов контроля.

Синтез результатов применения нескольких способов НК описан в работе [13]. Авторы объеди-
нили результаты контроля композиционного материала, армированного углеродным волокном, 
полученные методом теплового контроля с использованием вихретоковых и тепловых источников 
стимуляции. Процедура синтеза заключалась в попиксельном объединении изображений и филь-
трации шумов путем введения весовых коэффициентов, что позволило повысить достоверность 
обнаружения дефекта. Следует заметить, что в данном случае результаты контроля были согласо-
ваны между собой вследствие единообразия способов регистрации данных с помощью инфракрас-
ных (ИК) тепловизоров.  

Практическая реализация синтеза данных существенно упрощается, если исходные данные, 
используемые для анализа, имеют аналогичный формат, пространственное разрешение и другие 
характеристики. Если для интерпретации используют данные, полученные принципиально раз-
личными методами НК, в ходе синтеза могут возникнуть трудности, такие как неполнота сведений 
об объекте, несогласованность, конфликты, физическая неоднородность данных и т.п. [14, 15]. 
Исходные данные могут быть представлены в различных форматах. Например, поле температур 
представляет собой матрицу значений средней температуры в каждом сегменте (пикселе) 
ИК-изображения [16], в то время как результаты капиллярного метода НК представляют в виде 
графических изображений [17]. В этом случае для выработки надежного решения о дефектности 
исследуемого материала в рамках синтеза требуется проводить предварительную обработку исход-
ных изображений, разработать иерархическое преобразование собранных данных и применять 
интегрированные решения для их анализа, что становится нетривиальной задачей научных иссле-
дований.

В настоящем исследовании предложен новый способ синтеза данных, полученных одним или 
несколькими методами НК, основанный на алгоритме попиксельного анализа графических изо-
бражений, представленных в различных форматах. Исследование выполнено на примере НК угле-
пластиковых композитов методами теплового контроля (ТК) и лазерной виброметрии (ЛВ). Синтез 
данных осуществляли как в рамках одного метода НК, так и нескольких методов, различающихся 
по физическому принципу воздействия на контролируемые изделия, что позволило оценить досто-
инства и недостатки предложенного подхода.

 
2. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Методами сканирующей лазерной доплеровский виброметрии и теплового контроля про-
ведено исследование контрольного образца из углепластикового композита размерами 
155×175×3,5 мм3, содержавшего ударное повреждение энергией 18 Дж в центральной области, 
как показано на рис. 1.

Для проведения НК методом ЛВ использована лабораторная установка (рис. 2), включающая 
магнитострикционный преобразователь (резонансная частота 22  ±  1,65 кГц, мощность 0,63  ±  
± 10  % кВт), ультразвуковой генератор USG-2-22-MS-1 (диапазон рабочих частот 14—48 кГц, 
мощность до 1  ±  10  % кВт) и сканирующий лазерный доплеровский виброметр PSV-500-3D 
(Polytec, Германия). Лазерный виброметр позволяет измерять амплитуду скорости колебаний 
частиц среды в диапазоне от 0,01 мкм/с до 30  м/с при измерении спектра частот от 10 Гц до 
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20 МГц. Система управления ультразвукового генератора обеспечивает автоматический поиск и 
стабильное поддержание работы устройства на частоте резонанса электромеханической системы. 
Потребляемую электрическую мощность магнитострикционного излучателя задает оператор в 
диапазоне от 500 Вт до 1 кВт в зависимости от эксплуатационных характеристик волноводов, 
совмещенных с магнитостриктором. 

Результатом лазерного вибросканирования в диапазоне частот от 50 Гц до 100 кГц является 
амплитудно-частотный спектр вибраций в каждой точке сканирования, а также виброграммы, ото-
бражающие распределение механических колебаний на поверхности материалов в процессе УЗ 
стимуляции. Количество спектральных линий составило 3200, что соответствовало шагу частот-
ного сканирования 30 Гц. 

Лабораторная установка импульсного оптического ТК включала ИК-тепловизор Optris PI450 
(спектральный диапазон 8—14 мкм, формат кадра 382×288, частота записи кадров до 30 Гц в диа-
пазоне температур от 0 до 250 °С), импульсные ксеноновые лампы (энергия излучения 1,6 кДж, 
длительность около 10 мс), блок синхронизации, а также персональный компьютер с программ-
ным обеспечением (ПО) для обработки данных ThermoLab. Фотография лабораторной установки 
ТК приведена на рис. 3.

Рис. 1. Фотографии контрольного углепластикового образца с лицевой (а) и тыльной (б) сторон.

а б

Рис. 2. Фотография установки для акустической стимуляции контрольного образца из углепластика с использованием 
воздушносвязанного магнитострикционного излучателя.

Сканирующая лазерная головка
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ТК проводили в двустороннем режиме, т.е. ИК-тепловизор и источник нагрева располагали 
с противоположных сторон образца (см. рис. 3). В ходе эксперимента образец подвергали одно-
кратной импульсной стимуляции с использованием ксеноновой лампы. Распределение темпера-
турного поля на поверхности контролируемого изделия регистрировали с помощью 
ИК-тепловизора в процессе тепловой стимуляции и в течение 100 с на стадии охлаждения.  
Частота записи ИК-термограмм составляла 10 Гц, время наблюдения — 10 с.  

Синтез результатов НК осуществляли в разработанном программном обеспечении (ПО) 
DeFinder. ПО позволяет проводить анализ графических изображений форматов *.jpg, *.jpeg, *.png, 
полученных различными методами НК, а также производить расчет площади дефектов. Для кор-
ректной работы с программой палитра цветов, используемых в графических данных, должна быть 
монохромной, двух- или трехцветной, а изображения, используемые для синтеза данных, должны 
иметь одинаковый формат. При работе с ПО оператор должен указать количество цветов в палитре 
и расставить соответствующие маркеры, задать линейные размеры образца для пересчета в пиксе-
лях на миллиметр, выставить требуемый показатель отношения сигнал/шум, который будет 
являться пороговым критерием для вычисления дефектных зон. Каждому цвету в RGB-палитре 
присваивают определенное численное значение. Далее производят нормировку данных и их син-
тез, основанный на операциях булевой алгебры, в соответствии с заданным пороговым значением 
отношения сигнал/шум.  

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

3.1. Лазерная виброметрия

Результатом ЛВ были виброграммы лицевой (рис. 4а) и обратной (рис. 4б) поверхностей кон-
трольного образца.

Приведенные на рис. 4 виброграммы отображают распределение амплитуды колебаний на 
поверхности образца, усредненное в диапазоне частот от 19 до 23 кГц с использованием системы 
управления лазерного виброметра. Полученные данные показали наличие дефекта, площадь кото-
рого, измеренная на лицевой стороне, составила 200 мм2 (отношение сигнал/шум 7,5), в то время 
как на оборотной стороне образца — 1350 мм2 (отношение сигнал/шум 12). Важно отметить, что 
различие в оценке площади дефектов по амплитуде и пороговому значению сигнал/шум в данном 
случае связано с различной глубиной залегания индивидуальных трещин и расслоений в инте-
гральном ударном повреждении по отношению к наблюдаемой поверхности. В частности, ампли-
туда колебаний дефекта, близко расположенного к контролируемой поверхности, выше, чем в 
случае дефекта, залегающего на большей глубине. В связи с этим усреднение данных в избира-
тельном диапазоне частот позволяет построить итоговое изображение, учитывающее колебания 
отдельных частей многослойного дефекта. 

Рис. 3. Фотография лабораторной установки ТК.

ИК-камера Лампа-вспышка

Образец
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Несмотря на резонансный режим работы магнитострикционного преобразователя, экспери-
ментальные данные также могут быть усреднены. Однако в данном случае диапазон рабочих 
частот излучателя существенно ограничен, что следует учитывать при анализе данных. Амплитудно-
частотный спектр акустического сигнала, вводимого в контролируемое изделие с использованием 
воздушносвязанного магнитострикционного излучателя, приведен на рис. 5.

Рис. 5. Амплитудно-частотный спектр колебаний контрольного образца из углепластика. 
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Фактически, в процессе работы магнитострикционного преобразователя в контролируемое 
изделие вводят упругие волны в диапазоне частот от 20,8 до 21,5 кГц, максимальная амплитуда 
сигнала составляла 60 мкм/с на частоте 21,06 кГц. Следует отметить, что незначительное измене-
ние амплитуды колебаний в околорезонансном диапазоне приводит к возбуждению колебаний 
различных частей дефекта, что может быть зарегистрировано лазерным виброметром на соответ-
ствующих частотах. В связи с этим для синтеза данных в ПО DeFinder были выбраны виброграм-
мы на частотах 21250, 21312, 21375, 21438 и 21531 Гц (см. рис. 6). 

Виброграммы на рис. 6 показывают, что сигнатуры ударного повреждения различаются в зави-
симости от частоты ультразвуковой стимуляции. Это связано с тем, что изменение частоты воз-
действующего сигнала приводит к изменению расположения пучностей и узлов стоячих волн как 
в исследуемом образце в целом, так и в локальной области дефекта. Также изменение частоты 
ультразвука приводит к вовлечению в процесс резонансных колебаний расслоения, расположен-
ные на различной глубине залегания. Поэтому для уточнения информации о размере и форме 
дефектов зарегистрированные виброграммы целесообразно усреднять во всем диапазоне измерен-
ных частот, используя процедуру синтеза данных.  

Рис. 4. Виброграммы лицевой и обратной поверхностей контрольного образца из углепластика, полученные в результа-
те лазерного вибросканирования при бесконтактной ультразвуковой стимуляции: 

а — лицевая поверхность; б — обратная поверхность.

а б
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Рис. 6. Виброграммы контрольного образца на частотах 21250 Гц (а), 21312  Гц (б), 21375 Гц (в), 21438 Гц (г) и  
21531 Гц (д).
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Рис. 7. Результаты определения дефектных областей в углепластике на различных частотах и использованием ПО DeFinder:
 21250 Гц (а);  21312 Гц (б); 21375 Гц (в); 21438 Гц (г); 21531 Гц (д); синтез данных (е).

В настоящем исследовании экспериментальные виброграммы были подвергнуты синтезу в 
ПО, что позволило выделить дефектную область по заданному уровню отношения сигнал/шум и 
рассчитать ее площадь с учетом вклада колебаний различных участков дефекта в исследуемом 
диапазоне частот. Для определения максимальной площади повреждения операция булевого сло-
жения была применена в рамках синтеза нескольких виброграмм. Сигнатуры дефектных зон, рас-
считанные в ПО, приведены на рис. 7.
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На рис. 7 приведены результаты оценки дефектных областей в образце в диапазоне частот от 
21,25 до 21,531 кГц и их дизъюнктивного синтеза. Для уточнения границ дефектной области было 
применено булево сложение (дизъюнкция) результатов эксперимента (см. рис. 7е). Указанная про-
цедура позволила ограничить максимальную зону дефекта для каждого рассматриваемого изобра-
жения. Результаты приведены в табл. 1. 

Т а б л и ц а  1 
Площадь дефектной области, рассчитанная на различных частотах ультразвука, а также в результате синтеза 

данных

Частота, Гц Площадь дефектной области, мм2

21250 173

21312 196

21375 168

21438 246

21531 184

Булево сложение 321

Как видно из полученных данных (см. табл. 1), суммарная площадь дефектной области, опре-
деленная по результатам синтеза, в 1,3—1,85 раз превосходит экспериментальные результаты, 
рассчитанные для отдельных частот. В связи с этим для уточнения размеров и расположения 
дефектов необходимо проводить анализ виброграмм, зарегистрированных в избирательном диа-
пазоне частот.  Дизъюнктивный синтез в свою очередь позволяет уточнить размеры дефектов в 
композитах типа ударных повреждений.

3.2. Тепловой контроль

Результатом двухстороннего ТК была последовательность ИК-термограмм, отражающая про-
цесс охлаждения исследованного композита. На рис. 8 приведена термограмма, зарегистрирован-
ная через 1,7 с после окончания тепловой стимуляции, что соответствовало максимальному кон-
трасту дефектной и бездефектной зон. 

Как видно из рис. 8, изменение температуры в области дефекта по сравнению с бездефектной 
зоной составило 10 °С, причем температура дефекта ниже, чем в бездефектной зоне, что связано 

Рис. 8. Температурное поле контрольного образца через 1,7 с после нагрева.
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с наличием воздушных полостей и трещин в структуре композита, повышающих локальное тепло-
вое сопротивление композита.  

Экспериментальная термограмма (см. рис. 8) была экспортирована в ПО DeFinder с целью 
выделения области дефекта и осуществления синтеза данных. Согласно использованному 
алгоритму, ПО производит расчет переходных оттенков палитры от минимального до макси-
мального значения на температурной шкале. Далее попиксельно производят пересчет RGB-
значений в вещественные числа с последующей нормировкой данных. После фильтрации 
термограмм по установленной пороговой величине отношения сигнал/шум выделяют дефект-
ную зону и вычисляют ее площадь. В частности, для выбранного порога отношения сигнал/
шум более 2 на термограмме была выделена область дефекта, показанная на рис. 9. Площадь 
дефектной зоны, изображенной красным цветом, составила 420 мм2. В данном случае в каче-
стве фона использован один из шаблонов, предлагаемых в ПО DeFinder, — регулярный серый. 
Однако в качестве фона также может быть выбрано одно из исходных изображений или фото-
графия контролируемого изделия с целью уточнения масштаба и расположения дефекта. 
Полученное изображение (см. рис. 9) было в дальнейшем использовано для проведения син-
теза данных ТК с результатами ЛВ. 

3.3. Синтез данных

Синтез результатов ЛВ и ТК был проведен в ПО DeFinder двумя способами: путем булевого 
сложения и булевого умножения графических изображений. Алгоритм дизъюнктивного и конъюн-
ктивного синтеза данных позволяет получить изображение, основанное на соответствующих логи-
ческих операциях, примененных к пикселям с одинаковыми координатами на двух изображениях. 
Результатом этих операций являются области объединения и пересечения дефектных зон соответ-
ственно. На рис.  10 приведены результаты дизъюнктивного (а) и конъюнктивного (б) синтеза 
данных ЛВ и ТК.

В результате проведения синтеза данных в ПО DeFinder была определена суммарная площадь 
дефекта — 430 мм2 (рис. 10а). Проведение дизъюнктивного синтеза данных (см. рис. 10а) позво-
лило незначительно увеличить оценку площади дефекта до 445 мм2, а проведение конъюнктивный 
синтеза (рис. 10б) — локализовать места, где одновременно используемые методы НК выявили 
дефектную зону. Результаты конъюнктивного синтеза в свою очередь могут являться критерием 
критического состояния материала.

Рис. 9. Дефектная область, выделенная с помощью ПО DeFinder по результатам ТК контрольного образца.
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящем исследовании предложен новый способ синтеза данных, основанный на 
попиксельном анализе графических изображений, представленных в различных форматах и 
получаемых одним или несколькими методами НК. Алгоритм реализован в ПО DeFinder и 
позволяет автоматически распознавать расположение и форму дефектов, а также рассчитывать 
их площадь.

Вышеуказанный способ синтеза данных был апробирован на примере НК контрольного образ-
ца из углепластикового композита методами теплового контроля и лазерной виброметрии. 
Применены процедуры нормировки данных фильтрации по уровню отношения сигнал/шум, а 
также логические операции конъюнкции и дизъюнкции. Синтез данных осуществляли как в рам-
ках одного метода НК для объединения данных лазерной виброметрии, полученных на различных 
частотах акустического сигнала, так и в рамках слияния результатов различных методов на при-
мере анализа виброграмм и ИК-термограмм. По результатам ТК была определена максимальная 
зона ударного повреждения, в то время как лазерная виброметрия позволила уточнить границы 
дефекта. Таким образом, проведение синтеза данных позволило дополнить исходную информацию 
о сигнатурах ударного повреждения в углепластиковом композите, полученную каждым методом 
неразрушающего контроля, автоматизировать процесс распознавания дефектов, повысить произ-
водительность испытаний, а также снизить субъективность анализа данных.

Работа выполнена в рамках гранта РНФ № 23-79-01199 (разработка алгоритма синтеза данных, 
экспериментальные исследования методом теплового контроля) и гранта РНФ № 23-79-10107 
(оборудование и экспериментальные результаты лазерной виброметрии).
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