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В работе для решения систем нелинейных интегральных уравнений Вольтерра II рода скон-
струировано семейство безытерационных численных методов первого и второго порядка точ-
ности. Проведен анализ этих методов на -, -, -устойчивость. Для иллюстрации получен-
ных выводов представлены результаты численных расчетов модельных уравнений, содержа-
щих жесткие и осциллирующие компоненты. Библ. 10. Фиг. 4. Табл. 4.

Ключевые слова: нелинейные интегральные уравнения Вольтерра II рода, разностные схемы,
A-устойчивость, L-устойчивость, P-устойчивость.
DOI: 10.31857/S0044466923060054, EDN: TRLHZC

1. ВВЕДЕНИЕ
При решении ряда прикладных задач часто возникают нелинейные интегральные уравнения

Вольтерра II рода (ИУВ II)

(1)

где  и  суть -мерные вектор-функции с известными, достаточно гладкими эле-
ментами,  – искомая -мерная вектор-функция. Качественной теории и численным методам
решения таких уравнений посвящены многочисленные работы (см., например, [1–4] и приве-
денную там библиографию).

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что задача (1) имеет единственное решение, обла-
дающее гладкостью, необходимой для проведения дальнейших выкладок.

К настоящему времени разработана достаточно полная теория численных методов решения
задачи (1), это одношаговые методы типа Рунге–Кутты и их модификации (Бельтюкова–Воль-
терра–Рунге–Кутты, Пузе–Вольтерра–Рунге–Кутты, коллокационные) [3], многошаговые, об-
щие многошаговые методы, блочные методы и др. [2–4].

Формально все эти методы можно разделить на явные и неявные. При реализации явных ме-
тодов на каждом шаге интегрирования приближенное решение находят из рекуррентных соот-
ношений. Реализация неявных методов требует значительно больших вычислительных затрат:
на каждом шаге интегрирования приходится решать системы линейных уравнений. Как прави-
ло, такие системы решают методом Ньютона, или его модификациями. При этом возникают
следующие проблемы: выбор начального приближения для запуска итерационного процесса,
выбор числа итераций и критерия остановки счета.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (код проекта № 22-11-00173), https://rscf.ru/project/22-11-00173/.
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Актуальным вопросом остается построение численных алгоритмов для решения уравне-
ния (1) в случае, когда оно содержит быстро и медленно изменяющиеся компоненты – жесткие
задачи. Использование явных методов для численного решения таких задач требует выбора
очень малого шага интегрирования, что значительно затрудняет их использование.

В работе будут представлены безытерационные неклассические разностные схемы решения
ИУВ II. Для обоснования их эффективности потребуется ряд вспомогательных сведений.

2. НЕОБХОДИМЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

На протяжении многих десятилетий для предсказания свойств численных методов решения
задачи (1) используют тестовое уравнение [3], с. 469:

(2)

где  и  – вещественные числа и , .
На основе уравнения (2) могут быть построены различные тестовые задачи.

При    получим уравнение

(3)

содержащее только жесткие компоненты. Его решением является функция 
В случае когда  уравнение (2) эквивалентно ОДУ второго порядка

которое при  содержит жесткие и осциллирующие компоненты.

Если полагать, что    где  – положительное действительное число, то
получим уравнение

(4)

с осциллирующим точным решением 

Введем на отрезке  равномерную сетку   , и обозначим
    

При анализе численных методов будем опираться на ряд следующих определений.

Любой одношаговый метод для уравнения (3) можно представить в виде , где
 и  принято называть функцией устойчивости [5] (полином или дробно рациональная

функция).

Определение 1 (см. [5]). Множество всех точек комплексной плоскости, для которых ,
называется областью устойчивости численного метода. Если область устойчивости содержит
всю левую полуплоскость  то метод называется -устойчивым. Если при этом ,
называется -устойчивым.

Рассмотрим семейство одношаговых методов – -методы, которые для задачи (1) с точностью
до обозначений имеют вид

(5)

где скалярный параметр : .

( )λ + μ − + α + α 1 2
0

( ) = ( ) ( ) ,
t

x t t s x s ds t

λ μ λ 0! μ ≤ 0
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λ + μ α λα + α1 1 2=0''( ) = '( ) ( ), (0) = , '( ) = ,
t

x t x t x t x x t

λ + μ2 4 < 0

μ −ω2= , α1 = 0, α ω2 = , ω 

−ω − + ω2
0

( ) = ( ) ( )
t

x t t s x s ds t

ω( ) = sin .x t t

[0;1] = ,it ih = 0,1,2, , ,i N = 1/h N
, , = ( , , ( )),i j k i j kF F t t x t ≤ ,j i ≤ ,k j = ( ),i if f t ≈ ( ).i ix x t

+1 = ( )i ix R z x
λ=z h ( )R z

≤| ( )| 1R z

< 0,z A
→∞

lim ( ) = 0
z

R z
L

θ

+ + + + + + +
 

+ − + + 
 

1 1, 1, 1 1,0,0 1, , 1
=1

= (1 ) ,
i

i i i i i i p p i
p

x h aF a F F f

a ≤ ≤0 1a



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 6  2023

ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ НЕКЛАССИЧЕСКИХ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ 883

Для уравнения (3) методы (5) при , ,  совпадают с неявным методом Эйлера,

явным методом Эйлера и методом трапеций. Функция устойчивости в этом случае

 т.е. методы (5) будут -устойчивыми при  и -устойчивым при .

Для тестового примера (2) данные методы дают рекуррентные соотношения:

(6)

(7)

(8)

где 
Определение 2 (см. [6]). Областью устойчивости методов (6)–(8) назовем те вещественные

значения  и , при которых корни  характеристических уравнений

лежат в единичном круге.
Определение 3 (см. [7]). Если для модельного уравнения (4) численные методы дают симмет-

ричное характеристическое уравнение

где  и функция устойчивости метода  принимает значения, меньшие

единицы по модулю при любых значениях  и любых длинах шагов за исключением, быть мо-
жет, дискретного набора значений  то численный метод называют -устойчивым.

3. ЧИСЛЕННЫЕ АЛГОРИТМЫ

При применении неявных разностных схем для ОДУ получают систему нелинейных конеч-
номерных уравнений. Для того чтобы облегчить вычислительный процесс, используют методы
типа Розенброка [6], c. 121, предполагающие путем линеаризации схемы свести задачу к реше-
нию системы линейных алгебраических уравнений.

Ниже мы используем этот подход для создания безытерационных методов для задачи (1). Вы-
пишем одноопорный вариант методов (5) для задачи (1)

(9)

Линеаризуем (5) и (9) и объединим получившиеся соотношения в переопределенную систему
линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) относительно 
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где  – единичная матрица порядка  а для матрицы Якоби  введены обозначения

 .
СЛАУ (10) в общем случае не имеет решения, поэтому умножим обе части системы слева на

матрицу  размерности . В итоге получим систему  уравнений

(11)

Семейство методов (11) устойчиво и при любых значениях параметров    имеет как мини-
мум первый порядок точности.

Если параметры удовлетворяют уравнению

(12)

то разностная схема (11) будет иметь второй порядок точности. В этом легко убедиться, разложив
разностную схему (11) в ряд в окрестности точки 

Для модельной задачи (2) при   разностная схема (11) дает следующее рекуррент-
ное соотношение

(13)

Для дальнейшего исследования удобно представить функцию устойчивости рассматривае-
мых методов в следующем виде:

Среди методов (11), параметры которых удовлетворяют условию (13), можно выделить
-устойчивые при  и -устойчивые при одновременном выполнении условий

(14)

Для анализа характера разностных схем (11) удобно воспользоваться графическим представ-
лением условий (12) и (14), например, в системе координат  при заданном конкретном зна-
чении параметра . В таком случае уравнение (12) задает прямую, а условия (14) при  опи-
сывает эллипс с центром в точке  Точки пересечения этих кривых определяют коэффи-
циенты  (при заранее заданном ) -устойчивого алгоритма второго порядка. Следует
отметить, что при обозначенных ранее условиях  -устойчивый метод второго поряд-
ка единственный, его исследование было проведено в статье [8]. Допустим, что параметры 
могут принимать значения, большие единицы, и станем исследовать вопрос поиска экстраполя-
ционных -устойчивых методов первого и второго порядков.

В качестве примера, на фиг. 1 приведен случай расположения кривых, заданных уравнениями
(12) и (14) при  Отмеченные на фиг. 1 точки определяют параметры для численных ме-
тодов, обладающих следующими характеристиками (см. табл. 1).

На фиг. 2 представлены области устойчивости для выделенных в табл. 1 численных методов.
Продолжим исследовать свойства семейства численных методов (11), для этого введем ряд

обозначений:
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Для модельного уравнения (2) запишем характеристическое уравнение:

ρ + − − − − − ρ +
+ − − − − − + −

2 ( (1) (1 (1 )) (1) 2 )
(2) (1 (1 ))( (2) 2 (1)) 2 (1) = 0.

A B c bz br b C A
B c bz br b C C B A

Фиг. 1. На данном рисунке в системе координат  приводится геометрическое представление условий вто-
рого порядка (12) и устойчивости (14) численных методов (11) при фиксированном значении . Здесь ко-
ординаты точек, расположенных на эллипсе, задают параметры  -устойчивых методов; координаты точек
прямой определяют параметры методов второго порядка. Координаты точек, отмеченных черным, соответ-
ствуют параметрам методов, представленных в табл. 1.
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Таблица 1. Сравнение характеристик численных методов с различными наборами параметров 

Упорядоченный набор
параметров 

Порядок точности
разностной схемы

Характеристика
устойчивости

(0.4; 1.6; 0.25) первый L-устойчивость
(0.25; 1.5; 0.25) второй L-устойчивость

(0.4; 1.5; 0.25) первый A-устойчивость
(0.375; 1; 0.25) второй A-устойчивость

( , , )a b c

( ; ; )a b c
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С помощью критерия Рауса–Гурвица (см., например, [9], c. 676) определим условия

при выполнении которых корни характеристического уравнения будут лежать в единичном кру-
ге. На фиг. 3 приведена область устойчивости метода с параметрами   .

Далее на основании определения 3 выявим условия на параметры, при которых методы (11)
будут -устойчивыми.

Методы (11) для уравнения (4) имеют следующую функцию устойчивости:

− + + + − − ≥2 2 2 0,b cr bczr bcr azr cr r
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Фиг. 2. Области устойчивости для методов, выделенных в табл. 1.
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Значения функции устойчивости будут заключены в интервале  при

(15)

Для частного случая уравнений (1) линейных ИУВ II (при 
 матрица) можно записать аналогичные схемы

где  Для данного семейства методов, очевидно, будут справедливы все выводы,
сформулированные выше.

Приведем результаты численных экспериментов.

4. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Для иллюстрации описанного выше аппарата описания характеристик численных схем из се-
мейства методов (11) приведем результаты численных экспериментов для ряда модельных задач.
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Фиг. 3. Область устойчивости метода с параметрами , , .
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Пример 1. Рассмотрим жесткое ИУВ II относительно неизвестной вектор-функции
, аналог жесткого ОДУ [3, c. 507], [10]:

Точное решение: , .

В табл. 2 и далее приведены значения погрешностей  и 
где 

Пример 2. Для модельной задачи (4) со значением  на фиг. 4 представлено сравнение графи-
ков точного решения  и восстановленных решений на отрезке  с помощью
различных численных методов (параметры методов приведены на фиг. 4). Метод с параметрами

   удовлетворяет условиям (15) и является -устойчивым. На фиг. 4 видно,
что график решения, восстановленного с помощью этого метода, практически совпадает с гра-
фиком точного решения. На прочих графиках видна рассогласованность в частотах колебания.

Пример 3. В табл. 3 представлены результаты расчетов для жесткого нелинейного ИУВ II
(см. [3], c. 465):

где 

( )v
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Таблица 2. Результаты расчетов для примера 1

Характеристика

(0.4; 1.6; 0.25) 0.0056 0.0027 0.0013 L-уст.,
0.12 0.092 0.044 1 порядок точности

(0.25; 1.5; 0.25) 0.00057 0.00015 L-уст.,
0.022 0.0093 0.0038 2 порядок точности

(0.4; 1.5; 0.25) 0.0020 0.00086 0.00040 A-уст.,
0.14 0.085 0.039 1 порядок точности

(0.375; 1; 0.25) 0.0043 A-уст.,
0.11 0.032 0.0081 2 порядок точности

( ; ; )a b c = 0.1h = 0.05h = 0.025h

1err

2err

1err −× 40.38 10

2err

1err

2err

1err −× 40.30 10 −× 50.50 10

2err

Таблица 3. Результаты расчетов для примера 3. В таблице указаны значения погрешностей 

Характеристика

(0.4; 1.6; 0.25) 2 4 0.0093 0.0044 0.0021 L-уст.,
100 10 0.012 0.0057 0.0026 1 порядок точности

(0.25; 1.5; 0.25) 2 4 0.0017 0.00053 0.00015 L-уст.,
100 10 0.00087 0.00030 2 порядок точности

(0.4; 1.5; 0.25) 2 4 0.0078 0.0037 0.0018 A-уст.,
100 10 0.010 0.0049 0.0022 1 порядок точности

(0.375; 1; 0.25) 2 4 0.00036 A-уст.,
100 10 0.0047 0.0013 0.00032 2 порядок точности

≤ ≤
−

1
max | ( ) |i ii N

x t x

( ; ; )a b c λ μ = 0.1h = 0.05h = 0.025h

−× 40.93 10

−× 40.55 10 −× 50.91 10
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Точное решение: .
Пример 4. В качестве заключительного примера рассмотрим

Точное решение: , .

−μ+ +( ) = 1 (1 ) tx t t e
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ds ttt t u s t t t

( ) =u t t −v( ) = exp( )t t

Фиг. 4. Результаты численных расчетов для примера 4 при . Метод с параметрами , , 
(нижний рисунок) является -устойчивым и весьма точно улавливает частоту точного решения, в отличие от
расчетов (три рисунка сверху) с помощью методов, не являющихся P-устойчивыми.
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Результаты численных расчетов с помощью некоторых методов из семейства (11) приведены
в табл. 4.

Замечание. Множественные численные эксперименты, проведенные для модельных инте-
гральных уравнений Вольтерра II рода, содержащих жесткие и быстро осциллирующие компо-
ненты (2), показали, что методы из семейства (11) дают весьма хороший результат в тех случаях,
когда параметры жесткости  и осцилляции  удовлетворяют области устойчивости
метода (см., например, фиг. 3). В других случаях требуется более тонкая настройка параметров

 методов (11) или значительное уменьшение шага интегрирования 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе построено семейство безытерационных методов, содержащих три свободных пара-
метра, для численного решения нелинейных интегральных уравнений Вольтерра II рода. Полу-
чены условия на параметры, что позволило конкретизировать семейства - и -устойчивых ме-
тодов первого и второго порядка точности. Выделены условия для конструирования -устойчи-
вых методов. Все выводы хорошо согласуются с результатами численных экспериментов,
проведенных для нелинейных интегральных уравнений Вольтерра II рода, содержащих жесткие
или (и) осциллирующие компоненты.
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λ=z h μ 2=r h

, ,a b c .h

A L
P

Таблица 4. Результаты расчетов для примера 4

Характеристика

(0.4; 1.6; 0.25) 0.024 0.014 0.0076 L-уст.,
0.021 0.012 0.0062 1 порядок точности

(0.25; 1.5; 0.25) 0.0094 0.0023 0.00058 L-уст.,
0.0056 0.0013 0.00032 2 порядок точности

(0.4; 1.5; 0.25) 0.021 0.012 0.0065 A-уст.,
0.018 0.010 0.0053 1 порядок точности

(0.375; 1; 0.25) 0.0027 0.00062 0.00015 A-уст.,
0.0016 0.00036 0.000084 2 порядок точности

( ; ; )a b c = 0.1h = 0.05h = 0.025h

1err

2err

1err

2err

1err

2err
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Коквадрат невырожденной комплексной матрицы  определяется как  в теории -кон-
груэнций и как  в теории эрмитовых конгруэнций. Существует еще одно произведение

подобного рода, а именно, . В статье обсуждается следующий вопрос: можно ли и это
произведение интерпретировать как коквадрат в рамках какой-то теории конгруэнций? Ка-
кова эта теория, и как в ней выглядит каноническая форма? Библ. 5.

Ключевые слова: конгруэнции, юнитоид, коквадрат, каноническая форма, канонические уг-
лы, конинволюция.
DOI: 10.31857/S0044466923060091, EDN: UYPHCY

1. ВВЕДЕНИЕ
В теории (квадратных) комплексных матриц рассматриваются два типа конгруэнтных преоб-

разований или, короче, конгруэнций: -конгруэнции, т.е. преобразования вида

(1)
и эрмитовы, или *-конгруэнции

(2)

В обеих формулах  – произвольная невырожденная матрица.
И в том, и в другом случае матрицу  можно выбрать так, чтобы  приобрела вид

(3)

Здесь  – жордановы клетки соответствующих порядков с нулем на главной диагонали,
а  – невырожденная матрица, определяемая с точностью до конгруэнции.

Прямая сумма  называется сингулярной частью разложения (3), а о матрице  го-
ворят, что она определяет регулярную часть разложения. Несколько алгоритмов для вычисления
такого разложения описаны в [1], [2]. Некоторые из них можно считать рациональными. Рацио-
нальным алгоритмом мы называем конечный вычислительный процесс, использующий только
арифметические операции.

Существование рациональных алгоритмов для выделения из матрицы ее регулярной части
позволяет нам в дальнейшем ограничиться рассмотрением только невырожденных матриц.
Каждой такой матрице  можно сопоставить матрицу

(4)

если обсуждаются -конгруэнции, и матрицу

(5)

в случае *-конгруэнций. И та, и другая называются коквадратами матрицы .

A −A A T
−*A A

−1A A

T

→ ,A S AS

→ * .A S AS

S
S A

⊕ ⊕ ⊕
1

.
pn nB J J


1
, ,

pn nJ J
B

⊕ ⊕
1 pn nJ J B

A
−# = ,A A A

T
−# = *A A A

A

УДК 512.643
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Если  подвергается конгруэнции (1) или (2), то ее коквадрат претерпевает подобие

задаваемое той же матрицей . Таким образом, класс конгруэнтности, содержащий матрицу ,
сопровождается классом подобия ее коквадрата. В частности, каноническая форма матрицы от-
носительно конгруэнций, как она описана в § 4.5 книги [3], в значительной мере определяется
жордановой формой ее коквадрата. Обе формы суть блочно-диагональные матрицы, порядки
диагональных блоков которых согласованы.

Матрицы типов (4) и (5) обладают любопытными особенностями спектра. Все собственные
значения матрицы (4), кроме чисел 1 и –1, можно расположить парами вида . Жордановы
структуры обоих собственных значений такой пары одинаковы.

Собственные значения матрицы (5), лежащие вне единичной окружности , также можно
объединить в пары вида . Жордановы структуры этих двух чисел, симметричных относи-
тельно , одинаковы.

Каков бы ни был тип конгруэнции, условимся называть матрицу  юнитоидной (или просто
юнитоидом), если ее каноническая форма относительно рассматриваемого типа конгруэнций
является диагональной матрицей. Диагональную форму имеют и коквадраты канонических
юнитоидов. Из определения коквадратов теперь следует:

1. В случае -конгруэнций все диагональные элементы коквадрата канонической матрицы
равны единице, а сам коквадрат – это единичная матрица. Единичная матрица не изменяется
подобиями, поэтому всякая матрица  в классе конгруэнтности юнитоидной матрицы удовле-
творяет соотношению , т.е. является симметричной матрицей, вещественной или ком-
плексной. Термин “юнитоид” превращается в синоним термина “симметричная матрица”, так
что введение его в данном случае не имеет смысла.

2. В случае *-конгруэнций диагональная форма (невырожденного) юнитоида всегда может
быть выбрана так, чтобы модули всех ее диагональных элементов были равны единице. Если
обозначить эти элементы , полагая, например, , то числа  назы-
вают каноническими углами любой матрицы из данного класса *-конгруэнтности. Коквадраты
матриц из этого класса суть матрицы, диагонализуемые подобием и имеющие спектр

.

2. НОВЫЙ ТИП КОКВАДРАТОВ
Формулы (4) и (5) описывают парные произведения, получаемые применением к (невырож-

денной) матрице  операций обращения и транспонирования либо сопряжения. Если послед-
нюю заменить операцией поэлементного сопряжения, то получится еще одно парное произве-
дение подобного рода. Итак, положим

(6)

и будем по-прежнему называть  коквадратом матрицы . Какому типу конгруэнций, совер-
шаемых с матрицами , соответствуют подобия матриц (6), и каковы эти подобия?

Ответ таков: конгруэнции, задаваемые вещественными матрицами  (в этом случае преобра-
зования (1) и (2) не различаются). Действительно, если , то

т.е. коквадрат претерпевает подобие, задаваемое той же матрицей .
Присмотримся к самому коквадрату . Видно, что . Квадратные -матрицы ,

удовлетворяющие соотношению

(7)
известны в теории матриц и называются конинволюторными или, короче, конинволюциями (con-
involutions). Подробное исследование этого класса матриц проведено в [4]. В следующем разделе
мы приведем нужные нам сведения из этой статьи.

A
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3. КОНИНВОЛЮЦИИ
Мы отметили в предыдущем разделе, что всякая матрица типа (6) есть конинволюция в смыс-

ле определения (7). Справедливо и не столь очевидное обратное утверждение: всякая конинво-
люция  может быть представлена в виде . (Это лемма 4.6.9 из первого издания книги
[3], существующей в русском переводе; см. [5].)

Пусть  и  – собственное значение и соответствующий собственный вектор конинволюции C.
Из соотношений  и  выводим

т.е.  – также собственное значение матрицы , которому отвечает собственный вектор . Ес-
ли  и  – это один и тот же вектор, то  лежит на единичной окружности. В противном случае
(  не лежит на ), векторы  и  линейно независимы.

Для произвольного натурального  и  имеем

Крайние части этих соотношений показывают, что жордановы структуры матрицы , относя-
щиеся к  и , одинаковы.

Процитируем теперь некоторые результаты из [4]. Пусть  – конинволюция порядка , име-
ющая унимодулярные собственные значения

(8)
и пары неунимодулярных собственных значений

(9)

Пусть  – порядки жордановых клеток, отвечающих числам (8) в жордановой форме мат-
рицы , а  – порядки клеток, отвечающих числам . (Напомним, что вторым чис-
лам в парах (9) отвечают клетки тех же порядков, что и первым.) Таким образом, жорданова фор-
ма матрицы  имеет вид

(10)

Однако матрица (10), вообще говоря, не является конинволюцией и потому может быть недо-
стижимой в классе подобий, разрешенных для наших коквадратов. (Напоминаем, что матрицы,
задающие эти подобия, должны быть вещественными.) Следуя [4], опишем вид достижимой
формы. Это потребует некоторых предварительных определений.

Пусть  и  – матрицы порядка . Символом  будем обозначать матрицу

(11)

Спектр этой матрицы есть объединение спектров матриц  и . Это следует из формулы

где

Отметим, что матрица  является унитарной конинволюцией.
Мы будем использовать конструкцию (11) с жордановыми клетками. Положим
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Теперь можно описать матрицу, к которой вещественным подобием может быть приведена ко-
нинволюция  c жордановой формой (10):

(12)

Матрица (12) – это конинволюция, что вытекает из следующих положений: a) для всякой веще-
ственной матрицы  матрица  есть конинволюция (см. [4, предложение 1.2(h)]); б) матрица

 тогда и только тогда является конинволюцией, когда  (см. [4, лемма 1.1(e)]); в)
прямая сумма конинволюций – это снова конинволюция (что очевидно из (7)).

4. ЮНИТОИДЫ НЕОБЫЧНОГО ТИПА
В теории *-конгруэнций юнитоиды – это матрицы, канонические формы которых суть диа-

гональные матрицы. Коквадрат канонического юнитоида – это также диагональная матрица.
Естественно считать матрицу (12) простейшей формой, достижимой для коквадрата в классе раз-
решенных (вещественных) подобий. Но тогда, по аналогии со случаем *-конгруэнций, есте-
ственно назвать юнитоидными матрицы, для которых эта простейшая форма коквадрата являет-
ся диагональной.

Принимая это определение, мы выводим из (12) такие следствия:
1) коквадрат юнитоида не должен иметь неунимодулярных собственных значений;
2) в жордановой форме коквадрата никакому собственному значению не могут соответство-

вать клетки порядка >1.
Теперь каноническую форму относительно вещественных конгруэнций следует искать среди

матриц с диагональными коквадратами. Пусть

есть такой коквадрат. Матрицы с коквадратом  описываются уравнением

(13)
или уравнением

(14)
или, в поэлементной записи,

Скалярное уравнение

решается так:

откуда следует, что решения  имеют вид

где  – произвольное вещественное число. Соответственно решениями уравнений (13) и (14) яв-
ляются матрицы

(15)

где  – произвольная (невырожденная) вещественная матрица и

Итак, канонической формой юнитоида называем матрицу вида (15). Если  – соб-
ственные значения ее коквадрата , то числа  естественно назвать каноническими уг-
лами этого юнитоида.

C
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В выборе матрицы  для представления (15) есть некоторая свобода. Если  – вещественная
матрица, коммутирующая с , то

(16)
т.е. канонической формой данного класса вещественной конгруэнтности может считаться и
матрица . Такая свобода минимальна, если канонические углы попарно различны. В этом
случае матрица  в соотношениях (16) может быть только диагональной, и  разве что вели-
чиной элементов отличается от . Свобода в выборе канонической формы несколько больше,
если имеются кратные канонические углы. Их наличие можно использовать, например, для при-
дания какого-то специального вида некоторым диагональным блокам канонической матрицы.

Закончим статью итоговым описанием предлагаемого нового типа юнитоидных матриц: это
комплексные матрицы, которые посредством вещественных конгруэнций могут быть представ-
лены в виде произведения вещественной матрицы и диагональной унитарной матрицы.
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Получены функциональные тождества, которые выполняются для отклонений от точных ре-
шений краевых и начально-краевых задач с монотонными операторами. Тождества выполня-
ются для любых функций из соответствующего функционального класса, который содержит
точное решение задачи. Левая часть тождества представляет собой сумму мер отклонений
приближенного решения от точного. Показано, что именно такие меры являются естествен-
ными характеристиками точности приближенных решений. В некоторых случаях правая
часть тождества содержит только известные данные задачи и функции, характеризующие
приближенное решение. Такое тождество можно прямо использовать для контроля точно-
сти. В других случаях правая часть включает неизвестные функции. Однако их можно исклю-
чить и получить полностью вычисляемые двусторонние оценки. При этом необходимо ис-
пользовать специальные функциональные неравенства, связывающие меры отклонения со
свойствами рассматриваемого монотонного оператора. В качестве примера такие оценки и
точные значения соответствующих констант получены для класса задач с оператором

-Лапласиана. Показано, что тождества и вытекающие из них оценки позволяют оценивать
погрешность любых аппроксимаций независимо от способа их получения. Кроме того, они
позволяют сравнивать точные решения задач с различными данными, что дает возможность
оценивать ошибки математических моделей, например тех, что возникают при упрощении
коэффициентов дифференциального уравнения. В первой части статьи теория и приложения
касаются стационарных моделей, а затем основные результаты переносятся на эволюцион-
ные модели с монотонными пространственными операторами. Библ. 30. Фиг. 2.

Ключевые слова: уравнения эллиптического и параболического типа, монотонные операто-
ры, оценки отклонения от точного решения, апостериорные тождества и оценки.
DOI: 10.31857/S0044466923060170, EDN: TUUBIG

1. ВВЕДЕНИЕ
Численный анализ моделей математической физики фактически сводится к двум основным

вопросам. Во-первых, надо предложить и обосновать метод построения последовательности
приближений, которая в пределе сходится к точному решению. На практике эта последователь-
ность не может иметь бесконечного числа членов и должна остановиться на некотором по-
следнем приближении. При этом неизбежно возникает второй вопрос: насколько близко это
приближение к точному решению? Он особенно актуален при решении нелинейных дифферен-
циальных уравнений, когда успешное использование численных процедур может быть обуслов-
лено рядом дополнительных (и часто трудно проверяемых) условий. К сожалению, инженерные
и научные вычисления, как правило, не уделяют должного внимания проверке достоверности
полученных результатов. Между тем имеется множество примеров, когда использование той или
иной численной процедуры приводит к неверным результатам даже в том случае, когда соответ-
ствующий алгоритм и компьютерный код формально написаны верно. Такие примеры известны
как для самых простых вычислительных задач, так и для более сложных, связанных с аппрокси-
мацией функций (см., например, [1–3]). Тем более они возникают при решении дифференци-
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альных уравнений, где возможны явления численной неустойчивости, локинга (locking), потери
точности из-за большой обусловленности или нарушении сходимости итерационных схем и т.п.

Чисто эвристический подход к математическому эксперименту был долгое время обусловлен
отсутствием теории и практических технологий, которые позволяли бы надежно контролиро-
вать качество приближенных решений. Априорные асимптотические оценки погрешности для
уравнений в частных производных активно изучаются с начала 60-х годов прошлого века (систе-
матическое изложение соответствующей теории можно найти в хорошо известных монографиях
[4], [5]). Такие оценки оперируют с бесконечными последовательностями и важны тем, что ука-
зывают теоретическую скорость сходимости для аппроксимаций определенного типа. Эти оцен-
ки предполагают, что при решении соответствующей конечномерной задачи все вычисления
выполняются абсолютно точно при любой ее размерности, что в реальных условиях редко, когда
можно гарантировать. Также априорные оценки требуют выполнения весьма жестких условий
(повышенная дифференцируемость точного решения, регулярность вычислительных сеток, га-
леркинская ортогональность приближенного решения), которые часто невозможно гарантиро-
вать. Поэтому, за исключением весьма специальных типов задач, эти оценки мало чем могут по-
мочь в решении вопроса о точности конкретного приближенного решения.

Возникшие в начале 80-х годов прошлого века методы апостериорного контроля были в ос-
новном нацелены на так называемые индикаторы ошибок (error indicators/estimators), которые
должны подсказывать правильные способы адаптации вычислительных сеток в рамках общей
концепции адаптивного подхода к решению краевых задач. Этим вопросам посвящено огромное
количество публикаций (см., например, [6–8] и приведенные там ссылки). Однако, как правило,
индикаторы не дают гарантированных оценок, а только указывают (с той или иной степенью до-
стоверности), где находятся области с максимальной величиной погрешности. Кроме того, их
использование также связано с рядом условий и ограничений, которые часто трудно выполнить
на практике, особенно, если речь идет о нелинейных уравнениях в частных производных. Нару-
шение этих условий (например, галеркинской ортогональности) может приводить к неверным
выводам.

Верификация результатов численного моделирования должна проводиться с помощью уни-
версальных методов, которые работоспособны независимо от того, каким образом было получе-
но приближенное решение. Получение оценок такого рода является принципиально важным
вопросом наряду с доказательством корректности задачи и установлением свойств ее решения.
При этом надо, во-первых, установить правильный критерий (меру)  близости функции 
к решению задачи  и, во-вторых, уметь оценить его величину для любой заданной функции  из
соответствующего функционального класса . Мера  генерирует систему открытых окрестно-
стей точного решения

(1.1)

а приближение считается тем точнее, чем в меньшую окрестность  оно попадает. Для моделей,
использующих линейные дифференциальные уравнения, выбор меры почти очевиден. Как пра-
вило, расстояние измеряется относительно нормы соответствующего (энергетического) функ-
ционального пространства , содержащего , т.е. . Тогда проблема сводится к
получению явно вычисляемых двусторонних оценок , которые были бы применимы для
любого . Этой проблеме посвящена монография [9], где рассматриваются методы получе-
ния и свойства так называемых функциональных апостериорных оценок. Имея такие оценки, мож-
но оценить близость любой функции к точному решению и понять, насколько удачными оказа-
лись результаты численного эксперимента. В отличие от апостериорных оценок других типов,
эти оценки устанавливаются с помощью чисто функциональных методов и не используют ка-
кие-либо специальные свойства аппроксимаций или численного метода. Их вычисление может
быть в каких-то случаях простым, а в других более сложным, но если такие оценки получены, то
рассматриваемую задачу можно считать контролируемой в вычислительном плане, так как бли-
зость любой функции к решению может быть надежно проверена.

Контролировать приближенные решения нелинейных задач намного сложнее. Здесь вопрос
о том, в какой норме, метрике (или локальной топологии ) следует изучать близость функции
к точному решению, требует специального рассмотрения для каждого класса задач. Ряд резуль-
татов в этом направлении был ранее получен в [10], [11]. В виде систематического подхода они
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изложены в монографии [12]. В этих работах тождества и соответствующие оценки были получе-
ны для задач вида

(1.2)

с помощью методов вариационного исчисления. Здесь  и  – выпуклые и сла-
бо полунепрерывные снизу функционалы,  – ограниченный линейный оператор, а 
и  – рефлексивные банаховы пространства. Кратко эти результаты обсуждаются в разд. 2.

В настоящей статье предлагается метод, который охватывает существенно более широкий
класс задач, а именно, краевые и начально-краевые задачи с монотонными операторами. Как и
ряд предыдущих работ (см., например, [10], [13]), статья, в основном, посвящена функциональ-
ным тождествам, которые контролируют отклонение произвольной функции от точного реше-
ния краевой или начально-краевой задачи. Эти тождества отражают естественные свойства по-
следовательностей приближений (например, минимизирующих последовательностей) и указы-
вают на правильные меры, которые следует использовать для оценки точности аппроксимаций.
В [13] тождества для отклонений от точного решения и их следствия были подробно изучены для
случая линейного эллиптического оператора дивергентного типа , где  – оператор со-
пряженный к , а  – ограниченный оператор. Ниже дается ответ на вопрос о том, в каком
смысле эти результаты переносятся на нелинейные эллиптические и параболические уравнения
с монотонными операторами.

В разд. 3 рассматривается абстрактная задача для монотонного эллиптического оператора.
Здесь устанавливается основное тождество для нелинейных мер отклонения от точного реше-
ния. Его доказательство не использует теорию двойственности вариационного исчисления, а са-
мо тождество отличается от доказанного ранее (2.16) и может рассматриваться как его обобще-
ние. В самой общей форме основной результат сформулирован в теореме 2.

Анализ нелинейных мер, которые образуют левую часть (3.8), проводится в разд. 4. Показана
их связь с другими нелинейными мерами, использующими свойства монотонных операторов и
равномерно выпуклых функционалов.

В разд. 5 изучаются следствия тождества (3.8), которые позволяют получать оценки ошибок
аппроксимации и сравнивать решения краевых задач с различными данными. Показано, что ра-
нее полученные тождества являются частными случаями (3.8). Например, это относится к тож-
деству для линейных эллиптических уравнений, которое исследовалось в [13]. При специальном
выборе одной из функций тождество (3.8) переходит в (3.14), правая часть которого может быть
вычислена. В других случаях оно содержит слагаемое, которое необходимо оценить так, чтобы
исключить неизвестную функцию . Это можно сделать различными способами. В статье
рассматривается наиболее общий метод. Он приводит к оценкам (5.7) и (5.8), правые части ко-
торых содержат только известные функции.

Раздел 6 посвящен алгебраическим неравенствам для степенных функций, которые в даль-
нейшем используются для получения оценок.

В качестве примера нелинейной краевой задачи в разд. 7 рассматривается уравнение реак-
ции–диффузии для -лапласиана (7.1). Для нее основное тождество имеет вид (7.5), а (3.14) пе-
реходит в тождество (7.7). Далее показано, как с помощью метода, изложенного в разд. 5, можно
получить полностью вычисляемые оценки для мер отклонений от точного решения.

В заключительном разд. 8 обсуждаются обобщения предлагаемого метода на эволюционные
задачи c монотонными операторами. Основной результат сформулирован в теореме 3, которая
устанавливает тождество (8.5). По структуре это тождество очень похоже на (3.8), но имеет до-
полнительные члены, связанные с производными по времени.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

В вариационном исчислении задача (1.2) изучается вместе с так называемой двойственной за-
дачей

(2.1)

∈
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Здесь  и  являются функционалами, сопряженными к  и  в смысле
Юнга–Фенхеля, т.е.

(2.2)

где  и  – пространства, двойственные к  и  соответственно,  обозначает спарива-
ние элементов  и , а  – спаривание  и . Определим оператор

, сопряженный к , с помощью равенства

(2.3)

Для того чтобы гарантировать корректность вариационной задачи, достаточно наложить на
функционал  условие коэрцитивности

(2.4)

и выполнение неравенства

(2.5)

где  не зависит от . Его можно рассматривать как обобщение известного неравенства

Фридрихса для оператора градиента, где в качестве  берется пространство Соболева , со-
стоящее из функций, обращающихся в нуль на границе .

Известно, что  для любых  и . Одним из наиболее важных утвержде-
ний теории двойственности является равенство

(2.6)

которое выполняется, если решения задач (1.2) и (2.1) существуют, и это функции  и  соот-
ветственно (см., например, [14]).

Из (2.6) вытекают условия, которым должны удовлетворять  и . Это равенство означает,
что

Поскольку , мы можем переписать его в виде

(2.7)

где  и  – это так называемые составные функционалы (compound functionals), которые
определяются соотношениями

Вследствие определений сопряженных функционалов (2.2), составные функционалы всегда не-
отрицательны. Поэтому равенство (2.7) означает, что на решениях  и  эти функционалы об-
ращаются в нуль, т.е.

(2.8)

В свою очередь, (2.8) означает, что
(2.9)

(2.10)

Здесь  обозначает субдифференциал  для . Если функционал  дифференцируем по
Гато, то субдифференциальное включение заменяется на равенство, например, первое из соот-
ношений (2.9) записывается в виде , а второе – в виде , где ,  – это
производные Гато функционалов  и  соответственно. В дальнейшем мы будем считать эти
функционалы дифференцируемыми. Соотношения (2.9) и (2.10) устанавливают связь между
функциями  и  так, что  и .

Установим некоторые свойства составных функционалов.

→ R* : *G Y → R* : *F V G F

{ } { }
∈ ∈

− −*( *) := sup (( *, )) ( ) и *( *) := sup *, ( ) ,
y Y V

G y y y G y F y F
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G

→ +∞ → +∞( ) , если ,YG y y
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9 FC ,Yw w w V
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V Ω
 1( )H

∂Ω
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DG DF

Λ Λ + − Λ −Λ + −Λ + Λ( , *) := ( ) *( *) (( *, )) и ( , * *) := ( ) *( * *) * *, .G Fy G G y y y F F y yv v v v v vD D

u *p

Λ −ΛD D( , *) = ( , * *) = 0.G Fu p u p

∈ ∂ Λ Λ ∈ ∂* ( ), *( *),p G u u G p

−Λ ∈ ∂ ∈ ∂ −Λ* * ( ), *( * *).p F u u F p

∂ Λ( )G u G Λu G
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Лемма 1. Пусть выпуклые функционалы  и  связаны соотношением,

где . Тогда

(2.11)
Доказательство. Согласно определению

Поэтому

Лемма 1 доказана.
Лемма 2. Если для  и  выполнено равенство , то

(2.12)

Доказательство. С учетом условия  получаем

Лемма 2 доказана.
С помощью функционалов  и  определим величины

и

Следующая лемма показывает, что  и  являются естественными мерами откло-
нения  от  и  от .

Лемма 3. Мера  тогда и только тогда, когда  является минимайзером вариационной
задачи (1.2), а  только в том случае, когда  является максимайзером (2.1).

Доказательство. Нетрудно видеть (см. (2.8)), что

Складывая эти равенства и учитывая (2.3), получаем
(2.13)

Следовательно, условие  означает, что  является минимайзером.
Аналогично, равенства

означают, что
(2.14)

Таким образом, если , то  является максимайзером в двойственной задаче (2.1).
Лемма 3 доказана.

Вместе с доказательством леммы 3 мы получили равенства (2.13) и (2.14), которые показыва-
ют, что  и  являются естественными характеристиками точности приближенного
решения. В соответствии с (1.1) мера  задает систему открытых выпуклых окрестностей 
для минимайзера . Любой успешный численный метод предполагает построение минимизиру-

F F
 + ∀ ∈v v v v( ) = ( ) , ,F F g V

∈ *g V

 − ∀ ∈ ∈v v v v v vD D( , *) = ( , * ) , * * .FF g V V

 { }
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V
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v
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ющей последовательности  такой, что , если . Равенство (2.13) показы-
вает, что минимизирующая последовательность сходится к  именно в топологии . Более того,
(2.13) позволяет в самой общей форме ответить на вопрос о сходимости галеркинских решений.
Этот вопрос является принципиальным и привлекал внимание с середины прошлого века, когда
началось систематическое исследование численных методов для уравнений в частных производ-
ных (здесь надо отметить работы С.Г. Михлина, см. [15] и указанную там литературу). Приведен-
ная ниже лемма показывает, какой тип сходимости галеркинских аппроксимаций можно гаран-
тировать для нелинейных задач (1.2), и какие условия для этого достаточны.

Напомним некоторые определения. Последовательность конечномерных подпространств
, , , , , называется предельно плотной в , если для любого

малого  и любого  можно указать номер  такой, что при   содержит элемент
 такой, что . Функцию  будем называть галеркинским решением, если она мини-

мизирует функционал на подпространстве , т.е.

Лемма 4. Пусть  является выпуклым и непрерывным, а последовательность подпро-
странств  предельно плотна в . Тогда соответствующие галеркинские решения сходятся к
точному в топологии .

Доказательство. В силу предельной плотности , существует последовательность  такая,
что  и  в . Поскольку функционал  непрерывен, то . Для галеркин-
ского решения верно неравенство , так что

Из (2.13) следует, что . Поскольку , то  содержит все члены последо-
вательности, кроме конечного числа. Лемма 4 доказана.

Аналогичное утверждение для аппроксимаций  двойственной задачи справедливо относи-
тельно меры .

Заметим, что из (2.13) также следует, что для галеркинских аппроксимаций верно равенство

Таким образом,

(2.15)

Если  индуцирован  – эллиптической билинейной формой, то (2.15) переходит в хорошо
известную проекционную теорему (см., например, [5]).

Тождество для отклонений от точных решений вариационных устанавливает следующая тео-
рема.

Теорема 1 (см. [10]). Для любых  и  имеет место тождество

(2.16)

Левая часть (2.16) представляет собой сумму мер, контролирующих отклонение  от  и  от
 соответственно, а правая часть содержит только известные функции  и . Тождество (2.16)

и его следствия для контроля точности приближенных решений и анализа ошибок математиче-
ских моделей исследованы в монографии [12].

3. ТОЖДЕСТВА ДЛЯ ОТКЛОНЕНИЙ ОТ ТОЧНОГО РЕШЕНИЯ

Тождество (2.16) было установлено с помощью методов теории двойственности вариацион-
ного исчисления. В этом разделе излагается другой, более общий, метод получения тождеств та-
кого рода, который не использует вариационные аргументы и может быть использован для ши-
рокого круга краевых и начально-краевых задач.

∈{ }iu V →( ) ( )iJ u J u → +∞i
u 

{ }nV dim =nV n ⊂nV V +⊂ 1n nV V = 1,2,n V
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v e,n − ≤v v e e,n V nu
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3.1. Класс задач

Рассмотрим следующую абстрактную нелинейную краевую задачу. Требуется найти функции
,  и , которые удовлетворяют уравнению

(3.1)

и соотношениям

(3.2)

(3.3)

Здесь , а выпуклые непрерывные функционалы  и  задают связь меж-
ду решением  и функциями  и . В дополнение к (2.5) и (2.4) мы предполагаем, что 

, , только если  совпадает с нулевым элементом пространства .

Покажем, что оператор , где  и  определяются равенствами (3.2) и (3.3), является
монотонным.

Лемма 5. Пусть для , , и  выполнены условия

(3.4)

Тогда .

Доказательство. Имеем

(3.5)

С учетом (3.4) правую часть (3.5) можно переписать в виде

Таким образом,

Лемма 5 доказана.
Корректность задач с монотонными операторами основана на известной теореме Браудера–

Минти (F. Browder, J. Minty), в которой утверждается, что ограниченный, монотонный, непре-
рывный и коэрцитивный оператор сюрективен. При выполнении условий, которые были ранее
наложены на  и , задача (3.1) корректна, а ее обобщенное решение удовлетворяет тождеству

(3.6)

Поскольку

(3.7)

где , мы заключаем, что функция , удовлетворяющая (3.6), (3.2) и
(3.3), является минимайзером функционала  на множестве .

3.2. Основное тождество

Пусть имеются функция , а также  и . Мы хотим оценить их близость к ,
, и  соответственно. Следующая теорема дает основу для такого анализа.

∈u V ∈* *p Y σ ∈ *V

Λ + σ! != , где := * *( ) ( )u f u p u u
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Теорема 2. Для , ,  выполнятся тождество

(3.8)

где , а

Нетрудно видеть, что

(3.9)

Аналогично,

(3.10)

Суммируя (3.9) и (3.10), получаем

(3.11)

Для оценки последнего интеграла в (3.11) мы используем равенство

которое следует из (3.6) и позволяет представить последние два интеграла в виде

(3.12)
Тождество (3.8) следует из (3.11) и (3.12). Теорема 2 доказана.

3.3. Модификации основного тождества
Положим в (3.8)

(3.13)
Тогда это тождество приобретает вид

(3.14)

Отметим, что правая часть (3.14) содержит только известные функции ,  и . Поэтому его
можно непосредственно использовать для оценки близости  к  и  к .

Тождество (3.8) сформулировано в терминах пространств , ,  и . Нормы первых трех
обычно задаются интегралами, которые для широкого класса функций (например, тригономет-
рических или кусочно-полиномиальных) могут быть вычислены точно. В других случаях можно
использовать квадратурные формулы, точность которых контролируется известными методами.
Однако норма пространства  определяется как супремум по бесконечному набору функций,
что делает ее практическое вычисление трудно решаемой задачей. Поэтому желательно перепи-
сать (3.8) в таком виде, чтобы тождество оперировало только со слагаемыми интегрального типа.
Естественно, что для этого потребуется ввести некоторые ограничения.

Далее мы считаем, что оператор  связан с краевой задачей в ограниченной области 
( ) с липшицевой границей ,  – это пространство функций, определенных в , а

 содержит функции, обращающиеся в нуль на . Мы предполагаем, что , где  –
банахово пространство с нормой  интегрального типа, и вложение  в  компактно. Про-
странства  и  являются топологически двойственными к  и  соответственно. Простран-
ство  также наделено нормой интегрального типа и для пары ,  соответствующий продукт

выражается интегралом, т.е.  для . В случае, если  является гиль-

бертовым пространством,  и  можно идентифицировать, и тогда  ↪  ↪  представляет
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собой триплет Гельфанда. В примерах, связанных с краевыми задачами, функционалы  и ,
как правило задаются интегралами

где  и  – выпуклые и непрерывные функции. Также предполагается, что
(3.15)

Пространство Y содержит векторнозначные функции. С помощью гильбертова пространства U
зададим другой триплет пространств . Обычно , а . В
общем случае  это элемент пространства , норма которого не является интегральной. Мы
введем более узкое множество

Заметим, что  Если ,  и выполнено (3.15), то  и все слагаемые
(3.8) можно записать в виде интегралов:

(3.16)

Случай  требует специального рассмотрения. Здесь

Поэтому (3.3) означает, что  и для  тождество (3.8) выполняется в форме . По-
лагая , получаем “усеченное” тождество

(3.17)

в котором присутствует только функционал , а .
Замечание 1. Определим функционал . Используя лемму 1, заключаем, что

Поскольку , то . Таким образом, выбор (3.13) приводит
тождество (3.8) к виду

т.е. в этом специальном случае (3.8) совпадает с (2.16).

3.4. Пример
Проиллюстрируем (3.17) с помощью простого примера. Пусть

где  – симметричная положительно определенная матрица, такая что для  и любого
 выполняется . Этот выбор функционалов соответствует задаче

(3.18)

(3.19)
Здесь

G R
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и

В результате тождество (3.17) принимает вид

(3.20)

где . Тождества такого типа характерны для линейных задач. Они подробно ис-
следованы (см. [9–13]), а их применение для контроля точности сингулярно обусловленных кра-
евых задач обсуждается в [16].

Если на  наложить дополнительное условие

то последнее слагаемое в (3.17) исчезает, и мы приходим к тождеству

(3.21)

Из (3.21) следует оценка

(3.22)

которую можно считать обобщением на нелинейные задачи оценки гиперциклов, которaя была
предложена в [17] для задачи линейной теории упругости (другой способ получения основан на
использовании вариационных методов из [15]). Для задачи (3.18)–(3.19) оценка (3.22) превраща-
ется в известное неравенство

где  содержит вектор-функции, подчиненные условию . Заметим, что с практи-
ческой точки зрения наличие дополнительного дифференциального условия (которое должно
быть выполнено почти всюду в ) создает серьезные неудобства. Аппроксимации точного пото-
ка , полученные с помощью численного метода, часто не удовлетворяют этому условию, что
вызывает необходимость использования специальных методов “уравновешивания”. В относи-
тельно простых задачах эти методы применимы и дают хорошие оценки (см., например, [18],
[19]). Однако в других случаях функция  может иметь более сложную структуру. В частности,
для параболических уравнений этот член включает производную по времени , а в задачах с
конвекцией соответствующие конвективные слагаемые. При необходимости поточечного удо-
влетворения условия  это может создать серьезные проблемы. Однако теория показывает,
что для получения эффективных и полностью вычисляемых оценок выполнение подобных
поточечных условий совсем не является необходимым. Вместо этого получены оценки, которые
включают интегралы от  с известными весовыми множителями (см. [9] и оценки в следующем
разделе).

4. МЕРЫ И ИХ СВОЙСТВА

Величина  представляет собой комбинированную меру отклонения функ-
ций ,  и  от ,  и  соответственно. Каждая из четырех величин в  сама яв-
ляется некоторой мерой расстояния от одной из компонент до соответствующего точного значе-
ния. Если  и  дифференцируемы по Гато, то соответствующие выражения имеют достаточно
простой вид (это ограничение не является принципиальным и вводится только для упрощения
записи). В этом случае (см. (2.9))

(4.1)

и мы получаем четыре нелинейных меры:
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которые в сумме дают полную меру . Рассмотрим их по отдельности. Две пер-
вых в сумме составляют величину

которая характеризует близость  и . Мера  характеризует близость  к , а 
показывает, насколько  близко к точной функции . Теперь мы установим, как эти меры свя-
заны некоторыми другими мерами, используемыми в нелинейном анализе.

4.1. Меры, основанные на монотонности

Так как  – выпуклый функционал, то операторы  и  являются моно-
тонными. Поэтому величины

неотрицательны, обращаются в нуль, если , и могут рассматриваться как меры расстояния
между  и . Эти меры связаны с  и .

Пусть  определено равенством

(4.2)

Тогда  и, учитывая (4.1), получаем

т.е. в данном случае сумма этих двух мер совпадает с .
Аналогично, если

(4.3)

то

В конкретных задачах соотношения (4.2) и (4.3) обычно соответствуют некоторым (физическим
или иным) законам, которые определяют свойства математической модели и часто называются
определяющими соотношениями. Таким образом, если  и  строятся на основе приближенного
решения  и этих соотношений (что является одним из часто используемых на практике вариан-
тов), то

(4.4)

и полная мера совпадает с суммой мер монотонности. Однако в общем случае такого совпадения
нет.

4.2. Меры, основанные на равномерной выпуклости
Другая мера расстояния может быть введена для так называемых равномерно выпуклых функ-

ционалов. Считается, что функционал  обладает свойством равномерной выпуклости в неко-
тором множестве , если существует нетривиальный неотрицательный функционал

 такой, что  для любых  и

(4.5)
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В зависимости от конкретного функционала множество  может совпадать со всем простран-
ством или, например, ограничивается некоторым шаром. Для функционала G можно ввести меру

Если  также является равномерно выпуклым, т.е.

(4.6)

то определим . Для степенных функций неравенства равномерной выпуклости
известны как неравенства Кларксона (см. [20], а также разд. 6 ниже).

Лемма 6. Если  и  дифференцируемы и равномерно выпуклы в , то

(4.7)

где

Доказательство. Так как , то  и

Аналогично,

Суммируя эти неравенства, получаем правую часть (4.7).
Для доказательства левой части заметим, что из (4.5) и (4.6) следует равномерная выпуклость

функционала :

и мы заключаем, что

Так как , то отсюда следует неравенство

С другой стороны, (3.7) показывает, что , что и дает оценку меры снизу. Лем-
ма 6 доказана.

Замечание 2. Если  или этот функционал является выпуклым, но не равномерно вы-
пуклым, то  и соответствующие ему части мер исчезают, так что мера  совпадает с

 и ограничена снизу и сверху мерами  и .

5. ОЦЕНКИ

Тождество (3.16) позволяет получить полностью вычисляемые оценки величины  и
других мер отклонения для любых ,  и . Это требует применения функцио-
нальных неравенств, которые должны выполняться для пространств  и , оператора  и ис-
пользуемых мер. Нам потребуется одно из следующих неравенств:

(5.1)

(5.2)

B

Φ Λ Λv vμ ( , ) := 2 ( , ).G u u

R

+  + φ ≤ + 
 
v v

v v v v1 2
1 2 1 2

1 1( , ) ( ) ( ),
2 2 2

R R R

φv vμ ( , ) := 2 ( , )R u u

G R V

≤ ≤ ∀ ∈v v v v( , ) ( , ) ( , ) ,u u u Vm m m

+ +( , ) := ( , ) ( , ) ( , ) := ( , ) ( , ).G R G Ru u u и u u um mv v v v v vμ μ μ μ

Λ( , *) = 0GD u p Λ* = '( )p G u

Λ Λ + − Λ Λ − Λ −
− Λ Λ − ≤ Λ Λ − − Λ Λ −

v v v v v

v v v v

Dμ
μ

( , ) = ( , *) = ( ) *( *) (( *, )) = ( ) ( )
(( '( ), ( ))) (( '( ), ( ))) (( '( ), ( ))) = ( , ).

G G

G

u p G G p p G G u
G u u G v u G u u u

σ + σ − σ
− − σ − ≤ − − −

v v v v

v v v v v v

Dμ
μ

( , ) = ( , ) = ( ) *( ) , =
= ( ) ( ) , '( ), '( ), = ( , ).

R R

R

u R R
R R u u R u R u u u

J

+  + Φ Λ Λ + φ ≤ + ∀ ∈ 
 
v v

v v v v v v v v1 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 1( , ) ( , ) ( ) ( ) , ,
2 2 2

J J J V

( )+Φ Λ Λ + φ ≤ + − v
v v v) ) )1 1( , ) ( , ) ( ) ( ) .

2 2 2
uu u u

( )∈
+≤

v

v
v) )( ) = inf ( )

2V

uu J

≤ −v v) )( , ) ( ) ( ).u um

−v v) )( ) ( ) = ( , )u um

≡v( ) 0R
φ = 0 v( , )um

vμ ( , )G u vμ ( , )G u vμ ( , )G u

vμ ( , )G u
∈v 0V ∈* *y Y τ ∈ 9

V Y Λ

ϕϕ Λ − ≤ ∀ ∈v v vμ( ( ) ) C ( , ) , ,GYu u u V

ψψ − ≤v vμ( ) C ( , ),RVu u



908

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 6  2023

РЕПИН

где  – монотонные неотрицательные функции, такие что , а  и  – поло-
жительные постоянные не зависящие от  и . Вообще говоря, для получения оценок достаточно
одного из этих неравенств, однако, если выполняются оба, это можно использовать, чтобы сде-
лать оценку более эффективной. Ниже рассматривается именно такой вариант.

С учетом обозначений, введенных в разд. 4, тождество (3.16) имеет вид

(5.3)

Для получения полностью вычисляемой оценки необходимо оценить последний интеграл. Это
можно сделать различными способами (включая, например, те, что используют решение вспо-
могательных задач, см. [13], [16]). Здесь мы используем самый простой вариант, основанный на
применении неравенств (2.5), (5.1) и (5.2).

Пусть  – некоторая функция, заданная в  и принимающая значения в . Свобода в
выборе этой функции может быть в дальнейшем использована для оптимизации оценки. Ясно,
что

(5.4)

Используя (2.5) и неравенство Юнга c , получаем

(5.5)

где .

Вторая часть (5.4) оценивается аналогично ( ):

(5.6)

Определим величину

Она зависит только от известных функций и параметров. Из (5.3), (5.5) и (5.6) вытекает оценка
сверху

(5.7)

где  и .
Левая часть (5.7) содержит сумму мер с весовыми множителями (которые можно варьировать

за счет изменения констант  и ), а правая часть не содержит неизвестных функций и может
быть прямо вычислена.

Также мы получаем оценку снизу

(5.8)

Для использования оценок (1.2) и (2.1) надо знать постоянные , , . Методы получения
оценок  хорошо разработаны (обзор результатов можно найти в [12]). Вопрос с  и  обсуж-
дается в следующем разделе в контексте моделей с потенциалами степенного роста.

Тождества могут также использоваться для сравнения решений различных математических
моделей. Например, вместе с (3.1)–(3.3) мы можем рассмотреть задачу с измененным операто-
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* *(1 C ) ( , ) (1 C ) ( , ) ( *, *) ( , )
( , *) ( , ) ( *, , , ),

G R G R

G R f

u u y p
y y

v v

v vD D

μ μ μ μ

ϕβ ≤ 1/C ψγ ≤ 1/C

β γ

ϕ ψ+ β + + γ + + τ σ ≥
≥ Λ + τ − Σ τ κβ γ

v v

v vD D

μ μ μ μ* *(1 C ) ( , ) (1 C ) ( , ) ( *, *) ( , )
( , *) ( , ) ( *, , , ).

G R G R

G R f

u u y p
y y

FC ϕC ψC
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ром , для которого (3.2) и (3.3) выполняются с функционалами  и  вместо  и , так что со-
ответствующие решения ,  и  удовлетворяют соотношениям

(5.9)

(5.10)

Поскольку , то из (5.3) следует, что

(5.11)

В частности,  можно рассматривать как упрощение оператора  за счет отбрасывания несуще-
ственных деталей в поведении коэффициентов. В современном математическом моделировании
такие приемы часто используются (defeaturing of models). В этом случае функции , ,  явля-
ются решениями упрощенной задачи. Правая часть (5.11) зависит только от этих функций, а ле-
вая характеризует ошибку, которая возникла в результате упрощения модели.

Используя (5.9) и (5.10), это тождество можно также переписать в виде

(5.12)

6. НЕКОТОРЫЕ НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ СТЕПЕННЫХ ФУНКЦИЙ
В этом разделе мы установим некоторые неравенства, которые позволяют обосновать оценки

(5.1) и (5.2) для функционалов вида

Далее эти оценки используются в приложении к задаче (7.2)–(7.3).
Наиболее простой способ использует сильную (равномерную) выпуклость степенных функ-

ций с показателем . Для  сильная выпуклость следует из известного алгебраического
неравенства

(6.1)

Поэтому для скалярных и векторнозначных функций, суммируемых в  с нужной степенью, вы-

полняется (4.5) c . Для  неравенство (4.5) также выполняется,

но функция  имеет более сложный вид (см. [21–24]).
Далее мы получим другую (более точную) оценку снизу для меры  в случае, когда  яв-

ляется степенным функционалом. Сначала мы установим алгебраическое неравенство для
функции  вида

Лемма 7. Если , то

(6.2)

где  а  является корнем уравнения (6.4).

Если , то обе части (6.2) равны нулю и неравенство верно с любой константой.
Для рассмотрения любых других случаев введем параметры  и  такие, что

 и .

! G R G R
u *p σ

  Λ Λ + − Λ     D ( , *) := ( ) *( *) (( *, )) = 0,G u p G u G p p u

  σ + σ − σ      ( , ) := ( ) *( ) , = 0.R u R u R uD

σ ( *, ) = 0f yr

+ + + σ σ Λ + σ       D Dμ μ μ μ* *( , ) ( *, *) ( , ) ( , ) = ( , *) ( , ).G G R R G Ru u p p u u u p u

! !

u *p σ

   
+ + + σ σ

Λ − Λ + − + − + σ − σ
   

       
μ μ μ μ* *( , ) ( *, *) ( , ) ( , ) =

= ( ) ( ) *( *) *( *) ( ) ( ) *( ) *( ).
G G R Ru u p p u u

G u G u G p G p R u R u R R

α

Ω

∇
α v v
1( ) = .G dx

α > 1 α ≥ 2

α α
α α+ −+ ≤ + ∀ ∈R

1 ( ) , .
2 2 2

da b a b a b a b

Ω
α

α Ω
Φ −1 2 1 2

1( , ) =
2

y y y y dx α ∈ (1,2)

Φ
vμ ( , )G u G

α +μ × →R R R: d d

α α α−
αμ + −

α α
21 1( , ) := .

*
a b a b ab b

α ≥ 2
α

α αμ ≥ − ∀ ∈R( , ) , ,da b c a b a b

−α
α

α − + λ
α

2
0

1= (1 ) ,c λ0

=a b
λ ≥ 0 θ ∈ −[ 1,1]

λ=a b θ θλ 2= =ab a b b
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Нетрудно видеть, что

и минимум берется по всем  и , за исключением . Поскольку , то

. Вычислим производную

(6.3)

где  является неотрицательной функцией. Действительно,
, а производная  обращается в нуль в единственной точ-

ке , где . Поэтому  и, следовательно, .

Оценка (6.3) показывает, что  достигает минимального и максимального значений со-
ответственно при  и . Таким образом,

Нетрудно видеть, что  и . Поскольку

приходим к уравнению 
Функции  и  изображены на фиг. 1а. Видно, что  и , если .

Поэтому имеется число  такое, что

(6.4)

Так как , то линейная и степенная функции в (6.4) могут совпадать лишь в одной точке, так
что корень единственный. При этом

и, следовательно,

Таким образом, минимум  достигается при . Так как , при-

ходим к заключению, что .

Замечание 3. Так как  стремится к , если , то при  не-

равенство, обратное к (6.2), не имеет места. Мера  эквивалентна норме  только при
 ( ).

Замечание 4. Оценка (6.2) существенно лучше, чем оценка, которая следует из равномерной
выпуклости и определяется функцией  в соответствии с (6.1). Например,

при  , а . При   (см. фиг. 1), а .

α

α α α αλ θ

λ + α − − αλθλ θ λ θ
α − λθ + λ

/22,

1 1= ( , ), где ( , ) := ,min
1 2

c S S

λ > 0 θ ∈ [1,1] λ θ= = 1 θ ≤| | 1

− λθ + λ ≥21 2 0
α

α
+α +α

∂ λ θ φ λλ − λ + α − − λθαλ ≥ αλ
∂θ − λθ + λ − λθ + λ

2

2 1 /2 2 1 /2
( , ) ( )( 2)(1 )= ,

|1 2 | |1 2 |
S

αφ λ λ − λ + α − − λ2( ) := ( 2)(1 )
φ α − ≥(0) = 2 0 α−φ λ αλ − λ + − α1'( ) = 2 2

λ = 1 φ α α − − ≥''(1) = ( 1) 2 0 φ λ ≥'( ) 0 φ λ ≥( ) 0

α λ θ( , )S
θ −= 1 θ = 1

α

α αλ≥
λ + α − + αλλ − λ −
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1 1= min ( , 1), ( , 1) = .
(1 )

c S S

λ→
λ − α −

0
lim ( , 1) = 1S

λ→+∞
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1
1
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S s s
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2
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αμ ( , )a b α−| |a b
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α α
α
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α = 3 α ≅ 0.1953c α(1/2 ) = 0.125 α = 4 α ≅ 0.8333c α(1/2 ) = 0.0625
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Из неравенства (6.2) следует ряд других оценок, в частности,

(6.5)

(6.6)

(6.7)

Подстановка  и  приводит к равенствам

Применив (6.5), получаем

(6.8)

При изучении задач со степенным ростом (в частности, для получения оценок в разд. 7) по-
лезны некоторые другие неравенства для степенных функций. Многие из них исследованы в
[25], где было показано, что для  выполняется

Для  такое неравенство не выполняется, но можно установить другое, которое оценивает
выражение в левой части через модуль разности аргументов.

Лемма 8. Для  имеет место неравенство

(6.9)

где , если , и , если .

Доказательство. Рассуждая так же, как и в лемме 7, заключаем, что

α α α− α
α αμ + − ≥ − ∀ ∈ α ≥

α α
R

21 1( , ) := , , 2,
*

db a b a ab a c a b a b

α α α − α
α αμ + − ≥ − ∀ ∈ α ∈

α α
R

* * * 2 *
* *

1 1( , ) := , , (1,2],
*

da b a b ab b c a b a b

α α α − α
α αμ + − ≥ − ∀ ∈ α ∈

α α
R

* * * 2 *
* *

1 1( , ) := , , (1,2].
*

db a b a ab a c a b a b

α −* 2=a a a α −* 2=b b b

α α α αμ μ μ μ* *( , ) = ( , ) и ( , ) = ( , ).b a a b a b b a

αα − α −
α αμ ≥ − ∀ ∈ α ≥R

* 2 * 2
*( , ) | | | | , , 2.da b c a a b b a b

α ∈ [1,2]
α−α− α− −α− ≤ − ∀ ∈R

12 2 2| | | | 2 , .db b a a b a a b

α > 2

α ≥ 2
α− α− α− α−

α− ≤ κ − + ∀ ∈R
2 2 2 2( ) , ,db b a a b a b a a b

ακ = 1 α ∈ [2,3] α
α −κ 1=

2
α > 3

α− α−

α α−λ≥ θ∈ −

+ λ − θλκ
− θλ + λ + λ

2 2 1
2

2 2 20, [ 1,1]

1 2= sup .
(1 2 )(1 )

Фиг. 1. Функции  и  при  (а) и значения  (б).

8 6.05.55.04.54.03.53.02.52.0

0.50
0.45
0.40
0.35
0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05

0
7654

� �
32

2.0 (a) (б)
S(�, �1)

S(�)1.5

1.0

0.5

0

�0.5

�1.0

�1.5

�2.0
10

λ −( , 1)S λ( )s α = 3 αc



912

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 6  2023

РЕПИН

Анализ этой задачи показывает, что супремум достигается при . Если , то супремум

выражения  достигается при , а для  супремум достигается при

. Лемма 8 доказана.
Замечание 5. В ряде случаев меры, входящие в функциональные тождества, совпадают с мера-

ми , использующими монотонность операторов (см. (4.4)). В этой связи возникает функция

которая также является мерой расстояния между векторами  и . Нетрудно видеть, что

так что  является удвоенной симметризацией меры .
Известно, что (см. [26])

где положительные постоянные  и  зависят только от . В [25] был установлен ряд оценок
величины , в частности,

Неравенства (6.2), (6.5)–(6.7), влекут соответствующие функциональные неравенства для
мер, которые удобно использовать при изучении соответствующих классов краевых задач. Одна
из таких задач рассматривается далее.

7. ПРИМЕР. КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ -ЛАПЛАСИАНА
В качестве примера рассмотрим нелинейное уравнение реакции–диффузии

(7.1)

для функции , обращающейся в нуль на границе  ограниченной области . Здесь , a 
определяется согласно (3.3). В этом случае

Здесь и далее  обозначает норму пространства . Для  используется сокращенное

обозначение .
Если функция  дифференцируема, то приходим к краевой задаче

(7.2)

(7.3)

Мы предполагаем, что  и, если , то функция  дополнительно удовлетворяет
условию  с  и некоторыми положительными константами  и .
В таком случае пространства определяются следующим образом:

θ = 1 α > 3
α−

α−
− λ

− λ + λ

1

2
1

(1 )(1 )
λ → 1 α ∈ (2,3)

λ = 0

μ
α− α−

αμ − −2 2s ( , ) := ( )( ),a b b b a a b a

a b

α α αμ μ + μs ( , ) = ( , ) ( , ),a b a b b a

αμ
s ( , )a b αμ ( , )a b

α α
α αμ ≥ κ − α ≥ μ ≤κ − α ∈s s

0 1( , ) , если 2, и ( , ) , если (1,2),a b a b a b a b

κ0 κ1 α

αμ
s ( , )a b

α− α− α −α
α α αμ ≥ + − ≥ − α ≥2 2 2s 21 ˆ ˆ( , ) ( ) , = 2 , 2,

2
a b b a b a c b a c

α− α−
αμ ≤ + − α ∈2 2 2s 1( , ) ( ) , (1,2].

2
a b b a b a

α

α−− ∇ ∇ + σ Ω2div ( ) = вu u u f

u Γ Ω α > 1 σ( )u
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α Ω

Ω

α∇ ∇ ρ ααα α α −v v v v
*

,
1 1 1( ) = , * ( *) = * , ( ) = , ( ) = ( ) , * = .

* 1
g y y g y y G R dx

α Ω⋅ ,
α Ω( )L α = 2

Ω⋅
ρ

α−− ∇ ∇ + ρ Ω2div '( ) = в ,u u u f

Γ= 0 на .u

α∈ Ω*( )f L α < d ρ
θρ ≤ + ρv 1 2( ) d d θ α − α= /( )d d 1d 2d
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
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Заметим, что вследствие (2.9) функции  и  связаны соотношениями

(7.4)

Для  и  определим функции

и нелинейные меры

При  дифференциальный оператор в (7.2) совпадает с классическим оператором линейной
диффузии. В этом (и только в этом) случае меры задаются нормами

Вид функционала  определяется функцией , которая в прикладных задачах часто связана с

химическими реакциями. В частности, если , , то имеет место линейный закон

. В этой модели  и .

Для задачи (7.2)–(7.3) тождество (3.16) принимает вид

(7.5)

где .

В случае  надо положить  и использовать тождество (3.17), которое теперь выглядит
так:

(7.6)

Отметим, что при  (7.6) переходит в тождество (3.20) (с единичной матрицей ).

Полагая в (7.6) , мы получаем вариант тождества (3.14):

(7.7)

Правая часть (7.7) содержит только известные функции ,  и , и поэтому это тождество сразу
дает вычисляемые оценки мер в левой части.

Тождества (7.5) и (7.6) содержат неизвестную функцию . Если речь идет о численных аппрок-
симациях, то, как правило, . Поэтому для получения полностью вычисляемых оценок
надо оценить соответствующий интеграл. Различные варианты таких оценок для задач со сте-
пенным ростом были ранее получены в [23], [27], [28], а для задач с нестандартным ростом в [29].
Используя тождества, мы теперь получим такие оценки для введенных выше нелинейных мер.
Это можно сделать с помощью метода, описанного в разд. 5, и оценок, полученных в разд. 6.

Из леммы 7 следует, что для любых  и  верно функциональное неравенство

(7.8)

∇u *p

α− −α α−∇ ∇ ∇2 (2 )/( 1)* = | | и = | *| * .p u u u p p

∈R, da b ξ ζ ∈R,

α α α− α α α −
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α α α α
2 * * * 2

*
1 1 1 1( , ) := , ( , ) := ,

* *
a b a b ab b a b a b ab b

α α
α ρ+ − ξ ζ ρ ξ + ρ ζ − ξζ

α α
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α α ρ
Ω Ω Ω

μ ∇ ∇ μ σ  v v v v**( , ) := ( , ) , ( *, *) := ( *, *) , ( , ) := ( , ) .G G Ru u dx y p y p dx u D dxμ μ μ
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2R uD
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Ω Ω
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Оно показывает, что (5.1) выполняется с функцией  и постоянной .
Оценка (2.5) в рассматриваемом случае соответствует неравенству

Применим эти неравенства для получения оценок.

7.1. Случай 

В качестве первого примера рассмотрим задачу (7.2)–(7.3) с  и

(7.9)

В этом случае , а . Тогда

и в соответствии с (6.2)

Таким образом, (5.2) выполняется с функцией  и постоянной . Соответ-

ствующие сопряженные функции легко найти:

Определим величину

В соответствии с (5.7) получаем оценку

(7.10)

где  и .
Теперь рассмотрим случай, когда . Если , то, преобразуя (7.6), получаем оценку

(7.11)

В частности, если , то ,  и (7.11) переходит в известную

оценку
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7.2. Случай 
Если  (например/задано в виде (7.9)), то можно использовать оценку (7.10) с  и

. Если  в  или в некоторой подобласти , то надо использовать другой метод.
Рассмотрим его для случая, когда  во всей области .

Преобразуем интеграл в тождестве (3.17) следующим образом:

(7.12)

Так как , последнюю норму в (7.12) можно оценить с помощью (6.9):

(7.13)

Чтобы оценить норму , используем априорную оценку точного решения. Так как

то , что дает оценку

Нетрудно видеть, что  и, следовательно, . Определим вели-
чину

Теперь правую часть (7.12) можно оценить так:

(7.14)

где . Используем тот факт, что для  имеет место неравенство, аналогичное (7.8):

(7.15)

С помощью (7.14) и (7.15) получаем оценку

(7.16)

где

Из (7.6) и (7.16) следует оценка

(7.17)

правая часть которой не содержит неизвестных функций и может быть вычислена по результа-
там математического эксперимента. Параметр  должен быть подчинен условию . От-
метим, что структура оценки (7.17) вполне аналогична (7.11).
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Замечание 6. Разницу в использовании мер  и  вместо норм пространств  и 
иллюстрирует следующий простой пример. Пусть функция  является минимайзером задачи

, а в качестве приближенного решения выбирается стандартный кусочно-

аффинный интерполянт  на равномерной сетке с шагом . Аппроксимация функции 
выбирается в соответствии с (7.4), т.е. .

На фиг. 2 показано, как ведут себя величины

и меры  (на фиг. 2 – сплошные линии) и  (символы ), когда  уменьшается и

интерполянт все лучше приближает точное решение (в данном примере ).
При  величина  (штрихпунктирная линия) сходится к нулю очень быстро. Однако

малость этой величины не означает, что для соответствующей реконструкции двойственной пе-
ременной (функции ) величина  (штриховая линия) также мала. Напротив, эта величи-
на сходится гораздо медленнее и может отличаться от  на несколько порядков. Изменение
функционала (энергии)  также происходит с меньшей скоростью (символы ).
Поэтому контролируя точность с помощью , мы можем прийти к слишком оптимистиче-
ским выводам. При  ситуация обратная:  убывает значительно быстрее, чем , и
существенно быстрее, чем . В этом случае контроль точности с помощью  может не
вполне правильно отражать ситуацию.

При этом меры  и  убывают с одинаковой скоростью. Более того, они убыва-
ют именно с той скоростью, с которой изменяется , и адекватно отражают качество обоих при-
ближенных решений  и .

8. ОБОБЩЕНИЯ НА НЕСТАЦИОНАРНЫЕ ЗАДАЧИ
Рассмотренный выше метод получения тождеств типа (3.8) переносится на уравнения пара-

болического типа. Рассмотрим начально-краевую задачу

(8.1)
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10�110�2

N(e)
�(e)
N(e*)
�*(e*)
E

N(e)
�(e)
N(e*)
�*(e*)
E

h
10�310�410�110�2

h
10�310�4

100

10�2

10�4

10�6

10�8

10�10

10�12

10�2 (a) (б)

10�4

10�6

10�8

10�10

10�12

10�14

α = 3 α = 1.5



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 6  2023

АПОСТЕРИОРНЫЕ ТОЖДЕСТВА ДЛЯ МЕР ОТКЛОНЕНИЙ 917

на конечном временном интервале . Оператор  определен (3.1) и соотношениями (3.2) и
(3.3), которые выполняются при любом . Введем пространства Бохнера

а также пространство , где . Для описания двойственной
переменной используем пространство

Умножая (8.1) на пробную функцию и используя (3.1), получаем интегральное тождество

(8.4)

которое вместе с (3.2) и (3.3) определяет обобщенное решение задачи (8.1)–(8.3).

Далее мы предполагаем, что (8.4) имеет единственное решение  и ,
. Функции ,  и  рассматриваются как аппроксимации ,  и

 соответственно. Покажем, что в этом случае имеет место тождество, являющееся обобще-
нием того, что было установлено в теореме 2.

Теорема 3. Для функций  выполняется тождество

(8.5)

где , а мера определена также, как и в теореме .
Доказательство. Поскольку равенства (3.9) и (3.10) выполняются при любом  (это следует из

соотношений (3.2), (3.3) и леммы 2), то

(8.6)

и

(8.7)

Выбрав в (8.4) , получаем равенство

которое с учетом (2.3) показывает, что

(8.8)

Суммируя (8.6) и (8.7) и используя (8.8), приходим к равенству

которое эквивалентно (8.5). Теорема 3 доказана.
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и что решения обладают повышенной регулярностью (аналогично (3.15) в случае эллиптическо-
го уравнения):

где

Вполне естественно предположить, что аппроксимации обладают такими же свойствами, как и
точные решения, т.е.

Тогда  можно представить в виде интеграла , а

Теперь тождество (8.5) можно записать так:

(8.9)

Положим в (8.9) . Тогда (8.9) переходит в тождество

(8.10)

в котором все функции в правой части известны. Тождество (8.10) можно считать обобщением
(3.16) на параболические уравнения.

Если , то , и, рассуждая так же, как и при получении (3.17), мы полагаем  и
приходим к тождеству

(8.11)

Тождество (8.11) было ранее установлено в [30], где также изучены его некоторые следствия. Ин-
теграл в правой части (8.11) оценивается точно так же, как и в разд. 5, что приводит к полностью
вычисляемой оценке.
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теорем о неявной функции в случае вырождения, что является развитием теории -регуляр-
ности в направлении решения проблем существования решения нелинейных дифференци-
альных уравнений. Как иллюстрация полученных результатов, приводится пример классиче-
ской краевой задачи – вырожденного уравнения Ван дер Поля и доказывается существование
решения, непрерывно зависящего от граничных условий возмущенной задачи. Библ. 9.
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ВВЕДЕНИЕ

Непрерывная зависимость решения дифференциального уравнения от граничных условий –
сложная проблема в различных областях математики. Изучение вопроса существования реше-
ний в вырожденных задачах – типичная тема исследований, так как вырожденность тесно свя-
зана с нелинейностью (см., например, [1]). В случае вырождения характерной является ситуа-
ция, когда существует многообразие решений и поэтому построение хотя бы одного решения яв-
ляется существенным. Более того, важно доказать существование непрерывного решения
соответствующей проблемы, а тем более построить это решение. В настоящей статье мы решаем
эту проблему, используя аппарат теории -регулярности ( -фактор анализ), описание и пред-
ставление о котором можно найти, например, в [1–3]. Отметим, что в регулярном случае для ис-
следования такого рода проблем часто используется теорема о неявной функции. В вырожден-
ном (нерегулярном) случае классическая теорема о неявной функции не может быть применена.
Результаты, полученные в данной статье, базируются на конструкциях теории -регулярности и
обобщениях теоремы о неявной функции для нерегулярных отображений, которые можно най-
ти, например, в [2], [4], [5]. Далее мы дадим строгое определение и понятие конструкций этой
теории. Главным в обосновании наших результатов является аналог теоремы Люстерника, кото-
рый мы сформулируем в следующем виде.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 21-71-30005).
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Теорема 1. Пусть , , где  – конечномерное евклидово про-
странство, ,  – банаховы пространства. Пусть отображения , , определены в

(8). Предположим, что  для всех  , элемент 
и  – сильно -регулярно на каждом элементе , , т.е.

(1)

(Здесь  означает правый обратный оператор.)

Тогда существует непрерывное отображение , , где  – окрестность ,
, , достаточно малое такое, что  и

(2)

(3)

При доказательстве этой теоремы применим теорему Майкла о селекторе (см. [6]) в несколько
модифицированной форме.

Теорема 2. Пусть ,  – банаховы пространства,  и . Тогда существует
непрерывное отображение  такое, что  и , где  – констан-
та, независимая от .

В качестве иллюстрации наших результатов рассмотрим краевую задачу вырожденного нели-
нейного уравнения Ван дер Поля , , , где  или

(4)

где  и  – малые параметры из , , . Покажем, что для любых
,  таких, что , отображение  является -регулярным на элементе . Таким

образом, исходя из теоремы 1, можно заключить, что существует непрерывное решение (4),
зависящее от параметров  для , при этом для  отображение  является
2-регулярным на элементе . Отсюда следует, что, исходя из нашей теоремы,
непрерывное решение уравнения (4), зависящее от параметра , существует для всех достаточно
малых .

1. ОБОБЩЕННАЯ p-ФАКТОР ТЕОРЕМА ЛЮСТЕРНИКА 
И ТЕОРЕМА О НЕЯВНОЙ ФУНКЦИИ p-ГО ПОРЯДКА

Аппарат p-регулярности является важным инструментом исследования нелинейных задач. В
данном разделе будут представлены некоторые определения, обозначения и теоремы теории

-регулярности, которые будут использованы ниже (см. [1–5], [7]).
Рассмотрим нелинейное уравнение

(5)

где отображение , а ,  и  являются банаховыми пространствами.
Предположим, что в некоторой точке , . Пусть

(6)

где  и . В качестве  берем замкнутое дополнение к  в . Пусть
 – проектор на  вдоль . Определим  как замыкание линейной оболочки об-

раза квадратичного отображения . Далее, индуктивно,

(7)

+μ ∈ ×1( , ) ( )pF x C X M × →:F X M Z M
X Z μ( , )if x = 1, ,i p

μ( *, *) = 0F x μ ∈ ,M μ|| || = 1 μ ∈ μ ( )

=1
(0, ) Ker ( *, *)

p k k
kk

f x
F p μ(0, ) μ ∈M

− −μ + μ μ + + μ μ ≤ ( ) 1 1
1 2' ''||{ ( *, *) ( *, *)[0, ] ( *, *)[0, ] } || .p p

pf x f x f x C

−⋅ 1{ }

μ= ( )x x εμ ∈ μ( *)V ε μ( *)V μ*
εμ ∈ μ( ) ( ( *))x C V ε > 0 μ μ( ( ), ) = 0F x

μ + ω μ ω μ μ − μ( ) = * ( ), ( ) = ( * ),x x o

εμ − ≤ μ ∀μ ∈ μ 1/

=1
( ) * ( *, ) ( *).

k

p
k

k Z
k

x x C f x V

X Y ∈ ( , )A L X Y ⎯→: onA X Y
→:M Y X ( ) =AM y y ≤( )M y c y > 0c

y

+ σ − + + 2( 1) = 0px x x x x ν(0) =x π(2 ) = 0x σ = 0

+ + ν π ρ2( ) = '' = 0, (0) = , (2 ) = ,F x x x x x x

ν ρ ν ρ( *, *) = (0,0)U U ν ρ* = 0, * = 0 = 2p
νh ρh ν ρ≠h h F 2 ν ρ= [0, , ]H h h

μ ν ρ= ( , ) ν ρ≠h h ν ρ=h h F
ν ρ= [sin , , ]H t h h

μ
μ

p

μ( , ) = 0,F x

× →:F X M Z X M Z
μ ∈ ×( *, *)x X M μ ≠Im '( *, *)F x Z

⊕ ⊕1= ... ,pZ Z Z

μ1 = cl(Im '( *, *))Z F x 1 =W Z 2W 1Z Z
→

2 2:WP Z W 2W 1Z 2Z

μ ⋅
2

2''( *, *)[ ]WP F x

μ ⋅ ⊆ −( )= cl(span Im ( *, *)[ ] ) , = 2,..., 1,
i

i i
i W iZ P F x W i p



922

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 6  2023

ЕВТУШЕНКО и др.

где  – замкнутое дополнение к , , до пространства  и  про-
ектор на  вдоль , . Наконец, . Порядок  – это минимальное
число (если оно существует), для которого выполняется представление (6). Далее обозначим

 для любого отображения .
Определим следующее отображение:

(8)

где  – оператор проектирования на  вдоль . Тогда
отображение  может быть представлено как

(9)

или

(10)

Пусть , , .

Определение 1. Линейный оператор , определенный как

(11)

и такой, что

(12)

называется p-фактор оператором.

Определение 2. Будем говорить, что  абсолютно вырождено на  до порядка , если

, .

Замечание 1. В случае абсолютной вырожденности -фактор оператор сводится к

.

Замечание 2. Для каждого отображения , имеем (см. [1], с. 145)

(13)

Замечание 3. Каждое отображение  будет абсолютно вырождено и

(14)

Это означает, что  является -фактор оператором, соответствующим абсолютно вырожден-
ному отображению  до порядка . Поэтому общий случай вырожденности  может быть сведен
к изучению абсолютной вырожденности отображений , , и их композиций.

Определение 3. p-ядро оператора  есть множество

Отметим, что имеет место следующее соотношение:

iW −⊕ ⊕1 1... iZ Z = 2,...,i p Z →:
iW iP Z W

iW −⊕ ⊕1 1... iZ Z = 2,...,i p =p pZ W p

ϕ ϕ(0) = ϕ

⊂ × → μ μ: , ( , ) = ( , ), = 1,..., ,
ii i i Zf U X M Z f x P F x i p

→:
iZ iP Z Z iZ − +⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕1 1 1... ...i i pZ Z Z Z

F

μ μ + + μ1( , ) = ( , ) ( , )pF x f x f x

μ μ μ1( , ) = ( ( , ), , ( , )).pF x f x f x

μ= [ , ]xh h h ∈xh X μ ∈h M

Ψ × →( ) :p h X M Z

−Ψ μ + μ + + μ ( ) 1
1 2' ''( ) = ( *, *) ( *, *)[ ] ( *, *)[ ]p p

p ph f x f x h f x h
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p ph x f x x f x h x f x h x

F μ( *, *)x p
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−μ( ) 1( *, *)[ ]p pF x h

if
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if x k i i p
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if x
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i
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if i
if i F
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-ядро оператора , в случае абсолютной вырожденности есть множество

Определение 4. Отображение  называется -регулярным в точке  на  , если
 (т.е. оператор  сюръективен).

Определение 5. Отображение  называется -регулярным в точке  , если либо
оно является -регулярным вдоль каждого , либо .

Определение 6. Пусть . Отображение  называется сильно
-регулярным в точке , если существуют  и  такие, что

где

Определим множество решений для отображения  как множество

(15)

и пусть  обозначает касательный конус к множеству  в точке , т.е.

(16)

Следующие теоремы описывают касательный конус к множеству решений уравнения (5) в
случае -регулярности.

Теорема 3. Пусть ,  и  – банаховы пространства, и пусть отображение 
является -регулярным на  вдоль . Тогда .

Теорема 4 (обобщенная теорема Люстерника, [1]). Пусть ,  и  – банаховы пространства,
и пусть отображение  является -регулярным на . Тогда

(17)

При доказательстве теоремы 1, воспользуемся следуюющей леммой.
Лемма 1. Пусть , где , ,  – банаховы пространства, , ,

,  и

Тогда

где , , .
Следующая лемма будет иметь важное значение для исследования суръектвности -фактор

оператора в нашем примере.
Лемма 2. Предположим, что , где ,  – замкнутые подпространства в ,

, . Пусть также  является проекцией на  вдоль . Тогда
.

Эта лемма является следствием следующей леммы.

p μ( )( *, *)pF x
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Лемма 3. Предположим, что , где ,  – замкнутые подпространства в ,
, , . Тогда , если  и .

Доказательство очевидно. Лемма 2 следует из леммы 3, если положить  и .
Некоторые обобщения теоремы о неявной функции на теорему о неявной функции -поряд-

ка для нерегулярных отображений и теорему о неявной функции -порядка для нетривиального
ядра можно найти в [8].

При доказательстве теоремы 1 используется теорема о многозначном сжимающем отображе-
нии (см. [9]).

2. НЕКОТОРОЕ ОБОЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ЛЮСТЕРНИКА
О КАСАТЕЛЬНОМ КОНУСЕ

В этом разделе мы докажем теорему 1, которая является аналогом и обобщением теоремы Лю-
стерника о касательном конусе, и в которой говорится о существовании непрерывного решения
уравнения .

Замечание 4. Элемент  играет роль  в теореме 1.
Доказательство (теоремы 1). Любой элемент  можно представить как , где

 и  достаточно мало. Отсюда необходимо найти решение уравнения

где , .

Рассмотрим многозначное отображение , определяемое по формуле

(18)
где

и -фактор оператор  представлен в форме

Отметим, что обратный оператор многозначного отображения имеет вид

где  или , , .
“Норма” этого оператора:

Покажем, что существует элемент  такой, что

и , т.е.  – неподвижная точка отображения . Тогда

Следовательно, получим

и .
Сначала, докажем, что

⊕1 2=Y Y Y 1Y 2Y Y
∈+1 2, ( , )A A X Y ⊂1 1A X Y ⊂2 2A X Y +1 2( ) =A A X Y 1 2 1Ker =A A Y 2 1 2Ker =A A Y

1 =A A 2 2=A P B
p

p

μ( , ) = 0F x
μ − μ* μ

εμ ∈ μ( *)V μ + μ* t
∈ δ[0, ]t δ > 0

+ μ μ + μ + μ μ( * ( ), * ( )) = 0,F x x t t t

εμ ∈ (0)V μ ∈M
×

ε εΦ × →: ( (0)) (0) 2X MC V V
−Φ μ μ − Ψ + μ + μ + μ  1( , ) = ( , ) { ( )} ( * , * ),px x h F x x t

μ ∈ μ ( )

=1

= (0, ) Ker ( *, *)
p

k k
k

k

h t f x

p Ψ × →( ) :p h X M Z

−Ψ μ + μ + + μ ( ) 1
1 2' ''( ) = ( *, *) ( *, *)[ ] ( *, *)[ ] .p p

p ph f x f x h f x h

−

−

Ψ ξ η ∈ × μ ξ η + μ ξ η +
+ μ ξ η




1
1 2

( ) 1

' ''{ ( )} ( ) = {[ , ] : ( *, *)[ , ] ( *, *)[ ][ , ]

( *, *)[ ] [ , ] = },
p

p p
p

h z X M f x f x h

f x h z

+ +1= pz z z 1= ( , , )pz z z ∈i iz Z = 1, ,i p

−Ψ μ Ψ μ
 

1

=1
{ ( )} = sup inf{ ( , ) : ( )[ , ] = }.p p

z
h x h x z

μ( , )x

μ + μ μ ( , ) = = ( )x x o t

μ ∈Φ μ ( , ) ( , )x x μ( , )x Φ
−∈ − Ψ μ + μ μ + μ + μ μ1(0,0) { { (0, )} ( * ( ), * ( ))}.p t F x x t t t

+ μ μ + μ + μ μ( * ( ), * ( )) = 0F x x t t t

μ μ μ( ( ), ( )) = ( )x t t o t

Φ Φ ≤ 2 2dist((0,0), (0,0)) = (0,0) = ( ) = ( ).ct O t o t
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Имеем

и

По лемме 1 получаем

(19)

Применив формулу Тейлора к выражениям  при , получаем

Поэтому, исходя из соотношений (13), можно оценить

(20)

и

(21)

Теперь покажем, что для любого , справедлива следующая оценка:

(22)

где .
Сначала заметим, что

(23)

и

(24)

Пусть , . Тогда имеем

−Φ − Ψ μ μ + μ1(0,0) = { (0, )} ( *, * ),p t F x t

−Φ − Ψ μ μ + μ + μ + μ + + μ + μ1
1 2(0,0) = { (0, )} ( ( *, * ) ( *, * ) ( *, * ))p pt f x t f x t f x t

−Φ − Ψ μ μ + μ + μ + μ + + μ + μ1
1 2(0,0) = { (0, )} ( ( *, * ) ( *, * ) ( *, * )) .p pt f x t f x t f x t

−Φ ≤ μ + μ + μ + μ + + μ + μ1 2 1(0,0) ( ( *, * ) ( *, * ) ( *, * ) .pp
c cc f x t f x t f x t
t t

μ + μ( *, * )if x t = 1,i p

Φ ≤ μ + μ ⋅ μ + +2
1 1'(0,0) ( *, *) ( *, *)[ 0, ] ( )Zc f x f x t t O t

+ μ + μ ⋅ μ + μ ⋅ μ + +2 3
2 2 2

1' ''( *, *) ( *, *)[ 0, ] ( *, *)[ 0, ] ( )
2! Z

c f x f x t t f x t t O t
t

+
−+ μ + μ ⋅ μ + + μ ⋅ μ +  ( ) 1

1
1( *, *) '( *, *)[ 0, ] ( *, *)[ 0, ] ( ) .

!
p p p

p p p Zp
c f x f x t t f x t t O t

pt

+
−Φ ≤ + + +2 3 1 2

1(0,0) =p
p

c cct t t pct
t t

Φ 2(0,0) = ( ) = ( ).O t o t

μ μ ∈ 21 1 2 2 ( )( , ),( , ) (0,0)O tx x V

Φ μ Φ μ ≤ θ μ − μH 1 1 2 2 1 1 2 2dist ( ( , ), ( , )) ( , ) ( , ) ,x x x x

θ0 < < 1

Ψ Φ μ Ψ μ − μ + + μ1 1 1 1 1 1( ) ( , ) = ( )( , ) (( *, *) ( , ))p pth x th x F x th x

Ψ Φ μ Ψ μ − μ + + μ2 2 2 2 2 2( ) ( , ) = ( )( , ) (( *, *) ( , )).p pth x th x F x th x

ξ ∈ Φ μ1 1 1 1( , ) ( , )z x ξ ∈ Φ μ2 2 2 2( , ) ( , )z x

Φ μ Φ μ ξ − ξ : ξ ∈ Φ μH 1 1 2 2 1 1 2 2dist ( ( , ), ( , )) = inf{ ( , ) ( , ) ( , ) ( , ), = 1,2} =i i i ix x z z z x i

ξ − ξ : Ψ ξ − ξ Ψ μ − μ −1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2= inf{ ( , ) ( , ) ( )(( , ) ( , )) = ( )(( , ) ( , ))p pz z th z z th x x

− μ + + μ − μ + + μ ξ : Ψ ξ1 1 2 2[ (( *, *) ( , )) (( *, *) ( , ))]} = inf{ ( , ) ( )( , ) =pF x th x F x th x z th z

[ ]Ψ μ − μ − μ + + μ − μ + + μ1 1 2 2 1 1 2 2= ( )(( , ) ( , )) (( *, *) ( , )) (( *, *) ( , )) } =p th x x F x th x F x th x

 ξ : Ψ ξ = Ψ μ − μ −


1 1 2 2= inf ( , ) ( )( , ) ( )(( , ) ( , ))p pz th z th x x
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По лемме 1, получаем следующую оценку:

где

К компоненте  применим теорему о среднем значении, а затем формулу Тейлора к выраже-
нию . Получаем

где . Положим , где ,  достаточно мало и тогда

 − μ + + μ − μ + + μ  
 

 1 1 2 2
=1

( (( *, *) ( , )) (( *, *) ( , ))) =
p

i i
i

f x th x f x th x

− −  Ψ μ μ − μ + μ μ − μ − 
 

1 ( ) 1
1 1 1 2 2 1 1 2 2

=2

'= inf { ( )} ( *, *)(( , ) ( , )) ( *, *)[ ] (( , ) ( , ))
p

i i
p i

i

th f x x x f x th x x

  − μ + + μ − μ + + μ  
  

 1 1 2 2
=1

( (( *, *) ( , )) (( *, *) ( , ))) =
p

i i
i

f x th x f x th x

− Ψ μ μ − μ − μ + + μ − 

1
1 1 1 2 2 1 1 1'= inf { ( )} ( *, *)(( , ) ( , )) ( (( *, *) ( , ))p th f x x x f x th x
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=2
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p
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i
i

f x th x f x th x x
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p
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t
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1A
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θ∈
≤ μ + + μ + θ μ − μ − μ ×1 1 2 2 1 1 2 2 1
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К компоненте  применим теорему о среднем значении, а затем формулу Тейлора к выраже-
нию . Получаем

Поскольку  (см. (13)), получаем

следовательно,

И, наконец, принимая во внимание, что порядок выражения 

 есть , порядок выражения  есть  и свойства нормы, заключаем, что

где . Можно положить , и тогда

где , , достаточно мало.

Аналогично, оценим теперь компоненту , используя теорему о среднем значении и разло-

жении выражения  по формуле Тейлора.

Итак, отметим, что

(25)

По формуле Тейлора получаем:

Согласно (13), отображение , . Поэтому

2A
μ + + μ + θ μ − μ2 2 2 1 1 2 2'[( *, *) ( , ) (( , ) ( , ))]f x th x x x

θ∈
≤ μ + + μ + θ μ − μ − μ ×2 2 2 2 1 1 2 2 2

[0,1]
' ''|| [( *, *) ( , ) (( , ) ( , ))] ( *, *)[ ]||supcA f x th x x x f x th

t

θ∈
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[0,1]
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t

θ∈
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т.е.

Согласно свойствам нормы, получаем

Поскольку , то

где , , , достаточно мало и .

Подставляя , , получаем

(26)

и .
Покажем, что согласно принципу многозначных сжимающих отображений, будет

где , , для  достаточно малых.

Можно положить . Это неравенство эквивалентно . Отсюда и из не-

равенства , получаем

что и следовало доказать.

Таким образом, мы доказали, что отображение  является сжимающим на множестве
. Из принципа многозначных сжимающих отображений следует, что для

 существует элемент  такой, что

(27)

т.е.  и . Отсюда  – неподвижная точка отображения . Тогда

Следовательно, получаем

(28)

и .

−+ μ μ + θ μ − μ +
−

( ) 2
2 2 1 1 2 2

1 ( *, *)[ ] [( , ) (( , ) ( , ))]
( 1)!

p p
pf x th x x x

p

−+ − μ μ − μ
−

( ) 1
1 1 2 2

1( ) ( *, *)[ ] ( , ) ( , )) ,
( 1)!

p p p
Z pO t f x th x x

p

−
−
θ∈
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−

( ) 2
2 2 1 1 2 2 1 1 2 21
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p p p
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pt

−
−
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pt

x x

μ μ ∈1 1 2 2 2( )
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p p pp
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t

2 1 2= max{ , }k cd cd ∈ δ(0, )t δ > 0 θ = 2p pk t
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2
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Φ
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μ0 0( , ) = (0,0)z μ( , )x
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1

x ct

μ( , ) = ( )x o t μ ∈Φ μ ( , ) ( , )x x μ( , )x Φ
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Итак, было показано, что для параметра  имеется решение 
уравнения , т.е.

Теперь, без ограничения общности, можно предположить, что множество  совпадает с .
Тогда, для любого достаточно малого элемента  из  существует  такое, что

(29)
и, как было показано выше,

(30)
Отметим важный момент. Вернемся к . Согласно допущению, мы полагаем

 и, обозначив  через , получаем уравнение

(31)

Данное равенство выполняется, поскольку мы взяли любой  из  и доказали, что (28) вы-
полняется для любого . Следовательно, исходя из вышесказанного, для любого  из  суще-
ствует  такое, что сжимающий процесс начинается в точке , генерирует решение
(30) и в конце концов (31).

На этом закончим первую часть доказательства (мы доказали существование решения).
Пусть  – достаточно малая окрестность .
Возьмем , где  достаточно мало, и положим

где . Тогда для любого 

Мы показали, что в уравнении (19)

(32)

или

(33)

Для  имеем

(34)
Отметим, что выполняется следующее неравенство:

(35)
или

(36)
Это верно, поскольку из разложения по формуле Тейлора и соотношения (13), имеем

Следовательно, соотношение (35) выполнено.

μ + μ* t + μ μ + μ + μ μ( * ( ), * ( ))x x t t t
μ( , ) = 0F x

+ μ μ + μ + μ μ( * ( ), * ( )) = 0.F x x t t t

M R
2

μ R
2 μ μ( )

μ μ − μ μ( ) = ( )o

+ μ μ μ + μ μ + μ μ μ( * ( ( )), * ( ) ( ( ))) = 0.F x x

μ
μ μ + μ μ + μ μ μ= * ( ) ( ( )) + μ μ* ( ( ))x x μ( )x

μ μ( ( ), ) = 0.F x

μ R
2

μ μ R
2
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Отсюда имеем

или

(37)

так как .

Затем, из (37) для любого достаточно малого  существует  такое, что

Отсюда получаем

где

(38)

Мы воспользовались тем фактом, что

(39)

поскольку

где  – достаточно мало.
Таким образом, мы доказали, что (3) выполнено. Из этого следует, что (2) верно для

 и .
Последний этап доказательства, а именно непрерывность , следует из модифицирован-

ной формы теоремы Майкла о селекторе теоремы 2. Следовательно, многозначное отображение
, определенное в (18) по формуле

дает непрерывный селектор, т.е. можно выбрать непрерывное решение  отображе-
ния . Из непрерывности функции  следует непрерывность функции .

На этом доказательство теоремы заканчивается.
Замечание 5. Если предположить, что пространства  и  конечномерны, то можно до-

казать существование непрерывной функции , рассмотрев следующий сжимающий процесс:

(40)

где  – правый обратный оператор и

(41)

Такой процесс будет сходиться к непрерывному отображению .
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Аналогично, можно доказать две следующие теоремы.

Теорема 5 (теорема о неявной функции для нетривиального ядра). Пусть ,
, где  – конечномерное пространство, ,  – банаховы пространства. Предполо-

жим, что  и ; , т.е.

(42)

Тогда существует отображение , , , , достаточно малое та-
кое, что  и

(43)

(44)

Теорема 6. Пусть , , где  – конечномерное пространство,
,  – банаховы пространства. Пусть для ,  существует ,  та-

кое, что  является p-регулярным вдоль , т.е.

(45)

Тогда существует отображение , , ,  достаточно малое та-
кое, что  и

(46)

(47)

3. ПРИЛОЖЕНИЕ
Вернемся к нашему примеру и покажем, что отображение  будет -регулярным в решении

. Не ограничивая общности, рассмотрим случай , так как случай  рассматри-
вается аналогично.

Примем во внимание уравнение

(48)
или

с граничными условиями, где ,  и  – малые параметры из , 
.

Если отображение  невырожденно в точке решения  (в дальнейшем будем
рассматривать именно такие отображения), то из теоремы о неявной функции следует, что для
достаточно малого  существует  и функция  такие, что

(49)
и

(50)
В этом случае можно преобразовать (48) к виду

(51)
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и, подставив

(52)

получим задачу (51) в форме

(53)

где ,  и

Отображение  будем называть канонической формой отображения .
Пример 1. Рассмотрим следующую краевую задачу:

(54)

где  и  – малые параметры из ,  .

Подставив

(55)

получаем следующее уравнение:

(56)

где

(57)

С учетом вышесказанного, рассмотрим следующую задачу, эквивалентную (48):

(58)

Пусть

(59)

является канонической формой уравнения (54). Тогда

(60)

(61)

Определим ядро первой производной отображения  по переменной 

(62)

Отсюда . С учетом граничных условий получаем ,  и

(63)

( )ρ ν νπ + Δ − Δ τ + Δ
π

1= 2 ,
2

t

ν ρΔ Δ( , , ) = 0,F x

→ π: [0,2 ]F X C π × πR
2 2= { [0,2 ] | (0) = 0, (2 ) = 0}X C x x
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π

1( ) = 2 .
2

x x

F F

+ + ν π ρ2( ) = '' = 0, (0) = , (2 ) = ,F x x x x x x
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2

t

ρ ν

π + + π
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2
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x x
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Оценим вторую производную отображения 

(64)

(65)

Отметим, что

(66)

(67)

Введя скалярное произведение в виде

(68)

мы опишем пространство  такое, что , .
Отсюда имеем

(69)

Легко показать, что проекция на  имеет форму

(70)

Следовательно,

(71)

т.е. .
Определим 2-фактор оператор

(72)

F
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и 2-ядро 2-фактор оператора 

(73)

С учетом уравнений

(74)

и того факта, что  (так как ), мы должны решить следующее уравне-
ние с неизвестными :

(75)

Получаем , т.е.  или , где  – любые

константы, принадлежащие . Отсюда

(76)

Теперь проверим, является ли 2-фактор оператор сюръекцией на  для элементов ,
принадлежащих 2-ядру 2-фактор оператору.

Пусть . Проверим следующее

(77)

Исходя из леммы 2, достаточно показать, что это утверждение выполнено для любого элемен-
та . Мы ищем элемент 

. После подстановки в полученную форму 2-фактор оператора, получаем

(78)

Отсюда . Следовательно,  и  для лю-

бого . Поэтому  является суръективным и это означает, что отображение  является 2-ре-
гулярным в точке  на элементе .

Пусть .

Согласно лемме 2, берем любой элемент  = 

. Мы ищем элемент . Подставив в указанную форму 2-фак-
тор оператора, получаем

(79)
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π

ν ρ ν ρ+ − + − + τ τ
π π π π π
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Следовательно,

(80)

и

(81)

для .

Тогда  является 2-регулярным в точке  на элементе  таком, что .
Поэтому, согласно нашей теореме 1, можно сформулировать следующий результат для примера 1.

Теорема 7. Отображение  является -регулярным в точке  на , где

, , и

Тогда для , – достаточно малых существует непрерывная функция  такая, что

где

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Применение теории регулярности позволило нам сформулировать и доказать некоторый
аналог теоремы Люстерника о касательном конусе, т.е. теорему 1, связанный с проблемой су-
ществования непрерывного решения сингулярного уравнения , где 

 и ,  является конечномерным пространством, а ,  – банаховы
пространства. Мы проиллюстрируем этот результат решением дифференциального уравнения
второго порядка (54) с граничными условиями.

Ниже приведем общий результат данной статьи.

Рассмотрим следующее дифференциальное уравнение:

(82)

где , , , . Аналогично (53), введем  и ка-
ноническое отображение , где , .

Теперь можно сформулировать общий результат.

Теорема 8. Пусть  и для любого , ,  су-
ществует ,  такие, что каноническое отображение  является p-ре-

гулярным в  на , где .
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Тогда существует непрерывное отображение , , ,  и
 достаточно малое такое, что

(83)
где

(84)
и

(85)
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается система нелинейных дифференциальных уравнений следующего вида:

(1.1)

Здесь , ,  – ограниченная область в  с липшицевой границей , ,
 – фиксированная функция, свойства которой будут уточнены ниже,  , – ко-

нечный момент времени,  – входное воздействие,  и  – положительные постоянные, а
 и  – неотрицательные постоянные. Символ  означает производную по внешней

нормали к .

В дальнейшем считаем начальное состояние  системы (1.1), где ,
,  – неотрицательные функции, известным.

Здесь и всюду ниже  означает замыкание множества .
Введем пространство

с нормой
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Здесь  – пространства Соболева,  – сопряженное к  пространство, производ-

ная  понимается в смысле пространства распределений,  – пространство эквива-

лентных классов абстрактных функций ,  с нормой

Можно дать другое (эквивалентное [1, с. 23]) определение пространства . Это есть про-
странство абсолютно непрерывных функций , которые почти всюду на  диф-

ференцируемые и таковы, что . Заметим, что пространство  не-
прерывно вложено в пространство  – пространство непрерывных функций, действу-
ющих из  в пространство . Поэтому существует постоянная  такая, что для всех

 выполняется неравенство

В дальнейшем считаем выполненными следующие два условия из работы [2].
Условие 1. Нелинейная функция  является непрерывной по совокупности

переменных и монотонно неубывающей по  при всех . Кроме того, функция  дважды
непрерывно дифференцируема по , причем функция  является локально липши-
цевой, т.е. для любого  можно указать  такое, что для любых , ,

, и любых , выполняется неравенство

Здесь и всюду ниже символ  означает модуль числа.
Условие 2. Справедливо неравенство  при почти всех . Кроме того,

Следуя [2], [3], пару функций , 

, назовем решением (слабым) уравнения (1.1), если выполняются равенства

и

при всех . Здесь и всюду ниже  означает двойственность между соболев-

скими пространствами  и , символ  означает градиент соответствующей функ-
ции, а символ  – меру Лебега на внешней границе . В дальнейшем для всякой функции

 под  понимаем след функции  на границе области .
Прямым следствием теоремы 2.2. из [2] является теорема 1.
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МАКСИМОВ

Теорема 1. Пусть  и  – неотрицательные функции. Тогда, каково бы ни было входное
воздействие , если функция  удовлетворяет условиям  и , то существует единствен-

ное решение системы  .
Обсуждаемая в настоящей работе задача формулируется следующим образом. Имеется систе-

ма (1.1) с некоторым входным воздействием . Заранее как это воздействие, так и отвечающее
ему решение  системы не заданы. В каждый момент времени  измеряется решение
системы (1.1), т.е. измеряются величины  и . Эти измерения неточны: вместо функций 

и  вычисляются функции ,  и  со
свойствами

(1.2)

(1.3)

Здесь число  характеризует “ошибку” измерений. Задача заключается в том, чтобы по-
строить алгоритм приближенного восстановления неизвестного входного воздействия .

Сформулированная задача относится к классу обратных задач (см. [4–8]). Описываемая ниже
методика ее решения развивает подход к решению проблемы динамического восстановления
входа, получивший развитие в ряде работ (по поводу этих работ см. монографии [9–12] и обзор-
ную статью [13]). Этот подход основывается на комбинации известного в теории гарантирован-
ного управления принципе позиционного управления с моделью (см. [14]), а также одном из ос-
новополагающих методов теории некорректных задач – методе сглаживающего функционала
(см. [4], [5]). Заметим, что в [9], [10] задачи динамической реконструкции входов изучались для
систем, описываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями. Вопросы рекон-
струкции граничных входных воздействий для параболических и гиперболических уравнений
обсуждались в [15–19]. В настоящей работе, продолжающей цикл цитированных выше работ, мы
указываем алгоритм решения задачи реконструкции граничного входного воздействия для си-
стемы распределенных уравнений реакции–диффузии.

В соответствии с подходом из цитированных выше работ задача восстановления неизвестного
входного воздействия по результатам измерения величин  заменяется некоторой дру-
гой задачей, а именно, задачей позиционного управления вспомогательной системой  (моде-
лью). Таким образом, задача восстановления  сводится к следующим двум задачам:

1) задаче выбора вспомогательной системы  (функционирующей “синхронно” с реальной
системой);

2) задаче управления этой системой по принципу обратной связи.

2. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ

В гл. I из [11] было отмечено, что для достаточно широкого класса параболических систем в
качестве моделей удобно брать “копии” реальных систем. Там же приведены примеры таких си-
стем. Оказывается, что и для рассматриваемой в настоящей работе системы в качестве модели 
можно брать ее “копию”. Эта “копия” имеет следующий вид:

(2.1)
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( , ) ( , ) = 0, ( , ) ,

h h h

h h

D z s t b s t z s t u s t t s

D w s t k w s t t s

η η η ∈ Ω
η η η ∈ Ω

0

0

( ,0) = ( ), ,

( ,0) = ( ), .

h

h

z x

w y
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Таким образом, модель состоит из двух независимых подсистем. Первая подсистема пред-
ставляет собой нелинейное параболическое уравнение c управлением :

(2.2)

Вторая подсистема также описывается параболическим уравнением. Но уже линейным, к тому
же не содержащим управления

(2.3)

Заметим, что вторая подсистема на выбор управления  не влияет. Поэтому при решении за-
дачи ее можно опустить, взяв в качестве модели вместо системы (2.1) подсистему (2.2). Подси-
стема (2.3) потребуется при доказательстве приведенной ниже теоремы 1. Существование и
единственность решений  и  приведенных выше подси-
стем следует, например, из [3, теорема 5.5, с. 268].

Управление  в модели (2.1) (подсистеме (2.2)) зададим по формуле

(2.4)

где  – вспомогательный параметр.
Справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть  – некоторая постоянная. Пусть управление  находится по фор-
муле . Тогда справедливы неравенства

(2.5)

(2.6)

Здесь

, ,  и  – решения систем  и  соответ-

ственно,  и  – положительные постоянные, не зависящие от      .

Доказательство. Учитывая правило определения функций  и , заключаем, что спра-
ведливы равенства

(2.7)

и

⋅( )hu

ν

η − Δ η + η −γ ξ η ψ η η ∈
∂ + ∈ Σ

η η η ∈ Ω

1 1 1

1

0

( , ) ( , ) ( , ) = ( , ) ( , ), ( , ) ,

( , ) ( , , ( , )) = ( , ), ( , ) ,

( ,0) = ( ), .

h h h h h
t

h h h

h

z t D z t k z t t t t Q

D z s t b s t z s t u s t t s

z x

ν

η − Δ η + η −γ ξ η ψ η η ∈
∂ + ∈ Σ

η η η ∈ Ω

2 2 2

2 3

0

( , ) ( , ) ( , ) = ( , ) ( , ), ( , ) ,

( , ) ( , ) = 0, ( , ) ,

( ,0) = ( ), .

h h h h h
t

h h

h

w t D w t k w t t t t Q

D w s t k w s t t s

w y

⋅( )hu

⋅ ∈ ∩ ( ) ( ) ( )hz W T C Q ⋅ ∈ ∩ ( ) ( ) ( )hw W T C Q

⋅( )hu

α −α ξ − ∈ Σ, 1
1( , ) = ( , ) = 1/2 ( ( , ) ( , )) при п.в. ( , ) ,h h h hu s t u s t s t z s t s t

α ∈ (0,1)

∈ (0,1)q ⋅( )hu
(7)

ε ≤ ν ∈1( ) ( ; ), ,t h q t T

∂Ω ∂Ω⋅ ≤ ⋅ + ν
2 2 2 2

2 2
( ; ( )) ( ; ( )) 2| ( )| | ( )| ( ; ).h

L T L L T Lu u h q

− − − − − − −ν + α + α + α ν + α + α + α(1) 2 1 2 2 (2) 1 2 2 2 3
1 2( ; ) = ( ), ( ; ) = ( ),q q qh q d h h h h q d h h h h

Ω Ω
Ω ∂Ω

ε μ + ν + ∇μ η τ + ∇ν η τ η τ + ν τ τ   2 2

2 2 2 2 2
( ) ( ) 1 2 3

0 0

( ) = 1/2| ( )| 1/2| ( )| { | ( , )| | ( , )| } ( ( , )) ,
t t

h h h h h
L Lt t t D D d d k s dsd

μ −( ) = ( ) ( )h ht z t x t ν −( ) = ( ) ( )h ht w t y t ⋅ ⋅{ ( ), ( )}x y ⋅ ⋅{ ( ), ( )}h hz w (1) (4)
(1)d (2)d ⋅( ),u ⋅( ),hu ⋅( ),x ⋅( ),y ⋅( ),hz ⋅( )hw

μ ⋅( )h ν ⋅( )h

μ ⋅ ν ⋅(,0) = 0, (,0) = 0,h h

ϑ ϑ ϑ

Ω
∂Ω Ω

μ ϕ  + − ϕ + ∇μ η ∇ϕ η +   1 1( )
0 0 0

( ), ( ) { ( , , ( , )) ( , , ( , ))} ( , ) ( ( , ) ( , )h h h
t Ht t dt b s t z s t b s t x s t s t dsdt D t t

ϑ

∂Ω

+ μ η ϕ η + γ ξ η ψ η − η η ϕ η η = − ϕ 1 1
0

( , ) ( , ) { ( , ) ( , ) ( , ) ( , )} ( , )) { ( , ) ( , )} ( , )h h h hk t t t t x t y t t d dt u s t u s t s t dsdt
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(2.8)

Равенства (2.7) и (2.8) справедливы при любых . Положив в (2.7)

а в (2.8)

и сложив полученные выражения, будем иметь

(2.9)

где

Учитывая монотонность функции  (см. условие 1), заключаем, что справедливо неравенство

(2.10)

В свою очередь, в силу неравенств (1.2) можно указать такие числа  и , не зависящие
от , что при п.в.  справедливы оценки

(2.11)

Из (2.11) получаем в силу неравенства Гёльдера

(2.12)

Кроме того, в виду (1.3) имеем

(2.13)

где

ϑ ϑ ϑ

Ω
∂Ω Ω

ν ϕ  + ν ϕ + ∇ν η ∇ϕ η +

+ ν η ϕ η + γ ξ η ψ η − η η ϕ η η

   1 3 2( )
0 0 0

2 2

( ), ( ) ( , ) ( , ) ( ( , ) ( , )

( , ) ( , ) { ( , ) ( , ) ( , ) ( , )} ( , )) = 0.

h h h
t H

h h h

t t dt k s t s t dsdt D t t

k t t t t x t y t t d dt

φ ⋅ ∈ Ω1
2( ) ( ; ( ))L T H

μ η η ∈ Ω ∈φ η =  η ∈ Ω ∈ ϑ

( , ), , [0, ],( , )
0, , ( , ],

h t t r
t

t r

ν η η ∈ Ω ∈φ η =  η ∈ Ω ∈ ϑ

( , ), , [0, ],( , )
0, , ( , ],

h t t r
t

t r

 
ε + + ≤ ∀ ∈ 

 
  R

5

1 2
=30 0

( ( )/ ) ,
r r

h
t t jt

j

d t dt I I dt I dt r

∂

− −1 = ( ( , , ( , )) ( , , ( , ))( ( , ) ( , )) ,h h h
t

Q

I b s t z t s b s t x t s z s t x s t ds

μ + ν
2 2

2 2
2 1 ( ) 2 ( )= | ( )| | ( )| ,h h h

t L Q L QI k t k t

∂Ω

− −3 = { ( , ) ( , )}( ( , ) ( , )) ,h h h
tI u s t u s t z s t x s t ds

Ω

γ ξ η ψ η − η η μ η η4 1= | ( , ) ( , ) ( , ) ( , )| | ( , )| ,h h h h
tI t t x t y t t d

Ω

γ ξ η ψ η − η η ν η η5 2= | ( , ) ( , ) ( , ) ( , )| | ( , ))| .h h h h
tI t t x t y t t d

⋅( )b

≥ ∈1 0 при п.в. .h
tI t T

1 > 0C 2 > 0C
∈ (0,1)h ∈t T

Ω Ω

≤ μ η η ≤ ν η η 4 1 5 2| ( , )| , | ( , )| .h h h h
t tI C h t d I C h t d

Ω Ω Ω Ω≤ μ ≤ + μ ≤ ν ≤ + ν
2 2 2 2

2 2
4 3 ( ) 4 5 ( ) 5 6 ( ) 7 8 ( )| ( )| | ( )| , | ( )| | ( )| .h h h h h h

t L L t L LI C h t C h C h t I C h t C h C h t

∂Ω

∂Ω ∂Ω ∂Ω

∂Ω ∂Ω

≤ π ξ + ξ − + ≤ π ξ +

     
+ ξ − + ≤     
     

≤ π ξ + +



  
2 2

3 1

1/2 1/2
2 2 2 1/2

1

( ) ( )

( , , , ) | ( , ) ( , )|{| ( , ) | | ( , )|} ( , , , )

| ( , ) ( , )| | ( , )| | ( , )| )

( , , , ) {| ( )| | ( )| }

h h h h h
t t t

h h

h h
t L L

I z u u s t x s t u s t u s t ds z u u

s t x s t ds u s t ds u s t ds

z u u h u t u t ,

( )
∂Ω

π ξ − ξ − 1( , , , ) = ( , ) ( , ))( ( , ) ( , ) .h h h h
t z u u z s t s t u s t u s t ds
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В силу (2.4) справедливо неравенство

(2.14)

Из (2.9), учитывая (2.10), (2.12)–(2.14), получаем

(2.15)

Обозначим

Тогда из (2.15) получим

(2.16)

при п.в. . Далее, имеем

Поэтому, каково бы ни было , ввиду (1.3), при п.в.  имеет место неравенство

(2.17)

Из (2.16), учитывая (2.17), получаем

(2.18)

Воспользовавшись неравенством Гронуолла, отсюда получаем

(2.19)

Из (2.19) следует неравенство (2.5). Установим справедливость неравенства (2.6). Если 
, то из (2.18), учитывая (2.19), получаем

Следовательно,

(2.20)

Отсюда следует утверждение теоремы. Теорема 2 доказана.
Из предыдущей теоремы вытекает

Следствие. Если , , , то справедливы неравенства

Теорема 3. Пусть   при , где . Тогда имеет место
сходимость

∂Ω ∂Ωπ ξ + α − ≤ ∈
2 2

2 2
( ) ( )( , , , ) {| ( )| | ( )| } 0 при п.в. .h h

t L Lz u u u t u t t T

( )∂Ω ∂Ω Ω

Ω ∂Ω ∂Ω

ε + α − ≤ + μ +

+ ν + + ∀ ∈

 2 2 2

2 2 2

2 2 2
( ) ( ) 9 5 ( )

0 0
2

8 ( ) ( ) ( )

( )/ {| ( )| | ( )| } ( | ( )|

| ( )| {| ( )| | ( )| }) .

s s
h h

L L L

h h
L L L

d t dt u t u t dt C h h C t

C t u t u t dt s T

α ∂Ωγ ε + α τ τ 2

2
( )

0

( ) = ( ) | ( )| .
t

h
Lt t u d

α Ω Ω ∂Ω ∂Ω ∂Ωγ ≤ + μ + ν + + + α
2 2 2 2 2

2 2 2
10 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )/ {1 | ( )| | ( )| | ( )| | ( )| } | ( )|h h h

L L L L Ld t dt C h t t u t u t u t

∈t T

−
∂Ω ∂Ω≤ α ξ −

2 2

1
( ( )| ( )| | ( ) ( )| .h h h

L Lu t t z t

∈ (0,2)q ∈t T

− − − −
∂Ω ∂Ω ∂Ω≤ α + α μ ≤ α + α + μ

2 2 2

2 1 1 2 1 2 22
( ) ( ) ( )| ( )| | ( )| | ( )| .h h q q h

L L Lh u t h h t h h h t

− − −α
α ∂Ω ∂Ω

γ ≤ γ + + α + α + + α

∈
2 2

2 1 2 2 2
11 12 ( ( )

( ) max{ , } ( ) ( | ( )| | ( )| )

при п.в. .

q q
L L

d t C h h t C h h h h u t u t
dt

t T

− − −
αγ ≤ + α + α + α ∈2 1 2 2

13( ) { }, .qt C h h h t T

∈ (0,1),q
∈ (0,1)h

− − −
∂Ω ∂Ωα τ τ ≤ α τ τ + + α + α + α 2 2

2 2 2 1 2 2
( ) ( ) 15

0 0

| ( )| | ( )| ( ).
t t

h q q
L Lu d u d C h h h h

− − − −
∂Ω ∂Ω⋅ ≤ ⋅ + + α + α + α

2 2 2 2

2 2 1 2 2 2 3
( ; ( )) ( ; ( )) 16| ( )| | ( )| ( ).h q q

L T L L T Lu u C h h h h

ρα = h − ρ= 1q ρ ∈= const (0,1/2)
ρε ≤ (3)( ) ,t d h

− ρ
∂Ω ∂Ω⋅ ≤ ⋅ +

2 2 2 2

2 2 (4) 1 2
( ; )) ( ; ( ))| ( )| | ( )| .h

L T L L T Lu u d h

α →( ) 0,h − −α →2 3( ) 0qh h → 0h ∈= const (0,1)q

⋅ → ⋅ ∂Ω →2 2 2( ) ( ) = ( ; ( )) 0.hu u в L L T L при h
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Доказательство. Покажем, что, каковы бы ни были последовательности чисел  при

, а также последовательности функций   со
свойствами (1.2), (1.3) (в (1.2) и (1.3) мы полагаем ), имеет место сходимость

Здесь и ниже управления  определяются согласно (2.4), где полагается . Предполагая

противное, заключаем, что найдется подпоследовательность последовательности  (для про-

стоты обозначаем ее тем же символом, т.е. ) такая, что

(2.21)

(2.22)

Пусть , , где  – решение системы (2.1) при

, а  – решение системы

(2.23)

В (2.23)  означает решение системы (1.1). Аналогично (2.9), устанавливаем неравенство

(2.24)

где

Учитывая монотонность функции  (см. условие 1), заключаем, что верно неравенство

(2.25)

→ +0jh

→ ∞j ∞ ∞ξ ⋅ ψ ⋅ ∈ Ω( ), ( ) ( ; ( )),j
h hj L T L ∞ ∞ξ ⋅ ∈ ∂Ω1 ( ) ( ; ( ))jh L T L

= jh h

⋅ → ⋅ → ∞2( ) ( ) в при .jhu u L j

⋅( )jhu = jh h

⋅( )jhu

⋅( )jhu

⋅ → ⋅ → ∞0 2( ) ( ) слабо в при ,jhu u L j

⋅ ≠ ⋅0( ) ( ).u u

− 0( ) = ( ) ( )j jh hq t z t z t − 0( ) = ( ) ( )j jh hp t w t w t ⋅ ⋅{ ( ), ( )}j jh hz w

= jh h ⋅ ⋅0 0{ ( ), ( )}z w

η − Δ η + η −γ η η η ∈
η − Δ η + η −γ η η η ∈

0 0 0
1 1 1

0 0 0
2 2 2

( , ) ( , ) ( , ) = ( , ) ( , ), ( , ) ,

( , ) ( , ) ( , ) = ( , ) ( , ), ( , ) ,
t

t

z t D z t k z t x t y t t Q

w t D w t k w t x t y t t Q

ν

ν

∂ + ∈ Σ
∂ + ∈ Σ

0 0
1 0

0 0
2 3

( , ) ( , , ( , )) = ( , ), ( , ) ,

( , ) ( , ) = 0, ( , ) ,

D z s t b s t z s t u s t t s

D w s t k w s t t s

η η η ∈ Ω
η η η ∈ Ω

0
0

0
0

( ,0) = ( ), ,

( ,0) = ( ), .

z x

w y

⋅ ⋅{ ( ), ( )}x y

( )  
ε + + ≤ ∈ 

 
   
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1 2
=30 0
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s s
h h h h

t t jt
j
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Ω Ω

Ω ∂Ω
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+ ∇ η τ + ∇ η τ η τ + τ τ ∈  


2 2

2 2
( ) ( )

2 2 2
1 2 3

0 0

( ) = 1/2| ( )| 1/2| ( )|

{ | ( , )| | ( , )| } ( ( , )) , ,

j j j

j j j

h h h
L L
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t q t p t

D q D p d d k p s dsd t T

∂Ω

− − 0 0
1 = ( ( , , ( , )) ( , , ( , ))( ( , ) ( , )) ,j j jh h h
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Ω Ω+
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t L LI k q t k p t

∂Ω

− − 0
3 0= { ( , ) ( , )}( ( , ) ( , )) ,j j jh h h

tI u s t u s t z s t z s t ds

Ω

γ ξ η ψ η − η η η η
4 1= | ( , ) ( , ) ( , ) ( , )| | ( , )| ,j j j jh h h h

tI t t x t y t q t d

Ω

γ ξ η ψ η − η η η η
5 2= | ( , ) ( , ) ( , ) ( , )| | ( , ))| .j j j jh h h h
tI t t x t y t p t d

⋅( )b

≥ ∈
1 0 при п.в. .jh
tI t T
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В свою очередь, в силу неравенств (1.2) можно указать такие числа  и , не зависящие
от , что при п.в.  справедливы оценки

(2.26)

Из (2.26) получаем, воспользовавшись неравенством Гёльдера,

(2.27)

Рассмотрим . Имеем

Тогда

(2.28)

Этот факт вытекает из теоремы 2 и слабой сходимости последовательности функций  к 
(см. (2.21)). В таком случае из (2.24)–(2.28) получаем

(2.29)

Учитывая (2.29), а также теорему 2, устанавливаем справедливость равенств

Значит,

Поэтому

Последнее противоречит (2.21), (2.22). Следовательно,

(2.30)
Ввиду известного свойства слабого предела, из (2.30) вытекает неравенство

(2.31)

Кроме того, в силу (2.6) имеет место оценка

В таком случае

(2.32)

Значит (см. (2.31), (2.32)),

Отсюда следует сходимость

(2.33)
Учитывая (2.30) и (2.33), в силу теоремы Ефимова–Стечкина заключаем

Теорема 3 доказана.

1* > 0C 2* > 0C
∈ (0,1)h ∈t T

Ω Ω

≤ η η ≤ η η  
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∈ ∈
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t T t T
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3. ОЦЕНКА СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ АЛГОРИТМА
При некоторых дополнительных условиях можно указать оценку скорости сходимости алго-

ритма (см. ниже теорему 4).
В дальнейшем нам потребуется следующая лемма.
Лемма 1 (см. [11], с. 47). Пусть  и , , ,

Тогда для всех  справедливо неравенство

Здесь  банахово пространство с нормой ,  – двойственость между  и . Символ
 означает вариацию функции  на отрезке , а символ  – множество функ-

ций  ограниченной вариации.

Теорема 4 Пусть функция ) липшицева и выполнены условия теоремы . Пусть также
 при п.в. , где . Тогда имеет место следующая оценка ско-

рости сходимости алгоритма:

где  – некоторая постоянная, не зависящая от .

Доказательство. Введем оператор  по формуле

Пусть

где . Вычтем (2.2) из соответствующих соотношений в (1.1) и умножим полученную
разность на . После интегрирования получим

(3.1)

Здесь
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Далее, имеем

(3.2)

Учитывая липшицевость функции , получаем

(3.3)

Кроме того,

(3.4)

В свою очередь, в силу (1.2)

(3.5)

Далее, имеем

(3.6)

Объединив (3.2)–(3.6), получим из (3.1)

(3.7)

Из (3.7) в силу теоремы 2 (см. неравенство (2.5)) вытекает оценка

Отсюда, учитывая правило определения оператора , а также лемму 2, получаем

(3.8)

Далее, воспользовавшись (2.6), (3.8), устанавливаем неравенство

Теорема 4 доказана.
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Для задачи оптимального управления с ограничениями на фазовые координаты рассматри-
вается итерационный метод поиска численного решения, основанный на редукции к конеч-
номерной задаче и применении к последней алгоритма последовательной линеаризации с
использованием модифицированной функции Лагранжа. Для решения линейных вспомога-
тельных задач на итерациях метода используется метод приведенного градиента. Эффектив-
ность учета фазовых ограничений при расчете оптимального управления иллюстрируется
численным решением задач из области аэродинамики и робототехники. Библ. 12. Фиг. 2.
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ВВЕДЕНИЕ
Для прикладных задач оптимального управления характерны нелинейность управляемой си-

стемы, высокая размерность фазового пространства и наличие ограничений как на управление,
так и на фазовые координаты (см. [1–10]). Дискретный аналог непрерывной задачи управления
предполагает табличное представление управляющих функций на заданной сетке временнóго
интервала. На итерациях численного метода оптимизации обычно осуществляется выбор таких
числовых значений управляющих функций в узлах этой сетки, при которых с некоторой задан-
ной точностью будут выполнены все ограничения задачи и улучшено значение целевого функ-
ционала. Таким образом, редукция к конечномерной задаче открывает возможность использо-
вания богатого арсенала методов нелинейного программирования для приближенного решения
сложных задач оптимального управления (см. [2–4]).

Основой алгоритмического обеспечения задач оптимального управления с фазовыми ограни-
чениями являются специальные методы решения больших задач линейного программирования.
Для решения задач линейного программирования, полученных дискретизацией линейных задач
оптимального управления с фазовыми ограничениями, в [4] рассматриваются различные по тру-
доемкости и по требованиям к объему памяти алгоритмы, учитывающие специфические свой-
ства этих задач. Например, задачам, в которых доминирующую роль играют фазовые ограниче-
ния, соответствуют задачи линейного программирования с большим числом основных ограни-
чений, а задачам с ограничениями только на правом конце траектории – задачи с большим
числом переменных. Решение этих задач алгоритмами со специальным правилом выбора опор-
ных строк и столбцов позволяет избежать появления плохо обусловленных матриц. Кроме того,
применение специальной мультипликативной формы с плотной записью мультипликаторов для
обратной опорной матрицы блочной структуры позволяет решать задачи больших размеров.

Рассматриваемый в настоящей статье численный метод также основан на редукции к конеч-
номерной задаче оптимизации и конструктивно учитывает фазовые ограничения путем приме-
нения эффективных алгоритмов линейного и нелинейного программирования (см. [3], [4]) для
решения вспомогательных задач большой размерности. На внешних итерациях этого метода ре-
шаются задачи минимизации специально сконструированного нелинейного функционала – мо-
дифицированного лагранжиана (см. [2]) при линеаризованных на полученном приближении фа-
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зовых ограничениях. Приближенное решение этих задач находится итерационным методом
приведенного градиента с использованием сопряженной системы для расчета градиентов. Высо-
кая трудоемкость внешней итерации этого алгоритма окупается тем, что наряду с улучшением
управления здесь одновременно уточняются и значения двойственных переменных, через кото-
рые формируются необходимые условия оптимальности и вычисляется оптимальное управле-
ние в задаче с фазовыми ограничениями. Вместе с тем следует отметить, что современные ин-
формационные технологии и многопроцессорная вычислительная техника допускают достаточ-
но эффективную реализацию сложных алгоритмов, например, путем применения параллельных
вычислений (см. [7]). Программное обеспечение, разработанное на основе данного подхода и
реализующее многометодную технологию расчета оптимального управления (см. [5], [6]),
успешно применяется для решения сложных прикладных задач оптимального управления из
различных областей науки и техники (см. [5–12]).

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть задан управляемый процесс с управляющими функциями  и управляющи-
ми параметрами , в правых частях, а также с параметрами  в начальных усло-
виях

(1)

с терминальными условиями

(2)

и фазовыми ограничениями

(3)

Управление и параметры стеснены следующими ограничениями:

(4)

(5)

(6)

Отметим, что размерности  независимы между собой,  – отрезок времени, на
котором управляющие функции могут изменять свои значения, а управляющие параметры оста-
ются постоянными. Индексом “н” обозначены нижние границы изменения управляющих
функций и параметров, а индексом “в” – верхние границы.

Требуется среди управляющих функций и параметров, удовлетворяющих ограничениям (4)–
(6), найти такие, которые обеспечивают выполнение условий (3) для управляемого процесса (1)
и приводят его в точку фазового пространства, где с заданной точностью будут выполнены усло-
вия (2), а функционал

(7)

достигнет наименьшего значения.

1.1. Редукция к конечномерной задаче

Для построения конечномерной задачи на заданном интервале  вводится сетка дискретиза-
ции с узлами , , …,  такими, что

(8)

Эта сетка может быть и неравномерной.

( ) =, 1, ,iu t i r
=, 1,iw i p = γv , 1, ,i i

( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) γ

= ∈ ∈ ∈ =
= Θ ∈ ∈v v

 0 1

0

, , , , , , , ,

, , ,

n r

p

x f x u w t x t E u t E t T t t

x t w R R

( ) ( )( )= = =v 1, , 0, 1, ,i iI u w h x t i m

( ) ( )( )= = ∈ =v, , , 0, , 1, .i iJ u w g x t t t T i s

( ) = ∈ =, 0, , 1, ,ic u t t T i l

( ) ( ) ( )≤ ≤ ∈н в , ,u t u t u t t T

≤ ≤ ≤ ≤v v v
н в н в, .w w w

γ, , , , ,n m r s l T

( ) ( )( )= ϕv0 0 1, ,I u w x t

T

0t
1t Nt

= < < < =0 1
0 1.

Nt t t t t



952

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 6  2023

ТЯТЮШКИН

Управляющие функции , , ищутся только в узлах (8), а для получения промежуточ-

ных значений , , используется либо кусочно-постоянная аппроксимация

либо кусочно-линейная

(9)

Тогда конечномерная задача, полученная дискретизацией на сетке (8) задачи (1)–(7), будет
иметь следующий вид:

(10)

Заметим, что в задаче (10) управляемый процесс (1) остается непрерывным, а в процессе счета
он с требуемой точностью моделируется численным методом интегрирования.

1.2. Градиенты функционалов

Градиенты функционалов  с помощью функций

и сопряженной системы

(11)

традиционно определяются по формулам

(12)

Фазовые ограничения (3) будем учитывать только в узлах сетки (8). Для каждого узла , ,
и каждого ограничения  , введем в рассмотрение вектор-функцию  –
решение сопряженной системы

(13)

Введем также соответствующие этим решениям функции 

. Тогда градиенты функций  , для каждого узла  можно
вычислить по формуле

(14)

( )iu t = 1,i r

( )iu t = 1,i r

( ) ( ) + = = ∈  
1, , ,i i j i j j

ju t u t u t t t

( ) ( ) ( )
( )

+
+ +

+

− + −
 = ∈  −

1
1 1

1 , , .
j j

j ji j j
j j

t t u t t u
u t t t t

t t

( ) [ ] ( ) ( )= ∈ = = Θ v 0 1 0, , , , , , ,x f x u w t t T t t x t

( )( ) = =0, 1, ,N
ih x t i m

( )( ) = = =, 0, 1, , 0, ,j j
ig x t t i s j N

( )
( ) ( ) ( )

= = =

≤ ≤ ∈н в
( ), 0, 1, , 0, ,

, ,

j j
i

j j j j

c u t t i l j N

u t u t u t t T

( ) ( )= = =н н в в, , 0, ,j j
j ju u t u u t j N

≤ ≤ ≤ ≤v v v
н в н в, ,w w w

( )( )ϕ → min .Nx t

( )v, ,jI u w

( ) ( ) ( )ψ = ψ', , , , , , ,j
j jH x u w t t f x u w t

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

ψ = − ψ
ψ = − = ψ = −ϕ =



1 1 1 1при п

, , w, ' ,

1, , и 0р ,
j x j

j j
j x j x

f x u t t

t h x t j m t x t j

( ) ( )∇ = − ψ =v v, , , , , , , , 0, .j
u j u jI u w H x u w t j m

jt = 1,j N

( )( ) =, 0,j j
ig x t t = 1,i s ( )ψi

j t

( ) ( ) ( ) ( )( )∂∂  ψ = − ψ ∈ ψ = − ∂ ∂
v  

0
, , , ,

, , , .
i j

j j j j j
i i i

g x tf x u w t
t t t t t

x x

( )ψ =, , , , ,i j
iH x u w tv

( ) ( )= ψ ' , , , ,j
i t f x u w tv =( ( ), ) 0,j j

ig x t t = 1,i s jt

( ) ( )∇ = − ψ ≤ ≤v v 0, , , , , , , , .j i j j
u i u iJ u w H x u w t t t t



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 6  2023

ОПТИМИЗАЦИЯ УПРАВЛЕНИЯ И ПАРАМЕТРОВ В СИСТЕМАХ 953

1.3. Линеаризация ограничений

Пусть теперь на  итерации внешнего метода на сетке (8) найдено  и ему соответству-

ющее , . Тогда для расчета градиентов по управлению , , на
этом приближении сопряженная система (11)  раз интегрируется от  до  с разными началь-
ными условиями.

Далее по формуле (14) вычисляются градиенты по управлению , ,

. Для этого нужно  раз решить задачу Коши (13) для каждого узла  сетки (8), т.е. про-
интегрировать систему  раз в среднем на половине отрезка .

Так как правые части и начальные условия системы (1) зависят еще и от параметров, то необ-
ходимо иметь также градиенты функционалов , , и , , , по этим парамет-
рам (см. [1]):

(15)

(16)

(17)

Используя полученные формулы (12)–(17) для расчета градиентов, линеаризуем ограничения
(2) на  приближении:

(18)

Здесь , следовательно, имеем  линейных ограничений (18).
Далее линеаризуем ограничения (3) на  приближении. В силу громоздкости используем

запись линеаризованных функционалов , , , без аргументов в скобках для гради-
ентов:

(19)

Ограничения (19) представляют собой явную форму (через искомые переменные , , ) линеа-
ризованных ограничений (3), причем вместо равенств, заданных для каждого момента ,
имеем  равенств, определенных в узлах сетки (8), и, следовательно, всего будем иметь  ра-
венств.

Далее линеаризуем также условия (4):

(20)

где , следовательно, в (20) имеем систему из l равенств.
Прямые ограничения на управление и параметры оставим без изменений:

(21)

(22)

Из полученной системы линейных уравнений (18)–(20) составляется матрица условий  со
специальной блочной структурой для задачи линейного программирования. Прямыми ограни-
чениями на переменные в задаче линейного программирования будут ограничения (20), (21).
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2. МЕТОД ПРИВЕДЕННОГО ГРАДИЕНТА
Вместо линейной задачи, решаемой на итерациях известного метода линеаризации, в рас-

сматриваемом здесь методе спроектированного лагранжиана на каждой его итерации решается
задача минимизации нелинейной модифицированной функции Лагранжа при линеаризован-
ных ограничениях исходной задачи. Эта задача решается методом приведенного градиента, ко-
торый в отличие от симплекс-метода минимизирует нелинейную целевую функцию, и поэтому
на его итерациях, кроме базисных и небазисных переменных, используются еще супербазисные
переменные. Так как минимум нелинейной функции на итерациях может достигаться внутри
допустимого многогранника решений, то некоторые небазисные переменные не будут прини-
мать граничные значения, поэтому необходимо использовать еще и супербазисные переменные.

2.1. Модифицированная функция Лагранжа
Вводя векторные обозначения для равенств (2)–(4), построим модифицированную функцию

Лагранжа для задачи (1)–(7):

(23)

где   

 , , ,  – множители Лагранжа.

Конечномерный аналог функционала (23), в котором переменные  определены через си-

стему (1) по управлению , , имеет следующий вид:

(24)

где

2.2. Матрица линеаризованных ограничений. 
Построение вспомогательной задачи

Обозначив через  матрицу коэффициентов линейных
равенств (11)–(15), через  – вектор их свободных членов размерности  и через

-вектор искомых переменных  размерности  соответственно,
поставленную задачу запишем так:

(25)

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

ρ     = ϕ − λ − + − − −     

ρ     − μ − + − − −     

ρ     − γ − + − −     

 

 

1 1

0 0

1 1

0 0

1 1 1 1' '
2

' , , ' ,
2

, , ' , ,
2

k L L L

t t
k L L L

t t
t t

k L L L

t t

L x t h x t h h x t h h x t h

t g x t t g dt g x t t g g x t t g dt

t c u t c dt c u t c c u t c dt

( )( ) ( )( ) ( )= + δ1 1 1 ,L k k
xh h x t h x t x t ( )( ) ( )( ) ( )= + δ, , ,L k k

xg g x t t g x t t x t ( )( )= +,L kc c u t t

( )( ) ( )+ δ, ,k
uc u t t u t δ = − ku u u δ = − kx x x ≤ ρ ≤0 1 λ μ γ, ( ), ( )k k kt t

( )kx t

( )ku t ∈jt T

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
= =

= =

ρ′      = ϕ − λ − + − − −     

ρ′      − μ − + − − −     

ρ′      − γ − + − −     

 

 
0 0

0 0

'
2

, , ' ,
2

, , ' , ,
2

N k N L N L N L

N N
k j j L j j L j j L
j

j j
N N

k j L j L j L
j j j j

j j

L x h x t h h x t h h x t h

g x t t g g x t t g g x t t g

c u t c c u t c c u t c

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )= + − ,L k N k N N k N
xh h x t h x t x t x t

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )= + −, , ,L k j j k j j j k j
xg g x t t g x t t x t x t

( )( ) ( )( ) ( )= + − =, , , 0, .L k j j k j j k
u j jc c u t t c u t t u u j N

( ) ( )[ ] ( )[ ]+ + + × + + + γ1 1A m l s N r N p
b ( ) ( )+ + + 1m l s N

z ( )= v, 0, ; ;ju j N w ( )+ + + γ1r N p

( ) → = ≤ ≤н вmin, , .L z Az b z z z



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 6  2023

ОПТИМИЗАЦИЯ УПРАВЛЕНИЯ И ПАРАМЕТРОВ В СИСТЕМАХ 955

Для удобства изложения алгоритма будем, как принято в линейном программировании, счи-
тать размеры задачи (25) равными , . Для вектора  и матрицы  введем разбиение

, , соответствующее базисным, супербазисным и небазисным пере-
менным. Такое разбиение отличается от традиционного наличием супербазисных переменных,
которые не достигают граничных значений из-за нелинейности целевой функции, но и не явля-
ются базисными.

В соответствии с таким разбиением система уравнений (25) переписывается в виде

(26)

2.3. Итерации метода приведенного градиента
Шаг. 1. Вычисление градиента целевой функции. Чтобы применить традиционную схему для

расчета градиента функции  (через функцию , где
 – подынтегральная функция целевого функционала) используем непрерывное пред-

ставление функционала (23):

(27)

(28)

тогда

(29)

Здесь для , ,  использованы те же обозначения, что и в (23). Интегрируя в обратном вре-
мени сопряженную систему (27)–(28), будем считать интегралы в формулах для градиентов и за-
поминать их значения в узлах сетки. Одновременно аналогично вычисляются градиенты по па-
раметрам  и . Таким образом, будет найден градиент :

.

Обозначим его через  и выполним соответствующее разбиение .
Из решения системы , где  – базисная матрица, найдем вектор двойственных пере-

менных (потенциалов)  и вычислим  – вектор оценок.
Выполним разбиение , в котором  называется вектором приведенного гра-

диента.
При , где  – заданная погрешность, имеем локальный оптимум по супербазис-

ным переменным и проверим следующий критерий оптимальности (п. 2). В противном случае
перейдем к п. 3.

Шаг. 2. Проверка критерия оптимальности

и расширение множества супербазисных переменных. При выполнении этих условий процесс пре-
кращается. В противном случае среди небазисных компонент в , нарушающих эти условия,
находится максимальная по модулю компонента , , к матрице  добавляется столбец
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, к вектору  – компонента . Здесь можно выполнить также перенос и других столбцов
матрицы , оценки  которых близки по значениям к , в матрицу , чтобы сократить число
дальнейших итераций.

Шаг. 3. Построение направления спуска. Оно строится по супербазисным переменным

т.е., решив линейную систему, найдем  и получим .
Шаг. 4. Определение максимально возможного шага вдоль направления . Находим максималь-

ное значение , при котором  остается допустимым: ,

Если , то перейти к п. 6.
Шаг. 5. Определение оптимального шага

Полагаем . Если , то переходим в п. 1. В этом случае ни одна из компонент
 и  не достигла своей границы.
Шаг. 6. Изменение базиса. При  одна из базисных или супербазисных переменных 

достигает своей границы. Тогда она переводится в небазисные, а вместо нее вводим в базис одну
из супербазисных переменных. При этом выбирается наиболее удаленная от своих границ пере-
менная, чтобы обеспечить хорошую обусловленность новой базисной матрицы.

Здесь можно также присвоить граничные значения супербазисным переменным, близким к
своим границам, чтобы избежать лишних итераций, переводящих их на границы. Однако нужно
следить за тем, чтобы вектор , найденный из соотношения (26), удовлетворял заданным огра-
ничениям. В противном случае нужно сделать более жесткий отбор близких к границе перемен-
ных (уменьшив , по которому определяются близкие элементы). Это сокращает поиск управле-
ний, например, релейного типа, которые состоят в основном из граничных, т.е. небазисных, пе-
ременных вектора .

Далее, изменив разбиение  и , переходим в п. 1 на повторение итерации метода приведен-
ного градиента.

3. АЛГОРИТМ МЕТОДА СПРОЕКТИРОВАННОГО ЛАГРАНЖИАНА
Рассмотрим теперь полный алгоритм решения исходной задачи (1)–(7).

1. С заданным управлением , , интегрируется система (1), и в узлах сетки запомина-

ются точки фазовой траектории , . Здесь  – номер итерации (первый раз ).
На полученном решении линеаризуются ограничения исходной задачи и строится вспомога-

тельная задача (18)–(22), (24).
2. Методом приведенного градиента решается вспомогательная задача минимизации моди-

фицированной функции Лагранжа (24) при линейных ограничениях (18)–(22).

В результате будут найдены новые приближения для управления , , параметров

 и , а также для двойственных переменных  и , .
3. Проверяется критерий окончания итерационного процесса, как по прямым, так и по двой-

ственным переменным:
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где

При нарушении хотя бы одного из этих условий выполняется новая (k + 1)-я итерация из п. 1.
Если же эти неравенства выполняются для заданного , то итерационный процесс прекра-
щается, а найденные , ,  и  выдаются в качестве приближенного решения за-
дачи оптимального управления.

Таким образом, на каждой итерации метода спроектированного лагранжиана решается вспо-
могательная задача минимизации модифицированной функции Лагранжа при линеаризован-
ных на k-м приближении ограничениях. При решении вспомогательной задачи находятся новые
значения двойственных переменных – множителей Лагранжа , , и , ,

. Связь между значениями ,  и ,  устанавливается необходимым условием

оптимальности для управления :

Теорема. Если  – оптимальное решение вспомогательной задачи (18)–(22), (24), то найдутся
такие  и , , которые будут удовлетворять следующим условиям стационарности:

где  и  – решения систем

Доказательство теоремы для аналогичной задачи приведено в [6].

4. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

На основе изложенных в настоящей статье численных методов разработано программное
обеспечение (см. [6]), с помощью которого были решены приведенные ниже задачи оптималь-
ного управления. Задача п. 4.1 содержит параметры в начальных условиях и имеет ограничения,
как на управляющие функции, так и на фазовые координаты, а также терминальные условия ти-
па равенств, что соответствует общей постановке, приведенной в начале статьи. Задача быстро-
действия в этой постановке решается путем объявления времени Т – длительности процесса па-
раметром. Задача п. 4.2 иллюстрирует случай, когда фазовые ограничения (3) заданы функциями
от фазовых координат и тоже является задачей быстродействия – перевода из точки в точку за
минимальное время. В обеих задачах управлением является вектор-функция, состоящая из 4 и
2 управляющих функций соответственно.
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4.1. Задача об оптимальном развороте самолета (см. [2])

Управляемый процесс описывается системой

где ,  – оптимизируемые параметры.

Требуется найти минимум функционала  и удовлетворить ограничениям

Для сглаживания функции  применялся специальный метод аппроксимации (как и в

[2]). Начиная с приближения , , , , ,

, получены наименьшее значение функционала I = 16.9944 и следующие значения опти-
мизируемых параметров , . На найденном решении ограничения выполнились с мак-
симальной по модулю невязкой, равной . На фиг. 1 приведен вид фазовых координат, гра-
фики управляющих функций совпадают с графиками, приведенными в [2].

( )= =1 4 5 6 1cos cos , 0 0,x x x x x
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4.2. Задача об оптимальном управлении манипулятором робота

Динамика движения манипулятора промышленного робота описывается системой диффе-
ренциальных уравнений

=1 2,x x

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )

− − −
=

−
 1 1 22 2 2 12

2
11 22 12 21

, ,
,

M x u F x a M x u F x a x
x

a a a x a x

=3 4,x x

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )

− − −
=

−
 2 2 11 1 1 21

4
11 22 12 21

, ,
,

M x u F x a M x u F x a x
x

a a a x a x

Фиг. 1. Графики фазовых координат в задаче о развороте самолета.
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где

Для рассматриваемой модели робота , , , , ,
, , , . На траекторию движения накладываются ограничения

, , ,  , .

Необходимо найти управление, переводящее систему из точки  в точку
 за минимальное время .

Начиная с приближения , , , , было получено решение, на ко-

тором невязки по ограничениям не превысили , а значение функционала (за минимальное
время T) составило 2.88. Вид оптимального управления и соответствующих ему фазовых коорди-
нат приведен на фиг. 2.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Изложенные в статье численные методы оптимизации параметров и управляющих функций

конструктивно учитывают фазовые ограничения путем применения эффективных алгоритмов
линейного и нелинейного программирования (см. [3], [4]) для решения вспомогательных задач
большой размерности. На внешних итерациях этого метода решаются задачи минимизации спе-
циально сконструированного нелинейного функционала – модифицированного лагранжиана
при линеаризованных на полученном приближении фазовых ограничениях. Приближенное ре-
шение этих задач находится итерационным методом приведенного градиента с использованием
сопряженной системы для расчета градиентов. Высокая трудоемкость внешней итерации этого
алгоритма окупается тем, что наряду с улучшением управления здесь одновременно уточняются
и значения двойственных переменных, через которые формируются необходимые условия опти-
мальности и вычисляется оптимальное управление в задаче с фазовыми ограничениями. Вместе
с тем следует отметить, что современные информационные технологии и многопроцессорная
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Фиг. 2. Графики управлений и фазовых координат для задачи о роботе.
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вычислительная техника допускают достаточно эффективную реализацию сложных алгоритмов,
например, путем применения параллельных вычислений. Программное обеспечение (см. [6]),
разработанное на основе данного подхода и реализующее многометодную технологию расчета
оптимального управления и оптимальных параметров, успешно применяется для решения
сложных прикладных задач оптимального управления из различных областей науки и техники.
Применение эффективной технологии расчета управления особенно актуально в управляемых
системах реального времени, например, в системах управления летательными аппаратами, обла-
дающими высокой маневренностью. Например, при проектировании СУ-57 (мирового лидера
по маневренности) для решения серии задач оптимального маневрирования (см. [11], [12]) ис-
пользовалось данное программное обеспечение.
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вольного порядка с тождественно вырожденной в области определения матрицей при стар-
шей производной искомой вектор-функции и с нагружениями в виде интегральных операто-
ров Вольтерра и Фредгольма. При постановке начальных задач задаются проекторы на допу-
стимые множества начальных векторов. Особое внимание уделено системам при наличии на
отрезке интегрирования особых точек. В статье формализовано понятие особой точки. В слу-
чае дифференциальных уравнений дана их классификация. Приведен ряд примеров, иллю-
стрирующих теоретические результаты. Библ. 30.
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ры Вольтерра и Фредгольма, пространство решений, размерность, индекс, особые точки.
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1. ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В статье рассматриваются системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ)

(1)

и соответствующие им системы интегродифференциальных уравнений (ИДУ)

(2)

(3)

где     суть (n × m)-матрицы, определенные в областях  и 
соответственно,    – искомые и  – известная вектор-функции со-
ответственно,  ,  – скалярный параметр (в общем случае ком-
плексный). Ниже предполагается, что входные данные систем (1)–(3) обладают гладкостью, не-
обходимой при проведении рассуждений, и выполнено условие

(4)

При моделировании природных и технических процессов, начиная с 70-х годов прошлого ве-
ка, встречаются системы, включающие в себя взаимосвязанные ОДУ различных порядков, ал-
гебраические уравнения, интегральные уравнения (ИУ) Вольтерра и Фредгольма I и II рода (см.,
например, [1–5]). Эту совокупность уравнений можно записать в общем случае в виде систем ви-
да (1)–(3), удовлетворяющих условию (4). Но в общем случае, есть примеры систем (1)–(3), ко-
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торые нельзя разделить неособенными преобразованиями на подсистемы ОДУ, алгебраические
уравнения и ИУ.

Системы (1), удовлетворяющие условию (4), называют обычно в настоящее время линейны-
ми дифференциально-алгебраическими уравнениями (ДАУ) (см., например, [4]). Используются
также термины “сингулярные системы” (см. [1]), “дескрипторные системы” (см. [5]), “алгебро-
дифференциальные системы” (АДС) (см. [6]). Системы вида (2), (3) авторы называют вырожден-
ными системами интегродифференциальных уравнений (ИДУ).

Под решениями систем (1)–(3) мы понимаем любые -раз дифференцируемые на  вектор-
функции   , которые обращают системы в тождество на  при подстановке.

При изучении систем вида (1)–(3) обычно ставится задача Коши: предполагается, что в на-
чальной точке решения систем удовлетворяют условиям

(5)

где    ,  –

заданные векторы из , ,  – символ транспонирования.
Замечание 1. Очевидно, что для существования решений задач Коши для систем (1)–(3) необ-

ходимо (но не всегда достаточно) выполнение критерия Кронекера–Капелли в точке  для
векторов , , , а именно,

(6)

где . Итак, для разрешимости задач Коши необходимо, чтобы
начальные векторы  в формулах (5) принадлежали некоторым линейным многообразиям

.
Поэтому начальные задачи для систем (1)–(3) ставятся ниже в виде соотношений

(7)

где  суть (m × n) – заданные матрицы полного ранга, ,  – заданные
векторы, Задачи (1)–(3), (7) при  совпадает с задачами Коши, где  – единичная
матрица размерности . Матрицы  в формулах (7) выбираются проекторами начальных
данных на . В школе Г.А. Свиридюка условия вида (7) называют условиями Шоуол-
тера–Сидорова (см. [7]). Для ДАУ в такой форме начальные условия записывал Ю.Е. Бояринцев
(см. [8]).

Если вектор-функции  являются решениями и удовлетворяют условиям (7), то
они являются решениями задач (1)–(3), (7).

Под особыми точками (ОТ) систем (1)–(3) мы неформально будем понимать любую точку на
отрезке , при наличии которой система не имеет решений на , теряется единственность, ме-
няется размерность многообразия решений и т.д.

Системы (1)–(3) приводимы к нормальной форме (форме Коши) умножением на матрицы
, если  . При непрерывных входных данных для систем ОДУ (1) в

нормальной форме справедлив ряд теорем существования (см., например, [9]), на которых бази-
руются теоремы о разрешимости систем ИДУ (2), (3). При наличии изолированных точек 
со свойством  условия этих теорем нарушаются.

В [9–11] изложены методы исследования систем ОДУ при  . Часто
предполагается, что  – комплексная переменная и . В ряде работ ОТ указаны в виде усло-

k T
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вий   (см., например, [12–17]). Большое внимание уделено методам иссле-
дования, основанных на введении малого параметра в системы ОДУ или ДАУ с ОТ и построении
асимптотических приближений к решениям (см., например, [18], [19]). Точки изменения ранга
матрицы  для вырожденных систем ИДУ, в частности, для ДАУ, в отличие от систем с вы-
рождением  в изолированных точках, не всегда совпадают с ОТ, и нужны методики их поис-
ка. Для ДАУ исследования в этом направлении проводились в [2], [6], [20].

Основными задачами настоящей статьи являются: 1) формализация понятия ОТ систем ИДУ
и ДАУ и их классификация; 2) изучение влияния ОТ на разрешимость ДАУ.

Замечание 2. Для упрощения записи указание зависимости от  в работе будет иногда опус-
каться, если это не вызывает путаницы. Используются следующие обозначения: включения

    , где  – некоторая матрица
(вектор-функция)   или  , означают, что все элементы  явля-
ются непрерывными, -раз дифференцируемыми, бесконечно-дифференцируемыми, веще-
ственно-аналитическими функциями в  соответственно.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Нам потребуются следующие понятия и факты.
Определение 1 (см., например, [1]). Полуобратной матрицей к -матрице , называется

-матрица , удовлетворяющая уравнению 
Полуобратная матрица определена для любой -матрицы . Если матрица  квадрат-

ная и неособенная, то . Матрица  определена в общем случае неединственным об-
разом (ее частным случаем является псевдообратная матрица ).

Важную роль в статье играет утверждение В. Долезаля (см., например, [21]).
Лемма 1. Пусть

1) -матрица ;
2) .

Тогда существуют -матрица  и -матрица  со свойствами

   где -блок,  на .

Из формулы Лейбница для дифференцирования произведений вытекает формула

(8)

где   – некоторые матрицы подходящей размерности из ,

 – биномиальные коэффициенты.
Поставим в соответствие системе (1) эквивалентное ДАУ первого порядка

(9)

где , . Следствием известных теорем (см., например, [9,
с. 66]) является такое утверждение.
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Теорема 1. Пусть в системе (1)

   ;
  .

Тогда
1. Система (1) разрешима на  и все ее решения представимы в виде суммы

(10)

где  есть (n × d)-матрица из   – фундаментальная матрица
системы (9),  – оператор из формул (8),  ,  есть (n × n)-матрица,

    – вектор произвольных постоянных;

2. Существует единственное решение системы (1), проходящее через любую заданную точку
.

Следствие 1. Пусть в системах (2), (3)

1)     ;
2)  .
Тогда
1. Система (2) разрешима на  и все ее решения представимы в виде суммы

(11)

где   , , ,
 есть (n × n)-матрица,     – вектор произвольных по-

стоянных;
2. Существует единственное решение системы (2), проходящее через точку ;
3. Система (3) разрешима на  за исключением счетного множества значений параметра  и

все ее решения представимы в виде суммы

(12)

где   , -резольвента
оператора ,  – вектор произвольных постоянных;

4. При значениях параметра , где  – некоторое малое положительное число, суще-
ствует единственное решение системы (3), проходящее через точку .

Доказательство. Докажем п. 1 утверждения. Запишем систему (2) в виде равенства
  из нее согласно формуле (10) получаем систему ИУ Вольтерра II рода

 . Используя формулу обращения  (см. [22, с. 111])
убеждаемся в справедливости формулы (11).

Докажем п. 2. Система  однозначно разрешима отно-
сительно вектора , так как согласно теореме 1 матрица  неособенная, производные мат-
рицы  по  равны нулю на диагонали .

Докажем п. 3. Запишем систему (3) в виде равенства  . Из форму-
лы (11) следует система ИУ Фредгольма II рода  , разрешая которую по-
лучаем формулу (12) (см. [22, с. 120]).
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Для доказательства четвертого пункта достаточно заметить, что , где
 при малых , так как .

Замечание 3. Если   , то в формулах (10)–

(12) справедливы включения  . Лю-
бая точка  со свойством  является особой, и число их конечно на отрезке .
Других ОТ на отрезке нет.

Более того, найдутся вектор  и свободный член  такие, что имеет место неравенство

  вследствие которого решение задачи

   не существует на  (ср. с теоремой 1).
Замечание 4. Часть утверждений следствия 1 можно найти в литературе по ИДУ (см., напри-

мер, [23]), но автор изложил их в удобной для себя форме.
Для ИДУ теряется важное свойство общих решений ОДУ (ср. с теоремой 1).

Пример 1. Рассмотрим ИДУ  , с условием  

где  – вещественный параметр. Общее решение ИДУ здесь имеет вид  .
Начальная задача с условием  имеет единственное решение .

Если   и , то исходная задача не имеет на  решений, так как .
В случае   видим, что  при любом .

Итак, в отличие от ОДУ решения ИДУ “помнят” отрезок, на котором определены, и при
сужениях отрезка  решения меняются (или могут не существовать).

3. СВЕДЕНИЯ О СВОЙСТВАХ ДАУ БЕЗ ОСОБЫХ ТОЧЕК
Выделим класс линейных ДАУ без ОТ в области определения.
Определение 2. Система (1) имеет решение типа Коши на отрезке , если она разрешима для

любой вектор-функции  и ее решения представимы в виде линейной ком-
бинации

(13)

где  есть (n × d)-матрица из  со свойством    – вектор про-
извольных постоянных,  – вектор-функция со свойством   и на любом
подотрезке  нет решений, отличных от .

Замечание 5. Из работы [24] следует, что для ДАУ (1) с постоянными коэффициентами

  параметр  , где  – ска-

лярный параметр (возможно комплексный),  – символ степени многочлена. Предполагается,
что многочлен  ненулевой. Если , то .

Замечание 6. Если ДАУ (1) имеет решение типа Коши, то сохраняются важнейшие свойства
линейных систем ОДУ в нормальной форме (форме Коши): 1) множества решений на отрезках

 и  совпадают (отсутствует “память”); 2) если через заданную точку
 проходит решение ДАУ, то оно единственно.

Определение 3. Если существуют операторы

где  суть (n × n)-матрицы из , обладающие свойствами

− α ≠

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где  , ,  суть (n × n)-некоторые мат-

рицы из ,    то они называются левым и правым регуляризи-
рующими операторами (ЛРО и ПРО) для оператора системы (1), а наименьшие возможные 
называются ее индексами (левым и правым). Индексы оператора  где 

 полагаются равными нулю.
Далее, нам потребуется сводка результатов из [25, теоремы 1, 2, леммы 4, 5] и [6, леммы 4.1–

4.3]. Для аналитических входных данных эти утверждения формулируются в более компактном
виде.

Теорема 2. Пусть в ДАУ (1)  .
Тогда три условия на систему (1) эквивалентны:
1) на отрезке  определено решение типа Коши;
2) на отрезке  определен ЛРО;
3) на отрезке  определен ПРО.

Теорема 3. Пусть в ДАУ (1)   и левый индекс ДАУ равен .
Тогда

1. Правый и левый индексы ДАУ равны, и справедливы неравенства ;

2. В формуле (13) , при  вектор-функция , иначе

(14)

где  суть (n × n)-матрицы, причем   и

   если .

Следствие 2. Пусть для произведения операторов   выполнены условия

1) входные данные операторов   принадлежат пространству ;

2) для оператора произведения  определен ЛРО.

Тогда для каждого сомножителя   определен свой ЛРО. Более того, если для

каждого оператора   определен ЛРО, то для оператора произведения  опреде-
лен ЛРО.

Следствие 3. Пусть оператор  является ЛРО для оператора  с входными

данными из пространства .

Тогда начальная задача    , имеет на отрезке  только ну-
левое решение.

Следствие 4. Пусть для каждого оператора   с матрицами и коэффициентами

из  определен ЛРО.

Тогда для их произведения  справедливо равенство , где  – размер-

ности ПР операторов  и , из формулы (13).
К сожалению, нет пока общей формулы, позволяющей вычислить индекс произведения опе-

раторов ДАУ по их индексам. Он может меняться достаточно произвольно, например,

где  – постоянная матрица со свойством , оператор   имеет ин-
декс 2. Но имеются исключения из общего правила (см. ниже лемму 2).
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Лемма 2. Пусть входные данные операторов   принадлежат пространству

. Тогда

1. Индекс оператора   , равен индексу ;

2. Если индексы сомножителей  не превосходят 1, то индекс оператора 
 не превосходит .

Доказательство вытекает из теорем 2, 3 и вида формулы обращения (14), в которой при выпол-
нении условия  отсутствуют операторы  .

Очевидно, что задача (1), (7) разрешима в условиях теоремы 3 тогда и только тогда, когда раз-
решима система  (где  ) относи-
тельно вектора . Решение  единственно, если решение  единственно. Чтобы сфор-
мулировать утверждение о разрешимости задачи (1), (7) в терминах входных данных, нам потре-
буется такое понятие.

Определение 4. Совокупность самой системы (1) и ее производных до порядка  включитель-
но:   где оператор из формул (8), называется -продолженной систе-
мой (1).

С учетом формулы (8) -продолженную систему из определения 3 запишем в виде равенств

(15)

где , матрица  имеет размер , нулевые матрицы 
имеют размеры   , соответственно, . Ниже
используются разбиения матрицы из формул (15) на блоки вида  где

– блочно-треугольная квадратная матрица с блоками  на диагонали.
Замечание 7. На разбиении  базируется способ вычисления индекса (ле-

вого) и матричных коэффициентов ЛРО (см. [2]). При вычислении ПРО для системы (1) нужно
решать матричные ДАУ (см. [26]). Поэтому это понятие пока представляет только теоретический
интерес.

Лемма 3. Начальная задача (1), (17), в условиях теоремы  разрешима тогда и только тогда, ко-
гда для некоторого вектора  выполнены соотношения

(16)

где   .
Более того, если вектор  вычисляется единственным образом, то решение начальной задачи

единственно.
Доказательство. Рассмотрим задачу Коши, где . Формула (16) является необходимым

и достаточным условием выполнения равенства  в точке . Согласно
разбиению матрицы  это равенство эквивалентно разрешимости СЛАУ

 .

Если ввести вектор-функции   , то они в силу выше-
сказанного удовлетворяют условиям . Начальная задача

где  – ЛРО для системы (1), имеет согласно следствию 2 только одно решение
. ДАУ  имеет решение типа Коши и СЛАУ ,

где  , имеет единственное решение . Для завершения доказа-
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тельства отметим, что согласно (см. [1, с. 33]) все начальные вектора  принадлежат многооб-
разию , где вектор  пробегает .

Пример 2. Рассмотрим начальную задачу

(17)

Если , то индекс ДАУ , размерность ПР , в качестве ЛРО можно принять оператор

 . Матрицы и векторы в формуле (16) имеют вид  

Из условия равенства рангов (16) следует уравнение   . Итак, для

любого  имеем  .

Если , то умножением ДАУ (17) на матрицу  мы выделим алгебраическое уравнение
  и начальное условие является его следствием при . Начальная задача

совместна, но ее решение неединственно.

Если , то , . В формуле (16) матрицы и векторы имеют вид

Проделав аналоги выкладок при , получим  .

4. ФОРМАЛИЗАЦИЯ ПОНЯТИЯ ОСОБЫХ ТОЧЕК ЛИНЕЙНЫХ ДАУ
И ИХ КЛАССИФИКАЦИЯ

Введем понятия.

Определение 5. Если существует -матрица  такая, что любой элемент ли-
нейного пространства решений (ПР) однородной системы (1) на отрезке  представим в виде
произведения , где  – вектор произвольных постоянных, то будем говорить, что это ПР
конечномерно . Минимально возможное значение целочисленного параметра 
назовем размерностью ПР ДАУ (1).

ПР однородной системы (1) бесконечномерно , если оно содержит бесконеч-
ное количество линейно независимых решений.

Определение 6. Пусть существует оператор   где  суть (n × n)-мат-

рицы из , со свойствами

1) для системы   определен ЛРО;

2)   где ,  ;

3) на  определены изолированные точки , в которых .

Тогда точки  называются ОТ системы (1).
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Пример 3. Рассмотрим однородное ДАУ

(18)

где     – функция из . В определении 6 можно принять
,  . ОТ  имеет вид разрыва второго рода

при любом . В ОТ  в зависимости от  поведение решений существенно отличается (см.,
например, [9–11]).

Если  и ДАУ (18) рассматривается на отрезке  , то система имеет
решение типа Коши, где  при   независимо от количества точек изме-
нений ранга матрицы  (нулей функции ).

Пример 4. Рассмотрим ДАУ

(19)

Здесь , . Умножая ДАУ на матрицу  и выражая  через ,

ДАУ расщепляем на дифференциальное и алгебраическое уравнения

(20)

где  . При  существует решение системы (19) типа Коши, где
, индекс .

При  свойства ДАУ качественно меняются. Система имеет ОТ  в смысле определе-

ния 6, где   .

В однородной системе (19) формально  где ,  – произвольная кон-
станта. При  имеем . В этом случае ненулевых решений однородного ДАУ (19) на  нет,

. На любом отрезке   оператор  является ЛРО, существует решение
типа Коши, размерность ПР ДАУ (19) .

Рассмотрим влияние ОТ на разрешимось ДАУ (19). Для первого уравнения (20) имеем

где , . Формально разрешая эту систему как алгебраическую относитель-
но функций  для решения получим формулу

(21)

Ряд (21) сходится при  для любой функции .
Иная ситуация при . Например, при  и произвольном свободном члене ДАУ не име-

ет решений. Необходимо выполнение условия , так как здесь .

   κ − ξ  Λ + ∈     −     
 11

1
22

1 0( ) ( )= = , = [0,1],
0 0 0 ( )

i

j

ft t t
x x x t T

ft t

≥, 1,i j ∈1 2, ,t t T κ ∈ 1,R ξ( )t 1( )TC
Ω 1 = diag{1,( / )}d dt κ − −

1 1 2det ( ) = ( ) ( ) ,i jA t t t t t ∈t T 2=t t

j 1=t t i

κ = 0 α β ⊂
0 0= [ , ] ,T T ∈ 

2t T
= 0d ∈ 1

1 ( ),f TC ∈ 2
2 ( )f TC

1( )A t ξ( )t

− γ         Λ + ∈ −         −         




1 1 1
1 2

2 2 2

2 1 0
= = , = [ 1,1].

0 12

t x x f
x t T

x x ft t

= =1rank ( ) const 1A t ∈t T  
 − 

1 0
( ) =

1
L t

t 2x 1x

γ − + γ γ + ∈ 1 1 1 2 1 2( 2) ( ) 2 ( ) = , ( ) = ( ) , ,tx t x t f x t tx t f t T

= + −  
1 1 1 22 ,f f tf f −

2 2 1= ( ) ( )f f t tf t γ = 2
= 0d = 2l

γ ≠ 2 = 0t
 Ω  
 


1

1 0
= ( ),

0 ( / )
L t

d dt
− 
 −γ 


1

2 1
( ) = ,

1
t

A t
t

γ −
1det ( ) = ( 2)A t t

−μ
1 1( ) = ,x t c t μ γ γ −= 2 /( 2) 1c

γ > 2 μ > 0 T
= 0d α β ⊂0 0 0= [ , ] ,T T ∈ 00 ,T Ω 1

= 1d

 
 μ   
   μ +    + μ − = −
 μ +   
          

 





    


1
(1)
1 (1)
(2)

1 1 1 1 (2)
(3)
1

0 0 0 0
0 1 0 0 0

d [ ( ) ( ) ] = 0,
0 0 2 0 0i

x
gt x

t g
tx t x t f xt g

x

γ −
1( ) = ( )/( 2)g t f t → ∞i

(1) (2)
1 1 1, , , ,x x x

∞

ν − ν μ μ + μ + μ + ( )
1

=0
( ) = ( )( ) , = 1/ ( 1)( 2) ( ).i i

i i
i

x t g t t i

γ > 2 ∈( ) ( )Ag t TC

γ < 2 γ = 1
(2)(0) = 0g μ + 2 = 0



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 6  2023

ОБ ОСОБЫХ ТОЧКАХ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 971

Из равенств (20) следует, что однородная система (19) имеет семейства аналитических реше-
ний  и семейство неаналитических решений

где    . Здесь (в смысле

определения 5) размерность ПР . Любая начальная задача  ,
имеет бесконечное число решений ДАУ на . Например, если  , то

где  произвольно.
Теорема 4. Пусть в системе 

1. Матрицы  ;
2. ПР конечномерно ( ).

Тогда для ДАУ (9) существуют -матрицы   такие, что
 

(22)

где  – верхнетреугольные блоки с идентичной
блочной структурой, диагональ  содержит  квадратных нулевых блоков, 

 на .
Доказательство. Если  , то теорема справедлива. Пусть  . Тогда

согласно лемме 1 существует -матрица  такая, что

где  – блок  имеет полный ранг для любого , , за ис-
ключением может быть конечного числа точек.

Если это не так, то  , и согласно [6, теорема 3.1] имеем .

Произведем замену , где    и

При этом получим равенство

где . Если  на , то теорема справедлива. В противном случае повторяем
рассуждения для системы  . За  шагов такого процесса мы исчерпаем систе-
му, причем , так как на каждом шаге к размерности блока  будут добавляться размер-
ности блоков , по меньшей мере, равные единице.

Следствие 5. Пусть выполнены условия теоремы . Тогда

1. Число точек   со свойством    конечно, и на
отрезках   определены решения типа Коши, где точки  зануме-
рованы по правилу ;

2 3
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ЧИСТЯКОВ

2. Существует оператор  из определения , и равенство  , выполняется
тогда и только тогда, когда справедливо одно из условий:  или .

Доказательство. Докажем п. 1 следствия. В силу аналитичности матриц  в формуле (22)
число точек  конечно. Выпишем две подсистемы:

(23)

   
. Тогда решение системы (9) на  имеет вид

(24)

где  ,  – количество нулевых блоков на
диагонали матрицы ,  – матрицант первой подсистемы (23),  – вектор произвольных

постоянных. Из неособенности матриц , следует свойство 

. Интегрируя по частям и приводя подобные в формуле (24), мы получим вектор-функ-
цию  в виде формулы из равенств (11).

Докажем п. 2. Выпишем равенство

где      – матрица из

леммы 1 применительно к матрице . Размерность ПР оператора  равна . Согласно
следствию 4 она суммируется на отрезках  с размерностью ПР оператора . Если 

, то процесс повторяем, получая оператор . Размерность ПР дифференциального опера-
тора порядка , приводимого к нормальной форме, не превышает , и процесс построения опе-

раторов  завершится за конечное число шагов . Искомый оператор . Со-
гласно формуле (24) .

Определение 7. Нули функции   будем называть дифференциальными ОТ систе-
мы (1), а нули функции   назовем алгебраическими ОТ системы (1).

Следствие 6. Пусть выполнены условия теоремы  и на отрезке  определена хотя бы одна ал-
гебраическая ОТ. Тогда найдется свободный член , при котором не существует ре-
шений системы  на .

Доказательство очевидно. Сделаем замечания о влиянии дифференциальных ОТ на разреши-
мость ДАУ (1). Анонсируем следующий результат.

Теорема 5. Пусть
 Выполнены условия теоремы  и на отрезке  определена хотя бы одна дифференциальная ОТ;
 Однородное ДАУ  имеет нетривиальные решения. Тогда найдется свободный член

, при котором не существует решений системы  на .

5. СВЕДЕНИЯ О СВОЙСТВАХ ВЫРОЖДЕННЫХ СИСТЕМ ИДУ
Введем для вырожденных систем ИДУ понятие, аналогичное ЛРО для ДАУ.
Определение 8. Если существуют операторы
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где -матрицы из , обладающие свойствами

где  ,

, -некоторые матрицы из ,

то они называются левым и правым регуляризирующими операторами (ЛРО и ПРО) для систе-
мы , а наименьшие возможные  называются ее индексами (левым и правым). Индекс опе-
ратора   где   полагается равным нулю.

Пример 5. Рассмотрим систему ИДУ

где  . Здесь в качестве ЛРО в смысле определения 8 можно при-
нять оператор

ПР системы   бесконечномерно (в качестве базиса можно взять набор вектор-функ-
ций ). ЛРО для оператора  не существует. Умножим систему ИДУ на
матрицу . Второе уравнение новой системы имеет вид ИУ

ИУ (следовательно, и наша система ИДУ) имеют решения при  тогда и только тогда, когда
  .

Еще сложнее условия разрешимости выглядят при . Для простоты предположим, что

. Условие совместности ИУ имеет вид равенства  Дифференцируя ИУ по t,

получаем  . Тогда из условия совместности получим равенства 
 Итак, ИУ разрешимо тогда и только тогда, когда .

При  имеем условие .
В отличие от ДАУ, существование ЛРО для вырожденной системы ИДУ не гарантирует ее раз-

решимость при сколь угодно гладких входных данных, причем в общем случае индекс ИДУ не
ограничен числом , так как  можно задавать произвольно.

Существование ЛРО для системы   не гарантирует существование ЛРО для си-
стемы ИДУ (2), а следовательно, и для системы ИДУ (3).

Пример 6. Рассмотрим вырожденную систему ИДУ

где   . Для ДАУ   в качестве ЛРО можно

принять оператор . Если , то индекс системы ИДУ . В качестве
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ЛРО можно принять оператор  . В определении 8 .

Решение

где , существует при любой  и единственно (ср. с примером 5).
При  индекс не определен и ПР системы   бесконечномерно. В качестве

базиса можно принять  . Для совместности системы ИДУ необходи-

мо выполнение условия  .
С учетом формул (8), (15) для системы ИДУ (2) по аналогии с определением 4 запишем -про-

долженную систему   в виде равенства

(25)

где  нулевые блоки в матрице  уравнивают размеры слагаемых матриц,

.

Укажем условия, когда существование ЛРО для системы   гарантирует суще-
ствование ЛРО для системы ИДУ и рассмотрим этот класс систем.

Теорема 6. Пусть в системах 

1)   ;
2) для ДАУ   определен ЛРО  со свойством .
Тогда
1. Система (2) разрешима на  и все ее решения представимы в виде суммы

(26)

где   ,  – матрица и инте-
гральный оператор из теоремы 3, матрица  если , , ,

-матрица,     – вектор произвольных по-
стоянных;

2. Система (3) разрешима на  за исключением счетного множества значений параметра  и все
ее решения представимы в виде суммы

(27)

где   ,  – матрица и
интегральный оператор из п.  теоремы, -резольвента оператора ,  – вектор
произвольных постоянных;

3. ОТ систем (1)–(3) совпадают на .
Доказательстово. Докажем п. 1 утверждения теоремы. Запишем систему (2) в виде равенства

  из которого согласно формуле (10) получаем систему ИУ Вольтерра II рода
 . Используя формулу обращения  (см. [22, с. 111])

убеждаемся в справедливости формулы (26).
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Докажем п. 2. Запишем систему (3) в виде равенства  . Из форму-
лы (26) следует система ИУ Фредгольма II рода  , разрешая которую по-
лучаем формулу (27) (см. [22, с. 120]).

Третий пункт утверждения доказывается прямым вычислением. При действии на любую из
систем (1)–(3) оператором  мы получаем систему с одинаковой матрицей при старшей произ-
водной искомой вектор-функции. Теорема 6 доказана.

Некоторые свойства частных случаев вырожденных систем ИДУ (3) описаны в [25–28]. При-
ведем простейший критерий выполнения условий теоремы 6.

Теорема 7. Пусть в ДАУ (1) матрицы  , и выполнены условия

1)   

2) в многочлене  степень .
Тогда

1. Если  , то  на , ДАУ (1) имеет индекс , причем размер-
ность ПР  (верно и обратное);

2. Любая точка  со свойством  является ОТ;

3. Если  , то на  отсутствуют алгебраические ОТ.

Доказательство. Для произвольного регулярного пучка постоянных матриц 
 справедливо неравенство , так как существуют неособен-

ные матрицы  со свойством , где  .

Тогда из условия 2) теоремы следует равенство  . Следовательно, мы мо-
жем выбрать матрицы  из леммы 1 таким образом, что в равенстве

  . Все нули функции , совпадают с нулями опреде-
лителей  . В произведении  последние

 строк нулевые, иначе  и можно принять, что ЛРО 

. Из следствия 4 получаем формулу для размерности ПР 
.

Из вышесказанного следует справедливость п. 2 утверждения теоремы. Элементарно прове-
ряется, что п. 3 утверждения верен, так как в теореме 4 на первом шаге процесса получаем

  ,  .
Пример 7. Рассмотрим ДАУ

(28)

где   . Согласно теореме 7
ДАУ (28) имеет ОТ , если . Точка является особой также в смысле определения 6, где

6. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Продемонстрируем на примере возможные эффекты наличия ОТ в области определения,
влияющие на вычислительные процессы при решении ДАУ.
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Пример 8. Рассмотрим задачу Коши для ДАУ и соответствующую неявную разностную схему
(РС) Эйлера

(29)

где     – заданный вектор,  – заданные функции из

 ,   . Пусть . Вто-
рое уравнение ДАУ (29) перепишем в виде равенства  . Подставляя выражение
для  в первое уравнение ДАУ, получим формулу

Несмотря на произвольные изменения ранга матрицы , для ДАУ определен ЛРО. Можно
принять, что . Если  , то , вектор-функции

,  образуют базис в ПР. Изолированная точка  является
алгебраической ОТ.

Аналогично, в РС (29)  где . Подставляя выражение для  в
первое разностное уравнение, получим формулы

где   . Если выполнены равенство  и неравенство ,

то справедлива оценка  , где  – произвольная норма в . В случае, ко-
гда  , справедливо соотношение   . Ес-
ли  , и  , то по поведению векторов , точку  ошибочно
можно принять за ОТ.

Отметим еще один момент. Если выполнены соотношения    и
, то ДАУ (29) не имеет решений. Но решения РС  определены и ограничены при

любом . И обратно, при   решение ДАУ (29) существует и единственно, но найдет-
ся свободный член , когда  не существуют для любого .

Для численных расчетов использовался метод эрмитовой сплайн-коллокации. На отрезке 
задается сетка . На отрезке  приближенное реше-

ние ДАУ (1) с начальными данными  ищется в виде многочлена

 , где векторы  являются искомы-
ми, и формируются выражения

(30)

где . Вычисляем выражения из формул (30) в точке  и формируем
систему алгебраических уравнений

размерности . Если ее решение  существует, то многочлен  удовлетворяет в точке

 системе . Решая эту систему, находим новые вектора 
, и повторяем вычисления на отрезке  и т.д. Число  рекомендуется выбирать

по правилу  либо , где  – индекс ДАУ. Особенностью этого метода является выпол-
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нение равенства  , если ДАУ индекса  имеет нулевое ПР (см.
теорему 3). Иначе говоря, решение ДАУ находится точно (независимо от шага сетки). Известно,
что от численного процесса, описываемого формулами (30), можно перейти к (РС) (см. [29]). То-
гда для ДАУ первого порядка РС при  совпадает с неявным методом Эйлера.

При тестовых расчетах применялись схемы при . Решалась задача Коши для ДАУ (19)

с решением . Решению соответствуют на-

чальные данные  и свободный член 

, где  – произвольное число, если , и , если . Задавалась сетка
   где число узлов  варьировалось от  до .

При   РС сходилась с эмпирической оценкой . Метод при  выдавал ре-
зультаты на уровне ошибок округления. Если узел сетки при   совпадал с ОТ , то
происходил авост. В обратном случае получали решение с эмпирической оценкой . Метод
при   независимо от расположения узлов сетки демонстрировал сходимость на отрезке

 с оценкой  с переходом на какую-то другую ветку решения в узлах .
При  проводились расчеты для однородной системы с начальными данными 

. Здесь  , где . Если узел сетки схе-
мы при  совпадал с ОТ, то происходил авост. В обратном случае метод сходился со скоро-
стью  к аналитическому решению  . В случае схемы при  авоста не
происходило, даже если узел сетки совпадал с особой точкой, и наблюдался численный процесс,
аналогичный численному процессу при решении неоднородной системы. Ряд похожих эффек-
тов влияния ОТ при численном решении ОДУ (в основном в нелинейном случае) описан в [30].
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1. ВВЕДЕНИЕ
В первых монографиях [1], [2] на русском языке по теории сплайнов отмечается, что теории

интерполяции полиномиальными сплайнами и сам термин сплайн ведут свой отсчет со статьи
И. Шёнберга [3], вышедшей в 1946 г. Однако еще раньше в своей статье 1940 г. локальные интер-
поляционные сплайны степени  появились (вероятно, впервые) в работе Ж. Фавара [4], посвя-
щенной решению одной экстремальной интерполяционной задачи о связи разделенных разно-
стей -го порядка и соответствующих производных. Развитие теории сплайнов происходило в
различных направлениях. Например, они оказались экстремальными функциями во многих за-
дачах по вычислению точных констант в теории приближения функций (см., например, [5–7]).
Но самое главное применение сплайны и более общие конструкции (в частности, всплески) по-
лучили в вычислительной математике. В настоящее время трехмерные вычислительные схемы,
построенные на основе одномерных сплайнов, используются для моделирования поверхностей
летательных аппаратов, корпусов судов, гидротурбин, при описании различных геологических,
физических и биологических явлений, а также при обработке изображений, в картографии, то-
мографии, индустрии фильмов и т.д. При этом наиболее востребованы локальные сплайны. По-
нятие локальности означает, что значение сплайна в каждой точке зависит только от нескольких
значений аппроксимируемой функции в окрестности этой точки, и для их построения не требу-
ется решение систем линейных алгебраических уравнений с большим числом неизвестных. Ло-
кальные сплайны (начиная с работы Т. Лича и Л. Шумейкера [8]) обычно строились из условия
сохранения сплайном многочленов заданной степени. Первые параболические интерполяцион-
ные локальные сплайны построил Б.И. Квасов (см. [9]). Развитием новых методов в теории ло-
кальных сплайнов занимались многие математики (см., например, [10–13], монографию автора
[14] и имеющиеся там ссылки). Каждый год появляются десятки статей по применению локаль-
ных сплайнов в различных задачах геометрического моделирования.

В настоящей работе мы, следуя Ж. Фавару [4], для функций , заданных поточечно на отрезке
числовой оси, строим локальные интерполяционные параболические сплайны (т.е. при ),
отличные от сплайнов Б.И. Квасова (см. [9]). При произвольном  подобное построение
сплайнов Фавара (в работе Ж. Фавара описан только метод их получения) также возможно, и это

1)Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ (проект 075-02-2023-913) в рамках исследований,
проводимых в Уральском математическом центре.
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приводит к решению системы n линейных алгебраических уравнений относительно параметров
этих сплайнов (значений -й производной локального интерполяционного сплайна).

В разд. 2 мы решаем такую систему в случае  и затем исследуем простейшие свойства
(оцениваем вторую производную и величину погрешности аппроксимации в равномерной мет-
рике) интерполяционных параболических сплайнов, возникших в работе Ж. Фавара.

2. ЯВНЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ 
ПАРАБОЛИЧЕСКИХ СПЛАЙНОВ ФАВАРА

Рассмотрим сетку узлов  на отрезке  , и пусть

, . Пусть  – произвольная последовательность дей-

ствительных чисел. Введем последовательность  линейных функций, удовлетворяю-
щих условиям

Ясно, что каждая функция  может быть записана в виде

Будем строить параболический сплайн  с основными узлами в точках  и до-

полнительными узлами в точках , удовлетворяющий условиям интерполяции

Для этого на отрезке  положим  Тогда , . Пусть сплайн 
уже построен на отрезке  . Тогда на следующем отрезке  положим

(2.1)

где функция  подлежит дальнейшему определению. Продифференцируем обе части
этой формулы. Получим
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помощью равенства

Функцию  будем строить в виде

где числа  и  определим, исходя из системы уравнений

.

n

= 2n

< < <0 1Δ: nx x x [ ]0; ,nx x ∈ ≥ , 2n n

+= −1k k kh x x ( )+ += +1/2 10.5k k kx x x { } == 0
n

k ky y

( ){ } −
=
1
0

n
k k

P x

( ) ( )+ += =1 1.,k k k k k kP x y P x y

( )kP x

( ) ( ) ( )+ +

+

− + −
= = … −

−
1 1

1

, 0,1, , 1.k k k k
k

k k

y x x y x x
P x k n

x x

[ ]∈ 1
0; nS C x x { } =0

n
k ky

{ } −
+ =

1
1/2 1

n
k k

x

( ) = = …, 0,1, , .k kS x y k n

[ ]0 1;x x ( ) ( )= 0 .S x P x ( ) =0 0S x y ( ) =1 1 S x y ( )S x
[ ]−1; ,k kx x ≥ 1k [ ]+1;k kx x

( ) ( ) ( ) ( )−= + −1 ,
k

x

k
x

S x P x x t u t dt

( ) ( )= ''u t S t

( ) ( ) ( )−= + 1'' .
k

x

k
x

S x P x u t dt

− +1 1,  , k k kx x x

[ ] ( ) ( )
+ −

+ −
− − − −

= − + = … −
+ +
1 1

1 1
1 1 1 1

,  ,  , 1,2, , 1.k k k
k k k

k k k k k k k k

y y yy y y k n
h h h h h h h h

( ) ( )= ''u t S t

( ) [ ]
[ ]

+ − +

+ − + +

≤ <=  ≤ <
1 1 1 1/2

2 1 1 1/2 1 

,  ,  , ,
,  ,  , ,

k k k k k

k k k k k

Z y y y x t x
u t

Z y y y x t x

( )=1 1
kZ Z ( )=2 2

kZ Z

( ) ( ) ( ) ( )+ + + += =1 1 1 1',      'k k k k k kS x P x S x P x



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 6  2023

О ЛОКАЛЬНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ СПЛАЙНАХ 981

Эта система уравнений с учетом (2.1) и (2.2) переписывается в виде

(2.3)

Левые части системы (2.3) могут быть записаны в виде

а правые –

Тогда из системы (2.3) выводим следующие равенства:

Таким образом, параболический сплайн Фавара, т.е. функция , построен на любом отрезке

 . При этом  и выполнены условия интерполяции ,
. Этот сплайн является локальным. На каждом отрезке  он зависит

только от трех значений  интерполируемой последовательности . Узлами

этого сплайна являются точки  и . С учетом определения чисел  и

 сплайн  записывается в виде

(2.4)

Пусть

есть соболевский класс дважды дифференцируемых функций с обычным определением нормы
в пространстве . Пусть  и  .

Теорема 1. Имеет место неравенство
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Доказательство теоремы 1 следует из (2.4), равенства   и следующего со-
отношения (см., например, [3], с. 63):

(2.5)

Теорема 2. При  имеет место неравенство

Доказательство. Используя формулу Тейлора

соотношение (2.5) и тот факт, что сплайн из формул (2.4) сохраняет линейные функции, полу-
чим

(2.6)

где

(2.7)
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а функция  (как функция от переменной t) является линейной на отрезке  и меняет
знак на этом отрезке один раз с минуса на плюс. Аналогично при  имеют место
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а функция  (как функция от переменной ) является линейной на отрезке  и тоже
на этом отрезке меняет знак один раз с минуса на плюс. Эти соображения позволяют точно вы-
числить величину

при каждом фиксированном , но приводят к весьма громоздким выкладкам. Поэто-
му величину

в настоящей работе оценим сверху более простым способом. Непосредственно из определения
функций  при  имеем

а из определения функций  при  следует, что

Из этих оценок и формул (2.6), (2.7) следует утверждение теоремы 2.

Замечание 1. В [15] для функций f, заданных сеточно на числовой оси или на отрезке оси,
предложен общий метод построения локальных параболических сплайнов с дополнительными
узлами при произвольном расположении основных узлов сплайна. Частными случаями этой
схемы являются сплайны Ю.Н. Субботина (см. [11], а также [16]) и Б.И. Квасова (см. [9]). Сплай-
ны Субботина сохраняют линейные функции и обладают хорошими аппроксимативными свой-
ствами (в периодическом случае для равномерной сетки узлов эти сплайны реализуют попереч-
ники по Колмогорову класса функций ). В то же время они не являются интерполяционными

, но сохраняют локально знак, монотонность и выпуклость исходных значений
аппроксимируемой функции f (см. [11], [16]). Параболические сплайны Квасова (в статье автор
называет их эрмитовыми) интерполируют значения аппроксимируемой функции в основных уз-
лах  и тоже имеют дополнительные узлы в точках . Сравнение этих конструкций, про-
веденное в [15], показывает, что для прикладных исследований обе конструкции примерно рав-
ноценны. Интерполяционные параболические сплайны Квасова сохраняют квадратичные
функции, но не обладают формосохраняющими свойствами. Рассмотренные в настоящей рабо-
те интерполяционные сплайны Фавара не совпадают со сплайнами Квасова, но тоже являются
частным случаем общей схемы построения локальных параболических сплайнов (см. § 2, систе-
му (3.1) в [15]). Сплайны Фавара не сохраняют функцию  и реализуют на каждом отрез-
ке  трехточечную схему локальной аппроксимации функции f (в том смысле, что
значения сплайна на отрезке зависят только от трех значений функции).

Подчеркнем, что при практическом использовании локальных сплайнов Фавара вопрос о
трудоемкости вычислений является излишним, поскольку формулы (2.4) представляют собой
явные выражения для таких сплайнов в каждой точке .

( ) ( )2
2 ,K x t t [ ];kx x

( ) ( )
∞∈

−
2

sup
f W

f x S x

[ ]+∈ 1;k kx x x

[ ]∞ +
∞∈

− ≥
12 ;sup  , 1,

k kL x x
f W

f S k

( ) ( ) =1 , , 1,2,3,jK x t j [ ]+∈ 1/2;k kx x x

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) [ ]−≤ ∈ ≤ ∈1 1
1 1 2, , ; , , , ; ,

2 8
k k

k k k
h hK x t t x x K x t t x x

( ) ( ) [ ]+≤ ∈1
3 1

3, , ; ,
8

k
k

hK x t t x x

( ) ( ) =2 , , 1,2,3,jK x t j [ ]+ +∈ 1/2 1;k kx x x

( ) ( ) [ ] ( )( ) [ ]−≤ ∈ ≤ ∈2 2
1 1 2, , ; , , , ; ,

8 2
k k

k k k
h hK x t t x x K x t t x x

( ) ( ) [ ]+≤ ∈2
3 1, , ; .

8
k

k
hK x t t x x

∞
2W

( ) ( )( )≠k kS x f x

{ }kx { }+1/2kx

( ) = 2f x x
[ ]+ ≥1; , 1,k kx x k

[ ]∈ 0; nx x x



984

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 6  2023

ШЕВАЛДИН

3. ОБОБЩЕНИЕ НА ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫЙ СЛУЧАЙ
В данном разделе мы по методу Фавара построим локальные интерполяционные экспонен-

циальные сплайны с произвольным расположением узлов, соответствующие линейному диффе-
ренциальному оператору второго порядка вида

Следуя § 1 в [17], построим разностный оператор , соответствующий дифференциальному

оператору , определенный на пространстве последовательностей  и сетке

, который является аналогом разделенной разности второго порядка. А именно, поло-
жим

Нетрудно заметить, что разность  обращается в нуль на сеточных значениях 
 любой функции f из ядра оператора  при любом . Отметим, что при

 (т.е. для равномерной сетки), оператор обобщенной конечной разности в явном ви-
де впервые был выписан в работе А. Шармы и И. Цимбаларио [18] для любого линейного диф-
ференциального оператора произвольного порядка с постоянными коэффициентами, характе-
ристический многочлен которого имеет только действительные корни.

Рассмотрим интерполяционные экспоненциальные многочлены вида

удовлетворяющие условиям

Они могут быть записаны в виде

На отрезке  будем строить экспоненциальный сплайн  второго порядка с основными

узлами в точках  и дополнительными – в точках , удовлетворяющий условиям
интерполяции

На отрезке  положим . Тогда  и  Далее, если сплайн 
уже построен на отрезке , то на следующем отрезке  положим

(3.1)

где , и функция  При этом функцию  будем искать в следую-

щем виде:

где  и  – действительные числа, подлежащие дальнейшему определению. Диф-
ференцируя функцию , имеем

(3.2)
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Положим , . Эти условия обеспечивают, что . То-
гда из (3.1), (3.2) получаем систему двух уравнений с двумя неизвестными для определения чисел

 и :

Решая эту систему, окончательно получаем, что

(3.3)

Таким образом, интерполяционный экспоненциальный сплайн второго порядка (являющийся
аналогом параболического сплайна Фавара) на любом отрезке  может быть запи-
сан в следующем виде:

где числа  и  определены равенствами (3.3).
Замечание 2. Локальные экспоненциальные и тригонометрические сплайны второго порядка,

соответствующие операторам   и , , изучались в мо-
нографии [14]. Там же (в комментариях и в списке литературы) приведена вся необходимая биб-
лиография. Но все сплайны, рассмотренные в [14], были неинтерполяционными.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В последние десятилетия большое внимание уделялось проблеме нахождения необходимых

условий разрешимости уравнений и неравенств различных типов в частных производных. Мно-
гие авторы исследовали проблему условий локальной и глобальной разрешимости нелинейных
дифференциальных уравнений, неравенcтв и их систем. Сейчас исследователи интересуются
оценкой условий существования и поведения решений для различных классов уравнений и не-
равенств в частных производных в соответствующих функциональных пространствах. Напри-
мер, большое значение придается проблеме существования и разрушения решений параболиче-
ских уравнений и неравенств в частных производных с сингулярными коэффициентами или на-
чальными данными в соответствующих функциональных классах.

Получено много пионерских результатов об отсутствии локальных и глобальных решений за-
дач Коши для дифференциальных уравнений или неравенств параболического типа без потен-
циального члена (см. [1–6] (эллиптические или параболические уравнения без сингулярных пе-
ременных коэффициентов) и ссылки там). Исследования локальной разрешимости квазилиней-
ных параболических уравнений и неравенств с потенциальными членами можно найти в [7–10].
Что касается нелокальных задач, в [11] рассмотрены некоторые вырожденные параболические
неравенства с локальными и нелокальными нелинейностями, причем было доказано отсутствие
глобальных нетривиальных решений методом пробных функций. Позднее в [12] было доказано
отсутствие глобального слабого решения для однородных квазилинейных параболических нера-
венств при наличии сингулярного потенциала и нелокального источника. Однако условия от-
сутствия решений при наличии потенциала и весового источника не рассматривались для полу-
линейных параболических неравенств и систем высокого порядка.

В настоящей работе мы обобщаем результаты [12] на параболические неравенства и системы
высокого порядка, модифицируя условия на источник, и получаем условия отсутствия решений
при наличии сингулярного потенциала и нелокального весового источника. Мы используем ме-
тод пробных функций (см. [1], [2], [4], [13]), чтобы определить влияние сингулярного потенциа-
ла, весовой функции и нелокального источника на отсутствие неотрицательного нетривиально-
го глобального слабого решения.

В разд. 2 мы доказываем отсутствие решений для рассматриваемого неравенства, а в разд. 3 –
для системы таких неравенств.

1)Работа выполнена при поддержке Программы стратегического академического лидерства РУДН.

УДК 517.956.25
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2. СИНГУЛЯРНОЕ ПАРАБОЛИЧЕСКОЕ НЕРАВЕНСТВО
Рассмотрим неравенство вида

(2.1)

где
(2.2)

начальная функция  неотрицательна и локально интегрируема,  – положительный син-
гулярный потенциал, удовлетворяющий оценке , , а  – положительная весо-

вая функция, сингулярная в начале координат, т.е. ,  с некоторым  и
.

Определение 1. Неотрицательная функция  называется слабым решением нелинейного нера-

венства (2.1), если  такова, что , и
соотношение

(2.3)

выполняется для любой пробной функции .
Теорема 1. Пусть выполняются условия . Если  и предположим, что

(2.4)

то задача (2.1) не имеет нетривиального глобального слабого решения.
Доказательство. Пусть  – слабое решение неравенства (2.1), а  – неотрицательная проб-

ная функция. Тогда по определению слабого решения имеем

(2.5)

Теперь оценим правую часть неравенства (2.5). Применяя неравенство Гёльдера к первому
слагаемому в правой части (2.5), получим

(2.6)

Вновь применяя неравенства Гёльдера и Юнга, имеем

(2.7)
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где

Используя рассуждения, аналогичные рассмотрению первого члена в (2.5), ко второму и тре-
тьему членам, получим

(2.8)

Вновь применяя неравенства Гёльдера и Юнга, имеем

(2.9)

где

Аналогично третий член в правой части (2.5) становится

(2.10)

где

Тогда из (2.5)–(2.10) следует
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Теперь положим  и введем пробные функции видa 

с  . Здесь  – функция класса  такая, что

(2.12)
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(2.13)

где ;

(2.14)

где ;

(2.15)

где 

Тогда из (2.11)–(2.15) получим

(2.16)

Теперь выберем  так, что

Тогда из неравенства (2.16) следует, что

(2.17)

с некоторыми  и положительным параметром .

Затем мы выбираем  так, что
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(2.18)

Такой выбор дает следующее общее значение экспоненты  в соотношении (2.17):

(2.19)

Теперь рассмотрим следующие два случая для значений .

Случай 1: .

Очевидно, что правая часть (2.17) стремится к нулю, если . Таким образом, утвержде-
ние теоремы 1 доказано для .

Случай 2: .
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Перейдя к пределу при , получим

(2.24)

Теперь вернемся к неравенству (2.5). Применяя неравенство Гёльдера, из соотношения (2.5)
получим

(2.25)

Однако в силу (2.24) и абсолютной сходимости интеграла имеем

(2.26)

при . Перейдя к пределу при  в (2.25), получим

Таким образом,  п.в. и в этом случае. Это завершает доказательство теоремы 1.

3. СИСТЕМЫ СИНГУЛЯРНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ НЕРАВЕНСТВ

Рассмотрим систему параболических неравенств вида

(3.1)

где

(3.2)

для некоторых   и ,  и  – неотрицательные локально интегрируе-
мые функции.
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Определение 2. Пара неотрицательных функций  называется слабым решением

системы нелинейных неравенств (3.1), если   таковы, что 

   и соотношения

(3.3)

(3.4)

выполняются для любой пробной функции , где  max .

Теорема 2. Пусть условия (3.2),  и  выполняются. Предположим, что

, где

(3.5)

с некоторым параметром . Тогда задача (3.1) не имеет нетривиального глобального слабого
решения.

Доказательство. Пусть пара функций  – слабое решение системы неравенств (3.1), а
‒ неотрицательная гладкая пробная функция, тогда по определению слабого решения извест-

но, что
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(3.7)

Теперь оценим правую часть неравенства (3.6). Применяя неравенство Гёльдера к первому
слагаемому в правой части (3.6), получим

(3.8)

Снова применяя неравенства Гёльдера и Юнга, придем к

(3.9)

где

Применяя аналогичные рассуждения ко второму и третьему слагаемым (3.6), получим
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(3.13)

Аналогично, применяя такие же рассуждения, как в (3.6), получим следующие три оценки
слагаемых правой части соотношения (3.7):
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(3.18)

Затем, в силу (2.12) и замены переменных  на (3.18), имеем

(3.19)

Выберем  так, что
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Тогда из неравенства (3.19) следует, что

(3.20)

с некоторыми  . Если выполнено любое из неравенств (3.3), т.е. если
, имеем два случая.

Случай 1: .
Переходя к пределу при  в (3.20), получим

(3.21)

Таким образом,  и  п.в. в 
Случай 2: .
Тогда соотношение (3.20) принимает вид

(3.22)

Переходя к пределу при  в (3.22), получим

(3.23)

Теперь вернемся к неравенствам (3.6) и (3.7). Применяя неравенство Гёльдера, получим

(3.24)
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АДМАСУ

(3.25)

Однако в силу (3.23) и абсолютной сходимости интеграла

имеем

(3.26)

при .

Переходя к пределу при  в (3.24) и (3.25), получим

Таким образом,  и  п.в. в  и в этом случае. Это завершает доказательство
теоремы 2.

Замечание. Можно также выбрать , как показано выше в доказательстве теоремы 1, и полу-
чить достаточное условие теоремы 2.

В заключение автор выражает благодарность Евгению Галахову за постановку задачи, руко-
водство и полезное обсуждение результатов работы в ходе подготовки этой статьи.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В трехмерной области  рассматривается система Навье–Стокса для
динамики во времени  поля скоростей 

(1.1)

(1.2)

где  – давление жидкости,  – неотрицательная постоянная, характеризующая вяз-
кость жидкости,  – постоянная плотность жидкости. Поле скоростей течения  подчи-
ним условию непротекания (“скольжения”) на гладкой границе  области , выражающемся в
требовании ортогональности поля  к нормальному вектору  к границе  в каждой точ-
ке 

(1.3)

Определение. Назовем решением задачи (1.1), (1.2), (1.3) пару , состоящую из гладкого

векторного поля  , непрерывного на  , и

скалярной функции , гладкой по  при всех .
В рамках модели гидродинамики (1.1), (1.2), (1.3), описывающей течение несжимаемой жид-

кости в пространственных областях  в случае шара

1)Работа выполнена в рамках государственного задания ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН (Выполнение фундаментальных
научных исследований ГП 47) по теме № 0580-2021-0007 “Развитие методов математического моделирования рас-
пределенных систем и соответствующих методов вычисления”.
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сферических слоев

и всего пространства  (в последнем случае, естественно, без условия (3)), рассмотрены точные
вихревые нестационарные решения в классе бесконечно дифференцируемых функций . Дан-
ная работа является развитием идей и подходов, представленных в [1–6].

Верификация точными решениями результатов вычислительных экспериментов моделиро-
вания течения жидкости в указанных областях весьма немногочисленна, что связано с малым
количеством известных точных решений рассматриваемых задач [2–6].

Моделированию течения жидкости в области изменяющейся во времени в рамках модели
слоистого течения жидкости и исследованию точного решения этой задачи посвящена работа
авторов [7].

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПОСТРОЕНИЯ

С целью упрощения записи дальнейших соотношений для каждого вектора  обозначим

символом  его евклидову норму. Границу шара  обозначим  – сфера радиуса R.
Отметим, что для каждой сферы  при  значения вектора нормали  можно выбрать
равными .

Значения радиусов сфер , являющихся границами шаровых областей  в уравнениях (1.1)–
(1.3), подчиним условию

(2.1)

Обозначим через  неотрицательные корни уравнения (2.1), которые упорядочим по возрас-
танию номеров :

При  справедлива асимптотическая формула

(2.2)

Положим

(2.3)

Определим для каждой точки  с евклидовой нормой  трехпараметрическое
семейство векторных полей, зависящих от произвольных параметров

заданное следующими формулами:

(2.4)

Векторное поле  может быть продолжено в классе бесконечно дифференцируемых
функций  в точку . Для доказательства установим свойства коэффициентов при мат-
рицах в выражении (2.4) в окрестности точки .

Рассмотрим на комплексной плоскости  с выколотой точкой  мероморфные функции,
заданные следующими соотношениями:

(2.5)
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Лемма 1. Функции f, g, p имеют аналитическое продолжение в точку  до целых функций на .

Доказательство. Для построения искомого продолжения заметим, что при  справед-
ливы следующие разложения:

(2.6)

Таким образом, при  справедливо разложение

(2.7)

Поскольку в силу сходимости разложений (2.6), (2.7) в области  функции  пред-
ставляются сходящимися рядами Тейлора, то эти ряды дают искомое продолжение функций

 в точку .
Лемма доказана.

Лемма 2. Векторное поле , определенное формулой (2.4) при , может быть продолжено
с  на пространство  в классе функций .

Доказательство. Отметим, что функция

принадлежит классу . Для построения искомого продолжения векторного поля 
в начало координат  воспользуемся леммой 1. Очевидно, что для этого нужно установить

существование  продолжения в точку  для коэффициентов  и . По-

скольку для вещественных значений переменной  справедливы тождества

(2.8)

то правые части формулы (2.8) представляются в виде сходящихся рядов Тейлора (2.6) и (2.7) по

четным степеням переменной . Следовательно, коэффициенты в формуле (2.4)

имеют продолжение класса  в начало координат .
Отметим, что в начале координат справедливо соотношение

(2.9)

В дальнейшем поле (2.4) с продолжением (2.9) будем обозначать тем же символом  .
Лемма доказана.

Лемма 3. Векторное поле  является касательным в каждой точке  на сфере , где  явля-
ются корнями уравнения (2.1), упорядоченными по возрастанию номеров .

Доказательство. В силу соотношений (2.1), (2.3) справедливы равенства

(2.10)
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Следовательно, учитывая (2.4), получаем

(2.11)

где матрица

(2.12)

Для доказательства утверждения леммы заметим, что для каждого вектора  справедливо
тождество

(2.13)

где  – транспонированная к матрице . Каждый вектор  ортогонален к по-
верхности сферы . Используя формулы (2.11), (2.12), (2.13), вычислим скалярное произведе-
ние

Таким образом, в каждой точке  векторное поле  является касательным к сфере .
Лемма доказана.
Лемма 4. Векторное поле , определенное на  формулами (2.4), (2.9), удовлетворяет сле-

дующим дифференциальным тождествам:

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Доказательство. В силу леммы 2 векторное поле . Поэтому во всех точках 
определены дифференциальные операторы в формулах (2.14)–(2.16). Получение этих формул
выполняется прямым вычислением значений указанных операций на основе формул (2.3), (2.4),
(2.9). Для обоснования формул (2.15), (2.16) существенно используется то, что функция ,
где  определяется соотношением (2.3), является собственной функцией трехмерного оператора
Лапласа, т.е.

Лемма доказана.

3. ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ (1.1), (1.2), (1.3). 
НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ

В следующей теореме предлагается построение трехпараметрического семейства решений
системы уравнений Навье–Стокса для несжимаемой жидкости в шаре, сферических слоях и во
всем пространстве  на основе векторных полей , свойства которых установлены в
леммах 1–4.

Теорема. Пусть векторное поле

(3.1)

и скалярная функция

(3.2)

ρα ∈

α 
 = α  α 

1

2

3

  ( ) ,
k

xx SU x A

 − +
 ρ = ρ − − + ∈  ρρ    − + 

N

2 2
1 3 2 3 1 2

2 2
2 3 1 2 1 32

2 2
1 2 1 3 2 3

( )
'( )1 ''( )   ( ) ,   .

( )

k
x k

kk

x x x x x x
u

A u x x x x x x k

x x x x x x

∈ R3x

=* 0,xA x

*xA xA ∈ = ρR3 : kx x

ρk
S

ρα ∈ ≡ α ≡ α ≡*( ( ), ) ( , ) ( , ) 0.
k

x xx SU x x A x A x

ρ∈
k

x S α( )U x ρk
S

α( )U x R3

α =div 0,U

α αΔ + = 0,U U

( )α α α α⋅ ∇ = ∇1( ) , .
2

U U U U

∞
α ∈ R3( )U С ∈ 3x

( ( ))u r x
u

+Δ + ≡ = + ∈ R
2 2 2
1 2 3 3( ( )) ( ( )) 0, ( ) ,  .u r x u r x r x x x x x

R3
∞

α ∈ R3( )U С

const,α α= −ε ∈ ≥ ε =R
2

3( , ) ( )exp( ),   ,   0,  V x t U x t x t

const > 0,α α
ρ= − + β ρ ≡( , ) ( ( , ), ( , )) ( ),
2

P x t V x t V x t t



1004

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 6  2023

ГАЛКИН

где  – произвольная функция, зависящая от времени . Тогда пара  является решением си-
стемы уравнений Навье–Стокса (1.1), (1.2) в области . Более того, на границе  каж-

дого шара  , выполняются условия скольжения

(1.3), т.е. формулы (3.1), (3.2) дают решение задачи (1.1), (1.2), (1.3) в каждом пространственном
шаре  и сферическом слое  . (Равенство  по определению озна-
чает, что .) Векторное поле скоростей (3.1), рассматриваемое в области

 и сферических слоях , стремится к нулю при .
Доказательство. Утверждение теоремы получается прямой подстановкой выражений (3.1),

(3.2) в соотношения (1.1), (1.2), (1.3) с учетом утверждений лемм 3 и 4.
Теорема доказана.
Отметим, что результаты теоремы переносятся на шары с произвольным радиусом посред-

ством соответствующего масштабирования пространственно-временных переменных.
Замечание. Формулы (3.1), (3.2) дают решение задачи Коши для системы (1.1), (1.2) в области

 с начальным условием

(3.3)
удовлетворяющее при  условию регулярности

(3.4)

Соотношение (3.4) является непосредственным следствием формулы (2.4).
Остановимся на некоторых свойствах решений, построенных в теореме. Отметим, что реше-

ния (3.1), (3.2) имеют слоистую, стратифицированную по сферическим слоям  структуру.
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Фиг. 1. Визуализация решения в сферическом слое .
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Нетрудно выявить некоторые инвариантные подмножества течения, исследуя линии тока. В
частности, для значения параметров  линии тока располагаются в экваториальной

плоскости на окружностях с радиусами орбит    .

На сферах  в этом случае линии тока расположены вдоль меридианов, соединяющих “север-
ный” и “южный” полюсы, меняя поочередно на противоположное направление “течения” при
изменении номера сферы на 1. Инвариантной является ось “север”–“юг”. При этом полюса яв-
ляются стационарными точками. Направление “течения” на отрезках этой оси, заключенных
между сферами , меняется на противоположное при переходе от слоя к слою. Аналогичные
явления наблюдаются на вышеупомянутых круговых орбитах в экваториальной плоскости. Де-
тальное качественное исследование решений и их визуализация будут представлены в последу-
ющих публикациях. Пример визуализации решения  в сферическом слое  был выпол-
нен Д.А. Моргуном и представлен на фиг. 1.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе получен класс точных решений уравнений Навье–Стокса для вихревого течения не-

сжимаемой жидкости. Построено трехпараметрическое семейство решений в шаре, сфериче-
ских слоях и во всем пространстве .

Автор выражает благодарность за обсуждение работы и участие в исследованиях по визуали-
зации построенных решений сотрудникам Сургутского филиала ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН
Д.А. Моргуну и А.О. Дубовику.
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Рассматривается задача Коши для одного модельного нелинейного уравнения с градиентной
нелинейностью. Для этой задачи Коши в работе доказано существование двух критических
показателей  и  таких, что при  отсутствует локальное во времени в не-
котором смысле слабое решение, при  локальное во времени слабое решение появляет-
ся, однако при  отсутствует глобальное во времени слабое решение. Библ. 17.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Рассматривается следующая задача Коши:

Вывод уравнения (1.1) имеется в работе [1]. Уравнение (1.1) относится к классу нелинейных урав-
нений типа С.Л. Соболева. Отметим, что исследованию линейных и нелинейных уравнений со-
болевского типа посвящено много работ. Так, в работах Г.А. Свиридюка, С.А. Загребиной,
А.А. Замышляевой [2–4] были рассмотрены в общем виде и в виде примеров начально-краевые
задачи для большого многообразия классов линейных и нелинейных уравнений соболевского
типа.

Отметим, что впервые теория потенциала для неклассических уравнений типа С.Л. Соболева
была рассмотрена в работе Б.В. Капитонова [5]. В дальнейшем теория потенциала изучалась в
работах С.А. Габова и А.Г. Свешникова [6], [7], а также в работах их учеников (см., например, ра-
боту Ю.Д. Плетнера [8]).

В классической работе [9] С.И. Похожаева и Э. Митидиери достаточно простым методом не-
линейной емкости были получены глубокие результаты о роли так называемых критических по-
казателей. Отметим также работы Е.И. Галахова и О.А. Салиевой [10] и [11]. В настоящей работе
мы получили результат о существовании двух критических показателей  и  таких, что
в широких классах начальных функций  при  отсутствуют даже локальные во вре-

1)Работа выполнена при поддержке Фонда теоретической физики и  математики "БАЗИС" и при финансовой под-
держке РНФ (проект № 23-11-00056) Российский университет дружбы народов.
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мени слабые решения задачи Коши (1.1), (1.2), а при  локальные во времени слабые реше-
ния уже существуют, однако при  глобальных во времени слабых решений нет – все
слабые решения разрушаются за конечное время.

Настоящая работа продолжает исследования, начатые нами в работах [12–16]. Причем в ра-
боте [16] была рассмотрена задача Коши

для которой были тоже получены два критических показателя  и  для аналогичных
утверждений, что и в настоящей работе.

2. ОБОЗНАЧЕНИЯ

Символом  мы обозначаем отрезок, соединяющий точки :

Символом  при  мы обозначаем следующее множество:

Под классом функций  мы понимаем ограниченные функции из класса
, причем это линейное пространство является банаховым относительно следующей

нормы:

Под классом функций ,  мы понимаем множество таких функций
 что

причем все смешанные частные производные в (2.1) коммутируют.

Под классом функций  при  мы понимаем такие функции  что для

 и для любого компакта  имеем

причем существуют слабые производные

Под классом функций  при  понимаем такие функции , что для лю-

бого компакта  имеем

причем существуют слабые производные
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Под классом функций  понимаем такие функции  что существуют все
слабые частные производные

Символами  и  при ,  обозначаем классические пространства Соболева.

Символами  и  стандартным образом обозначаем векторные топо-
логические пространства основных функций с компактными носителями.

Кроме того, символом  мы обозначаем для краткости частную производную по пере-
менной  символом  – частную производную по переменной  символом  – гра-
диент по пространственным переменным.

Рассмотрим линейное подпространство линейного пространства , состоящее из функ-
ций  для которых конечна следующая норма:

Это нормированное пространство обозначим символом .
Лемма 1. Нормированное пространство  является банаховым.

В дальнейшем мы будем использовать банахово пространство  относительно нормы

Символом  при  обозначаем те функции  из  для которых

3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим следующее уравнение в пространстве :

где

Применим преобразование Фурье по переменной  и получим из (3.1) следующее урав-

нение в :

Решение уравнения (3.2) имеет вид

где  – функция Хевисайда, а обобщенная функция  из  определена в § 11.8 рабо-
ты [18]. Используя результаты § 11.8 работы [18], мы получим равенство
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Рассмотрим следующую неоднородную задачу Коши:

где

Доказано, что функция

является фундаментальным решением оператора  как решение уравнения

в смысле пространств обобщенных функций из  и . Дадим снача-
ла определение классического решения задачи Коши (3.3), (3.4).

Определение 1. Классическим локальным во времени решением задачи Коши (3.3), (3.4) называет-
ся функция  удовлетворяющая уравнению (3.3) и началь-
ному условию (3.4) поточечно, причем  

Дадим определение локального во времени слабого решения задачи Коши (3.3), (3.4).

Определение 2. Функция  называется локальным во времени слабым ре-

шением задачи Коши (3.3), (3.4), если для любой функции  справедливо ра-
венство

где  .
Введем следующие обозначения:

Справедлива следующая лемма.
Лемма 2. Если  – локальное во времени слабое решение задачи Коши в смысле определения 2,

то в смысле распределений из  функция  удовлетворяет равенству

где все производные понимаются в смысле распределений.
В силу результата теоремы 11.3 из [18] справедлива следующая основная теорема.
Теорема 1. Пусть функции   таковы, что существуют свертки

в смысле . Тогда локальное во времени решение задачи Коши (3.3), (3.4) в смысле опре-
деления 2 представимо в виде суммы двух потенциалов:

Из этой теоремы вытекает следующее важное утверждение.
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Теорема 2. Всякое локальное во времени слабое решение  задачи Коши (3.3), (3.4) в смысле
определения 2 удовлетворяет поточечному равенству

если

а  – фундаментальное решение, определенное равенством (3.6).
Теперь дадим определение глобального во времени слабого решения следующей задачи Коши:

где оператор  определен равенством (3.5).

Определение 3. Функция  называется глобальным во времени слабым

решением задачи Коши (3.8), (3.9), если для любой функции  справедливо
равенство

где  .
Справедливо следующее утверждение, аналогичное утверждению теоремы 2.
Теорема 3. Всякое глобальное во времени слабое решение  задачи Коши (3.8), (3.9) в смысле

определения 3 удовлетворяет поточечному равенству

если

а  – фундаментальное решение, определенное равенством (3.6).
Отметим, что в дальнейшем мы докажем следующее утверждение.

Лемма 3. Если  причем найдутся такие постоянные  и  что выполнено
неравенство

то справедливы равенства

где .
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Замечание 1. При условиях леммы 3 и теорем 2, 3 равенства (3.7) и (3.10) примут следующий
вид:

Определение 4. Будем говорить, что функция

является регулярной в окрестности бесконечно удаленной точки, если для всех  выполнены
неравенства

при , и  где  и  – некоторые постоянные при  Спра-
ведливо следующее утверждение.

Теорема 4. Любая функция

регулярная в окрестности бесконечно удаленной точки в смысле определения 4 удовлетворяет урав-
нению

для всех , где  может быть сколь угодно большим, чтобы только было выпол-
нено условие (3.12), где оператор  определен равенством

Доказательство в целом повторяет аналогичное утверждение из работы [16].
Рассмотрим потенциал

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 5. Для любой плотности  объемный потенциал 

 при , а определение банахова пространства  дано в разд. 3,
причем справедлива оценка

а функция  и является монотонно неубывающей, ограниченной.
Доказательство в целом повторяет доказательство аналогичного утверждения работы [16].
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4. ОДНОЗНАЧНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим интегральное уравнение

Справедлива следующая лемма.

Лемма 4. Если , то .

Доказательство. Заметим, что функцию  можно переписать в следующем виде:

Поэтому

Лемма доказана.
Справедливо неравенство

где

Справедлива следующая лемма.
Лемма 5. Пусть выполнены условия

тогда для каждого 
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Аналогичным образом получаем оценку

поскольку

Справедливы выражения

Следовательно, . Лемма доказана.

В силу результата теоремы 5 и леммы 5 приходим к следующему утверждению.

Лемма 6. Оператор  определенный равенством (4.1), при  действует следующим
образом:

если .

Осталось воспользоваться стандартным алгоритмом метода сжимающих отображений и про-
должения решения интегрального уравнения (4.1) во времени в классе решений  и в
результате получить следующий результат.

Теорема 6. При  для любой начальной функции  такой, что  найдется та-
кое максимальное  что для любого  существует единственное решение ин-
тегрального уравнения (4.1) в классе  причем либо  либо  и в этом
случае справедливо предельное свойство

5. КРИТИЧЕСКИЕ ПОКАЗАТЕЛИ

Рассмотрим следующую задачу Коши:

(5.1)

(5.2)

Дадим определение классического решения задачи Коши (5.1), (5.2).

Определение 5. Функция , удовлетворяющая уравне-
нию (5.1) и начальному условию (5.2) поточечно, называется классическим решением задачи Коши
(5.1), (5.2).
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Теперь дадим определение локального во времени слабого решения задачи Коши (5.1), (5.2).

Определение 6. Функция  называется локальным во времени слабым ре-

шением задачи Коши (5.1), (5.2), если для любой функции  справедливо
следующее равенство:

Теперь дадим определение глобального во времени слабого решения задачи Коши (5.1), (5.2).

Определение 7. Функция  называется глобальным во времени слабым

решением задачи Коши (5.1), (5.2), если для любой функции  справедливо
равенство

Справедлива важная вспомогательная лемма.

Лемма 7. Пусть  – локальное во времени слабое решение задачи Коши в смысле определения 6.
Тогда для любых  и  выполнено равенство (5.3), в котором

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 7. Всякое глобальное во времени слабое решение задачи Коши в смысле определения 7 яв-
ляется локальным во времени слабым решением задачи Коши в смысле определения 6.

Доказательство основано на том, что имеет место вложение 
 если функции  продолжить нулем при .

Справедлива следующая лемма.

Лемма 8. Пусть  – глобальное во времени слабое решение задачи Коши в смысле определения 7.
Тогда для любых  и  справедливо равенство (5.4) при 

Доказательство аналогично доказательству леммы 7.

Дадим определение класса начальных функций.

Определение 8. Функция  если  и найдутся такие  и  что

 и

где  – это стандартная мера Лебега в .

Справедлива следующая теорема.

Теорема 8. Если  и  то не существует локального во времени слабого решения
задачи Коши ни для какого .
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Доказательство. Пусть  – локальное во времени слабое решение задачи Коши в смысле
определения 5. Тогда воспользуемся результатом леммы 7.

Доказательство этого утверждения основано на применении метода нелинейной емкости
С.И. Похожаева и Э. Митидиери (см. [9]) и специальном выборе пробной функции  в ра-
венстве (5.3) определения 6. Именно, возьмем

где  – это монотонно невозрастающая функция. Справедливы следующие оценки, основан-
ные на применении неравенства Гёльдера с соответствующими показателями:

где

Из равенства (5.3), примененного с пробной функцией (5.5), и из оценок (5.6), (5.8) и (5.10)
мы получим неравенство

Теперь воспользуемся следующим трехпараметрическим неравенством Юнга:

Применим это неравенство к (5.11) с . Тогда получим неравенство
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Положим теперь  и рассмотрим последовательность функций

для почти всех . Далее требуем выполнения неравенств

Тогда из (5.7)–(5.12) вытекает, что правая часть неравенства (5.12) ограничена некоторой кон-
стантой , следовательно,

И поэтому в силу теоремы Беппо Леви приходим к выводу о том, что

Рассмотрим отдельно случаи  и . В случае  из формулы (5.12) и оценок (5.7),
(5.9) приходим к выводу о том, что

Случай  является критическим и рассматривается, как все критические случаи из работы
[9].

Таким образом, при  приходим к равенству

После подстановки полученного равенства  в равенство (5.3) мы получим равенство

для всех функций  удовлетворяющих условиям определения 6. Поэтому для произвольных
функций  вида

в классе  после интегрирования по частям получим следующее равенство:

В силу основной леммы вариационного исчисления приходим к выводу о том, что

что противоречит определению класса .
Справедлива следующая теорема.

Теорема 9. Пусть  и  Тогда не существует глобального во времени слабого ре-
шения задачи Коши в смысле определения 7.
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Доказательство. Пусть  – глобальное во времени слабое решение задачи Коши в смысле
определения 7. Выберем пробную функцию из определения 7:

где функция  – монотонно невозрастающая. Справедливы следующие оценки:

где

Теперь потребуем, чтобы были выполнены неравенства  и , тогда верно .
Заметим, что при выполнении этих неравенств выполнено неравенство  Таким обра-
зом, из оценок (5.13)–(5.15) и равенства (5.4) получим оценку

Дальнейшие рассуждения повторяют рассуждения при доказательстве теоремы 8.
В результате предельного перехода при  в неравенстве (5.16) мы приходим к ра-
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Несложно заметить, что . Тогда из равенства (5.17) получим

Далее точно так же, как при доказательстве теоремы 8, из (5.18) получим противоречие с тем, что

Теорема доказана полностью.
Теперь мы докажем результат о существовании локального во времени слабого решения зада-

чи Коши в смысле определения 6.

Теорема 10. Пусть   и найдутся такие постоянные  и  что спра-
ведливо следующее неравенство:

Тогда существует единственное локальное во времени слабое решение задачи Коши (5.1), (5.2) в
смысле определения 6.

Доказательство. В силу условий теоремы выполнены все условия теоремы 6 о существовании
непродолжаемого во времени решения интегрального уравнения (4.1) в классе 

 для любого  причем если  то выполнено предельное свойство (4.2):

В силу результатов теоремы 5 справедливы следующие выражения:
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где мы воспользовались равенством

Осталось заметить, что

при  Лемма доказана.

Поскольку , то справедливо следующее поточечное равенство:

Сначала сформулируем следующий классический результат, который непосредственно вытека-
ет из работы [17].

Лемма 10. Пусть  при . Тогда классический объемный логарифми-
ческий потенциал

удовлетворяет равенству

для любых , где  – это скобки двойственности между  и , а оператор 
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Теперь проинтегрируем обе части равенства (5.23) по  и после интегрирования по частям
получим равенство

для любых . В левой части этого равенства можно снова проинтегрировать
по частям, поскольку  и , поэтому ,
и в результате получим равенство

Таким образом, построенное  является локальным во времени слабым решением задачи
Коши в смысле определения 6.

Теперь докажем единственность построенного локального во времени слабого решения за-
дачи Коши. В силу теоремы 2, леммы 3 всякое слабое решение задачи Коши в смысле определе-
ния 6 должно удовлетворять уравнению (3.11), которое в нашем случае имеет вид

где  – фундаментальное решение, определенное равенством (3.6). Рассмотрим функцию

где  – это найденное единственное решение интегрального уравнения (4.1). Заметим, что

Но тогда построенная функция  является единственным решением ин-
тегрального уравнения (5.24) в классе функций, равных нулю при  Отсюда вытекает един-
ственность локального во времени слабого решения в смысле определения 6.

Теорема доказана полностью.
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Работа посвящена изучению свойств современных схем семейства WENO с целью их даль-
нейшего применения в вихреразрешающих расчетах методом крупных вихрей (LES). Выбра-
на схема WENO-ZM5, которая относится к классу WENO-схем с модификацией индикато-
ров гладкости (“противопоточных”), и схема WENO-SYMBOO6, использующая симметрич-
ный шаблон (“симметричная WENO-схема”). Проведено сравнение схем на модельных
одномерных задачах (уравнение переноса, Хопфа, Бюргерса) как с гладкими, так и с разрыв-
ными решениями. Представлены результаты LES-моделирования распада изотропной
турбулентности. Решения, полученные по новым схемам, сопоставлены с решениями по
центрально-разностной схеме, классической схеме WENO5 и гибридной схеме. На основе
анализа энергетического спектра проведено сравнение уровня диссипативности схем. Ана-
логичное сравнение проведено в LES-расчете задачи о временном слое смешения, где в до-
полнение к энергетическому спектру рассмотрены профили средней скорости и напряжений
Рейнольдса. Библ. 29. Фиг. 13. Табл. 2.

Ключевые слова: WENO, WENO-ZM, WENO-SYMBOO, LES, распад изотропной турбулент-
ности, турбулентный слой смешения.
DOI: 10.31857/S0044466923060030, EDN: UWNSLL

ВВЕДЕНИЕ
В последние два десятилетия все более широкую популярность в области вычислительной

аэродинамики набирают схемы семейства ENO [1], [2] с переменным шаблоном, зависящим от
решения. Среди них выделяются WENO-схемы [3], обладающие лучшими индикаторами глад-
кости и большим порядком аппроксимации на одинаковом с ENO шаблоне. Стоит отметить, что
расчетные программы, ориентированные на решение практических задач газовой динамики в
рамках метода конечного объема, обладают, как правило, вторым порядком точности, посколь-
ку реальное распределение параметров течения на грани ячейки воспроизводится одной гауссо-
вой точкой. При таком подходе схемы ENO и WENO не реализуют свой теоретический порядок
точности, однако все равно позволяют существенно снизить уровень ошибки по сравнению с
классическими TVD-схемами. Это связано с тем, что коэффициент в разложении в ряд Тейлора
перед h2 оказывается меньшим. Однако эти схемы, являясь противопоточными, обладают чис-
ленной диссипацией, которая хоть и существенно меньше, чем в случае постоянной или линей-
ной реконструкции, все еще оказывается избыточной для корректного применения в методе
крупных вихрей (Large Eddy Simulation, LES).

Наиболее популярным подходом, пригодным для LES-расчетов, является использование ги-
бридной схемы. Она комбинирует какую-либо противопоточную схему с центрально-разност-
ной (Central Difference, CD), номинально не обладающей диссипацией (в случае линейного
уравнения переноса), с помощью весовой функции. Это обеспечивает и высокое пространствен-
ное разрешение, и устойчивый счет вблизи больших градиентов решения. Однако у этого подхо-
да есть недостатки. Во-первых, как правило, весовая функция является достаточно сложной и

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (код проекта № 21-71-10105), https://rscf.ru/project/21-71-10105/.
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включает в себя зависящую от течения константу [4]. Во-вторых, гибридная схема не полностью
отключает противопоточную составляющую, что затрудняет оценку уровня ее диссипативности.
В связи с этим интересен и актуален вопрос изучения схем, которые не являются гибридными и
не используют эмпирические константы, но пригодны для LES-расчетов.

Основная цель данной работы – оценить современные схемы семейства WENO, которые мо-
гут составить конкуренцию гибридной схеме [4] в рамках LES. Требование низкого уровня дис-
сипативности приводит к тому, что внимание будет сосредоточено на двух схемах семейства
WENO, одна из которых использует в рамках одномерной реконструкции симметричный шаб-
лон [5], [6], а другая использует модифицированные индикаторы гладкости на несимметричном
шаблоне [7], [8]. Достаточно полные обзоры по современным схемам семейства WENO можно
найти, например, в [9], [10].

Статья состоит из 5 разделов, в первом из которых характеризуются выбранные схемы, наи-
более перспективные с точки зрения LES-методов. В разд. 2 приводятся формулировки выбран-
ных численных методов. В третьем разделе рассматриваются результаты одномерных расчетов
модельных задач. Четвертый раздел посвящен задаче о распаде изотропной турбулентности. В
пятой части работы рассмотрена задача о турбулентном слое смешения. За ней следуют выводы.

1. ИССЛЕДУЕМЫЕ ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ

В классической постановке WENO5 для реконструкции функции с левой стороны грани
 используется 3 трехточечных шаблона ( ,  и  на фиг. 1), комбинация которых в случае

гладкого решения обеспечивает 5-й порядок аппроксимации. Идея WENO-схем на симметрич-
ном шаблоне состоит в том, чтобы добавить еще один трехточечный шаблон (  на фиг. 1) и пе-
ресчитать их оптимальные весовые коэффициенты с целью улучшения диссипативных свойств.
Пересчет может быть выполнен так, чтобы вместо противопоточной аппроксимации 5-го поряд-
ка “оптимальной” стала бездиссипативная центрально-разностная аппроксимация 6-го порядка
[6]; другой способ основывается на том, чтобы сдвинуть диссипативную ошибку схемы в область
коротких волн, для которых дисперсионная ошибка превышает 10%, из-за чего они в любом слу-
чае воспроизводятся неверно. Результатом эволюции второго направления стала схема WENO-
SYMBOO6 (Symmetrical Bandwidth and Order-Optimized, 6-точечный шаблон). В данной статье
именно эта схема выбрана для сравнения в качестве представителя симметричных WENO-схем.

Другой способ снижения диссипативности схемы WENO5 основан на модификации индика-
торов гладкости решения без расширения шаблона. Дело в том, что порядок точности классиче-
ской схемы WENO5 опускается до 3-го, если обнуляется 1-я производная решения, и до 2-го, ес-
ли обнуляется также и 2-я производная. В [11] рассматривается возможность использовать функ-
цию преобразования итоговых весовых коэффициентов, что позволяет сохранить 5-й порядок в
случае обнуления первой производной (такие схемы принято называть WENO-M), однако дан-
ный подход все равно обладает 2-м порядком в случае обнуления обеих производных одновре-
менно. Для решения второй проблемы в [12] предложен дополнительный индикатор гладкости
на “широком” шаблоне, использующем все 5 точек. Кроме этого, в [12] было обнаружено, что
значение константы , прибавляемой к индикаторам гладкости в WENO-схемах, влияет на реше-

+ 1/2i 0S 1S 2S

3S

ε

Фиг. 1. Шеститочечный шаблон для реконструкции значения на грани , изображение взято из [6].

S3
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i−2 i−1 i i+1 i+2 i+3

+1/2ix



1026

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 6  2023

БАХНЭ, ТРОШИН

ние в окрестности критических точек, поэтому стандартное значение  (см. [3]) было
предложено заменить на . Полученная схема обладает 4-м порядком в окрестности лю-
бых критических точек. Для нее принято обозначение WENO-Z. Объединение подходов WENO-
M и WENO-Z рассмотрено в [7], а полученную схему принято называть WENO-ZM5. В ней
функция преобразования применяется к весам, полученным в WENO-Z, а не к исходным. Схема
WENO-ZM5 будет рассматриваться в данной статье как представитель WENO-схем с модифици-
рованными индикаторами гладкости.

Два вышеперечисленных метода будут сравниваться с классической схемой WENO5 с MP-мо-
нотонизатором [13], с центрально-разностной схемой 2-го порядка точности (далее – CD2), а
также с гибридной схемой, комбинирующей монотонизированную схему WENO5 с CD2 с помо-
щью весовой функции [4].

2. ФОРМУЛИРОВКА МЕТОДОВ WENO-ZM5 И WENO-SYMBOO6

Без ограничения общности будем рассматривать реконструкцию решения на грань 
слева. Тогда в случае пятиточечного шаблона итоговую реконструкцию можно представить как
линейную комбинацию трех реконструкций по трем точкам:

где

а  – нелинейные весовые коэффициенты, определяемые конкретным методом. В базовой ап-
проксимации WENO5 веса  определяются через оптимальные веса , индикаторы гладкости

 и условие нормировки:

где оптимальные веса , , . Сами индикаторы гладкости выражаются следу-
ющим образом:

Малая положительная константа  предотвращает деление на ноль вблизи экстремумов и, следуя
[12], в данной работе выбрана равной . В методе WENO-ZM5 сперва необходимо модифи-
цировать индикаторы гладкости [12]:

Положительная константа C добавлена для того, чтобы избежать ошибок округления в окрест-
ностях критических точек, где все индикаторы гладкости стремятся к нулю [12].

Далее весовые коэффициенты шаблонов составляются из оптимальных значений  и моди-
фицированных индикаторов гладкости: . Затем полученные веса необходимо норми-

ровать так, чтобы сумма всех коэффициентов оставалась равной 1: . Наконец, к

полученным весам  необходимо применить функцию, исправляющую потерю порядка в
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окрестности гладкого экстремума [7]: , и снова нормировать: .
Сама функция определяется следующим образом [11]:

Окончательные веса  подставляются в формулу для  вместо .

В методе WENO-SYMBOO6 в реконструкции участвует еще один трехточечный шаблон 3-го

порядка: , так что . Соответствующий ему ин-
дикатор гладкости задается формулой

Новые оптимальные веса, полученные в [5] применением к схеме [14] процедуры из [6], опреде-
ляются следующим образом: , , , , где .
При этом вклад от самого правого шаблона ограничивается соответствующим выбором индика-
тора гладкости:  ; . Далее составляется комбинация оптимальных

весов и индикаторов гладкости: , где ,  – индикатор гладкости, по-

строенный на шеститочечном шаблоне:

который в случае гладкого решения оказывается на порядок меньше любого из  Таким обра-
зом, добавление единицы позволяет выбирать оптимальные веса . Завершающий этап, как и

ранее, – это нормировка: .

3. СРАВНЕНИЕ СХЕМ В МОДЕЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ

В данном разделе свойства выбранных схем анализируются численно на модельных задачах.
Для этого была написана программа, позволяющая решать одномерные уравнения переноса,
Хопфа и Бюргерса.

Рассмотрим уравнение переноса:

Будем использовать расчетную область  с равномерной сеткой шага h = 1. На гра-
ницах значения функции u фиксированы. Моделируемый промежуток времени . В пер-
вом тесте в качестве начальных условий в середине расчетной области задается полупериод си-
нуса в степени 9:

что обеспечивает достаточную гладкость начального профиля. Количество узлов выбрано таким,
чтобы исключить влияние на решение граничных условий за время задачи. Шаг по времени 
удовлетворяет условию . Интегрирование по времени ведется по 9-стадийному методу
Рунге–Кутты 7 порядка аппроксимации [15]. Это обеспечивает пренебрежимо малый вклад
временной аппроксимации в ошибку, которая вычисляется как -норма разности между чис-
ленным решением и точным. На фиг. 2 представлена зависимость ошибки от шага расчетной
сетки h для схем WENO5, WENO-ZM5 и WENO-SYMBOO6. Видно, что все схемы достигают
своего теоретического порядка сходимости.
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Во втором тесте задается разрывное начальное поле в форме прямоугольного импульса:

Все параметры расчета такие же, как в первом тесте. На фиг. 3 представлено решение в конечный
момент времени. Для сравнения приведено решение по центрально-разностной схеме CD2. Эта
схема порождает осцилляции Гиббса, которые не затухают со временем. Решения по схемам
класса WENO выглядят монотонными, при этом можно заметить, что классическая схема
WENO5 сильнее сглаживает решение, чем две новые аппроксимации, качественной разницы
между которыми не наблюдается. Однако, если вернуться к фиг. 2, то обнаружится, что в случае
гладкого начального условия уровень ошибки схемы WENO-SYMBOO6 в несколько раз меньше,
чем в случае WENO-ZM5 на всех сетках. На разрывах эта разница становится менее существен-
ной, что и демонстрирует фиг. 3.

Сделанные выводы сохраняются при решении уравнения Хопфа с непрерывными начальны-
ми условиями, соответствующими волне сжатия:

В табл. 1 представлены величины ошибок по норме  для моментов времени  и , где  –
время, за которое волна сжатия превращается в разрыв. При  схема CD2 дает наиболь-
шую ошибку среди рассмотренных схем, что связано с ее относительно высокой дисперсионной
ошибкой [9], которая проявляется на негладком решении. Классическая схема WENO5 уступает
двум новым вариантам WENO, между которыми, в свою очередь, различие невелико. При

 точное решение имеет разрыв, и центрально-разностная схема дает неудовлетворитель-
ный уровень ошибки. Все WENO-схемы, напротив, соответствуют точному решению.
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Фиг. 2. Численный порядок сходимости при решении уравнения переноса с гладкими начальными условиями.
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Выводы не меняются и при добавлении в уравнение диффузионного члена (уравнение Бюр-
герса):

Были рассмотрены два значения коэффициента вязкости:  и 0.4. Вторая производная ап-
проксимировалась по центрально-разностной схеме 2-го порядка аппроксимации. Начальные
условия были как в случае уравнения Хопфа. Рассматривалось стационарное решение, точная
формула которого имеет вид , где  – середина расчетной области. Ошиб-
ки, полученные по разным схемам, приведены в табл. 2.

∂ ∂ ∂+ =
∂ ∂ ∂

2

2ν .u u uu
t x x

=ν 1

( )= − −ex 0th ( )/(2ν)u x x 0x

Фиг. 3. Перенос прямоугольного импульса (ось абсцисс сдвинута таким образом, что координата 0 соответству-
ет середине расчетной области).

14012010080
x/h

6040200

1.2 точное решение

WENO5

WENO-ZM5

WENO-SYMBOO6

CD2

1.0

0.8

0.6

u

0.4

0.2

0

�0.2

Таблица 1. Ошибки по норме L2 для уравнения Хопфа

Схема

WENO5 0.0454 0
WENO-ZM5 0.0296 0
WENO-SYMBOO6 0.0281 0
CD2 0.0822 9.6099

= 0.5 cT T = 2 cT T

Таблица 2. Ошибки по норме L2 для уравнения Бюргерса

Схема

WENO5 0.0547 0.1093
WENO-ZM5 0.0129 0.0158
WENO-SYMBOO6 0.0143 0.0269
CD2 0.0851 0.5684

ν = 1 ν = 0.4
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При  волна сжатия хорошо разрешается сеткой, и ошибки схем находятся примерно в
том же соотношении, как и в случае уравнения Хопфа при . С коэффициентом вязкости

 сеточное разрешение становится недостаточным, и схема CD2 порождает видимые ос-
цилляции, приводящие к высокому уровню ошибки. С другой стороны, все схемы класса WENO
сохраняют монотонный характер решения, причем уровень ошибки классической схемы
WENO5 в несколько раз больше, чем двух других схем.

Итак, по результатам одномерных тестов обе аппроксимации – WENO-ZM5 и
WENO-SYMBOO6 – демонстрируют заявленный порядок сходимости при гладком начальном
условии, лучшее поведение в окрестности разрывов при сравнении с WENO5 и центральными
разностями и приблизительно одинаковый уровень ошибки в случае нелинейных модельных
уравнений Хопфа и Бюргерса. Обе схемы превосходят по точности центрально-разностную схе-
му, что позволяет надеяться на хорошие результаты их работы в LES-расчетах газодинамических
задач. Единственным отличием между двумя рассмотренными схемами является больший шаб-
лон WENO-SYMBOO6 и сопутствующие большие вычислительные затраты, которые в случае
трехмерной задачи могут стать существенными.

4. РАСЧЕТЫ ЗАТУХАНИЯ ИЗОТРОПНОЙ ТУРБУЛЕНТНОСТИ
Для всех трехмерных LES-расчетов в данной работе используется метод конечного объема

2-го порядка точности, реализованный на многоблочной структурированной сетке в расчетном
модуле zFlare, основанном на ZEUS [16] из пакета программ EWT-ЦАГИ [17]. Диффузионные
потоки вычисляются с помощью центрально-разностной схемы 2-го порядка. Для вихреразре-
шающих расчетов конвективные потоки аппроксимируются с помощью упомянутых выше цен-
тральных разностей 2-го порядка (CD2) либо гибридной схемы, которая работает как взвешен-
ное среднее между WENO5 с монотонизатором MP [13] и CD2 с весовой функцией из работы [4].
В ходе данного исследования были также реализованы и верифицированы аппроксимации кон-
вективных потоков по схемам WENO-ZM5 и WENO-SYMBOO6. Во всех расчетах в качестве вре-
менной аппроксимации используется 3-шаговая схема Хойна 3-го порядка точности. Решается
полная отфильтрованная система уравнений Навье–Стокса для сжимаемого газа. Система за-
мкнута подсеточной моделью из состава гибридного метода SST-DDES [18] с масштабом длины
SLA [20]. Это – дифференциальная двухпараметрическая подсеточная модель класса . Кон-
станта  в этой модели, которая является аналогом константы Смагоринского и определяет
форму энергетического спектра турбулентности, найдена в [20]: для центрально-разностной схе-
мы она равняется 0.69, а для гибридной схемы – 0.56.

Задача о затухании изотропной турбулентности – широко используемый инструмент для изу-
чения свойств численных схем и подсеточных моделей [21], [22]. Расчетная область для этой за-
дачи представляет собой куб с периодическими граничными условиями. Каждая сторона куба
имеет длину , размерный параметр  выбран равным 1 м. Одна из основных характеристик
турбулентности, представляющих интерес в данной задаче, – это форма энергетического спек-
тра , определяемого как интеграл по сферам радиуса  от половины следа спектрального
тензора (см. [23]):

Здесь  – волновое число,  – элемент сферы радиуса k. Спектральный тензор, в свою
очередь, определяется как 3-мерное преобразование Фурье от корреляционного тензора поля
скорости :

При высоких числах Рейнольдса спектр должен содержать инерционный интервал, подчиняю-
щийся закону Колмогорова: , где  – скорость диссипации кинети-
ческой энергии турбулентности ,  – безразмерная константа.

В проведенных расчетах начальное поле скорости создавалось с помощью генератора синте-
тической турбулентности, реализованного на основе [24]. В начальный момент времени возму-
щения в виде суммы гармоник вносились во всей расчетной области. Амплитуды гармоник рас-
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пределялись согласно спектру Кармана [25]. Начальная кинетическая энергия турбулентности
 составляла 1000 м2/с2 и соответствовала малому турбулентному числу Маха . Инте-

гральный масштаб турбулентности  был выбран равным  м, т.е., составлял четверть
длины расчетной области. Турбулентное число Рейнольдса  взято заве-
домо большим, чтобы всеми эффектами молекулярной диффузии можно было пренебречь. Ин-
тегральный масштаб времени , соответствующий начальному полю, составлял
около . Все расчеты проводились до момента физического времени . Предполагается,
что за два характерных времени оборота крупных вихрей энергетический спектр турбулентности
приходит в равновесие, и его форма в конечный момент времени определяется уже только свой-
ствами подсеточной модели и численного метода. Для задания начального поля параметров под-
сеточной турбулентности использовалась процедура согласования, описанная в [20]. Расчеты
проводились на равномерной кубической сетке с 64 ячейками в каждом индексном направле-
нии. Пример мгновенного поля скорости в расчетной области представлен на фиг. 4.

Энергетические спектры, полученные в расчетах, представлены на фиг. 5. В левой части по-
казаны спектры, которые дают гибридная схема и CD2 с указанными выше значениями кон-
станты . Видно, что оба спектра обладают протяженным инерционным интервалом. В
правой части показаны спектры, полученные со схемами семейства WENO. В случае схемы
WENO-ZM5 обнаруживается, что с оптимальным для гибридной схемы значением 
диссипация в области коротких волн избыточна, и даже при  участок спектра, вы-
держивающий инерционный интервал, недостаточно протяжен. Аналогичные результаты по-
лучены со схемой WENO-SYMBOO6. Отметим, что классическая схема WENO5 с монотони-
затором MP [13], расчеты по которой были проведены для сравнения, оказалась еще более
диссипативной.

Таким образом, в случае трехмерных задач, решаемых в рамках конечно-объемного метода с
одной гауссовой точкой на грани ячейки, схемы WENO-ZM5 и WENO-SYMBOO6 потеряли пре-
имущество перед центрально-разностной схемой, которое было обнаружено выше на одномер-
ных модельных уравнениях. Также они проиграли по диссипативности гибридной схеме. Веро-
ятно, проблема связана с появлением ошибки порядка , хоть и малой по величине, но су-
щественно влияющей на наименьшие разрешаемые масштабы течения. Фактически, две

0kE ≈ 0.08tM
0L ≈π /2 1.57 L

= ≈ × 6
0 0 0Re ν/ 3 10t kE L

= 00 02 /3kT L E
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Фиг. 4. Расчетная область, сетка и мгновенное поле скорости в задаче о затухании изотропной турбулентности.
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рассмотренные схемы не выдерживают инерционный интервал даже при малом значении кон-
станты , равном 0.1. Это означает, что в дальнейшем данные схемы следует использовать в
режиме ILES (Implicit LES) – без явной подсеточной модели.

5. РАСЧЕТЫ ВРЕМЕННОГО СЛОЯ СМЕШЕНИЯ

Во второй задаче рассматривается эволюция турбулентного слоя смешения, разделяющего
два неограниченных противоположно направленных потока. В отличие от предыдущей задачи,
в этом течении есть механизм производства кинетической энергии турбулентности на градиен-
тах среднего поля скорости. На автомодельном режиме ширина слоя смешения растет линейно
по времени, а максимальные значения напряжений Рейнольдса выходят на постоянные значе-
ния, пропорциональные , где  – разность скоростей между потоками. Закон нарастания
ширины и профили напряжений Рейнольдса можно сравнить с экспериментальными данными,
а в продольном энергетическом спектре в центре слоя смешения должен наблюдаться протяжен-
ный инерционный интервал, если число Рейнольдса течения велико.

В данной работе рассматривается расчетная область в форме прямоугольного параллелепипе-
да со сторонами ,  вдоль осей x, y, z соответственно, где  м. Центр па-
раллелепипеда помещен в начало координат. Установлены периодические граничные условия
по всем направлениям. Область покрыта кубической расчетной сеткой, состоящей из

 ячеек.

Начальное поле скорости формировалось за два этапа. На первом этапе, следуя [26], задава-
лось предварительное поле :
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Фиг. 5. Энергетический спектр в задаче о затухании изотропной турбулентности. (a) CD2 – желтая сплошная
линия, гибридная схема – красный пунктир. (б) Cиние кривые – WENO-ZM5: сплошная – ,
пунктир – , штрихпунктир – . Красная кривая – WENO-SYMBOO6 с . Зе-
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где

Здесь ,  – начальные волновые числа возмущений вдоль осей x и y соответ-
ственно; , ,  – относительные амплитуды возмущений;  – началь-
ная толщина слоя смешения. Функция  задает среднее поле скорости (за счет условия пери-
одичности по оси z в расчете реализуется не один слой смешения, а два: в центре и на границе),
функция  – это профиль амплитуды возмущений, налагаемых на среднее поле,  – случай-
ные нескоррелированные поля, значения которых в каждой точке равномерно распределены на
отрезке . Разность скоростей между потоками  была выбрана равной 69 м/с, что со-
ответствует числу Маха 0.2.

На втором этапе, снова как в [26], вычисляется поправка к , чтобы “исправленное” поле
скорости  стало соленоидальным. Для нахождения поля  необходимо ре-
шить трехмерное уравнение Пуассона . В данной работе оно решалось итерационным
методом Якоби [27]. Для аппроксимации дивергенции скорости использовалась центрально-
разностная схема 2-го порядка. На фоне полученного начального поля скорости проводилась
процедура согласования, описанная в [20], от однородных начальных значений ,

.
В расчетах данного течения использовались схемы WENO-ZM5, WENO-SYMBOO6, а также

классическая схема WENO5 с монотонизатором MP, центрально-разностная схема CD2 и ги-
бридная схема. Для CD2 и гибридной схемы значения подсеточной константы  задавались
как в предыдущей задаче. Для остальных схем полагалось , что фактически соответ-
ствует отключению явной подсеточной модели и переходу системы уравнений в режим ILES.

Расчеты велись до момента времени . Это время ограничено условием изолирован-
ности соседних слоев смешения, которое определялось по отсутствию взаимодействия профи-
лей напряжений Рейнольдса между ними.

На фиг. 6 изображены поля течения в конечный момент времени, полученные с помощью ги-
бридной схемы и базовой схемы WENO5. Базовая схема сглаживает мелкие структуры за счет
численной диссипации заметно сильнее, чем гибридная схема. На фиг. 7а представлена зависи-
мость интегральной толщины слоя смешения

от времени в безразмерных переменных. Здесь угловыми скобками обозначено пространствен-
ное осреднение по плоскости , в результате которого получается одномерный профиль
осредняемого параметра как функция от . Для сравнения на фиг. 7а также изображен ожидае-
мый наклон линии, соответствующий эксперименту Bell & Mehta (1990) [28]. Поведение реше-
ния, полученного с помощью гибридной схемы, очень близко к поведению решения, которое да-
ет CD2. Все схемы, кроме WENO5, позволяют решению выйти на асимптотическое поведение c
наклоном, близким к экспериментальному. Следует отметить, что схема WENO-ZM5 на участке

 предсказывает замедление роста ширины слоя смешения. Более явно это
можно наблюдать на графике производной  по времени (фиг. 7б). Видно, что для схем WENO5
и WENO-ZM5 она продолжает меняться до конца расчета, а остальные три схемы выходят на ав-
томодельный режим с постоянным значением производной. Классическая схема WENO5 не вы-
ходит на правильное асимптотическое решение, по-видимому, из-за того, что схемная вязкость
подавляет мелкомасштабную турбулентность, и развитый энергетический спектр турбулентно-
сти не устанавливается. Это согласуется с фиг. 6.
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На фиг. 8 изображены профили средней продольной компоненты скорости поперек слоя сме-
шения в моменты времени  (соответствует 2/5 общего времени моделирования) и

 (финальный момент). На эти графики, как и на все дальнейшие, наложены экспери-
ментальные данные из [28]. Можно сказать, что все схемы позволяют получить удовлетворитель-
ный результат, хорошо воспроизводя среднее поле скорости. Иначе ведут себя схемы с точки
зрения определения тензора напряжений Рейнольдса. На фиг. 9 построены профили среднего
квадрата пульсаций продольной компоненты скорости . Видно, что в момент времени

 уровень пульсаций по гибридной схеме, CD2 и WENO5 занижен. Однако дальше он на-
чинает расти, а в случае WENO-ZM5 – уменьшаться. Рост пульсаций со схемой WENO5 оказы-
вается чрезмерным. В финальный момент времени  для WENO-ZM5, CD2 и гибридной

= Δ2 /t L U
= Δ5 /t L U

' 'u u

Δ2 /L U

Δ5 /L U

Фиг. 6. Поле продольной компоненты скорости в конечный момент времени при использовании гибридной
схемы (a) и схемы WENO5 (б).
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Фиг. 8. Профили  в слое смешения в моменты времени  и .
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Фиг. 9. Профили  в слое смешения в моменты времени  и .
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схемы уровень пульсаций  оказывается меньше экспериментального, причем самые низкие
значения демонстрирует WENO-ZM5. Классическая схема WENO5 существенно завышает уро-
вень пульсаций. Возможно, это связано с сильным недоразрешением мгновенной структуры
слоя смешения, из-за чего крупные вихри не передают энергию по каскаду с достаточной скоро-
стью. Наиболее близкой к эксперименту оказывается схема WENO-SYMBOO6.

Аналогичные тенденции можно наблюдать в профилях среднего квадрата боковых пульсаций
 (фиг. 10). Единственное отличие состоит в том, что в финальный момент времени 

наиболее близкий к экспериментальному результат демонстрирует центрально-разностная схе-
ма. Из всех схем выделяется WENO5, которая завышает уровень боковых пульсаций более чем в
полтора раза. Похожие закономерности видны на фиг. 11 в профилях среднего квадрата попереч-
ных пульсаций скорости . Наилучший результат здесь в конечный момент времени счета
демонстрирует WENO-SYMBOO6. Решения, полученные с помощью остальных трех схем, каче-
ственно не отличаются. Отличия в случае среднего значения произведения  от остальных
корреляций состоят в том, что ближайший к эксперименту профиль демонстрируют гибридная
схема и WENO-SYMBOO6 (фиг. 12).
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Фиг. 10. Профили  в слое смешения в моменты времени  и .
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Фиг. 11. Профили  в слое смешения в моменты времени  и .
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Фиг. 12. Профили  в слое смешения в моменты времени  и .
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Еще одной величиной, представляющей интерес, является одномерный энергетический
спектр, вычисленный в центральной плоскости слоя смешения:

Он должен содержать протяженный инерционный интервал: . На фиг. 13 представ-
лены спектры в финальный момент времени . В решениях, полученных по схемам
WENO5, WENO-ZM5 и WENO-SYMBOO6, протяженный инерционный интервал отсутствует.
Несмотря на то, что отклонение от ожидаемого наклона спектра для гибридной схемы, CD2,
WENO-ZM5 и WENO-SYMBOO6 происходит примерно при одном и том же волновом числе,
степень отклонения двух новых схем существенно выше. Напомним, что явная подсеточная мо-
дель в новых схемах фактически отключена. В противоположность этому, в расчетах по гибрид-
ной схеме и CD2 подсеточная модель играет существенную роль. Это следует рассматривать как
преимущество, поскольку, варьируя структуру подсеточной модели, можно контролировать
описание подсеточной турбулентности и ее взаимодействие с разрешенным полем течения.

ВЫВОДЫ
В статье рассмотрены современные численные схемы WENO-ZM5 и WENO-SYMBOO6 с

точки зрения их конкурентоспособности с гибридной схемой [4], популярной в LES- и DES-рас-
четах турбулентных течений. Проведено сравнение схем в одномерных расчетах модельных за-
дач и в LES-расчетах двух турбулентных течений: распада изотропной турбулентности и разви-
тия временного слоя смешения.

В одномерных задачах схемы WENO-ZM5 и WENO-SYMBOO6 показали приблизительно
одинаковую точность и продемонстрировали преимущества перед схемой WENO5 и централь-
но-разностной схемой второго порядка точности: меньший уровень ошибки и лучшее поведение
в окрестности разрывов. В противоположность этому, трехмерные LES-расчеты выявили избы-
точно высокий уровень диссипации схем WENO-ZM5 и WENO-SYMBOO6 в рамках метода ко-
нечных объемов 2-го порядка с 1 гауссовой точкой на грани ячейки. Даже при полном отключе-
нии явной подсеточной модели (режим ILES) энергетический спектр не содержит развитого
инерционного интервала. Интересно, что в расчетах временного слоя смешения данный недо-
статок не мешает схеме WENO-SYMBOO6 демонстрировать корректные статистические харак-
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теристики течения: скорость роста ширины турбулентной зоны, профили средней скорости и
напряжений Рейнольдса. Тем не менее отсутствие возможности влиять на подсеточные напря-
жения делает схемы, работающие в режиме ILES, менее предпочтительными, чем гибридная
схема, основная часть диссипации в которой создается именно явной моделью подсеточных
напряжений. Таким образом, на данный момент при реализации на базе метода конечных объе-
мов с 1 гауссовой точкой на грани ячейки (единственного практически значимого варианта ме-
тода конечных объемов) предпочтительной остается гибридная схема. Схемы WENO-ZM5 и
WENO-SYMBOO6, по крайней мере, в рассмотренных дозвуковых задачах, конкурировать с ней
не могут. В будущем целесообразно сравнить эти схемы в расчетах задач с сильными разрывами
параметров – например, в сверхзвуковых течениях со скачками уплотнения.
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Ряд актуальных задач интегральной фотоники сводится к наклонному падению излучения на
плоско-параллельный рассеиватель. Для таких задач предложен метод интегрирования урав-
нений Максвелла вдоль направления распространения луча. В результате исходная двумер-
ная задача сводится к одномерной, и для ее решения применяются недавно предложенные
одномерные бикомпактные схемы. Это позволяет существенно снизить вычислительные за-
траты по сравнению с традиционными двумерными методами типа конечных разностей и ко-
нечных элементов. Для верификации предложенного метода проведены расчеты тестовых за-
дач с известными точными решениями. Библ. 33. Фиг. 12.

Ключевые слова: уравнения Максвелла, бикомпактные схемы, слоистые среды, условия со-
пряжения, дисперсия вещества.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Интегральной фотоникой называется направление оптики, посвященное разработке нано-

размерных устройств, позволяющих управлять излучением в ближнем ИК- и видимом диапазо-
не. Оптические наноструктуры могут применяться в качестве детекторов, логических элементов,
переключателей, модуляторов, волноводов и т.д. Ряд важных приложений сводятся к задаче о
наклонном падении плоской элекромагнитной волны (как монохроматической, так и импульса)
на набор плоско-параллельных пластин. Последние могут быть как диэлектрическими, так и
проводящими, причем их материальные парамеры могут зависеть от координат. Такие задачи
возникают при исследовании свойств связанных состояний различного типа (поверхностных [1]
либо таммовских [2, 3] плазмон-поляритонов, мод микрополостей [4], экситонов [5] и др.).

Описанные задачи являются двумерными, т.е. электромагнитные поля зависят от двух про-
странственных координат, а зависимостью от третьей координаты можно пренебречь. Для таких
задач традиционно применяют двумерные коды на основе метода конечных разностей или ко-
нечных элементов. Однако эти методы сталкиваются с рядом трудностей. Во-первых, вблизи
границ раздела сред погрешность оказывается большой. Во-вторых, реальные оптические среды
обладают частотной дисперсией. Существующие способы ее учета могут вносить заметную по-
грешность в решение. Критический анализ существующих сеточных методов приведен в [6].

Если поля являются монохроматическими, а среды – диэлектрическими и кусочно-однород-
ными, то применяют методы типа матриц рассеяния [7]. Эти методы дают не приближенное, а
точное решение задачи. В рамках своей области применимости эти методы являются наиболее
работоспособными. Свешников и Тихонравов обобщили метод матриц рассеяния на задачи в
слоистых средах с пространственно-неоднородными слоями [8], однако это обобщение приме-
нимо только при нормальном падении излучения.

В ряде случаев с помощью физических приближений постановку удается упростить и свести
задачу к одномерной. Это значительно упрощает расчет. Примером является интегрирование ги-

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (код проекта № 22-71-00070).
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перболических задач вдоль направления распространения колебаний. Однако такие подходы
разработаны для случаев, когда в среде отсутствуют границы раздела, т.е. свойства вещества
плавно изменяются в пространстве. В то же время характерной особенностью задач интеграль-
ной фотоники является наличие нескольких границ раздела, на которых возникают множе-
ственные переотражения.

В настоящей статье предложено проводить интегрирование уравнений Максвелла вдоль на-
правления распространения колебаний. Это позволяет свести задачу к одномерной. В задачах
электродинамики такой подход ранее не применялся. Для указанной одномерной задачи приме-
няются предложенные недавно бикомпактная схема и метод спектрального разложения. Это
позволяет 1) снизить трудоемкость решения перечисленных выше задач, 2) существенно повы-
сить количественную точность. Проведены расчеты тестовых задач с известным точным реше-
нием, которые убедительно верифицируют предлагаемый подход.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
2.1. Плоско-параллельная структура

1. Рассмотрим слоистую структуру, состоящую из  изотропных плоско-параллельных пла-
стин общей толщиной . Ориентируем координатную ось  перпендикулярно пластинам; оси 
и  расположены в плоскости пластин. Обозначим координаты границ слоев через

. При  и  расположены полубесконечные диэлектрические
среды. Обозначим их диэлектрические проницаемости и магнитные восприимчивости через ,

 (для ) и ,  (для ). Будем считать эти среды однородными и изотропными.
2. Пусть часть пластин является диэлектрическими, часть – проводниками или полупровод-

никами. Обозначим через  диэлектрическую проницаемость,  – магнитную восприимчи-
вость,  – проводимость -й пластины (для диэлектрических пластин ).

3. Из-за нагрева токами и падающим излучением пластины могут становиться оптически не-
однородными, т.е. их показатель преломления может зависеть от координаты. Будем считать,
что показатель преломления и проводимость зависят от координаты , но практически не меня-
ются со временем.

4. Величины , ,  могут зависеть от частоты  электромагнитной волны. Такую диспер-
сию называют частотной. При этом будем считать, что пространственная дисперсия (т.е. зависи-
мость материальных параметров от волнового вектора) пренебрежимо мала.

Отметим, что при наличии пространственной дисперсии волновой фронт перестает быть од-
нородным (т.е. деформируется). Возникает деформация поляризации, которая может приводить
к реализации многомодовых колебаний, волноводных режимов и др. [9]. Этот круг задач выхо-
дит за рамки данной работы.

Пространственная дисперсия несущественна, если поле мало меняется на расстоянии, на ко-
тором формируется отклик среды на это поле [9]. Изменение поля происходит за счет смещения
зарядов в веществе. Тем самым мы предполагаем, что смещение зарядов за период колебаний
полей мало по сравнению с длиной волны. В задачах физики плазмы это означает приближение
холодной плазмы. В задачах диэлектрической фотоники и плазмоники это приближение приме-
нимо, поскольку частота колебаний поля высока. Так, типичный период колебаний в оптиче-
ском и ближнем ИК-диапазоне составляет  с. За это время свободные электроны в металле
смещаются на доли ангстрема, в то время как характерная длина волны составляет сотни нано-
метров.

2.2. Стационарный случай
1. Пусть на описанную структуру наклонно падает плоская линейно поляризованная электро-

магнитная волна. Пусть она является монохроматической и имеет частоту . В литературе такую
зависимость от времени нередко называют гармонической. Пусть волновой вектор лежит в
плоскости . Угол падения (т.е. угол между волновым вектором падающей волны и нормалью
к пластинам) обозначим через .

Как известно, при наклонном падении возможны две поляризации волны. Волна называется
-поляризованной, если вектор  перпендикулярен плоскости, образованной волновыми век-

Q
a z x

y
ξ ξ ξ0 10 = < < < =Q a < 0z >z a

ε0

μ0 < 0z εa μa >z a
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торами падающей и отраженной волн. Тогда вектор  имеет только -компоненту ,
а вектор  имеет - и -компоненты . Такая поляризация проиллюстрирована на
фиг. 1, где для простоты приведена одна граница раздела. Если вектор  лежит в плоскости, об-
разованной волновыми векторами падающей и отраженной волн, то волна называется -поля-
ризованной (см. фиг. 2). Тогда вектор  имеет - и -компоненты , а вектор  –
только -компоненту .

При этом если падающая волна имеет -поляризацию, то отраженная и прошедшая волны
также будут -поляризованными; аналогично в случае -поляризации. Мы будем считать, что
падающая волна является - либо -поляризованной. Именно этот случай представляет интерес
для приложений.

2. Пусть внешние объемные токи отсутствуют . Падающее излучение индуцирует объ-
емные токи . Они направлены так же, как вектор . Эти токи излучают волны, кото-
рые интерферируют с падающей, отраженной и прошедшей волнами. При этом могут формиро-
ваться различные связанные состояния электромагнитного поля.

E y = {0, ,0}yEE
H x z = { ,0, }x zH HH

E
p

E x z = { ,0, }x zE EE H
y = {0, ,0}yHH

s
s p

s p

ext = 0J
σind =q q qJ E E

Фиг. 1. -поляризованная волна. Жирная линия – направление распространения прямой волны (лучевая тра-
ектория). Пунктир – направление распространения отраженной волны. Тонкая линия – граница раздела сред.
Штриховая линия – нормаль к границе раздела.
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Фиг. 2. -поляризованная волна. Обозначения соответствуют фиг. 1.
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3. Основными уравнениями электродинамики являются уравнения Максвелла. Традиционно
в литературе рассматривают их дифференциальную форму. Мы используем интегральную фор-
му этих уравнений. Приведем ее для случая монохроматических полей

(1)

(2)

Здесь  – произвольная поверхность, ограниченная контуром . Используется система единиц
СГС.

Сформулируем условия излучения для данной задачи. Выделим участок рассеивателя, огра-
ниченный плоскостями  и . Для компактности записи введем следующие обозна-
чения:

(3)

Здесь  и  – проекции волнового вектора в -й пластине на оси  и
 соответственно. Значения  соответствуют пластинам рассеивателя,  – среде

при ,  – среде при . Напомним, что волновое число в -й пластинке равно
.

Оператор  позволяет выделить падающую волну  в -й среде и за-
дать ее амплитуду, не затрагивая амплитуду отраженной волны .

Таким образом, условия излучения принимают следующий вид:

(4)

(5)

(6)

(7)

Здесь  – амплитуда волны, падающей на границу раздела  из среды  в среду . Ам-

плитуда  связана с  коэффициентами Френеля. Амплитуда  соответствует излучению,
падающему на границу рассеивателя . Условия (6) показывают, что падающая и отражен-
ная волны свободно проходят через границу , а условие (7) – что прошедшая волна свобод-
но проходит через границу .

На границах раздела поставим условия сопряжения

(8)

Интегральные уравнения (1), (2) суть физические законы сохранения (теорема о циркуляции
и закон Фарадея соответственно). Разностная аппроксимация этих законов вместе с условиями
сопряжения на границах раздела сред позволяет строить полностью консервативные схемы для
данной задачи [10].

2.3. Нестационарный случай

1. Пусть на рассеиватель падают не монохроматическая волна, а волновой пакет

(9)

Γ
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с несущей частотой  и заданной огибающей . Здесь  – единичный вектор в направле-
нии распространения волны, . Пусть импульс (9) является плоским и линейно поляри-
зованным, а огибающая – финитной.

Падающее излучение индуцирует объемные токи , которые переизлучают линейно
поляризованные импульсы.

2. Приведем математическую постановку задачи. Она включает нестационарные уравнения
Максвелла

(10)

(11)

условия сопряжения (8), начальные условия ,  при  и нестационарный аналог
условий излучения.

Сформулируем нестационарные условия излучения. Для этого в (4)–(7) нужно заменить
 и подставить в правую часть импульс (9). Пусть

(12)

Тогда нестационарные условия излучения, описывающие падение волны на рассеиватель, при-
нимают вид

(13)

при ,  и при , . Здесь  – профиль падающего импульса в -й пла-
стине. Условия излучения, описывающие уход на бесконечность прошедшей волны, записыва-
ются следующим образом:

(14)

(15)

3. ОПТИЧЕСКИЕ ПУТИ
3.1. Снижение размерности многомерных задач

Задачи для уравнений математической физики со многими переменными представляют боль-
шую вычислительную сложность. Существует, однако, ряд приемов, которые позволяют сни-
зить размерность задачи. Это аналитико-численные алгоритмы, как правило, основанные на
физических упрощениях задачи. Одним из них является автомодельная замена переменных, что
превращает уравнение в частных производных в ОДУ. Построение таких замен можно считать
скорее искусством; общие алгоритмы отсутствуют.

Другим хорошо известным способом является метод характеристик для гиперболических за-
дач. Интегрирование исходного уравнения вдоль характеристики можно трактовать как задачу
сниженной размерности.

Близко к этому примыкают подходы, в которых гиперболическая система интегрируется
вдоль направления распространения колебаний. Например, такой подход развивали Доброхо-
тов, Назайкинский, Шафаревич, Секерж-Зенькович, Аникин, Толченников и другие (см., на-
пример, [11, 12] и цитированную литературу). В указанных работах задача решалась в два этапа:
сначала на основе вариационного принципа вычислялись лучевые траектории, затем вдоль них
проводились одномерные расчеты фронта волны.

Эти авторы применяли данный подход к расчетам коротковолновых радиотрасс в ионосфере,
моделированию распространения океанских волн и формирования цунами и некоторым другим
задачам. Во всех этих задачах свойства среды, в которой распространяется волна, плавно зависят
от координаты, т.е. границы раздела отсутствуют.
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Аналогичный подход развивали Форбс и Алонсо применительно к задачам волновой оптики
(дифракции, распространения электромагнитных полей по волноводам и др.) [13–20]. Эти авто-
ры рассматривали отражение и преломление на одной границе раздела. Они вводили лучи для
отраженной и преломленной волн. Однако при наличии нескольких границ раздела возникают
множественные переотражения, причем в прозрачной среде таких переотражений бесконечно
много. Обобщение метода Форбса-Алонсо на этот случай сталкивается с серьезными трудностя-
ми. Суммарное поле содержит бесконечное число слагаемых. Обрезание такого ряда вносит по-
грешность, величина которой требует дополнительных исследований.

Тем не менее, описанные полуаналитические методы намного экономичнее прямого числен-
ного моделирования многомерной задачи, поэтому они представляются перспективными.

Поставленные выше задачи являются двумерными. В данной работе предлагается подход,
позволяющий свести их к одномерной постановке. Он применим как в среде с плавно меняю-
щимся показателем преломления, так и в слоистой (имеющей несколько границ раздела). Этим
предлагаемый подход отличается от методов группы Доброхотова и метода Форбса-Алонсо. Он
был назван методом оптических путей. Метод сводится к интегрированию уравнений Максвелла
вдоль направления распространения (лучевой траектории) падающей и преломленной волн.

3.2. Лучевые траектории

1. Рассмотрим стационарную задачу п. 2.2. Пусть сначала токи отсутствуют, т.е. все пластины
являются диэлектрическими , . Обобщение на случай проводящих пластин будет
построено далее (см. п. 3.8). Материал пластин может быть как однородным, так и неоднород-
ным.

2. На каждой -й границе раздела падающая волна частично отражается и, преломляясь, ча-
стично проходит далее. У падающей и прошедшей волны -компонента волнового вектора по-
ложительна . Такие волны будем называть прямыми. У отраженной волны -компонента
волнового вектора отрицательна . Такие волны будем называть обратными. Прямая про-
шедшая волна падает на следующую -ю границу раздела, причем угол падения равен углу
преломления для -й границы раздела. На -й границе раздела волна претерпевает отраже-
ние и преломление. Отраженная обратная волна возвращается к -й границе и также испытыва-
ет на ней отражение и преломление. Волна, отраженная от -й границы, становится прямой и
вместе с другими прямыми волнами падает на -ю границу.

Число таких переотражений очень велико (в случае пренебрежимо малого поглощения пе-
реотражений бесконечно много). При этом в каждой пластине все прямые волны имеют одни и
те же углы падения и преломления, все обратные волны имеют одни и те же углы отражения. По-
этому можно ввести единую лучевую траекторию для всех прямых волн.

2. Лучевую траекторию построим в рамках геометрической оптики. Для этого необходимо ис-
пользовать принцип Ферма (аналогично [12]). Он применим, поскольку предполагается, что
пространственная дисперсия отсутствует. Принцип Ферма приводит к задаче на экстремум
функционала времени распространения света в среде

(16)

Здесь  – скорость распространения света в среде. Это уравнение определяет лучевую тра-
екторию  падающей волны. В неоднородной среде данная лучевая траектория является кри-
волинейной. Лучевая траектория отраженной волны зеркально симметрична траектории падаю-
щей волны относительно плоскости . Чтобы построить ее, нужно сделать замену  при
сохранении знака .

Методы решения таких задач обсуждаются в [21–23]. Возможно также применение прямого
сеточного метода [24].

3. В простейшем случае, если рассеиватель составлен из однородных изотропных диэлектри-
ческих пластин, эта задача допускает несложное аналитическое решение. Прямые и обратные
волны распространяются по прямым линиям, направление которых в -й пластине определяет-
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ся законом Снеллиуса (который, как известно, есть следствие принципа Ферма). Угол прелом-
ления  в -й границе раздела определяется равенством

(17)

где  – угол падения на -ю границу раздела.
Пример лучевой траектории для одной границы раздела между однородными средами приве-

ден на фиг. 1, 2. Эта лучевая траектория является негладкой: она испытывает излом на каждой
границе раздела. Обозначим координату вдоль лучевой траектории через . Для случая фиг. 1, 2
преобразование координат  выполняется по следующему правилу:

(18)

Если границ раздела несколько, то преобразование (18) обобщается очевидным образом.
4. В качестве пространственной координаты выберем лучевую траекторию прямой волны.

3.3. Неизвестные функции
1. Рассмотрим падающую волну. Как в однородной, так и в неоднородной среде на лучевой

траектории поля  и  ортогональны  и имеют только одну компоненту, равную комплексной
амплитуде соответствующего вектора. Эта амплитуда зависит от одной пространственной пере-
менной – координаты вдоль лучевой траектории. Поэтому задача, в которой присутствует толь-
ко падающая волна, является одномерной. То же справедливо для отраженной волны.

2. Во всех пластинах рассеивателя, включая среду в области , поле является суперпозици-
ей падающей и отраженной волн. В этом случае суммарные векторы  и  не ортогональны .
Однако, согласно закону отражения, углы между полевыми векторами падающей и отраженной
волн и осями координат одинаковы. Так, для -поляризации угол между полем  падающей
волны и осью  равен углу между полем  отраженной волны и осью  (аналогично для оси ).
То же справедливо для полей ,  в случае -поляризации. Поэтому проекции суммарного
поля на оси координат вычисляются следующим образом:

(19)

Выражения для ,  получаются из (19) заменой .
3. Таким образом, как и в случае нормального падения, решение полностью определяется

суммой комплексных амплитуд падающей и отраженной волн. Поэтому для расчета можно ис-
пользовать одномерную схему, в которой неизвестной функцией является указанная сумма.

3.4. Условия сопряжения
Интегральные уравнения Максвелла в изотропной среде инвариантны относительно поворо-

та системы координат. Поэтому, чтобы перейти к координате вдоль лучевой траектории, доста-
точно модифицировать условия сопряжения на границе раздела сред.

Рассмотрим падение волны на одну границу раздела (см. фиг. 1, 2). Условия сопряжения для
тангенциальных компонент полей на этой границе имеют вид

(20)

Здесь среда 1 расположена до границы раздела, а среда 2 – после. Для -поляризации условия со-
пряжения имеют вид

(21)

где  – заданный угол падения,  – угол преломления. Для -поляризации условия сопряжения
записываются следующим образом:

(22)
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Условия сопряжения непосредственно входят в разностную схему. По сравнению со случаем
нормального падения добавляются только множители  и . Если границ раздела не-
сколько, то условия (21), (22) записываются на каждой из них.

Чтобы учесть полное внутреннее отражение, введем чисто мнимое волновое число , ес-
ли . Такая замена справедлива, если среды являются прозрачными либо по-
глощающими (т.е. ).

3.5. Эффективная толщина
После перехода к координате вдоль лучевой траектории эффективная толщина пластин отли-

чается от физической толщины. Потребуем, чтобы пластина эффективной толщины обеспечи-
вала правильный набег фазы.

Рассмотрим наклонное падение плоской волны на плоско-параллельную пластину (интерфе-
рометр Фабри-Перо). Разность фаз у волны, однократно прошедшей туда и обратно через пла-
стинку, и волны, отразившейся от наружной поверхности пластины, равна [25]

(23)

Чтобы обеспечить такую же разность фаз при движении вдоль лучевой траектории, заменим фи-
зическую толщину на эффективную

(24)
Если в среде имеется поглощение, т.е. , то угол  формально оказывается комплексным.
При этом набег фазы  также является комплексным, т.е. учитывает затухание волны. В этом
случае в (24) нужно взять .

Такая пластинка эффективной толщины будет давать такой же спектр отражения, что исход-
ная пластинка при наклонном падении. При наличии нескольких пластин толщину каждой сле-
дует заменить на эффективную.

Замечание 1. Для прозрачной среды без поглощения замена пластинки на эффективную явля-
ется точной. Если поглощением пренебречь нельзя, то метод оптических путей вносит некото-
рую физическую погрешность. Величина этой погрешности будет проиллюстрирована далее
(см. п. 4.3).

Замечание 2. Строго говоря, в диспергирующей среде эффективные толщины для различных
частот оказываются разными. Если среда является еще и неоднородной, то для волн с различны-
ми частотами будут несколько отличаться лучевые траектории.

Однако для реальных диэлектрических материалов в оптическом диапазоне это различие не-
велико. Поэтому мы им пренебрегаем и вычисляем лучевые траектории и эффективные толщи-
ны слоев по частоте, соответствующей середине рассматриваемого диапазона.

3.6. Разностная схема
Согласно условиям сопряжения, тангенциальные компоненты векторов  и , а также нор-

мальные компоненты векторов  и  непрерывны на границах раздела сред. Однако комплекс-
ные амплитуды полей  и  испытывают сильный разрыв. Чтобы проводить расчеты таких ре-
шений, нужно использовать бикомпактные схемы [26], [27]. Это двухточечные полностью кон-
сервативные схемы, основанные на сеточной аппроксимации интегральных законов сохранения
(1), (2) и условий сопряжения (8). При этом сетка по координате выбирается так, чтобы узлы по-
падали в границы раздела сред. Остальные узлы могут быть расставлены произвольно. Такие сет-
ки называются специальными [28].

Рассмотрим оптически эквивалентный рассеиватель. Эффективные толщины пластин равны
, , где . Введем специальную сетку. Бикомпактная разностная

схема для случая -поляризации будет иметь следующий вид:

(25)

(26)
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(27)

(28)

Здесь  и  – угол падения и угол преломления на границе расчетной области,  и  – угол
падения и угол преломления, соответствующие первому узлу сетки и т.д. При этом  вычисляем
по заданному  по формуле (17), затем полагаем ,  определяем по  согласно (17) и т.д.
Если в -м узле граница раздела отсутствует, то преломления не происходит, и  по по-
строению.

В случае -поляризации нужно заменить равенства (27) на

(29)

Решение разностной схемы (25)–(29) соответствует фиксированной координате . Чтобы по-
лучить решение исходной двумерной задачи, необходимо сделать обратную замену переменных

 по формуле (18) и умножить решение на

(30)

Здесь  – сетка по координате . Значения материальных параметров ,  целесообразно вы-
числять в узлах сетки. Множитель (30) описывает распространение волны вдоль границ раздела.

Обоснование сходимости схемы (25)–(29) практически дословно повторяет таковое для одно-
мерной бикомпактной схемы [6].

3.7. Клиновидная пластина
Предложенный метод можно обобщить на случай клиновидных пластин, когда границы раз-

дела являются плоскими, но не параллельными. Построим такое обобщение, следуя [25].
Набег фазы волны, прошедшей туда и обратно через пластинку, приближенно описывается

формулой (23), где  – толщина пластины в том месте, где происходит отражение света. Так, если
угол при вершине клина равен , то на расстоянии  от вершины толщина пластинки равна

. Поэтому для клиновидной пластины эффективная толщина вводится по форму-
ле (24), в которой нужно подставить “местную” физическую толщину .

В условиях сопряжения необходимо учитывать, что углы  и  отсчитываются от нормали к
границам раздела.

Сеточная задача (25)–(29) решается при каждом фиксированном . Решение умножается на
множитель (30), где вместо  нужно подставить  (т.е. на то расстояние, которое “прохо-
дит” волна от источника  до точки наблюдения ). Затем полученные решения необходимо
просуммировать с весом, обратным числу шагов сетки по .

3.8. Индуцированные токи

3.8.1. S-поляризация. В этом случае векторы электрического поля  в падающей
и  направлены вдоль оси . Поэтому вектор  также направлен вдоль той
же оси. Эти токи излучают электромагнитные волны, в которых вектор  на-
правлен так же, как векторы  и . Следовательно, амплитуда суммарного поля есть сумма
амплитуд полей падающей, отраженной и переизлученной волн. Поэтому разностная схема для
случая -поляризованных волн в проводящей среде будет иметь следующий вид:

(31)

(32)
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(34)

3.8.2. P-поляризация. При -поляризации векторы  падающей и  отраженной волн не
лежат в плоскости границ раздела: они имеют - и -компоненты. Объемные токи  направ-
лены так же, как вектор . Поэтому в излучаемой ими волне вектор  параллелен сум-
ме электрических полей падающей и отраженной волн .

Таким образом, разностная схема для случая -поляризованной волны в проводящей среде
имеет следующий вид:

(35)

(36)

(37)

(38)

3.9. Нестационарные задачи

Для нестационарных задач в [26], [27] был предложен метод спектрального разложения. Крат-
ко напомним его суть.

При распространении волнового пакета в линейной диспергирующей среде для разных спек-
тральных компонент решения реализуются разные значения , , . Разложим пакет на моно-
хроматические компоненты, решим стационарную задачу для каждой из них и просуммируем
полученные решения. Спектральное разложение исходного пакета есть прямое преобразование
Фурье, суммирование полученных решений – обратное преобразование Фурье. Оба преобразо-
вания выполняются с помощью численных квадратур. Описанный алгоритм назовем нестацио-
нарной бикомпактной схемой.

Таким образом, нестационарная задача п. 2.3 сводится к набору стационарных задач п. 2.2.
Данный подход имеет простой физический смысл. Он позволяет учитывать произвольный закон
частотной дисперсии, включая таблично заданный.

3.10. Сравнение с аналогичными подходами

Сравним область применимости метода оптических путей и известных подходов.
Как отмечалось выше, методы группы Доброхотова применимы к задачам, в которых свой-

ства среды плавно зависят от координаты, т.е. границы раздела отсутствуют. Метод Форбса-
Алонсо разработан для сред с плавно меняющимся показателем преломления. Обобщение этих
подходов на задачи в слоистых средах с несколькими границами раздела сталкивается со значи-
тельными трудностями из-за множественных переотражений. Предлагаемый метод оптических
путей единообразно применим как к средам без границ раздела, так и к слоистым.

В оптических задачах широко применяются методы матриц рассеяния. Однако он применим
для кусочно-однородных сред: внутри слоев показатели преломления не должны зависеть от ко-
ординаты. Метод оптических путей применим к задачам, в которых пластины могут быть про-
странственно неоднородными.

Методы матриц рассеяния и метод Форбса-Алонсо применимы только для стационарных за-
дач. Метод оптических путей построен как для стационарных, так и для нестационарных задач.

Таким образом, в рамках рассмотренных постановок метод оптических путей применим к бо-
лее широкому кругу задач, чем другие известные методы.
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4. ВЕРИФИКАЦИЯ
Проведем верификацию предложенного метода на тестовых задачах с известными точными

решениями. В задачах этого раздела все размерные величины нормированы (т.е. являются отно-
сительными).

4.1. Граница раздела
1. Рассмотрим задачу о наклонном падении плоской s-поляризованной монохроматической

волны на плоскую границу раздела. Пусть последняя соответствует . Пусть при
 материальные параметры среды есть , ; при  – , . Пусть амплитуда элек-

трического поля падающей волны равна . В случае -поляризации вектор  перпендикулярен
плоскости падения (см. фиг. 1).

2. Построим точное решение этой задачи. Очевидно, оно равно сумме падающей и отражен-
ной волн при  и прошедшей волне при . Амплитудные коэффициенты отраженной и
прошедшей волн выражаются общеизвестными формулами Френеля. Таким образом, при

 решение имеет вид

(39)

(40)

При  оно равно

(41)

(42)

3. Построим теперь решение задачи в переменной , т.е. вдоль лучевой траектории. Запишем
одномерную систему уравнений Максвелла в дифференциальной форме

(43)

(44)

(45)

(46)

Исключим . Это даст стационарное волновое уравнение для . Коэффициенты в общем реше-
нии по обе стороны от границы раздела определяются подстановкой в условия излучения (45) и
условия сопряжения (46). Решение имеет вид

(47)

(48)

Здесь коэффициенты ,  определяются выражениями (40), (42).
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Легко видеть, что решение (39)–(42) получается из (47), (48) домножением на 
либо , что соответствует распространению волны вдоль оси , и на  либо 
в случае проекций на оси  и  соответственно (ср. с формулой (19)). Таким образом, два точных
решения, полученных разными способами, согласуются между собой. Это подтверждает пра-
вильность метода оптических путей.

4. Положим , , , , , ,  = 2, , , . На
трех следующих фигурах показано решение, полученное методом оптических путей. На фиг. 3
показаны амплитуды полей, т.е. непосредственно те функции, которые вычисляются в ходе се-
точного расчета. Компонента  является непрерывной и гладкой. Компоненты , 
являются непрерывными, но негладкими: на границе раздела они имеют слабый разрыв. Компо-
нента  на границе раздела испытывает сильный разрыв.

На фиг. 5 представлены тангенциальные компоненты векторов , . Видно, что все они не-
прерывны. При этом  совпадает с фиг. 3. Компоненты  и  являются гладкими, а

 и  испытывают излом на границе раздела сред.

На фиг. 6 приведена нормальная компонента . Видно, что компонента  непрерывна,
но испытывает излом на границе раздела. Компонента  претерпевает там разрыв.

Расчет проводился на наборе сгущающихся сеток. Погрешность определялась двумя способа-
ми: (а) при помощи непосредственного сравнения численного решения с точным (47), (48) и (б)
апостериорно по методу Ричардсона-Калиткина.

Напомним суть метода Ричардсона-Калиткина [29]. Пусть выполнен расчет на наборе сгуща-
ющихся сеток и получена последовательность сеточных решений , , , … Тогда
оценка погрешности решения  имеет вид

(49)

где  – порядок точности разностной схемы. Эта оценка асимптотически точна. Она вычисляет-
ся по расчетам на каждой паре сеток , , ,  и т.д.

На фиг. 4 представлены погрешности, полученные в данной задаче. График дан в двойном ло-
гарифмическом масштабе, поэтому прямая линия соответствует степенной сходимости, причем
наклон прямой равен порядку точности схемы. Видно, что линии погрешности стремятся к пря-
мым с наклоном . Видно также, что на прямолинейном участке кривых погрешности, вычис-
ленные по методу сгущения сеток, практически совпадают с погрешностями относительно точ-
ного решения. Это убедительно подтверждает работоспособность предложенного метода.
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Фиг. 3. Амплитуды полей в задаче о падении -поляризованной волны на диэлектрическую границу раздела.
Вертикальная прямая – граница раздела.
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Из приведенных расчетов видно, что данная задача очень сложна для сеточных методов. Тем
не менее бикомпактная схема на специальных сетках успешно с ней справляется.

5. Полностью аналогично рассматривается задача о падении -поляризованной волны. До-
статочно в (39), (41) поменять местами поля  и  (при этом отраженная волна для поля  долж-
на быть со знаком “плюс”, для поля  – со знаком “минус”) и заменить ,  на коэффициенты
Френеля для -поляризации.

Нетрудно показать, что для -поляризованной волны решение в лучевой переменной также
эквивалентно решению исходной двумерной задачи. Проводились расчеты по бикомпактной
схеме, аналогичные описанным выше. Они показали, что бикомпактная разностная схема схо-
дится со 2-м порядком точности. При этом на участке теоретической сходимости апостериорные
оценки точности по методу Ричардсона-Калиткина практически неотличимы от фактических
погрешностей, вычисленных при помощи прямого сравнения численного решения с точным.
Таким образом, этот случай также можно считать надежно верифицированным.

p
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H 2C 3C
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p

Фиг. 4. Погрешность решения в задаче о падении -поляризованной волны на диэлектрическую границу раз-
дела:  для ,  для , светлые маркеры – разность численного и точного решений, темные маркеры – оцен-
ки по методу Ричардсона-Калиткина.
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границу раздела. Вертикальная прямая – граница раздела.
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4.2. Полное внутреннее отражение

1. Рассмотрим распространение s-поляризованного света из оптически более плотной среды
в оптически менее плотную. Будем считать, что обе среды не являются генерирующими. Как из-
вестно, если параметры среды таковы, что , то происходит полное внутреннее от-
ражение. Волна полностью отражается обратно в плотную среду; по границе раздела распростра-
няется поверхностная волна, амплитуда которой экспоненциально убывает по мере удаления от
границы раздела.

2. Точное решение этой задачи дается формулами (39)–(42). При этом в формулах (41), (42)
нужно заменить .

Аналогично строится точное решение методом оптических путей: в соотношениях (48) нужно
сделать замену .

3. Положим , , , , , , , , , .

На фиг. 7 представлены тангенциальные компоненты  и . Видно, что они непрерывны,
но имеют излом на границе раздела. Слева от границы раздела решение является осциллирую-
щим, справа – имеет вид затухающей экспоненты. Такой вид решения является качественно ра-
зумным (напомним, что поля предполагаются неструктурированными).

На фиг. 8 показаны погрешности, полученные в этом расчете, в зависимости от числа шагов
сетки. Масштаб графика двойной логарифмический. Видно, что погрешности убывают в соот-
ветствии со 2-м порядком точности. На участке теоретической сходимости апостериорные оцен-
ки по методу Ричардсона-Калиткина практически неотличимы от истинных погрешностей,
найденных как разность численного и точного решений.

Замечание. Точное решение (39)–(42) и аналогичное решение для -поляризованной волны
соответствуют стационарной постановке. На их основе методом спектрального разложения лег-
ко построить решения соответствующих нестационарных задач, в которых падающая волна яв-
ляется не бесконечным цугом, а импульсом. Для этого в качестве  нужно взять спектральную
амплитуду падающего импульса и выполнить обратное преобразование Фурье.

Тогда точное решение нестационарной задачи будет иметь вид (39)–(42), где вместо
,  нужно подставить соответственно ,

. Здесь  – временнáя развертка падающего импульса. Найти эти решения
в литературе не удалось. По-видимому, они являются новыми. Расчеты этих задач не проводи-
лись, нестационарная формулировка метода оптических путей является простым обобщением
стационарного варианта этого метода, а также метода спектрального разложения.

α1 2n /n sin > 1

→k ik

→k ik

= 2a = 1b ω π= 2 α π= /3 ε μ1 1= = 1 ε2 = 0.1 μ2 = 1 = 1c 0 = 1E = 0aE

yE xH

p

0E

α0
1,2exp( cos )E izk − α0

1exp( cos )E izk ( )ε μ −1,2 1,2 /z c t%

( )− ε μ −1 1(2 )/b z c t% ( )t%

Фиг. 6. Нормальная компонента поля  в задаче о падении -поляризованной волны на диэлектрическую гра-
ницу раздела. Вертикальная прямая – граница раздела.
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4.3. Интерферометр Фабри-Перо
1. Рассмотрим наклонное падение плоской волны на плоско-параллельную пластину (интер-

ферометр Фабри-Перо). Пусть толщина пластины равна , и границы раздела соответствуют
плоскостям  и . Пластина расположена в воздухе. Материальные параметры пла-
стины равны , .

2. Поскольку число переотражений внутри пластины формально бесконечно, то построение
точного решения является затруднительным. Однако в этой задаче хорошо известен характер
спектра отражения. Положим , , , . Показатель преломления является ве-
щественным, т.е. пластинка оптически прозрачна. Угол  подберем так, чтобы  было раци-
ональным числом. Это позволит исключить влияние ошибок округления при вычислении три-
гонометрических функций и более аккуратно проверить сходимость. Положим . То-
гда . Положим , , , . Нули в спектре
отражения соответствуют набегу фазы , , см. формулу (23). Соответствующие
длины волн равны

(50)

d
=z b +=z b d
ε μ

ε = 4 μ = 1 = 0.5d = 1c
α βcos

βcos = 9/10
α ε β ≈ °= arcsin( cos ) 1.059 = 60.67 ε = 4 μ = 1 = 0.5d = 1c

δ π= 2 m = 1,2,m

λ β = 2 cos / = 9/(5 ), = 1,2, .m m m

Фиг. 7. Тангенциальные компоненты полей в задаче о полном внутреннем отражении -поляризованной вол-
ны. Вертикальная прямая – граница раздела.
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Фиг. 8. Погрешность решения в задаче о полном внутреннем отражении -поляризованной волны. Обозначе-
ния соответствуют фиг. 4.
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3. На фиг. 9 приведен расчетный спектр отражения. Его качественный вид соответствует тео-
ретическому. Контроль точности расчета проводился двумя способами.

Во-первых, вычислялась погрешность сеточного решения по методу Ричардсона-Калиткина.
Погрешность на последней сетке, содержащей  шагов, в зависимости от длины волны
приведена на фиг. 9. Видно, что с уменьшением длины волны (т.е. с увеличением частоты) по-
грешность возрастает, поскольку увеличиваются производные решения. Тем не менее даже для
наименьшей из рассмотренных длин волн погрешность не превышает 1%.

Во-вторых, вычислялась погрешность положений минимумов в спектре отражения. Она рав-
на разности расчетных локальных минимумов и теоретических значений (50). Зависимость этой
погрешности от числа шагов сетки для минимумов с  приведена на фиг. 10. Масштаб гра-
фика двойной логарифмический. Видно, с ростом  погрешности положения минимумов уве-
личиваются. При сгущении сеток все кривые выходят на прямые линии, т.е. погрешности убы-
вают по степенному закону. Скорость убывания соответствует 2-му порядку точности. Это озна-
чает, что, по крайней мере, в пределах фиг. 10 погрешность положения минимума определяется
только сеточной погрешностью разностной схемы. В противном случае погрешность вышла бы
на некоторые предельные значения и дальше перестала бы убывать.

Таким образом, если поглощение равно нулю (т.е. пластинка прозрачна), то погрешность
расчетного положения минимума определяется только погрешностью разностной схемы. При
этом сам метод оптических путей не вносит физической погрешности.

5. Как отмечалось ранее, для материалов с поглощением метод оптических путей вносит не-
которую физическую погрешность. Она возрастает с увеличением . Чтобы оценить эту по-
грешность, проводились расчеты задачи о наклонном падении на пластинку с комплекснознач-
ным .

В предыдущей задаче положим . Такое поглощение очень велико: типичные  для

актуальных материалов составляют , реже . Поэтому данный тест является пред-
ставительным.

Расчетный спектр отражения приведен на фиг. 11. Видно, что с увеличением  минимумы от-
ражения становятся более мелкими. На этой фигуре показана также апостериорная оценка точ-
ности полей  и  на сетке с  шагов. Поскольку решение является более плавным, чем
в предыдущей задаче, то фактическая погрешность оказалась заметно меньше и не превосходит
0.3%.

На фиг. 12 показана зависимость погрешности положения минимумов от числа шагов сетки.
Масштаб графика двойной логарифмический. Вид кривых принципиально отличается от случая
прозрачной среды. Начало кривых соответствует грубым сеткам. Здесь физическая погрешность
метода оптических путей мала по сравнению с математической сеточной погрешностью. Поэто-

= 1280N

−= 1 4m
m

εIm

ε
ε += 4 i εIm

− −∼ −2 310 10 −110

m

E H = 1280N

Фиг. 9. Задача о прозрачной пластинке при наклонном падении. Сплошная линия – спектр отражения, пунк-
тир – погрешность полей по методу Ричардсона-Калиткина на сетке с . Цифры – номер минимума,
равный значению  в (50).
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Фиг. 10. Задача о прозрачной пластинке при нормальном падении. Погрешность положения -го минимума в
спектре отражения. Цифры около линий – значения .
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Фиг. 11. Задача о поглощающей пластинке при наклонном падении. Обозначения соответствуют фиг. 9.
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му в начале кривых на фиг. 12 погрешность убывает при увеличении числа шагов. Однако на до-
статочно подробных сетках сеточная погрешность становится сопоставима с физической по-
грешностью. Поэтому при дальнейшем сгущении сетки погрешность на фиг. 12 перестает убы-
вать и выходит на константу. Эта константа различна для разных . Она оказалась наибольшей
для первого минимума . Однако даже для него физическая погрешность не превышает 1%.
Такую точность можно считать отличной.

6. Таким образом, расчеты данного пункта верифицируют корректность приближения эф-
фективных толщин и показывают, что метод оптических путей применим к широкому кругу
важных прикладных задач.

Авторы искренне благодарны Н.Н. Калиткину и Л.А. Севастьянову за ценные замечания и
обсуждения и А.Н. Боголюбову за внимание к работе.
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