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Для исследования областей формальной устойчивости положения равновесия многопара-
метрической системы Гамильтона с тремя степенями свободы в случае общего положения
предложен способ символьного вычисления условия существования резонанса третьего и
четвертого порядков. Это условие формулируется в виде нулей квазиоднородного полинома
от коэффициентов характеристического многочлена линейной части системы Гамильтона.
Методами компьютерной алгебры (базисы Грёбнера исключающих идеалов) и степенной
геометрии (степенные преобразования) для различных резонансных векторов это условие
представляется в виде рациональных алгебраических кривых, с помощью которых получено
описание разбиения области устойчивости по линейному приближению в пространстве ко-
эффициентов характеристического многочлена на такие части, где отсутствуют сильные ре-
зонансы. Приведен пример описания резонансных множеств для двупараметрической систе-
мы маятникового типа. Все вычисления выполнены в системе компьютерной алгебры Maple.
Библ. 20. Фиг. 3.

Ключевые слова: система Гамильтона, положение равновесия, нормальная форма, формаль-
ная устойчивость, резонансное условие, исключающий идеал.
DOI: 10.31857/S0044466923050071, EDN: PJRPGA

1. ВВЕДЕНИЕ
В колебательных системах резонансы играют существенную роль. Их присутствие, с одной

стороны, приводит к появлению сложной динамики, когда энергия колебаний “перекачивает-
ся” между теми степенями свободы, чьи соответствующие частоты находятся в резонансе. С дру-
гой стороны, наличие нетривиальных решений резонансного уравнения позволяет получить до-
полнительные формальные первые интегралы и, как следствие, позволяет провести анализ
устойчивости положения равновесия или асимптотически проинтегрировать систему уравнений
движения, приведенную к нормальной форме.

Условно можно указать три основных типа устойчивости для теоретико-механических задач
(см. [1]):

• строгая устойчивость (устойчивость по Ляпунову);
• формальная устойчивость (устойчивость по Мозеру);
• практическая устойчивость.
Устойчивость по Ляпунову является наиболее строгой и гарантирует равномерную ограни-

ченность решений на бесконечном интервале времени относительно множества возмущений по
начальным условиям и параметрам. Устойчивость по Мозеру слабее, но гарантирует скорость
разбегания траекторий медленнее, чем любая степенная функция с произвольным положитель-
ным показателем. Практическая устойчивость означает только ограниченность решения на ко-
нечном интервале времени относительно набора малых возмущений по начальным условиям
или параметрам системы.

УДК 517.5+004.421.6
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Далее рассматриваем автономную гамильтонову систему с аналитической функцией ,
положение равновесия (ПР) которой совпадает с началом координат. Тогда гамильтониан

 раскладывается в сходящийся ряд однородных полиномов  степени  от своих фазовых
переменных :

(1)

где  – вектор параметров.
Известно, что устойчивость ПР в первом приближении можно определить только для случая,

когда квадратичная форма  знакоопределенная (теорема Лагранжа–Дирихле, см. [2]).
Если число степеней свободы не более двух, то
– устойчивость определяется теоремой Арнольда–Мозера (см. [3], гл. 4, п. 1) при отсутствии

резонансов порядка четыре и меньше, что требует вычисления нормальной формы гамильтони-
ана (1) до четвертого порядка;

– для резонансов порядка менее четырех условия устойчивости были получены в работах
Маркеева и Сокольского (см. [3], гл. 4).

Когда число степеней свободы больше двух, устойчивость для большинства начальных усло-
вий определяется теоремой Арнольда (см., например, [3], гл. 5, п. 1).

С практической точки зрения вполне достаточна более слабая, чем устойчивость по Ляпуно-
ву, формальная устойчивость, предложенная Мозером (см. [4]).

Цель работы состоит в описании схемы исследования формальной устойчивости ПР системы
Гамильтона с тремя степенями свободы, а также в получении явного представления условий су-
ществования резонансов кратности  в терминах коэффициентов характеристического много-
члена линейной части гамильтоновой системы. Предварительные результаты работы были опуб-
ликованы в препринте авторов (см. [5]). В настоящей статье предъявлено в явном виде условие
существования резонанса с резонансным вектором , , а также исправлены заме-
ченные опечатки и устранены неточности.

Будем использовать следующие обозначения:

– полужирные символы типа  – столбцы-векторы в -мерных вещественных  или

комплексных  пространствах;

– полужирные символы типа  – векторы в -мерной целочисленной решетке ;

–  – норма вектора;

– для  и  обозначим через  моном и через

 скалярное произведение пары векторов.

2. МНОЖЕСТВО УСТОЙЧИВОСТИ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ ГАМИЛЬТОНА

В случае общего положения ряд (1) начинается с квадратичного гамильтониана ,
определяющего локальную динамику вблизи ПР. Поведение фазового потока в первом прибли-
жении описывается линейной гамильтоновой системой

(2)

Напомним здесь основные свойства линейной гамильтоновой системы.

1. Если  есть собственное число (СЧ) матрицы , то  также является ее СЧ (см. [2]). Все
СЧ , , матрицы  могут быть упорядочены таким образом, что ,

. Обозначим через вектор  множество базисных собственных значений.
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2. Характеристический многочлен  матрицы  содержит только четные степени , поэто-
му он является многочленом от . Такой многочлен назван в [6] полухарактеристическим:

(3)

3. Если  для некоторого , то ПР неустойчиво.
4. Если все , то поведение фазового потока в его окрестности может быть получено

только при учете нелинейных членов.
Существует два типа задач об устойчивости многопараметрических систем:
• для определенных значений вектора параметров  выяснить устойчивость ПР (частная за-

дача);
• найти в пространстве параметров  все значения , для которых ПР  системы (1)

устойчива, т.е. вычислить так называемое множество устойчивости  системы (1) (общая зада-
ча).

Здесь рассматривается схема решения общей задачи.
Определение 1. Множество устойчивости  линейной системы (2) – это множество всех зна-

чений параметров , для которых ПР  устойчиво по Ляпунову.
В терминах корней многочлена (3) условие устойчивости ПР дается следующей теоремой.
Теорема 1 (см. [6]). Положение равновесия  линейной гамильтоновой системы (2) устойчиво

по Ляпунову тогда и только тогда, когда
а) все корни  многочлена (3) вещественны и неположительны;
б) все элементарные делители матрицы  просты.
Невыполнение условия а) приводит к экспоненциальному разбеганию решений, которое не

перекрывается нелинейными добавками, привносящими только степенной эффект в поведение
решений. Невыполнение условия б) приводит к степенной неустойчивости, которая может быть
перекрыта нелинейными добавками.

Условие вещественности и неположительности корней многочлена  определяется следу-
ющей теоремой.

Теорема 2. Для того чтобы все корни многочлена  степени  были вещественны и неположи-
тельны, необходимо и достаточно выполнение условий

где  есть -й субдискриминант многочлена  (см. [7], [8]).

3. НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА СИСТЕМЫ ГАМИЛЬТОНА
В дальнейшем считаем, что выполнено условие а) устойчивости теоремы 1. Если не выполне-

но условие б) теоремы 1, то устойчивость определяется по нормальной форме (НФ) общими ме-
тодами.

Согласно [9, теорема 12] существует каноническое формальное преобразование в виде сте-
пенного ряда, которое приводит исходную систему Гамильтона к ее нормальной форме

задаваемой нормализованным гамильтонианом :

(4)

который содержит только резонансные члены , удовлетворяющие условию

(5)
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Здесь ,  и  – постоянные коэффициенты.
Резонансное уравнение (5) имеет два вида решений, которым соответствуют два вида резо-

нансных членов в НФ (4):

• вековые члены вида , которые всегда присутствуют в гамильтоновой нормальной фор-
ме из-за особой структуры матрицы  линейной части системы (2); вековые члены являются мо-
номами только четных степеней от фазовых переменных и входят в соответствующие однород-
ные формы;

• строго резонансные члены, которые соответствуют нетривиальным целочисленным решени-
ям уравнения

(6)
Сама процедура нормализации обычно выполняется в комплексных переменных. Для пере-

хода к комплексным переменным используется линейное преобразование , ко-
торое преобразует исходный гамильтониан к виду

(7)

где  и . Значение  называется порядком соответствующего члена разло-
жения.

Определение 2. Функция Гамильтона  называется комплексной нормальной формой веще-
ственной системы Гамильтона для случая полупростых СЧ, если 1) его квадратичная часть 
имеет вид

2) разложение (7) содержит только члены , которые удовлетворяют резонансному урав-
нению (5). Константы  являются инвариантами НФ.

Если резонансы отсутствуют, то имеется НФ Биркгофа (см. [10])

состоящая из однородных форм четных степеней , зависящих только от переменных вида ,
, при этом каждая из величин  является формальным первым интегралом. В пере-

менных действие–угол  НФ Биркгофа может быть записана в виде , где

, .
В этом случае система интегрируема, но преобразование Биркгофа обычно расходящееся, а в

случае гладкой зависимости от параметров  резонансные значения располагаются всюду плот-
но в пространстве параметров. Таким образом, сколь угодно малые изменения параметров при-
водят к появлению резонансных членов в НФ.

Дальнейшие результаты связаны с существованием резонансов в системе Гамильтона, поэто-
му напомним их определение и укажем условие, с помощью которого последующие результаты
проще формулируются.

Определение 3 (см. [11], гл. I, п. 3). Кратность резонанса  – это число линейно независимых
решений  резонансного уравнения . Порядок резонанса равен  по ,

, . Если решение резонансного уравнения содержит только два собственных значе-
ния, то такой резонанс называется двухчастотным резонансом, если более двух – то многоча-
стотным резонансом. Резонансы порядков 2, 3 и 4 назовем сильными, бóльших порядков – слабы-
ми резонансами.

Условие  (см. [12]). Будем говорить, что для нормализованной системы Гамильтона выпол-
няется условие , если резонансное уравнение (6) не имеет целочисленных решений  с .
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4. СХЕМА ИССЛЕДОВАНИЯ ФОРМАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ

Определение 4. Положение равновесия  системы с функцией Гамильтона  формально
устойчиво, если существует возможно расходящийся степенной ряд , который является фор-
мальным положительно-определенным первым интегралом .

В [12] было дано схематическое описание метода изучения формальной устойчивости ПР.
Этот метод основан на следующих ключевых результатах:

– вычисляется НФ системы Гамильтона в окрестности ПР,
– применяется теорема Брюно (см. [13]) о формальной устойчивости,
– используются -аналоги объектов классической теории исключений.
При этом были сделаны следующие предположения:
– число степеней свободы системы больше двух,
– квадратичная форма  в разложении (1) невырожденна и не является знакоопреде-

ленной,
– функция Гамильтона  гладко зависит от вектора параметров .

Пусть имеет место условие , т.е.  для , , тогда существует аналити-
ческое каноническое преобразование  такое, что новый гамильтониан  имеет вид

где , , , и  является сходящимся степенным рядом пе-
ременных  степени три или выше в .

При отсутствии сильных резонансов между собственными значениями линейной части га-
мильтоновой системы в окрестности ПР условие ее формальной устойчивости определяется сле-
дующей теоремой.

Теорема 3 (см. [13]). Если условие  выполнено и для любых ненулевых целых векторов , которые
являются решением уравнения

квадратичная форма  при , то ПР  гамильтоновой системы формально устой-
чиво.

Таким образом, для применения теоремы 3 о формальной устойчивости необходимо найти
границы областей в пространстве параметров , определяемых резонансными многообразиями
(понятие резонансного многообразия дано ниже), соответствующих сильным резонансам.

Определение 5. Резонансным многообразием  в пространстве  коэффициентов  по-
лухарактеристического многочлена  степени  назовем такое алгебраическое многообразие,
на котором вектор базовых собственных значений  соответствующего характеристического
многочлена  является нетривиальным решением резонансного уравнения (6) для фиксиро-
ванного целочисленного вектора . Аналитическое представление многообразия  в неявной
или параметрической формах далее обозначим через .

Постановка задачи. Для исследования формальной устойчивости ПР гамильтоновой системы
необходимо в пространстве параметров  найти множество устойчивости  линеаризованной
системы, в ней определить области, в которых квадратичная форма  не является знакоопре-
деленной; в найденных областях выделить их части , в которых отсутствуют сильные резонан-
сы, а затем в каждой из таких частей  выполнить процедуру нормализации гамильтониана до
четвертого порядка включительно и применить теорему 3. Для этого будет достаточно выбрать
какую-либо точку в каждой из частей  в пространстве параметров и воспользоваться одним из
алгоритмов нормализации функции Гамильтона. Поскольку в каждой внутренней точке части 
все собственные числа , , простые, то в этом случае легко применим алгоритм инва-
риантной нормализации (см. [14]).
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В настоящей работе рассматривается описание резонансных многообразий порядков 2, 3 и 4
в пространстве коэффициентов  полухарактеристического многочлена  для системы Га-
мильтона с тремя степенями свободы.

Основная задача – для многопараметрической системы Гамильтона с тремя степенями сво-
боды дать описание областей в пространстве параметров системы, в которых отсутствуют силь-
ные резонансы порядков 2, 3 и 4.

Рассмотрим более подробно, при каких условиях реализуются резонансы указанных выше
порядков:

• порядок :  – это случай кратных корней, который описывается дискрими-
нантным множеством ;

• порядок : для двухчастотного случая , описывается -дискриминантом
;

• порядок : для двухчастотного случая , описывается -дискриминантом
;

• в трехчастотном случае: для порядка 3 описывается условием , а для порядка 4 –
условием .

Для решения этой задачи следует получить описание границ областей, свободных от сильных
резонансов. Эти границы состоят из участков алгебраических многообразий, на которых резо-
нансное уравнение (6) имеет нетривиальное решение.

Основную задачу разобьем на две вспомогательных: 1) получить аналитическое представле-
ние  в пространстве коэффициентов  кубического многочлена резонансных мно-
гообразий  для всех векторов  порядков 2, 3 и 4;

2) выяснить взаимное расположение всех найденных выше резонансных многообразий, т.е.
определить, каким образом указанные выше резонансные многообразия касаются или пересека-
ются в пространстве .

5. УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ СИЛЬНЫХ РЕЗОНАНСОВ
Общее описание процедуры получения условия существования двухчастотного и многоча-

стотного резонансов выглядит следующим образом.
1. Для некоторого вектора , удовлетворяющего резонансному уравнению ,

составляется полиномиальный идеал

2. Вычисляется базис Грёбнера  этого идеала с подходящим мономиальным порядком пере-
менных  (подробнее см. [15], гл. 2, 3), так, чтобы первый полином этого базиса
содержал только переменные . Этот полином является квазиоднородным полиномом в
переменных . Он определяет условие существования резонанса для заданного век-
тора .

3. Для получения соответствующего резонансного условия для коэффициентов ,
многочлена  строится новый исключающий базис Грёбнера  идеала , содержащего полу-
ченное в п. 2 условие для  и связи коэффициентов исходного полухарактеристического поли-
нома с его корнями в виде элементарных симметрических полиномов третьей степени. При этом
указывается порядок исключения переменных последовательно  и . Первый по-
лином вычисленного базиса , зависящий только от коэффициентов , является условием су-
ществования резонанса, записанный в коэффициентах многочлена (3).

Описанная выше последовательность действий для нахождения условия существования резо-
нансных соотношений реализована c помощью прикладной программы, а именно, использова-
лась система компьютерной алгебры (СКА) Maple. Для ее реализации применяются следующие
пакеты и процедуры:
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• Для вычисления и исследования идеалов  (см. выше пункты 1 и 3 соответственно) ис-
пользуется процедура Basis построения базисов Грёбнера для различных лексикографических
порядков, а также некоторые дополнительные процедуры пакета Groebner.

• Для определения рода кривой использовалась команда genus, а для нахождения параметри-
зации – parametrization из пакета algcurves.

Эта реализация апробирована на модельном примере, описанном в разд. 6.

5.1. Вычисление условия двухчастотного резонанса

Рассмотрим случай двухчастотного резонанса , где . Здесь имеется пара соиз-
меримых СЧ, а третье СЧ несоизмеримо ни с каким из них. В пространстве параметров такой ре-
зонанс описывается в терминах резонансного множества  полухарактеристического мно-
гочлена  (см. [16]).

Вычислим по выше указанной последовательности условие двухчастотного резонанса для
. Для начала составим идеал , содержащий соотношения зависимости между корня-

ми характеристического и полухарактеристического многочленов вида  , а также
резонансное соотношение . Первый многочлен исключающего базиса Грёбнера  этого
идеала с последовательным порядком исключения переменных , , есть многочлен

(8)
Равенство нулю данного многочлена дает условие на корни полухарактеристического полинома.
Согласно п. 3, чтобы получить условие на коэффициенты, составляем новый идеал , включаю-
щий в себя полученное условие (8) и их связь с коэффициентами  многочлена (3) через элемен-
тарные симметрические многочлены

(9)

Для идеала  вычисляем исключающий базис Грёбнера  с соответствующим порядком ис-
ключения переменных , . Равенство нулю первого его многочлена:

(10)

зависящего только от , является условием существования двухчастотного резонанса в общем
виде для некоторого натурального значения .

Проверим полученный результат, сравнивая с полученными ранее условиями для случая, ко-
гда . Если в полученных в [17] формулах обобщенных субдискриминантов для  поло-
жить , а , то получим совпадающие с точностью до знака выражения для соответству-
ющих резонансных многообразий:

• при  условие принимает вид

• при  –

• а при  –

(11)

5.2. Вычисление условия трехчастотного резонанса
Рассмотрим для начала случай трехчастотного резонанса, для которого алгебраическая сумма

трех собственных значений равна нулю, т.е. . Такой резонанс может иметь крат-
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ность  или . Если кратность , то это означает, что имеет место попарная соизмеримость
между базисными частотами  характеристического многочлена. Такая ситуация исследуется с
помощью условий существования двухчастотного резонанса. Далее рассматриваем только слу-
чай кратности .

Например, в случае базисных частот , , , СЧ попарно несоизме-
римы, но их сумма равна нулю. Следовательно, резонансным вектором  служит вектор ,
что означает наличие трехчастотного резонанса кратности  порядка . Таким образом,
будем рассматривать случай, когда взвешенная алгебраическая сумма всех трех базисных соб-
ственных чисел , , равна нулю для некоторого вектора , т.е. .

Для случая трехчастотного резонанса  аналогично, по выше указанной последова-
тельности действий, вычислим условие существования резонанса. Составляем идеал, содержа-
щий соотношения зависимости между корнями характеристического и полухарактеристическо-
го многочленов вида  , а также резонансное соотношение . Первый
многочлен базиса Грёбнера этого идеала, с последовательным порядком исключения перемен-
ных , , есть многочлен

Равенство нулю данного многочлена дает условие на корни полухарактеристического полинома.
Для того чтобы получить условие на коэффициенты, составляем новый идеал, включающий в
себя полученное условие на корни и их взаимосвязи с коэффициентами исходного полинома ви-
да (9). Вычислив исключающий базис Грёбнера для этого идеала, получим искомое условие, т.е.
резонансное многообразие , которое задается первым полиномом этого базиса вида

(12)

Рассмотрим трехчастотный резонанс порядка , задаваемый вектором . Так же и
для предыдущего случая составляем идеал из резонансного соотношения  и зависи-
мостей между  и . Вычисляем его базис Грёбнера и, приравнивая его первый многочлен к ну-
лю, получаем условия на корни полинома :

Далее составляем еще один идеал с этим многочленом и полиномами (9). Также первый поли-
ном исключающего базиса Грёбнера этого идеала задает условие на коэффициенты вида

(13)
Проделанные выше вычисления обобщаются на более общий случай трехчастотного резонан-

са кратности , где . Здесь резонансное соотношение выглядит как ,
где . Составляем идеал  из этого полинома и соотношений зависимости  и  и вычис-
ляем его исключающий базис Грёбнера . Первый полином полученного идеала представляет
собой квадратичную форму относительно корней , , полухарактеристического мно-
гочлена :

Равенство нулю этой квадратичной формы дает условие существования трехчастотного резонан-
са. Теперь составляем новый идеал , состоящий из указанной выше квадратичной формы и
многочленов из (9), и вычисляем его исключающий базис Грёбнера . Его первый полином от
коэффициентов , , и целого числа  задает условие существования резонанса вида

(14)

Если в (14) положить  или , то можно получить резонансные условия  или 
соответственно.
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Правые части полученных в формулах (10), (12)–(14) условий существования двух и трехча-
стотных резонансов в коэффициентах  многочлена  представляют собой квази-
однородные многочлены. Это означает, что носитель каждого из многочленов (т.е. множество
векторных показателей степеней его мономов в пространстве ) лежит в плоскости, нормаль
которой – это вектор . Вектор  принадлежит пространству , сопряженному про-

странству показателей степеней . Если выполнить такое линейное преобразование, задавае-
мое унимодулярной матрицей , , , которая вектор  переведет

внутрь одномерного координатного подпространства, то соответствующее преобразование в 
с матрицей  переведет каждый из носителей многочленов на плоскость, параллельную коор-
динатной плоскости (см. [18]). Следовательно, соответствующее этой матрице  степенное пре-
образование :

(15)

преобразует каждый из квазиоднородных многочленов  от трех переменных  к много-

членам вида . Таким образом, каждое из условий существования резонанса можно
представить в виде плоской алгебраической кривой.

Унимодулярная матрица легко вычисляется с помощью известного алгоритма Эйлера, одна
из реализаций которого приведена в [19].

Для вектора  соответствующая унимодулярная матрица  может быть выбрана
вида

Следовательно, степенное преобразование (15) определяется матрицей

и имеет вид

(16)

где ненулевые множители , , можно подбирать для дальнейшего упрощения коэффи-

циентов многочленов . Здесь  выбраны следующим образом:

(17)

Поскольку по условиям теоремы 2 коэффициенты , , многочлена  должны
быть неотрицательны, то из степенного преобразования (16) следует, что параметры ,

, также должны быть неотрицательны. Следовательно, нас будет интересовать взаим-
ное расположение кривых, соответствующих резонансным многообразиям, в первом квадранте
координатной плоскости .

5.3. Параметризация и упрощение резонансных условий

Используя степенные преобразования, упростим вычисленные резонансные условия. В эти
выражения для резонансов подставим выражения в переменных , , а именно,

, , . Аналитическое представление резонансных многообразий  в
новых переменных далее обозначается .
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Для общего двухчастотного резонансного условия (10) подстановка (16), (17) после сокраще-
ния на множитель  дает алгебраическую кривую

(18)

Из уравнения (18) можно получить условия ,  и  соответственно для .
Поступая аналогично c резонансным условием (14) подстановка (16), (17) после сокращения

на множитель  дает алгебраическую кривую

(19)

Из уравнения (19) для  и  получаем условия для многообразий  и  соответ-
ственно:

Для каждой из полученных пяти алгебраических кривых был вычислен род, который полу-
чился равным нулю во всех случаях. Это говорит о том, что все они рациональные кривые, до-
пускающие рациональную параметризацию. Эти параметризации имеют следующий вид:

для :  ;

для : , ;

для : , ;

для : ;

для : , . 

Пользуясь параметрическим представлением, можно построить плоские алгебраические кри-
вые на координатной плоскости .

Для полного представления о взаимном расположении многообразий, соответствующих
сильным резонансам, дадим описание фиг. 1. Кривые обозначим символами . Их
особые точки, а также точки их взаимного пересечения обозначим символами , где нумерация
индексов  точек выбрана в соответствии с увеличением расстояния от начала координат.

Кривая  играет особую роль, она задает границу области устойчивости ПР по линейному
приближению. Эта кривая является образом дискриминантного множества , которое делит
пространство коэффициентов  многочлена третей степени на две части. В одной части все кор-
ни многочлена вещественные, а в другой части имеется пара комплексно-сопряженных корней
и один вещественный корень. Согласно теореме 2, криволинейный треугольник  является
границей области . Остальные резонансные кривые полностью или частично располагаются
внутри этой области. Резонансные кривые  и , соответствующие двухчастотному резонансу,
полностью располагаются в ней, касаясь кривой . Это связано с тем, что если есть две частоты,
участвующие в резонансе, то они как корни характеристического уравнения должны быть одной
природы – либо одновременно вещественные, либо одновременно комплексные. Но пара ком-
плексно-сопряженных корней не может находиться в резонансе, а третий корень всегда должен
быть вещественным. Отметим, что ранее кривые ,  и  были изображены в [16], но их пара-
метризации были получены другим способом.
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Еще два резонансных многообразия, образами которых являются кривые  и , соответству-
ют трехчастотным резонансам. В них, в отличие от двух частотных резонансов, могут участвовать
корни различной природы. Это говорит о том, что трехчастотные резонансные многообразия бу-
дут находиться и в области вещественности корней, и в области, где существуют комплексные
корни. Во всех изображенных точках на кривых кратность резонанса  становится равной 2. Ле-
генда фиг. 1 следующая:

1. Кривая  определяется уравнением . Она изображена сплошной линией. На ней
имеется одна особая точка  – точка возврата. Этой точке соответствует резонанс 
кратности 2, потому что имеются два набора независимых решений. В качестве примера можно
привести резонансы вида  и , для которых алгебраическая сумма трех собственных
значений равна нулю.

2. Кривая , изображенная тонкой штриховой линией, определяется уравнением 
и является самопересекающейся кривой с точкой самопересечения  Структура
резонанса, соответствующая этой точке, будет описана ниже в п. 5, поскольку она одновременно
принадлежит и кривой . Кривая  также касается дискриминантной кривой  в точках

, .

3. Полужирной штриховой линией изображена кривая . Она определяется уравнением
 и является кривой самопересечения с особой точкой . Она

также касается дискриминантной кривой  в точках , P15 =
. Кривая  пересекается с кривой  в четырех точках с координатами

, , , P14 =
.
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Фиг. 1. Резонансные многообразия в переменных .
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4. Прямая пунктирная линия, обозначенная , определяется уравнением . Она не
имеет никаких особенностей и пересекается с указанными выше кривыми в точках , ,  и

, где , .

5. Последняя кривая , изображенная штрихпунктирной линией, определяется уравнением
. Она является самопересекающейся кривой с особой точкой ,

которая также является точкой пересечения с кривой . С кривой  она касается в точке  и
пересекается в точках  и . С кривой  она пересекается в точках , , ,  и , где

, , . С кривой  она также касается в
точке , а пересекается с ней в точках  и , описанной выше в п. 3.

Для проверки выполнения резонансных условий в вышевычисленных точках рассмотрим
наглядно некоторые из них. Выполнение условий резонанса проверим для точки , которая яв-
ляется особенной для двухчастотной резонансной кривой  и точкой пересечения с трехчастот-
ной резонансной кривой . Подставив в выражения степенного преобразования (16) значения
переменных , являющихся координатами точки , и выполнив замену  при ,
получим однопараметрические выражения коэффициентов многочлена . Сам многочлен
примет вид

Однопараметрическим семейством корней этого полухарактеристического многочлена являются

Учитывая, что в каждом из них имеется общий множитель вида , то все семейство корней бу-
дет пропорционально числам . Пользуясь равенством зависимости корней характе-
ристического и полухарактеристического полиномов, вычислим все значения , они
будут пропорциональны значениям

Зная значения корней, можно убедиться в выполнении резонансных соотношений. Так как точка
 принадлежит двум резонансным многообразиям, проверим эти условия для каждого из них.

1. Поскольку данная точка для  является точкой самопересечения, то имеются две пары со-
измеримых корней с отношением , т.е. резонансное соотношение  выполняется
для корней в виде равенства .

2. В принадлежащей кривой  точке должен выполнятся трехчастотный резонанс
. Так, соотношение  выполняется в виде .

Такую же проверку выполним для точки . Она является особой для резонансной кривой 
и точкой пересечения с кривой . Выполнив подобные вышеприведенным подстановки, полу-
чим выражение для :

А соответствующее ему однопараметрическое семейство корней имеет вид

Если учесть, что в каждом из них имеется общий множитель вида , то все семейство корней
будет пропорционально числам . А  в данном случае будут пропорциональны

Зная значения корней, можно аналогично убедиться в выполнении резонансных соотношений.
Так как точка  принадлежит двум резонансным многообразиям, проверим эти условия для
каждого из них.

4L  (1,1,1)
3 = 0R

12P 13P 14P
16P ( )12 = 3/4,0P ( )13 = 3/4,86/2197P

5L
 (2,1,1)

3 = 0R ( )10 = 111/175,243/1715P
3L 1L 7P

12P 19P 2L 5P 6P 9P 14P 18P
( )5 = 43/100,1/10P ( )6 = 12/25,0P ( )18 = 732/841,15552/24389P 3L

7P ( )4 = 1497/3481,11907/205379P 14P

9P
2L

5L
ν ν1 2, 9P ν −3 = t > 0t

3f

( ) ( ) ( )μ + μ + μ +3 = 7 7 16 7 4 /343.f t t t

μ − μ − μ −1 2 3= /7, = 4 /7, = 16 /7.t t t

/7t
− − −( 1, 4, 16)

λ , = 1, ,6j j

λ ± λ λ ±1,4 2,5 3,6= , = 2 , = 4 .i i i

9P

2L
2 : 1 * = (2,1,0)p

λ + λ λ + λ λ + λ λ + λ1 2 2 3 4 5 5 62 = 2 = 2 = 2 = 0

5L
* = (2,1,1)p 2 : 1 : 1 λ + λ + λ λ + λ + λ1 5 6 2 3 42 = 2 = 0

10P 5L
3L

3f

( ) ( ) ( )μ + μ + μ +3 = 35 27 35 3 7 15 /8575.f t t t

μ − μ − μ −1 2 3= 3 /35, = 15 /7, = 27 /35.t t t

3 /35t
− − −( 1, 25, 9) λ j

λ ± λ λ ±1,4 2,5 3,6= , = 5 , = 3 .i i i

10P
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1. Поскольку данная точка для  является точкой самопересечения, то имеются две тройки
соизмеримых корней с отношением , т.е. резонансные соотношения  выпол-
няются для корней в виде равенств .

2. В принадлежащей кривой  точке должен выполняться двухчастотный резонанс
. Так, соотношение  выполняется для корней в виде равенств

.

В аналогичной последовательности рассмотрим выполнение условия резонанса в точке .
Она, в свою очередь, не является особой для какой-либо кривой, но является точкой пересече-
ния сразу четырех алгебраических кривых: , ,  и . Следовательно, в ней должно выпол-
няться сразу четыре резонансных условия. Чтобы проверить это, также найдем корни многочле-
на . Выразим коэффициенты этого многочлена через параметр  и разложим его на множители:

а соответствующее однопараметрическое семейство корней примет вид

Если учесть, что в них имеется общий множитель вида , то все семейство корней будет про-
порционально числам . А  в данном случае будут пропорциональны значениям

Зная значения корней, можно аналогично убедиться в выполнении резонансных соотношений.
Так как точка  принадлежит четырем резонансным многообразиям, проверим эти условия для
каждого из них.

1. Точка  принадлежит , тогда должно выполняться резонансное соотношение
, а для корней оно примет вид .

2. В принадлежащей кривой  точке должен выполняться двухчастотный резонанс
. Так, соотношение  выполняется для корней в виде .

3. Для точки, принадлежащей кривой , должен выполняться трехчастотный резонанс
. Так, соотношение  выполняется следующим образом: λ1 + λ5 + λ6 =

.

4. Для точки, принадлежащей кривой , должен выполняться трехчастотный резонанс
. Так, соотношение  выполняется для корней в виде равенства λ1 + 2λ2 + λ3 =

.

6. ПРИМЕР

Рассмотрим три математических маятника одинаковой длины , точки подвеса которых
расположены на равных расстояниях  на горизонтальной прямой, а массы маятников выбраны
равными  соответственно. Пусть маятники соединены между собой невесомыми
линейно-упругими пружинами жесткости  длиной  в недеформированном состоянии. Точки
прикрепления пружин расположены на расстоянии  от точек подвеса маятников
(см. фиг. 2).

Выбрав в качестве обобщенных координат  углы , , отклонения маятников от вер-
тикали, запишем функцию Лагранжа этой системы:

(20)

5L
2 : 1 : 1 * = (2,1,1)p

λ + λ + λ λ + λ + λ1 2 3 4 5 62 = 2 = 0

3L
* = (3,1,0)p 3 : 1
λ + λ λ + λ1 6 3 43 = 3 = 0

14P

2L 3L 4L 5L

3f t

( ) ( ) ( )μ + μ + μ +3 = 14 3 7 6 14 27 /1372,f t t t

μ − μ − μ −1 2 3= 3 /14, = 6 /7, = 27 /14.t t t

3 / 14t
− − −( 1, 4, 9) λ j

λ ± λ λ ±1,4 2,5 3,6= , = 2 , = 3 .i i i

14P

14P 2L
* = (2,1,0)p λ + λ λ + λ1 2 4 52 = 2 = 0

3L
* = (3,1,0)p 3 : 1 λ + λ λ + λ1 6 3 43 = 3 = 0

4L
* = (1,1,1)p 1 : 1 : 1
λ + λ + λ2 3 4= = 0

5L
* = (2,1,1)p 2 : 1 : 1
λ + λ + λ4 5 6= 2 = 0

l
d

α= (1, ,1)m
k d

≤b dl

ϕ ϕi = 1,2,3i

+ Π  ϕ ϕ ϕ ϕ1( , ) = , .
2

L T
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Матрица  диагональна: . Потенциальная энергия  есть сумма потенциаль-
ной энергии упругой деформации пружин  и энергии  математических маятников в одно-
родном поле силы тяжести:

где ,  суть проекции величин деформаций
пружин между -м и -м маятниками на оси абсцисс и ординат соответственно.

Следуя [20], введем безразмерные переменные , .
Перейдем к гамильтоновой форме уравнений движения, но при этом будем использовать но-

вые канонические переменные, определяемые нормальными модами колебаний. Для этого рас-
кладываем функцию Лагранжа (20) в ряд Тейлора в окрестности положения равновесия ,
получим линейную систему уравнений Лагранжа с СЧ

Этим частотам соответствуют амплитудные векторы

которые задают матрицу перехода  к новым переменным :

Переход к канонически сопряженным импульсам  осуществляется с помощью матрицы :

Здесь звездочка означает транспонирование.
Тогда в новых переменных разложение функции Гамильтона вблизи начала координат

имеет вид

(21)

T α2 2 2= diag( , , )T l l l Π
Π1 Π2

( ) ( ){ }Π Δ + Δ − Π − ϕ − α − ϕ 
2 3

2 2(1) (2)
1 2 2

=1 =1
= , = cos ( 1)cos ,

2 j j j
j j

k d gl gl

( )+Δ ϕ − ϕ(1)
1= cos cosj j jb +Δ ϕ − ϕ +(2)

1= (sin sin )j j jb d
j +( 1)j

τ = /g lt β 2= /( )b k gl

ϕ = 0

( )+ β βα + β +λ = 1, 1 , 2 1 .

( ) ( ) ( )− − α1 2 3= 1, 1, 1 , = 1, 0, 1 , = 1, 2/ , 1 ,u u u  

1 2 3= ( , , )U u u u Q

ϕ = .UQ

P ( )−1*U

( )− ϕ1= * , где = , .A glp P p m

+ +2 4( , ) = ( , ) ( , ) ,H H HQ P Q P Q P

Фиг. 2. Три плоских математических маятника, соединенные невесомыми пружинами.
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где первые два члена разложения следующие:

(22)

Все дальнейшие вычисления выполнялись в СКА Maple согласно схемы разд. 5.
Поскольку в (21) , то резонансы порядка  проявят себя при приведении к НФ

только в формах степени 6 и выше. Следовательно, в данном случае можно ограничиться иссле-
дованием резонансов порядка , а именно,

• в случае двухчастотного резонанса исследуем многообразие ,

• в случае трехчастотного резонанса исследуем многообразие .
Обозначим через  матрицу квадратичной формы (22), тогда полухарактеристический

многочлен матрицы , соответствующей линейной системы Гамильтона, есть

(23)

Таким образом, пространство параметров  задачи двумерно и значения параметров
должны быть неотрицательны: . Квадратичная форма (22) в указанной области про-
странства параметров является знакоопределенной, следовательно, нижнее равновесное поло-
жение маятников является устойчивым по Ляпунову. Поэтому далее будет приведено описание
резонансных множеств 4-го порядка.

Подставляем коэффициенты , ,  многочлена (23) в уравнение (11) резонансного много-
образия , раскладываем его на множители и отбираем среди них только те, нули ко-
торых располагаются в первом квадранте плоскости . Аналогично поступаем и с уравне-
нием (13) резонансного многообразия . В результате получается пять резонансных кри-
вых – три соответствуют двухчастотному резонансу, а две – трехчастотному:

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)
Эти кривые показаны на фиг. 3: двухчастотные резонансные кривые изображены сплошными и
штриховыми линиями, а трехчастотные – штрихпунктирными.

Кривые обозначим символами  , где нижний индекс соответствует индек-
су кривых , описанных в пунктах 3 и 5 подраздела 5.3. Их точки взаимного пересечения обо-
значим символами , где нумерация индексов  точек выбрана в соответствии с увеличением
расстояния от начала координат. Дадим краткое описание структуры СЧ на соответствующих
резонансных кривых.

1. На кривой , которая изображена длинной штриховой линией, с уравнением (24) СЧ сле-
дующие: , , . Таким образом, для всех значений пара-

( ) ( ) ( ) ( )α βα+ + + + + β + + + β + +
+ α + α α α

22
2 2 2 231

2 2 1 2 3
2 22= 1 1 1 1 ,

2 2 2
PPH P Q Q Q

( ) ( ) ( )
( ) ( )

β+ α− − β + − + β + + −
α α

β β − β + + − − β + + − α α α

4 2 2 2 2
4 1 1 2 1 3

2 3
1 2 3 1 32

42 1 1 1= 2 1
24 2 2

2 24 13 1 1
3

H Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q

( ) ( ) ( ) ( )+ αβ + β β− − β + + − α − α + β + +
α αα

4 2 2 2 4
2 2 3 33

24 1 2 21 12 2 4 .
12 2 43

Q Q Q Q

≡3( , ) 0H Q P q = 3

q = 4

5(3,1,0)
3

5(2,1,1)
3

2( )A H
2( )JA H

( ) ( ) ( ) β β β βμ μ + β + + μ + β + β + + + μ + β + + β + α α α α 

2
3 2 22 2 4 2( ) = 2 3 4 3 1 1 .f

Π ≡ α β( , )
α β ≥{ , 0}

1a 2a 3a
53(3,1,0)

α β( , )
53(2,1,1)

β α + α5
def(3,1,0) = 8 /(2 ),=a

β5
def(3,1,0) = 8,=b

β α − α5
def(3,1,0) = 4 /(1 4 ),=c

β α + α5
def(2,1,1,) 2= 4 4 ,=a

β α − α α −def(2,1,1) 2= 8 (2 )/(3 2) .=b5

, = 3,5,i
kL k = , ,i a b c

kL
jP j

3
aL

λ ±1,4 = i λ ± α + α +2,5 = (9 2)/( 2)i λ ±3,6 = 3i



712

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 5  2023

БАТХИН, ХАЙДАРОВ

метра  имеет место двухчастотный резонанс, кроме значения , соответствующего
точке  (см. ниже).

2. На прямой , показанной в виде сплошной линии, с уравнением (25) СЧ следующие:
, , . Эта прямая пересекается с другими кривыми в трех

точках: , , .

3. На кривой , которая изображена короткой штриховой линией, с уравнением (26) СЧ сле-
дующие:

4. На кривой , изображенной пунктирной линией, с уравнением (27) СЧ следующие:

На этой кривой для всех значений  имеет место трехчастотный резонанс, кроме значения
, соответствующего точке .

5. На кривой , изображенной штрихпунктирной линией, с уравнением (28) СЧ следующие:

На этой кривой для всех значений  имеет место трехчастотный резонанс, кроме точек , , .

α α = 6/5
1P

3
bL

λ ±1,4 = i λ ±2,5 = 3i λ ± α + α3,6 = (9 16)/i
2P 3P 4P

3
cL

λ ± λ ± λ ±
− α − α1,4 2,5 3,6

3= , = , = .
1 4 1 4

i ii

5
aL

λ ± λ ± α + λ ± α +1,4 2,5 3,6= , = (2 1), = (2 3).i i i

α
α = 1 4P

5
bL

α + − α≤ α λ ± λ ± λ ±
− α − α1,4 2,5 3,6

2 6при 0 < 2/3: = , = , = ;
2 3 2 3

i i i

α + − αα λ ± λ ± λ ±
α − α −1,4 2,5 3,6

2 6при > 2/3: = , = , = .
3 2 3 2

i i i

α 2P 3P 4P

Фиг. 3. Резонансные многообразия примера в переменных .
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Кривая  пересекается только с одной ветвью кривой  в точке . Подставив в вы-
ражения (23) значения переменных , являющихся координатами точки , получим

Корнями этого полухарактеристического многочлена являются значения

А в корнях характеристического уравнения они запишутся в виде

Зная значения корней, проверим выполнение резонансных соотношений. Так как точка  при-
надлежит двум резонансным многообразиям, соответствующим двухчастотному и трехчастотно-
му резонансам, проверим эти условия для каждого из них:

1. Для  имеются две пары соизмеримых корней с отношением , т.е.
.

2. Для  также должно выполняться соотношение , которое выглядит как
.

Кривая  пересекается с кривой  в точке , с кривой  – в точках  и
. В точке  она также пересекается с кривой . Подставив в выражения (23) значения

переменных , являющихся координатами этих точек, получим соответствующие выражения
для :

Аналогично, как и в вышеуказанном случае, здесь можно убедиться в выполнении резонансных
соотношений.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Для системы Гамильтона с тремя степенями свободы получено описание разбиения области

устойчивости в пространстве коэффициентов  полухарактеристического многочлена  на
такие части, в которых гарантированно отсутствие сильных резонансов между СЧ линейной си-
стемы (2). Это позволяет, с одной стороны, выполнить исследование формальной устойчивости
ПР для каждой из таких частей с помощью НФ четвертого порядка и теоремы 3, а с другой сто-
роны, в случае наличия резонанса кратности  получить дополнительные формальные интегра-
лы и выполнить асимптотическое интегрирование уравнений нормализованной системы Га-
мильтона.

Авторы выражают благодарность А.Д. Брюно за указанные замечания и полезное обсуждение
работы.
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Развит новый подход к оцениванию параметров аппроксимации, при котором удаленность
аппроксимирующей функции от заданного конечного множества точек оценивается вектор-
ным критерием, компонентами которого являются модули невязок во всех точках. При по-
мощи этого критерия задается отношение предпочтения в удаленности и лучшей считается
аппроксимирующая функция, недоминируемая по такому отношению. Изучена аппрокси-
мация для нескольких отношений предпочтения, в том числе для отношения Парето и отно-
шения, порождаемого информацией о равноважности критериев. Рассмотрены вычисли-
тельные вопросы и исследованы взаимоотношения введенных аппроксимирующих функций
с классическими (получаемыми методами наименьших квадратов, наименьших модулей и
наименьшего максимального модуля уклонений). Библ. 15. Фиг. 8.

Ключевые слова: аппроксимация функций, регрессионный анализ, многокритериальный
анализ, теория важности критериев.
DOI: 10.31857/S0044466923050174, EDN: GFZWFZ

ВВЕДЕНИЕ
Аппроксимация (приближение), т.е. замена одних математических объектов другими, в том

или ином смысле близкими к исходным, широко применяется в математике и ее приложениях.
В частности, она является основой для аналитического представления табличных данных функ-
цией заданного вида с неизвестными параметрами, значения которых определяются так, чтобы
график функций был по возможности максимально близок к заданным точкам согласно выбран-
ной числовой мере близости. Задачи такого оценивания являются базовыми в теории аппрокси-
мации функций и регрессионном анализе [1], [2].

Меры близости в регрессионном анализе достаточно обоснованно (в частности, с привлече-
нием принципа максимума правдоподобия) выбираются в тех случаях, когда распределение ве-
роятностей ошибок измерения подчинено некоторому известному закону, чаще всего нормаль-
ному закону, или закону Гаусса (при этом мерой служит сумма квадратов уклонений рассчитан-
ных значений аппроксимирующей функции от табличных), реже – закону Лапласа (и тогда
мерой служит сумма модулей таких уклонений).

В общем же случае при решении задач аппроксимации проблема обоснованного выбора меры
близости остается нерешенной, на практике ей обычно уделяется недостаточно внимания (не-
редко о ней вообще не вспоминают) и в качестве меры берут сумму квадратов уклонений, так как
это – “общепринятый подход”, для него имеются давно и хорошо разработанный математиче-
ский аппарат аппроксимации и созданы компьютерные программы. А ведь выбор меры близости
самым существенным образом влияет на результат аппроксимации.

В настоящей статье проблема выбора меры близости решается за счет того, что близость оце-
нивается при помощи векторного критерия, состоящего из модулей уклонений значений ап-

1)Работа выполнена при поддержке Международного центра анализа и выбора решений.

УДК 519.651
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проксимирующей функции от заданных для всех табличных значений аргумента. Ценой общно-
сти такого подхода является многозначность получающейся аппроксимирующей функции.

1. МНОГОКРИТЕРИАЛЬНАЯ ЗАДАЧА АППРОКСИМАЦИИ
Исходными данными в задаче аппроксимации являются пары значений независимой пере-

менной x и зависимой переменной y:

(1.1)

В регрессионном анализе независимая переменная x именуется фактором, а зависимая перемен-
ная y – откликом (наблюденным значением).

Далее будем полагать, что аппроксимирующая функция (функция регрессии) является ли-
нейной:

(1.2)

где a и b – коэффициенты аппроксимации, которые нужно оценить с использованием исходных
данных (1.1). Для такого оценивания вводятся в рассмотрение модули невязок δi, или уклонений
теоретических значений зависимой переменной – рассчитанных по формуле (1.2) – от заданных:

(1.3)

Общепринятым при аппроксимации является путь, основанный на введении числовой меры
близости аппроксимирующей функции к исходным данным, такой, как сумма квадратов невя-
зок, сумма модулей невязок или максимальный модуль невязок. Наиболее распространенным
методом оценивания является метод наименьших квадратов (МНК) (the least squares method –
LS), согласно которому значения коэффициентов регрессии определяются из условия:

(1.4)

Для расчета значений коэффициентов согласно (1.4) имеются простые формулы [1], [2].
Достаточно распространенным, особенно в последние годы, стал метод наименьших модулей

(МНМ) (the least modulus method – LM), согласно которому значения коэффициентов аппрок-
симации определяются из условия:

(1.5)

Разработаны специальные алгоритмы нахождения значений коэффициентов согласно (1.5),
см. [3].

Метод, основанный на использовании наибольшего модуля невязок, называемый далее ме-
тодом наименьшего максимального модуля (МНММ) (the least maximum modulus method – LMM),
по сути, использует меру Чебышёва и предполагает получение значений коэффициентов регрес-
сии из условия

(1.6)

где N = {1, 2, …, n}. Отметим, что нелинейные оптимизационные задачи (1.5) и (1.6) за счет вве-
дения дополнительных переменных можно свести к эквивалентным задачам линейного про-
граммирования [4].

Далее рассматривается альтернативный метод оценивания, учитывающий, что по своей сути
задача оценивания параметров регрессии изначально является многокритериальной: критерия-
ми fi, подлежащими минимизации (i  N), служат модули невязок δi из (1.3), составляющие век-
торный критерий f(a, b) = (f1(a, b), f2(a, b), …, fn(a, b)), где fi(a, b) = zi = |δi|. Значение векторного
критерия для пары (a, b) называется ее векторной оценкой: z = f(a, b).

Пусть на множестве векторных оценок Z =  задан строгий частичный порядок
PΓ, где Γ – информация, касающаяся оценивания удаленности: если верно z’PΓz'', то при модулях
невязок , , …,  аппроксимирующая функция считается ближе к заданным точкам (1.1), чем

…1 1 2 2, , , , ,( ) ( ) ( , .)n nx y x y x y

= + ,y ax b

δ = + δ = + … δ = +1 1 1 2 2 2– , – , , – .n n nax b y ax b y ax b y

=
δ → 2

,
1

min .
n

i a b
i

=
→δ ,

1

min .
n

i a b
i

∈ →δ ,max min ,i N i a b

∈

+ = +∞Re [0, )n n

1'z 2'z 'nz
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при модулях невязок , , …, . Отношение PΓ индуцирует на плоскости Re2 строгий частич-
ный порядок PΓ:

имеющий аналогичный смысл: если верно (a', b')PΓ(a'', b''), то при значениях параметров a', b' ап-
проксимирующая функция считается ближе к заданным точкам (1.1), чем при значениях пара-
метров a'', b''. В качестве решения задачи оценивания параметров аппроксимации рассматрива-
ется множество точек (векторов) (a, b)  Re2, которые недоминируемы по отношению PΓ. (Точка
(a*, b*) называется недоминируемой по PΓ, если не существует точки (a, b) такой, что верно
(a, b)PΓ(a*, b*).)

При указанном многокритериальном подходе в качестве решения задачи аппроксимации вы-
деляется не одно оптимальное значение коэффициентов (a*, b*), а множество недоминируемых
значений UΓ ⊂ Re2. Каждой паре (a, b)  UΓ соответствует “своя” функция y = f(x a, b) = ax + b и
ее график – прямая (1.2), а множеству UΓ – множество функций F Γ = {f(x |a, b) |(a, b)  UΓ} и мно-
жество их графиков – связка (совокупность) прямых. При этом фиксированному значению ар-
гумента x ставится в соответствие множество чисел Y Γ(x) = {y  Re|y = ax + b, (a, b)  UΓ}. Иными
словами, полученная указанным путем аппроксимирующая функция F Γ оказывается много-
значной. Такие аппроксимирующие функции будем называть недоминируемыми, или, более кон-
кретно, Г-недоминируемыми.

Многозначность аппроксимации (множественность выделяемых значений параметров) –
плата за то, что при многокритериальной постановке задачи их оценивания не делается никаких
дополнительных ограничительных допущений о характере (свойствах) исходных данных (1.1)
типа фиксирования вида закона распределения вероятностей ошибок измерений и т.п.

Для снятия неопределенности из-за многозначности аппроксимации (за счет снижения ин-
формативности) можно множество Y Γ(x) представлять его центром тяжести (центроидом) cΓ(x).
В частности, если Y Γ(x) – отрезок [α(x), β(x)], то cΓ(x) – его середина: cΓ(x) = 1/2(α(x) + β(x)). Ес-
ли функция y = cΓ(x) оказывается линейной (на интересующем интервале оси Ox), то ее можно
принять за однозначное упрощенное решение задачи линейной аппроксимации.

2. О ПОСТРОЕНИИ МНОЖЕСТВ UΓ И Y Γ(x)

Для приближенного построения (конечной аппроксимации) множества UΓ можно построить
“достаточно мелкую” сетку, покрывающую “подходящую” область в Re2 (она определяется с
учетом специфики задачи, т.е. расположения точек из (1.1) на плоскости), рассматривать эту сет-
ку вместо множества Re2 и выделять те из ее узлов, которые являются недоминируемыми по PΓ.
Подобный подход широко используется в многокритериальной оптимизации, когда множество
допустимых вариантов решения является областью в Ren (см., например, [5]). Он применялся
также при построении множества ПН-средних, определяемого в рамках многокритериального
подхода как совокупности точек прямой, каждая из которых недоминируема по отношению
предпочтения на множестве векторов, компонентами которых служат расстояния от неe до за-
данных точек [6], [7].

В качестве ориентира при первоначальном определении области поиска в Re2 можно ис-
пользовать точки ( , ), соответствующие прямым, проходящим через 2 или более точек мно-
жества (1.1). Авторы работы [8] называют такие точки “узловыми” и доказывают, что линию,
определяемую по МНМ, следует искать среди y = x + . Также полезными могут оказаться
точки ( , ), соответствующие прямым, проходящим через 2 или более середин отрезков, со-
единяющих пары точек множества (1.1). В последующих примерах линии, определяемые по
МНММ, оказываются среди y = x + .

Для сокращения области поиска множества UΓ можно воспользоваться следующим замеча-
нием. Зафиксируем значение параметра a = a0 и рассмотрим локальную задачу поиска точек
(a0, b)  UΓ(a0), недоминируемых по PΓ на множестве {(a, b) |a = a0, b  Re}. Обозначим bi = yi – a0xi
для всех i  N и преобразуем выражение для уклонений (1.3):

1''z 2''z ''nz

Γ
Γ ⇔( ) ( ) (', ' '', '' ', ' '', ' )') ( ,a b P a b f a b P f a b

∈

∈
∈

∈ ∈

•a •b

•a •b
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ja jb

∈ ∈
∈
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В результате получаем задачу определения множества ПН-средних GГ(B(a0)) среди множества
вещественных чисел B(a0) = {b1, b2, …, bn} (см. [6], [7]). Если точка b не входит в множество сред-
них GГ(B(a0)), то это означает, что точка (a0, b) оказывается доминируемой по PΓ на рассматри-
ваемом множестве {(a, b) |a = a0, b  Re}, а значит, и на всeм множестве Re2. Следовательно, долж-
но выполняться включение

В ходе перебора точек методом построения сетки, это замечание можно использовать следую-
щим образом. Для каждого перебираемого значения a сначала можно определить ПН-средние
G Г(B(a)), а затем перебирать только значения b из этого множества. Это может быть удобно, так
как для некоторых типов информации Г существуют быстрые аналитические методы определе-
ния ПН-средних.

Для произвольного фиксированного значения x0 множество Y Γ(x0) графически представляет-
ся сечением вертикальной прямой x = x0 связки прямых F Γ. Для построения множеств YΓ(x) мож-
но использовать также графоаналитический метод, не требующий построения связки прямых и
основанный на следующих соображениях. Произвольной точке (x0, y0) пространства Re2 данных
(x, y) соответствует прямая b = – x0a + y0 в пространстве Re2 параметров (a, b). Если эта прямая
содержит хотя бы одну точку (a*, b*)  U Γ, то точке (x0, y0) соответствует, по крайней мере, одна
прямая из связки аппроксимирующих прямых F Γ. Фиксируем x = x0 и будем менять y. Тогда со-
ответствующая прямая b = – x0a + y0 будет сдвигаться параллельно самой себе: b = – x0a + y, т.е.
вертикальной прямой x = x0 в пространстве Re2 данных (x, y) соответствует множество прямых
b = – x0a + y в пространстве Re2 параметров (a, b) с одинаковым угловым коэффициентом –x0.

Следовательно, для построения Y Γ(x0) можно действовать так. Вначале следует построить
множество U Γ или его конечную аппроксимацию в системе координат параметров a0b. Далее
нужно взять (начертить) прямую с наклоном –x0. Параллельно сдвигая эту прямую (т.е. сохраняя
угол наклона), нужно определить все те положения, в которых прямая b = – x0a + y будет пере-
секать множество U Γ. Соответствующие этим положениям значения b на оси ординат 0b соста-
вят множество Y Γ(x0). В частности, если U Γ – компактное (т.е. замкнутое и ограниченное) связ-
ное множество, то Y Γ(x0) – отрезок с концами ymin и ymax, соответствующими крайним (верхнему
и нижнему) положениям передвигаемой прямой: ymin = bmin и ymax = bmax, ибо линейное отображе-
ние b = – x0a + y0 является непрерывным и поэтому, как известно из курса анализа, переводит
компактное связное множество в Re2 в компактное и связное множество в Re.

Примеры построения множеств U Γ и Y Γ(x) приводятся ниже. В них для конечной аппрокси-
мации множеств U Γ и Y Γ(x) использовалась специально разработанная компьютерная програм-
ма.

3. АППРОКСИМАЦИЯ ПРИ ОТСУТСТВИИ ИНФОРМАЦИИ Γ
Рассмотрим вначале случай, когда никакой информации Г нет: Г = ∅. Здесь в роли частично-

го порядка PΓ выступает отношение Парето P∅, которое определяется (с учетом желательности
минимизации критериев) так [9]:

(3.1)

Структура множества U∅ исследовалась в [10]. Было установлено, что оно компактно (замкну-
то и ограничено), связно, возможно, не выпукло и является объединением конечного числа по-
литопов (выпуклых оболочек конечных наборов двумерных векторов). Из этого свойства, как
указывалось выше, следует, что множества Y∅(x) – отрезки.

Изложенные теоретические положения иллюстрирует следующий числовой пример.
Пример 1. Пусть исходные данные (1.1) заданы в табл. 1.

∈

Γ Γ∈ =⊆ ∈= 0 0 0{( ) | } {( )| ( ( ))}, , , .a b U a a a b a a b G B a

∈

∅ ≤⇔ = … ≠' ''' '' 1,2, , ' ., , ''i iz P z z z i n z z

Таблица 1. Исходные данные для задач 1–3
xi 1 2 3 4 5 7

yi 3 2 5 5 4 7
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Здесь уравнения аппроксимирующих функций, определяемые МНК, МНМ и МНММ, соот-
ветственно, таковы:

(3.2)

(3.3)

(3.4)

В этом примере при расчетах для аппроксимации множества U∅ использовалась сетка с шагом
0.005 по параметру a и с шагом 0.05 по параметру b, покрывающая область [–1, 3] × [–4, 9] для
параметров (a, b). Чтобы избежать вычислительных ошибок при сравнении чисел с плавающей
точкой, при вычислениях использовались только рациональные числа, представленные целыми

числителем и знаменателем. Например, , где числитель  и знаменатель  – целые чис-

ла. В таком представлении числитель и знаменатель уклонений (1.3) рассчитываются по следую-
щим формулам:

Связка аппроксимирующих функций представлена в области [0, 8] × [1, 8] для (x, y) на фиг. 1
сверху в виде затемненной области, а множество точек U∅ представлено в области [–1, 3] × [–4,
9] для (a, b) на фиг. 1б.
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Фиг. 1. Связка прямых и множество U∅.
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Для информации Г = ∅ множество ПН-средних G∅(B(a)) (множество значений функций, ре-
ализующих среднее по Коши) определяется легко: это отрезок [ , ]. Графики
нижней и верхней границы этого отрезка в зависимости от параметра a представлены на фиг. 2.
Также на фиг. 2 изображены “узловые” точки ( , ), соответствующие прямым, проходящим
через 2 или более точек множества (1.1) (номера i  N этих точек указаны рядом через дефис, на-
пример, точке 1–4–6 соответствует линия, определяемая по МНМ). Очевидно, что эти точки
( , ) недоминируемы по Парето, так как для каждой такой точки (и только для нее) все соот-
ветствующие уклонения δi = 0.

4. АППРОКСИМАЦИЯ ПРИ РАВНОВАЖНЫХ КРИТЕРИЯХ

Пусть теперь все критерии имеют равную важность (см. [11], [12]): информация Γ = E. Содер-
жательно равноважность критериев означает, что после произвольной перестановки компонент
векторной оценки z получится векторная оценка, эквивалентная (равная по предпочтительно-
сти) исходной. В рассматриваемой постановке задачи аппроксимации все точки (1.1) одинаково
существенны (“равноправны”) и поэтому критерии fi равноважны.

Обозначим через z↘ = (z[1], z[2], …, z[n]) вектор, полученный упорядочением по невозрастанию
компонент вектора z: z[1] ≥ z[2] ≥ … ≥ z[n]. Отношение PE определяется следующим аналитическим
решающим правилом(см. [11]):

Поскольку PE ⊃ P∅, то имеет место включение UE  U∅. Оказывается, что здесь множество UE

может быть несвязным, и тогда связка аппроксимирующих прямых расщепляется на несколько
частей. (Несвязность UE – аналог несвязности средних по PE [6].) Эту возможность иллюстриру-
ет следующий пример.

Пример 2. Пусть исходные данные (1.1) заданы в табл. 1. При расчетах для аппроксимации
множества UE использовалась сетка с шагом 0.001 по параметру a и с шагом 0.01 по параметру b,
покрывающая область [0, 1.1] × [0, 5] для параметров (a, b). На фиг. 3 представлены связка гра-
фиков аппроксимирующих функций и множество UE, а также графики функций (3.2)–(3.4) и ис-
ходные точки. Фигура 3 показывает, что множество UE не связно, и из-за этого связка линий ап-
проксимации расщепилась на несколько частей, а множества YE(x) не являются числовыми про-
межутками.
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Фиг. 2. Множество U∅, графики границ отрезков G∅(B(a)), а также узловые точки.
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5. АППРОКСИМАЦИЯ ПРИ РАВНОВАЖНЫХ КРИТЕРИЯХ
И ОТСУТСТВИИ КОМПЕНСАЦИИ

Рассмотрим случай, когда увеличение большего уклонения аппроксимирующей функции в
одной из точек xi не компенсируется уменьшением меньшего уклонения в другой такой точке.
Такой подход можно рассматривать как уточнение МНММ (см. (1.6)). Для такой информации
EL лексикографического типа (относительно упорядоченных по невозрастанию компонент век-
торных оценок) отношение PEL определяется следующим решающим правилом:

Поскольку PEL ⊃ PE, то UEL  U∅.

6. АППРОКСИМАЦИЯ ПРИ РАВНОВАЖНЫХ КРИТЕРИЯХ 
СО ШКАЛОЙ ПЕРВОЙ ПОРЯДКОВОЙ МЕТРИКИ

Пусть, наконец, все критерии имеют равную важность и шкала критериев является шкалой
первой порядковой метрики (см. [12], [13]): информация Γ = EΔ. Такая шкала обладает следую-
щим свойством: если в произвольной векторной оценке z, в которой zi > zj, заменить zi на zi – q, а
zj – на zj + q, но при этом обеспечить выполнение неравенства zi – q ≥ zj + q, где q – положительное
число, то полученная таким образом векторная оценка будет более предпочтительна, чем исход-
ная. Это означает, что при указанном переходе большее отклонение от одной из точек выборки
уменьшается за счет равного по величине увеличения меньшего отклонения от другой точки вы-
борки, так что набор отклонений становится более близким к идеальному набору из минимально
возможных равных уклонений. Такой подход является аналогом известного в теории обществен-
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Фиг. 3. Связка прямых и множество UE.
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ного благосостояния принципа Пигу-Дальтона: “Общество станет лучше, если единица дохода
будет передана от более богатого индивида более бедному” [14].

В рассматриваемом случае имеем частичный порядок PEΔ, задаваемый следующим решаю-
щим правилом [12], [15]:

Поскольку PEΔ ⊃ PE, имеет место включение UEΔ  UE.
Пример 3. Пусть исходные данные (1.1) заданы в табл. 1. На фиг. 4 представлены связки линий

аппроксимации и множество UEΔ, а также линии регрессии (3.2)–(3.4) и исходные точки.
ПН-средние GEΔ(B(a)) представляют собой отрезок [α, β], границы которого легко вычисля-

ются по формулам (см. [7]):

где H = {1, 2, …, h}, а h – целая часть числа (n+1)/2. Еще одно полезное свойство ПН-средних при
информации EΔ – устойчивость к изменению положения точек множества B(a). Поскольку при
небольшом изменении параметра a на a + ε, положение точек bi множества B(a + ε) меняется от-
носительно точек B(a) на величину εxi, то, согласно [7], максимальное изменение границ множе-
ства GEΔ(B(a + ε)) по сравнению с GEΔ(B(a)) не превышает . Из этого следует, что

Δ ⇔ ≤ + ≤ +

+ + + ≤ + + + ≠ 



  

[1] [1] [1] [2] [1] [2]
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Фиг. 4. Связка прямых, множество UEΔ и графики границ отрезков GEΔ(B(a)).
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функции границ α(a) и β(a) должны быть непрерывными. Графики этих функций приведены на
фиг. 4.

На фиг. 4 множество UEΔ связно, и поэтому множества YEΔ(x) являются числовыми промежут-
ками.

Рассмотрим графоаналитический метод определения YEΔ(x). На фиг. 5б представлено множе-
ство UEΔ и графики прямой b = – x0a + y для точки x0 = 2 в двух крайних положениях, которые
определяют приближенные значения bmin = 2.85 и bmax = 3.7, которым соответствует Y EΔ(2) =
= [2.85, 3.7]. Это согласуется с результатом, который можно получить при помощи фиг. 5а, если
построить вертикальную прямую x = 2 и рассечь ею связку прямых.

Рассмотрим более сложный пример с реальными данными.
Пример 4. В табл. 2 представлены исходные данные (1.1) по ВВП на душу населения в странах

Евросоюза за 2000–2021 гг. [16]. Нумерация годов xi для удобства начинается с 0, т.е. x1 = 0 соот-
ветствует 2000 г. Величины yi заданы в тысячах евро на человека.

Здесь уравнения аппроксимирующих функций, определяемые МНК, МНМ и МНММ, соот-
ветственно, таковы:

Фиг. 5. Графоаналитический метод определения YEΔ(x) при x = 2.
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Таблица 2. Исходные данные по ВВП на душу населения в Евросоюзе

xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

yi 22.45 22.90 23.09 23.21 23.71 24.06 24.82 25.51 25.58 24.41 24.90

xi 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

yi 25.32 25.10 25.06 25.42 25.95 26.41 27.11 27.62 28.07 26.39 27.83
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При расчетах для аппроксимации множества UEΔ использовалась сетка с шагом 0.0005 по па-
раметру a и с шагом 0.005 по параметру b, покрывающая область [0.15, 0.3] × [22], [24] для пара-
метров (a, b). Связка аппроксимирующих функций представлена в области [–1, 22] × [22, 28] для
(x, y) на фиг. 6а, а множество точек UEΔ представлено в области [0.15, 0.3] × [22, 24] для (a, b) на
фиг. 6б.

По разбросу значений параметра a примерно от 0.2 до 0.25 можно судить о ежегодном среднем
приращении показателя ВВП на данном периоде времени.

7. О ВЗАИМОСВЯЗИ НЕДОМИНИРУЕМЫХ И КЛАССИЧЕСКИХ 
АППРОКСИМИРУЮЩИХ ФУНКЦИЙ

Поскольку информация EΔ уточняет информацию E, то, как уже указывалось выше, верно
P∅ ⊂ PE ⊂ PEΔ, и поэтому имеют место включения U∅ ⊇ UE ⊇ UEΔ, а соответствующие связки ап-
проксимирующих функций последовательно входят друг в друга. Это хорошо видно при сравне-
нии фиг. 1, 3 и 4.

Интересен также вопрос о том, всегда ли графики функций fLS, fLM и fLMM, полученные клас-
сическими методами – МНК, МНМ и МНММ – входят в связки прямых для Γ = ∅, Γ = E и
Γ = EΔ, т.е. когда справедливы включения f LS  F∅, f LM  FE и f LMM  FEΔ.

Ответ на этот вопрос дает

≈ +0.2313 22( .7 5 ;) 9 3LSf x x

≈ +0.2478 22( .5 4 ;) 9 4LMf x x

≈ +0.197 23.3885( ) .LMMf x x

∈ ∈ ∈

Фиг. 6. Связка прямых и множество UEΔ.
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Теорема. Справедливы соотношения f LS  F EΔ  F E  F ∅, fLM  F E  F ∅ и f LMM  F ∅. Если функция
f LM (соответственно функция f LMM) единственна, то f LM  F EΔ (соответственно f LMM  F E).

Доказательство. Вначале заметим, что функция g(z) называется убывающей (невозрастаю-
щей) по PΓ (на Z), если из z’PΓz'' следует f(z') < f(z'') (соответственно f(z') ≤ f(z'')). Известно следу-
ющее утверждение о монотонных функциях (см., например, [9, лемма 1.2.2]), которое примени-
тельно к рассматриваемому случаю можно сформулировать в следующем виде.

Утверждение.Пусть Y  Z и невозрастающая по P Γ функция g(z) достигает минимума на Y в
точке z0. Для того чтобы точка z0 была недоминируемой по PΓ, достаточно выполнения одного из
следующих условий: g(z) возрастает по PΓ; z0 – единственная точка минимума g(z) на Y.

Рассмотрим функцию g(z |s) = , где s > 0, z  = [0, +∞)n. Очевидно, что из z'P∅z'', как
и из z'PEz'', следует g(z' |s) < g(z'' |s). Из свойств функций, выпуклых по Шуру (с учетом того, что
меньшие значения компонент zi предпочтительнее больших) [15], следует, что при s > 1 из z'PEz'',
следует g(z' |s) < g(z'' |s), а при s = 1 лишь g(z |s) ≤ g(z'' s). Следовательно, поскольку минимизация
g(z |1) при zi =  и g(z |2) при zi = δi лежит в основе МНК и МНМ, то f LS  FEΔ и f LM  FE; а если
f LM единственна, то f LM  FEΔ. Функция g–(z) =  при zi =  не возрастает по P∅, а
потому и по PE, и по PEΔ. Следовательно, если она единственна, то f LMM  FEΔ. Теорема доказана.

Теорему иллюстрируют примеры 5–7 с “нетипичными” исходными данными.
Пример 5. Исходные данные (1.1) заданы табл. 3.
Здесь уравнения аппроксимирующих функций, определяемые МНК, МНМ и МНММ, соот-

ветственно, таковы:

Связка прямых для F EΔ, а также три прямые – графики всех аппроксимирующих функций –
представлены на фиг. 7. Все функции f LS, f LMM и f LM единственны. Все три соответствующие
прямые входят в связку прямых, порождаемых недоминируемыми аппроксимирующими функ-
циями, и соответствуют вершинам множества UEΔ.

Пример 6. Исходные данные (1.1) заданы табл. 4.
Здесь множество FEΔ одноэлементно: FEΔ = {y = 2}, и
f LM(x) ≡ l, где l  [1, 3], а также f LM(x) = x и f LM(x) = 5 – x; f LS(x) ≡ f LMM(x) ≡ 2.
Функции f LS и f LMM единственны и равны, а f LM не единственна. Справедливы соотношения

f LS  FEΔ, f LMM  FEΔ, и в FEΔ входит только f LM(x) = l при l = 2.
Пример 7. Исходные данные (1.1) заданы табл. 5.
Множество F EΔ одноэлементно: F EΔ = {y = 2}, и
f LS(x) ≡ 2; f LM(x) = kx +2(1 – k), где k  [–1, 1]; f LMM(x) = kx +2 – k, где k  [–1, 1].
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Таблица 3. Исходные данные для задачи 5

xi 1 2 3 4 5

yi 1 1 1 1 10

Таблица 4. Исходные данные для задачи 6

xi 1 2 3 4

yi 1 3 3 1

Таблица 5. Исходные данные для задачи 7

xi 1 2 1

yi 1 2 3
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Фиг. 7. Связка прямых и множество UEΔ.
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Фиг. 8. Связка прямых, множество UEΔ и решения, определяемые (7.1).
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Функции f LM и f LMM не единственны. Здесь f LS  F EΔ и лишь f LM(x) ≡ 2 и f LMM(x) ≡ 2 входят в
F EΔ (т.е. при k = 0).

Рассмотрим еще один пример, связанный с теоремой и ее доказательством.
Пример 8. Рассмотрим, как расположены решения (a, b), определяемые условиями

(7.1)

при различных значениях показателя s > 0 для исходных данных (1.1) из табл. 1. Используем сетку
с шагом 0.0005 по параметру a и с шагом 0.005 по параметру b, покрывая область [0.5, 0.8] × [1,
3]. Получившиеся точки оказываются внутри множества UEΔ, как показано на фиг. 8 (ср. с
фиг. 4). Это – иллюстрация соответствующего утверждения из доказательства теоремы.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Множественный подход к определению параметров аппроксимации выделяет не одну пря-
мую линию аппроксимации, а связку таких линий. Множественность выделяемых значений па-
раметров аппроксимации – плата за то, что при многокритериальной постановке задачи их оце-
нивания не делается никаких дополнительных ограничительных допущений о характере (свой-
ствах) исходных данных (например, о законе распределения их вероятностей). Получающуюся
при предлагаемом подходе многозначную аппроксимирующую функцию можно интерпретиро-
вать двояко: либо как совокупность возможных однозначных функций аппроксимации, либо
как множество функций, характеризующих аппроксимацию в целом.

За единственную линию аппроксимации, особенно в случае равноважных критериев со шка-
лой первой порядковой метрики, можно взять геометрическое место точек – центров тяжести
(центроидов) множеств Y Γ(x).

Актуальной остается проблема разработки эффективных вычислительных методов построе-
ния множеств недоминируемых значений параметров аппроксимации UΓ, а также множеств
Y Γ(x). Такие методы должны учитывать специфические особенности отношений PΓ для различ-
ных видов информации Γ.

Предложенный подход очевидным образом обобщается на случай аппроксимации функций
нескольких переменных, но вычислительные проблемы из-за повышения размерности при этом
существенно усложняются.
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Предложен метод синтеза оптимального управления, обеспечивающего существование и
устойчивость режимов скольжения системы нелинейных обыкновенных дифференциальных
уравнений. В методе используется вспомогательная задача оптимального управления. Реше-
ние задачи дает искомое управление в аналитической форме. Установлена устойчивость по
Ляпунову тривиального решения замкнутой и доопределенной систем. Показано примене-
ние метода к линейным и квазилинейным системам уравнений. Приведен иллюстративный
пример. Библ. 11. Фиг. 1.

Ключевые слова: синтез системы, оптимальное управление, достаточные условия оптималь-
ности, скользящий режим, устойчивость.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Проблема устойчивости систем автоматического регулирования возникла в XVIII веке с раз-
витием промышленной революции и не утратила актуальности в настоящее время. Многочис-
ленные исследования привели к созданию ряда новых научных методов и направлений. Не оста-
навливаясь на них подробно, отметим близкую теме статьи теорию систем с переменной струк-
турой. В ее основе лежит идея использования порождающих устойчивые режимы скольжения
разрывных обратных связей (далее – специальных управлений). Историю развития, результаты,
методологию и библиографию можно найти в публикациях [1–3]. Отдавая должное достигнутым
в теории успехам, отметим, что вопрос об общем формализованном способе построения специ-
альных управлений остается пока открытым.

В данной статье предложен метод синтеза специального оптимального управления для нели-
нейной системы определенного типа, использующий аналитическое решение оригинальной
вспомогательной задачи оптимального управления. Построенное этим методом управление
определено и непрерывно на всем фазовом пространстве системы, за исключением некоторого
многообразия. Благодаря этому процедура доопределения системы на многообразии [4] упроща-
ется и позволяет выписать уравнения скольжения в явном виде [1]. Итоговый фазовый портрет
синтезированной системы состоит из участков оптимальных траекторий, попавших из началь-
ных точек на подмножество многообразия (область скольжения), и участков траекторий, лежа-
щих в области скольжения и притягивающихся к началу координат. За счет появления в реше-
нии задачи режимов скольжения достигается еще и важная в техническом отношении малая чув-
ствительность траекторий синтезированной системы к возмущениям [1].

Приведенные в статье результаты легко обобщаются на случай эллипсоидальной области
управления. Вместе с тем их распространение на области управления с негладкими границами,
например, многогранники, наталкивается на серьезные технические трудности, связанные с
возможным появлением режимов скольжения на пересечениях поверхностей разрыва управле-
ния. Заметим также, что вспомогательная задача оптимального управления является обратной
по отношению к “единичному” управлению [5], веденному в качестве векторного аналога релей-
ного скалярного управления.

УДК 519.612

ОПТИМАЛЬНОЕ
УПРАВЛЕНИЕ
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2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений в координатной форме

и векторно-матричном представлении
(1)

где  – векторы фазового состояния и управляющих воздействий с координатами ,

 соответственно и  Предположим, что векторная функция  со свой-

ством  и матричная функция  ранга  в областях определения гладкие
(достаточное число раз дифференцируемые). Кроме того, для заданной гладкой положительно-
определенной функции  ( ) существуют гладкая скалярная функция

 и положительные постоянные , удовлетворяющие условиям

(2)

Здесь  – скалярное произведение вектора  на градиент  функции ,

штрих – знак транспонирования и   евклидова норма вектора x.
В предположениях (2) по второй теореме Ляпунова (см., например, [6, с. 17]) тривиальное ре-

шение уравнения  равномерно асимптотически устойчиво. Непротиворечивость усло-
вий (2) в частном случае показана в разд. 5.

Требуется обеспечить устойчивость тривиального решения системы (1) с помощью специаль-
ных ограниченных управлений.

3. ВСПОМОГАТЕЛЬНАЯ ЗАДАЧА
В связи со сказанным сформулируем задачу оптимального управления

(3)

где  – произвольный фиксированный вектор,  – предел функции  при  и

(4)

 гладкая векторная функция со значениями в . Ранг матрицы  на множестве
R решений уравнения  примем равным m.

Непрерывную кусочно-гладкую траекторию , и кусочно-непрерывное управление
, назовем процессом, если пара  отвечает условиям (3), за возможным исключе-

нием целевого требования, и соответствующее значение функционала J конечно. Вспомогатель-
ная задача состоит в нахождении оптимального процесса с наименьшим значением целевого
функционала.

Как видно из постановки задачи, близость траекторий  к началу координат и множеству R
оценивается суммой неотрицательных несобственных интегралов

Минимизация функционала J предполагает уменьшение интегралов, т.е. влечет асимптотиче-
ское приближение траекторий к началу координат и множеству R (устойчивость) или приближе-
ние к началу координат по множеству R (скольжение), что отвечает требуемой цели управления
системой (1).
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Обсудим корректность постановки задачи (3). Если , то решение  задачи оче-
видно. Следовательно, множество оптимальных процессов, отвечающих начальным точкам

, не пусто.
Принятые предположения гарантируют также существование и единственность множества R.

Действительно, если , то R по определению состоит из единственной точки  При
 из свойств функций w, s следует , . Поскольку ранг матрицы  равен m,

то без потери общности можно считать последние m столбцов этой матрицы линейно независи-
мыми. Положим  и представим уравнение  в виде

 По предположению, функция  гладкая по совокупности аргументов и при
 удовлетворяет условиям  . Согласно теореме о неявной

функции (см., например, [7, с. 299]) последние условия гарантируют существование в некоторой
окрестности точки  единственной гладкой функции  со свойствами

. В силу единственности график функции  и множество R в окрест-
ности точки  совпадают. Следовательно, при  в окрестности начала координат суще-
ствует единственное множество R, представляющее собой гладкое многообразие.

4. РЕШЕНИЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ

Решение задачи (3) проведем в четыре этапа.

4.1. Нижняя оценка функционала

Следуя [8], представим целевой функционал на произвольном фиксированном процессе ,
 в виде

Выполняя во втором интеграле дифференцирование по t и учитывая (3), (4), получим

Найдем нижнюю оценку функционала J. Имеем

Минимизируемая на шаре  подынтегральная функция в силу неравенства Коши–Буня-
ковского имеет точную нижнюю оценку

достижимую на управлении

(5)

В результате нижняя оценка функционала J примет вид

(6)
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4.2. Структура многообразия R

Формула (5) задает непрерывное управление  на всем пространстве , кроме многообра-
зия R. Следуя [4], доопределим на R уравнения замкнутой системы

(7)

Введем обозначения

(8)

для производной функции  в силу системы (1),  – для шара  и  – для области
значений производной  на шаре U при фиксированном x. Выделим, далее, на R множества
S, P, полагая

(9)

(10)

Согласно (9) включение  равносильно существованию решения  уравнения
 и выполнению условий ,  Учитывая обратимость матрицы

, представим эти условия в эквивалентной форме:

(11)

На множестве S функция  непрерывна и допустима по амплитудному ограничению (3). Рас-
сматривая  как продолжение управления  на многообразие R и следуя [4], определим на
S замкнутую систему дифференциальных уравнений

(12)

Из (8), (11) вытекает тождественное на S равенство , поэтому исходящие из точек
множества S траектории системы (12) лежат в S. Множество S будем называть областью скольже-
ния и уравнения (12) – уравнениями скольжения.

Установим свойства множества . В произвольной фиксированной точке  множество
 выпуклое, замкнутое, ограниченное в  и по определению (10) не

содержит 0. Согласно теореме отделимости (см., например, [9, с. 25]) для множеств  и 0
найдется такой зависящий от  ненулевой вектор , что справедливо строгое неравенство

. В подробной записи в обозначении (8) имеем

(13)

По предположению, строки матрицы  линейно независимы, поэтому . Обозначим
через M поверхность . Вектор a в неравенстве (13) определен с точностью до поло-
жительного множителя и  есть градиент функции , поэтому без потери общности
считаем  нормалью поверхности M в точке . В этих терминах неравенство (13) означает
положительность проекции любого вектора скорости , , на нормаль .
В частности, если траектория  замкнутой системы (7) имеет в момент  общую с
поверхностью M точку , то проекции односторонних векторов скорости

 в точке  на нормаль  тоже положительны. Послед-
нее возможно тогда и только тогда, когда траектория  пересекает поверхность M в точке  без
односторонних касаний. Это значит, что односторонние векторы скорости  не лежат в ка-
сательной плоскости к поверхности M в точке . Поскольку  и  – произвольная точка Р,
то каждая траектория замкнутой системы (7), имеющая с Р общую точку, пересекает P. В связи
c этим множество Р будем называть областью прошивания.
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Итак, многообразие R состоит из двух взаимно дополняющих областей скольжения S и про-
шивания заданных соответственно условиями

(14)

4.3. Оптимальный процесс

Вернемся к вопросу о точности нижней оценки (6). Обозначим через  определенную на
полуоси  непрерывную траекторию замкнутой системы (7), (12) с начальным условием

. Выделим на полуоси  множества , полагая

Если , то с использованием (2), (5) и (7) находим

При  в силу (2), (4) и (12) так же получим

Следовательно, неравенство

(15)

верно на всей полуоси времени, за возможным исключением моментов  и момента первого
попадания траектории  на S. Интегрируя неравенство (15) по  в пределах от нуля до ,
приходим к оценке

(16)

Из (16) следует соотношение , значит, пара  с управлением

(17)

является процессом.
Покажем, что на этом процессе нижняя оценка (6) целевого функционала достигается. Дей-

ствительно, подынтегральная функция в неравенстве (6) равна нулю, во-первых, в силу опреде-
лений (17) и (5) управления  при  и, во-вторых, в силу равенства  при

. По построению, множества  не пересекаются и в объединении составляют
всю полуось , поэтому несобственный интеграл в неравенстве (6) равен нулю. В результате
соотношение (6) выполняется как точное равенство и тогда процесс  – оптимальный.

4.4. Устойчивость синтезированной системы

Как показано в п. 4.3, каждая определенная при  оптимальная траектория  замкнутой
системы (7), (12), исходящая в момент  из произвольной точки , удовлетворяет оцен-
ке (16). При заданном  в силу свойств функции w (неотрицательности на , непрерывности
и нулевом значении в начале координат) по любому  найдется такое , что выполняется
неравенство  если только  Тогда с использованием (2) и (16) получим

Отсюда вытекает справедливость неравенства  при любых , , что равносиль-
но устойчивости по Ляпунову тривиального решения системы (7), (12).

Сформулируем общие выводы.
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Теорема. Если условия задачи (3) отвечают принятым в разд. 2, 3 предположениям, то при любом
 решение задачи существует. Оптимальное управление (5) имеет разрыв на многообразии R, со-

стоящем из областей скольжения S и прошивания P вида (14). Залегающие на S части оптимальных
траекторий описываются уравнениями скольжения (12). Управление (11) в области скольжения не-
прерывное и допустимое по амплитудному ограничению (3). Тривиальное решение замкнутой систе-
мы (7), (12) устойчиво по Ляпунову. Минимум целевого функционала равен .

Теорема полностью доказана приведенными выше рассуждениями.

5. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ ЗАДАЧИ
5.1. Линейные стационарные системы

Рассмотрим задачу (3) с функциями

(18)
в следующих предположениях. Квадратные матрицы A, C, W порядка n постоянные, матрица А
устойчивая – действительные части всех ее собственных значений отрицательные, матрица C
симметричная и положительно-определенная, матрица W удовлетворяет матричному алгебраи-
ческому уравнению Ляпунова

(19)

Согласно [10] уравнение (19) задает симметричную положительно-определенную матрицу  од-
нозначно.

Для функций (18) с указанными матрицами условия (2) выполняются. Действительно, в силу
(19) квадратичная форма  обращает уравнение (2) в тождество на всем пространстве  Не-
равенства (2) верны при 

Считая дополнительно матрицу  ранга m постоянной, приходим к стационарной за-
даче оптимального управления

(20)

отвечающей всем условиям теоремы из разд. 4. На основании теоремы задача (20) имеет решение
при любых , оптимальное управление  задано формулой (5) с функцией , управ-
ление (11) имеет вид

тривиальное решение замкнутой системы

экспоненциально устойчиво, минимум целевого функционала равен .
Приведенные результаты полностью совпадают с выводами [11]. Экспоненциальная устойчи-

вость вытекает из оценки (16) и неравенства , где  – максимум квадратичной фор-
мы  на сфере .

5.2. Квазилинейные системы
Пусть в задаче (20) матрицы  по-прежнему отвечают предположениям п. 5.1 и пере-

менная матрица  имеет ранг  на многообразии  при . Тогда
утверждения теоремы остаются верными.

Проиллюстрируем сказанное на примере билинейной системы. Положим

0x
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В соответствии с выводами теоремы находим оптимальное релейное управление 
, область скольжения  и уравнения скольжения

(21)

Область прошивания отсутствует. Картина расположения оптимальных траекторий показана на
фигуре.

Выберем малое  и зафиксируем произвольную точку , , области
скольжения. Рассмотрим две траектории, исходящие в момент  из точки : пробную тра-
екторию , , исходной системы уравнений при  и оптимальную траек-
торию , , описываемую уравнениями скольжения (21).   

Сравним траектории  по переходным периодам   соответствующим моментам
первого попадания на границу квадрата , . Для пробной траектории верны тож-
дества

(22)

и уравнения

(23)

имеют единственные положительные корни . Проинтегрируем тождества (22) по t на отрез-
ках  и  соответственно с использованием начальных значений и равенств (23). Полу-
чим

=1 2( , )u x x

( ) = − +2
1 2sign x x + =2

1 2 0x x

( ) ( )= − − = − −
= − + =

v v

v

 1 1 2 2 2 2
2

2 2 2 1 2
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ε > 0 ( )ξ τ = τ −τ2( ) , τ > ε
= 0t ξ τ( )
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1 32

1 2ln ln .

Фиг. 1. Фазовый портрет оптимальной синтезированной системы в примере. Движение фазовой точки к нача-
лу координат происходит по оси ординат или по параболе в режиме скольжения.

x2

u = �1

x1
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Следовательно, . Таким же способом находим переходный период  оптималь-
ной траектории

Из полученной формулы вытекает, что для любых , оптимальная траектория имеет
меньший переходный период, чем пробная траектория, и разность  неограниченно возрас-
тает с увеличением . Кроме того, в силу точной нижней оценки (6) оптимальная траектория
оказывается лучше пробной еще и по целевому функционалу.

В общем случае пробная траектория системы (1) (при управлении ) оптимальна во вспо-
могательной задаче (3) в том и только в том случае, если полностью лежит в области скольжения.
Этот вывод непосредственно следует из точной нижней оценки (6) целевого функционала.
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Рассматриваются задача максимально быстрого по времени выполнения включения во мно-
жество достижимости линейной управляемой автономной системы некоторого выпуклого
компакта, а также задача поиска максимального времени, при котором выполнено включе-
ние множества достижимости в некоторый выпуклый компакт. При этом ищутся начальная
точка и время, для которых экстремальное время в соответственной задаче реализуется. Рас-
смотрена дискретизация задачи на сетке единичных векторов и с помощью сведения к задаче
линейного программирования получены приближенное решение задачи, а также оценки по-
грешности решения. Задачи объединяет общая идеология, восходящая к задаче поиска чебы-
шёвского центра. Библ. 24. Фиг. 4. Табл. 4.
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рике Хаусдорфа.
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1. ВВЕДЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ
1.1. Введение

Рассмотрим линейную управляемую систему
(1)

где , ,  – выпуклый компакт. Пусть  – множество достижимости
этой системы с начальным условием . Напомним, что для всякого  множество до-
стижимости  для системы (1) есть

(2)

Хорошо известно в силу результата Ляпунова о векторных мерах (см. [1], а также [2], теорема 1,
гл. 2, § 2.2, что множество достижимости выпукло и замкнуто. Легко получить представление
множества достижимости для случая  в виде интеграла

(3)

Если в системе (1) , то множество достижимости системы (1) с начальным услови-
ем  задается выражением

(4)

1)Результаты разделов 2, 3 получены М.В. Балашовым за счет гранта Российского научного фонда № 22-11-00042,
https://rscf.ru/project/22-11-00042/ в ИПУ РАН.

∈ +' ,x Ax U

∈R
nx ×∈R

n nA ∈ ⊂ R0 nU ( )M t
(0) = 0x ≥ 0t

( )M t

∈ : + ∈ ∈ −R( ) = { ( ) '( ) = ( ) ( ) п.в. [0, ], ( ) измеримый селектор}.nM t x t x s Ax s u s s t u s U

(0) = 0x


0

( ) = .
t

AsM t e U ds

∈R0(0) = nx x
0(0) =x x

+ +} 0 0
0

( (0), ) = = ( ).
t

At As Atx t e x e U ds e x M t

УДК 517.98

ОПТИМАЛЬНОЕ
УПРАВЛЕНИЕ



740

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 5  2023

БАЛАШОВ, КАМАЛОВ

Многозначный интеграл здесь и далее мы будем понимать в смысле интеграла Аумана (см.
[3])

Будем понимать  как предел в метрике Хаусдорфа интегралов

если таковой существует.
Включение  обеспечивает монотонность множеств достижимости:  при

. Также заметим, что в силу аддитивности интеграла Аумана получаем

Отметим, что включение  является техническим. Действительно, если , то для про-
извольной точки , определив , имеем

Сформулируем рассматриваемые задачи.

Задача 1. Пусть  – выпуклый компакт. Мы хотим найти минимальное время  и
такую точку , что множество  содержит . Иными словами, ищется решение за-
дачи

(5)

Пусть  и  – решение задачи (5). Легко видеть, что если рассмотреть траектории
системы  с начальным условием , то  есть минимальное время, за кото-

рое в силу (4), множество  будет содержать множество . Иными сло-
вами, если известно решение  задачи 1, то гарантируется следующее утверждение: при на-
чальном условии  нам требуется время не более , чтобы попасть траекториями си-
стемы (1) в любую точку множества . При этом для любого другого начального условия

 найдется точка множества , для достижения которой при любом выборе управления
 в системе (1) потребуется время не меньше .

Действительно, предположим, что есть вектор начальных условий  такой, что для време-
ни  выполнено включение . Тогда для  выпол-
нено включение , что противоречит минимальности  в (5).

Таким образом, задача 1 имеет смысл задачи быстродействия. По ее решению  строится
начальное условие  для системы (1) и определяется минимальное время , в те-
чение которого решения системы могут достичь любой точки множества . Для любого другого
начального условия результат по времени будет не меньше.

Задача 2. Другая близкая постановка к задаче (5) – задача

(6)

Пусть  и  – решение задачи (6). Легко видеть, что концы траекторий системы
 с начальным условием  будут в момент времени  в силу (4) содержаться

  : ∈ − 
  

 
0 0

= ( ) ( ) измеримый селектор .
t t

As Ase U ds e u s ds u s U

+∞( )M

→+∞ →+∞
0

lim = lim ( ),
t

As

t t
e U ds M t

∈0 U ⊂1 2( ) ( )M t M t
≤1 2t t

+ ≤
2

1

2 1 1 2( ) = ( ) , .
t

As

t

M t M t e U ds t t

∈0 U ∉0 U
∈0u U −0 0=U U u

+  0 0
0 0 0

= .
t t t

As As Ase U ds e U ds e u ds

⊂ R0
nM ≥ 0t

∈R
nx + ( )x M t 0M

≥ ∈
→ + ⊃ 0

0,
min ( ) .

nt x
t x M t M



≥= 0t T 0=x x
∈ +'x Ax U −

0(0) = ATx e x T
− +} 0 0( , ) = ( )ATe x T x M T 0M

0( , )T x
−

0(0) = ATx e x T
0M

∈R(0) nx 0M
∈( )u t U T

(0)x

0 <t T + ⊃} 0
0 0 0( (0), ) = (0) ( )Atx t e x M t M 0= (0)Atx e x

+ ⊃0 0( )x M t M T

0( , )T x
−

0(0) = ATx e x > 0T
0M

≥ ∈
→ + ⊂ 0

0,
max ( ) .

nt x
t x M t M

R

≥= 0t T 0=x x
∈ +'x Ax U −

0(0) = ATx e x T



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 5  2023

ОПТИМИЗАЦИЯ МНОЖЕСТВА ДОСТИЖИМОСТИ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 741

во множестве , т.е.  для всех решений . При этом указанное время максимально

возможное по всем другим начальным условиям  в системе (1).
Действительно, предположим, что есть вектор начальных условий  такой, что для време-

ни  выполнено включение . Тогда для  выпол-
нено включение , что противоречит максимальности  в (6).

Если  – решение задачи 2, то вопрос о включении 
для промежуточных значений  должен решаться отдельно. В общем случае для некото-
рых  предыдущее включение может быть неверно (см. [4]). Приведем простейший пример

системы без управления. Пусть ,  – малое число. Пусть  – вектор

начальных условий,  и  есть круг радиуса  с центром в нуле, содержащий . То-

гда  и при  значение  имеет порядок  при

. Число  больше  при малых , однако решение асимптотически устойчиво и

тем самым при больших  попадает в любую окрестность нуля, в частности, и в .
Заметим, что для произвольного начального условия  существует решение  си-

стемы (1) со свойством  при всех  тогда и только тогда, когда
 для всех  (см. [5], гл. 4, теорема 1, утверждение 1, с. 180, где

 – верхний касательный конус ко множеству  в точке . Результаты о локальной
по времени выживаемости всех траекторий (1) во множестве  можно найти в [6], Theorem 1.12.

Задача 2 имеет связь с частным случаем хорошо известной линейной задачи быстродействия
(см. [7–10], [11, гл. 2, § 7, теорема 2.20]). Пусть требуется найти оптимальное управление и мини-
мальное время, при котором некоторая траектория системы (1) с начальным условием 
попадет на заданное терминальное множество . То есть решается задача

(7)

Пусть также множество  является каверной, т.е.  есть замыкание множества , где
– телесный выпуклый компакт. С учетом эквивалентности условий  и

, приходим к постановке  при условии . В случае 
при всех  последняя задача эквивалентна (7). Добавив переменную , мы получаем задачу 2.
Отметим, что если в задаче 2 зафиксировать , то получится задача, эквивалентная (7) для
множества  – каверны.

Если  в задаче (1) есть множеством помех, то решение задачи 2 дает нам максимальное
время  и начальное условие , гарантирующее нахождение концов всех траекторий
системы при реализации любой помехи в допустимом подмножестве  фазового пространства
в момент времени . При этом  максимально по всем начальным условиям , т.е. для
любого другого начального условия  выполнение включения  влечет

. Кроме того, для всякого  начальное условие  обеспечивает включение
. Действительно, с учетом (4)

Эти свойства имеют важное значение для различных приложений, когда все траектории систе-
мы (1) должны попасть в заданное подмножество  фазового пространства в заданный момент
времени .

Отличительной чертой задач 1 и 2 является оптимизация не только по времени, но и по про-
странственной переменной . При этом в постановке задач 1 и 2 время и фазовая переменная
разведены в разные слагаемые, что позволяет эффективно применять простые алгоритмы с вы-
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пуклыми множествами для решения указанных задач. Возможны и другие постановки задач.
Ниже мы будем ссылаться на задачу 1 по ссылке (5), а на задачу 2 по ссылке (6).

Заметим, что задача (5) может не иметь решения. Например, решения нет в случае, когда
спектр  и . В свою очередь задача (6) мо-

жет быть разрешима при любом  в том смысле, что для всякого  найдется  такой,
что . Такая ситуация возможна при условии  и . Ниже мы
будем предполагать, что решения задач (5) и (6) существуют, строго положительны по времени и
конечны.

Идея предлагаемого алгоритма состоит в дискретизации множеств , , заданных через
опорные функции, на сетке единичных векторов. Кроме того, мы также будем рассматривать
дискретизацию по времени , где параметр  задает макси-
мальное время, до которого мы ищем решение.

В настоящей работе будет применяться аппроксимация множеств ,  с помощью опор-
ных функций (см. детали в [12], [13]). Хорошо известно (см. [14], табл. 1), что разумная аппрок-
симация выпуклых компактов на сетке единичных векторов с помощью неравенств с опорной
функцией реализуется в небольшой размерности:  на современном персональном компью-
тере. Поэтому рассмотренные в работе алгоритмы имеют практический смысл в пространстве
небольшой размерности.

Существуют также подходы к исследованию множеств достижимости со специальными мно-
жествами, например, множествами-зонотопами (см. [15]) и эллипсоидальной техникой (см.
[16]). Однако аппроксимация с помощью опорных функций до сих пор является одной из наи-
более распространенных.

Задача (5) очень похожа на задачу поиска чебышёвского центра множества или на более об-
щую задачу о накрытии выпуклого компакта гомотетичным образом другого выпуклого компак-
та (см. [17]): для выпуклых компактов , , требуется решить задачу

(8)

В [17] получены достаточные условия для единственного решения этой задачи и оценки погреш-
ности между точным и приближенным решениями в метрике Хаусдорфа. В задаче (5) появляется
еще один непрерывный параметр – время . Поэтому здесь мы рассмотрим дискретизацию по
пространственной переменной, описывая множества на языке опорных функций, и по времени.
При этом мы используем идеи оценок погрешности по пространству из [17]. С помощью анало-
гичного подхода решается задача (6).

1.2. Основные обозначения и вспомогательные факты

Через  будем обозначать вещественное евклидово пространство  измерений со скалярным
произведением  для всех . Обозначим через  замкнутый шар с центром  ради-
уса .

Напомним, что суммой Минковского–Понтрягина множеств  называется множество
, а геометрической разностью, или разностью Минковского–Понтря-

гина, множеств  называется множество

Расстояние от точки  до множества  обозначим через . Расстояни-

ем в метрике Хаусдорфа между компактными множествами  называется величина

Полунормой компакта  называется число .
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Опорной функцией множества  в точке  называется . Применяя

теорему об отделимости, получаем, что для любого выпуклого компакта  выполняется ра-
венство

Отметим, что для множества  легко вычислить опорную функцию при усло-
вии, что опорная функция компактного множества управлений  может быть точно вычислена
аналитически, либо с помощью простого алгоритма, например, симплекс-метода, для всякого

. Тогда в силу линейности многозначного интеграла

(9)

Для выпуклого замкнутого множества  нормальным конусом в точке  называется множе-
ство . Определим также . Через

,  будем обозначать соответственно выпуклую и коническую (иногда называют вы-

пуклую коническую) оболочки множества . С учетом теоремы Каратеодори

Обозначим через  метрическую проекцию точки  на выпуклое замкнутое множество
. Для  определим .

Будем говорить, что выпуклое компактное множество  равномерно выпукло, если суще-
ствует строго возрастающая функция , ΔA(0) = 0, модуль равномерной вы-

пуклости, такая, что для всех  выполнено включение  (см. [18],

гл. 3). Рассмотрим равномерно выпуклые множества ,  и их сумму . Если ,

, то , , , . При этом либо , либо

. Отсюда следует равномерная выпуклость суммы  с модулем

(10)

В силу теоремы Дэя–Нордлендера (см. [18, гл. 3, § 3]) максимальный модуль равномерной вы-
пуклости среди центрально-симметричных тел диаметра  имеет евклидов шар, для него

. Отметим наконец, что в  класс строго и равномерно выпуклых

компактов совпадает. Это легко вытекает из определения модуля выпуклости и соображений
компактности.

Множество  называется -сильно выпуклым (или сильно выпуклым с радиусом ) (см. [12],
[19]), если оно может быть представлено в виде пересечения замкнутых шаров радиуса . Легко
видеть, что для сильно выпуклого множества  с радиусом  модуль выпуклости не мень-

ше, чем для шара радиуса  при всех допустимых значениях аргумента , т.е. . Известно

(см. [12], cледствие 2), что для -сильно выпуклых множеств , , множество  явля-
ется -сильно выпуклым.
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Сеткой  мы будем называть набор единичных векторов . Будем говорить, что сет-

ка  имеет мелкость  (см. [12, определение 6], а также [20, § 2.6], [22]), если для всякого

единичного вектора  существуют множество  и числа , , такие, что

Мы будем рассматривать внешнюю многогранную аппроксимацию выпуклого компактного мно-
жества  на сетке  вида

(11)

Предложение 1 (см. [23], теорема 2.2). Пусть выпуклый компакт  является равномерно

выпуклым с модулем . Пусть  – сетка мелкости  и . Тогда

где  – решение уравнения .

Если  – произвольный выпуклый компакт, то в качестве  в предложении 1 нужно взять
диаметр множества .

Для сильно выпуклого множества с радиусом  погрешность аппроксимации уточняется
в следующем предложении.

Предложение 2 (см. [22], замечание 1). Пусть ,  – сетка мелкости  и

. Тогда  и

(12)

Если множество  является -сильно выпуклым, то погрешность аппроксимации задается

такой же формулой: .

В силу теоремы Дэя–Нордлендера  в типичных ситуациях имеет порядок , .
Нам также понадобится один комбинаторный результат, доказанный в [17].

Предложение 3 (см. [17], лемма 1). Пусть  – такие выпуклые компакты, что
. Определим  и

Тогда . Заметим, что по теореме Каратеодори , , .

2. ЗАДАЧА (5), АЛГОРИТМ И ПОГРЕШНОСТЬ
Дискретный вариант задачи (5) имеет вид

(13)
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где  – некоторое разбиение отрезка . Для выпуклого компактного
множества  через , как и выше, будем обозначать его сеточную аппроксимацию на сетке .
Договоримся решать задачу на отрезке времени . Если при выбранном  решение не най-
дено, то либо увеличиваем , либо возвращаем null.

Легко видеть, что если система неравенств

(14)

несовместна, то истинное решение задачи (5) .
Пусть  – минимальное время из дискретного набора, для которого система (14) совместна,

а  – некоторое решение системы (14).

Лемма 1. Пусть  выбрано так, что  и , где  – мини-

мальное время, для которого система (14) разрешима. Тогда для любого решения  задачи (14) для
 истинное решение  задачи (5) удовлетворяет включению

(15)

Доказательство. Пусть  – решение (14) для . Тогда

(16)

Как было показано выше, . Если , то из включения (16) получаем

(17)

Если , то  и

(18)

Объединяя формулы (17) и (18), получаем, что в любом случае выполнена формула (15).
Лемма 1 доказана.

Включение  легко проверить. Для его справедливости надо, чтобы шаг по

времени  удовлетворял условию , где , а .

Теорема 1. Пусть  – решение задачи  и . Пусть выполнены условия

 и , где  – наименьшее время из дискретного набора, при кото-

ром верно .
1. Пусть множество  равномерно выпуклое с модулем . Тогда

Заметим, что множество  равномерно выпукло (см. ).

2. Определим  и . Пусть  и . То-

гда .

Доказательство. Доказательство повторяет доказательство теорем 1 и 2 из [17].
Прежде всего покажем, что решение  единственно в условиях пунктов 1 и 2 теоремы.
Пусть множество  равномерно=строго выпукло. Если допустить, что есть две точки  и

, для которых , , то в силу строгой выпуклости  выполнено включе-
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ние  для всякой точки . В силу компактности  имеем

. Это противоречит минимальности .

Пункт 2 теоремы также гарантирует единственность решения . Действительно, если
вектор , то найдется вектор  такой, что . От противного, если для всех 

верно , то для любой выпуклой комбинации  для любых  выполнено

. Отсюда , т.е.  – граничная точка . Получили противоречие с

условием . Итак, пусть  и . Если  и , то
. Таким образом, сдвиг множества  на любой вектор

 выходит из , так как  и .

1. Без ограничения общности будем считать, что . Фиксируем произвольное решение
 задачи (13), (14). По лемме 1 выполнено включение (15). Это означает, что для любого

 выполнено включение .

В силу предложения 3 найдутся точки , векторы  и числа ,

 такие, что  и . Отсюда . Следователь-
но, найдется индекс  такой, что , , . Зафиксируем
данное  и соответствующие , .

Пусть . Тогда , причем гипер-
плоскость  опорная ко множеству  в точке .

Итак, вписанный шар максимального радиуса во множестве  с центром в сег-
менте  имеет радиус не более  (  – расстояние между параллельными гиперплоскостями

 и ). Поэтому расстояние от  до , т.е. , оценивается из условия
. Пункт 1 доказан.

2. Снова, не ограничивая общности, можно считать . Фиксируем . Пусть
– такое конечное множество, что . Тогда .

Пусть  – грань множества , , . Заметим, что  есть -мер-
ная пирамида с боковыми ребрами длины 1, вершиной  и основанием . Определим ,

 (  – аффинная оболочка ).

Угол  между векторами  и  для всякого  можно оценить как

. Через  будем обозначать угол между ненулевыми векторами

.

Если решение задачи (13), (14)  удовлетворяет включению ,
то найдется такой номер , , что . Покажем это. Пусть

 и  для любого . Пусть точка  – относительно

внутренняя точка симплекса , , и , . Так как  относительно

внутренняя точка, то найдутся , , для которых  или

. Отсюда  и, значит, найдется номер , для которого .
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Для этого номера  в треугольнике   и тем самым

, т.е. .

По теореме косинусов из треугольника  косинус угла  равен

Итак, .

Рассмотрим соответствующую точку , для которой .
Для краткости обозначим , .

Пусть . В силу формулы (15) точка  лежит между плоско-

стями  и , и угол между  и  не более . Отсюда

Устремляя , получаем утверждение теоремы. В заключение отметим, что условие непу-
стой внутренности  в п. 2 теоремы является ключевым. Именно оно гарантирует вы-
полнение линейной оценки по  в п. 2. Теорема доказана.

Опорную функцию множества достижимости  для любого единичного вектора 
легко вычислить по формуле (9). Если  – любое компактное множество, для которого точно

вычисляется опорная функция , то функция  точно вычисляется для
каждого  и является липшицевой по . Поэтому проблем с ее интегрированием по отрезку 
не возникает. В частности, в рассмотренных ниже примерах погрешность вычисления соответ-
ствующего интеграла может быть сделана сколь угодно малой.

Замечание 1. Напомним, что во введении мы предположили, что решение задачи (5) суще-
ствует и реализуется за конечное время. Достаточно, чтобы нашлось , для которого

.
Для строгой=равномерной выпуклости  достаточно, чтобы множество  удовлетворяло

условию: для любого единичного вектора  опорное подмножество  одноточечно

для п.в. . При этом опорное множество  одноточечно для любо-

го , и, значит, множество  строго выпукло. При этом множество  не обязательно
сильно выпукло. Например, для системы с нулевой динамикой , ,  –

строго, но не сильно выпуклый компакт (например,  – шар -нормы при ).
Вопрос о модуле равномерной выпуклости  для конкретных матриц  и множеств  дол-

жен решаться отдельно и в настоящей работе не рассматривается. Отметим, что если  силь-
но выпукло с радиусом , оценка  в п. 1 имеет порядок  по радиусу и мел-
кости сетки.

Заметим, что и для нестрого выпуклого множества  (например, отрезка) множество 
может быть строго-равномерно, но не сильно выпуклым. Соответствующий пример будет рас-
смотрен в приложении .

В п. 2 теоремы 1 требуется выполнение включения , которое априори бывает
трудно проверить. Тем не менее, если из каких-то соображений это включение установлено, то,
как показано в примерах, возможно оценить погрешность алгоритма. Иногда проверить указан-
ное условие можно после решения на сетке задачи-аппроксимации. Ниже приводится такой
пример.

Пример 1. Рассмотрим пример, в котором обсудим ряд условий, позволяющих установить
включение  в теореме 1 по решению задачи (13). Пусть  и  –

j 0
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полноразмерный симплекс. Допустим, что сетка  выбирается так, что . Предположим,
что некоторое решение ,  задачи (13) удовлетворяет условиям , . Пред-
положим, что внутренность  содержит шар радиуса  и . Потребуем строгую вы-
пуклость .

Определим грани  для всех .
Тогда в обозначениях теоремы 1 по лемме 1

(19)

Предположим, что для каждого  найдется вектор  такой, что . Послед-
нее условие означает, что сетка  имеет достаточно малую мелкость, а симплекс  имеет ребра
меньшие, чем характерный размер . Отметим, что проверка существования векторов  сво-
дится к нахождению ненулевых векторов , удовлетворяющих системе линейных нера-
венств  для всех  и может быть решена с помощью линей-
ного программирования. Покажем, что если требуемые векторы  существуют, то

 для некоторого .

Действительно, найдется вектор  такой, что выполнено включение , а
значит, для всякого  имеют место включения , 

. При этом, в силу непрерывности операции сложения векторов,
можно выбрать  и сохранить включение . Следовательно,

 для всех . Если для некоторого  точка  является внутрен-
ней для множества , то найдется  такое, что 

. Это противоречит минимальности . Утверждение 
 доказано. Также из строгой выпуклости  и замечания 1 вытекает, что

. Далее можно считать , заменив  на .

Проанализируем множество  и установим выполнение условия
.

В силу предложения 3 . Предположим, что . Тогда по теореме Каратеодори
найдутся  векторов  (без ограничения общности с номерами ) таких,
что . Рассмотрим . Как показано выше, это множество можно сдвинуть на вектор

: . Значит, . Так как для всякого  точ-
ка , то . Тем самым для любой нетривиальной выпуклой комбинации

 вектров  (где , ) имеем . Значит, выпуклая комби-

нация  не может равняться нулю. Противоречие показывает, что .

Оценим теперь . С одной стороны, . Для оценки  сверху предположим, что
. Тогда

причем  минимально возможное. По формуле (16) , откуда , где
 – минимально возможное число, для которого

(20)
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Условие (20) достаточно трудно для проверки и, в частности, оно может не выполняться. В ре-
альных задачах это условие может проверяться численно. В случае  можно дать оценку
сверху на  через .

Лемма 2. Пусть  и  для некоторого . Тогда если , то

.

Доказательство. Из определения  получаем

Поэтому  и .

Некоторые оценки типа (20) для плоского случая содержатся в приложении 1.

3. ЗАДАЧА (6), АЛГОРИТМ И ПОГРЕШНОСТЬ. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Рассмотрим теперь задачу (6). Напомним, что мы ищем решение  на отрезке . Дискрет-
ный вариант задачи (6) имеет вид

(21)

все обозначения имеют тот же смысл, что и в разд. 2. Включение  имеет вид системы

(22)

Лемма 3. Пусть  – решение , и  – некоторое решение системы . Определим  так,

что  и . Тогда для  и для истинного решения  задачи  выпол-

нено включение

(23)

Доказательство. Пусть  – решение (21) для . С учетом равенства 

 имеем

Легко видеть, что если , то и . Отсюда  и тем са-
мым . Следовательно,  и выполнено включение (23).

Используя формулу (23), получаем аналогично разд. 2 следующий результат относительно по-
грешности  при условии, что  – решение (21).

Теорема 2. Пусть  – решение задачи  и . Пусть  и

, где  – наибольшее время из дискретного набора, при котором верно .

1. Пусть множество  равномерно выпуклое с модулем . Тогда

2. Определим  и . Пусть  и . Тогда
.
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Замечание 2. Как и в теореме 1, решение  единственно. Замечание, аналогичное замеча-
нию 1, имеет место и для теоремы 2.

Предположим, . Тогда из включения

получаем, что  не менее максимального числа , , которое определяется из условия

(24)

Действительно, из доказательства леммы 3 и выполнения включения (24) имеем

и тем самым  (  – максимально число, для которого ).

Лемма 4. Пусть  и  для некоторого . Тогда .

Доказательство. Повторяет доказательство леммы 2.

Заметим, что если , то оценка леммы 4 не информативна, так как утверждает, что

.
Доказательство лемм 2 и 4 основано на включении (20) или (24), они доказываются при усло-

вии, что  – внутренняя точка множества . Однако может выполняться включение . В
этом случае удается доказать включение (20) или (24) для некоторых конкретных видов матрицы

 и множества . Этим вопросам посвящено приложение 1, где рассматривается ряд примеров
в плоском случае.

В заключение рассмотрим, как меняется множество достижимости при изменении начальной
точки и времени на их приближенные значения. Пусть  – истинное решение задачи (5) или
(6), а  – некоторое их приближение. Без ограничения общности считаем, что . Тогда
отличие множеств достижимости системы (1) с начальными условиями  и

 и временами  и  соответственно есть (см. (4))

где .

Таким образом, основной вклад в погрешность вносит погрешность по времени .

Для сильно выпуклого множества достижимости с радиусом  погрешность  решения
задач (13) и (21) имеет порядок . В случае условия непустой внутренности (пункт 2 в тео-
ремах 1 и 2) указанная погрешность имеет порядок .

Величина  в силу лемм 2 и 4 оценивается  в обозначениях этих лемм. В случае, ес-

ли точка  – граничная точка множества  и спектр матрицы  не вещественный,
получаем, что  имеет порядок  в случае гладкой границы , когда возможно касание 
шаром, целиком содержащимся в . В случае, когда  лежит на отрезке, являющемся частью гра-
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ницы , , получаем, что  имеет порядок . Эти плоские случаи рассмотрены в
приложении 1.

4. ПРИМЕРЫ

В примерах используется равномерная сетка в  вида , где  – число

элементов сетки. Мелкость сетки имеет порядок . Все картинки нарисованы для . Во
всех примерах для всех  шаг по времени  (избыточно малый). Мы старались подо-
брать условия примеров так, чтобы читатель мог их максимально просто интерпретировать.

Пример 2. Рассмотрим матрицу ,

Пусть множество  является треугольником , а множество

 является кругом 

Решается задача (5) (см. фиг. 1). В табл. 1 приведены результаты численного моделирования
для данного примера. Все обозначения соответствуют ранее описанным, и их значения были по-
лучены с помощью алгоритмов, описанных выше. Радиус сильной выпуклости множеств 
равен примерно  и вычисляется численно, его можно также оценить чисто теоретически
(см. следствие теоремы 1 из [24]). В условиях п. 2 теоремы 2 значение . Истинное время
оценивается из условия . Последняя строка данной таблицы подтверждает оцен-
ку , полученную в п. 2 теоремы 2. Скорость сходимости алгоритма по пространственной
переменной является квадратичной по мелкости сетки и соответственно линейной по

 в силу неравенства .
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Пример 3. Снова матрица  имеет вид

, а множество  является эллипсом с центром симметрии

 и матрицей 

По теореме 3 (см. [12]) множество  является сильно выпуклым с радиусом .
Решается задача (6) (см. фиг. 2). В условиях п. 2 теоремы 2 значение . Истинное вре-

мя  оценивается из условия . В табл. 2 приводятся результаты численного моде-
лирования для данного примера.

Пример 4. Пусть матрица  задана следующим образом:

Зададим . Множество  является эллипсом с цен-

тром симметрии  и матрицей  Тогда по теореме 3 (см. [12]) множество  яв-

ляется сильно выпуклым с радиусом .
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Таблица 1

200 400 600 2000 10 000

1.70047 1.70056 1.70058 1.70059 1.70060
(1.89550, 
1.40899)

(1.89548, 
1.40902)

(1.89547, 
1.40901)

(1.89548, 
1.40901)

(1.89548, 
1.40901)

0.00275 0.00069 0.00031 2.77699 × 10–5 1.11079 × 10–6

 (20) 1.91705 1.80585 1.77063 1.72128 1.70475
 по лемме 6 1.93234 1.80997 1.77225 1.72155 1.70475

1.07092 2.93539 0.710737 1.96163 0

I

kt

0x̂

ε
τ
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−0 02
1 ˆ ˆ (10 000)x x
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Фиг. 2. Пример 2.
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На фиг. 3 изображено решение задачи (6). В отличие от предыдущего примера здесь не реали-
зуется случай п. 2 теоремы 2 ( ). При этом  – внутренняя точка множества , а именно,

. Истинное время  оценивается из условия . В табл. 3 приведены ре-
зультаты численного моделирования для данного примера.

Пример 5. Пусть матрица  задана следующим образом:

δ = 0 0 U
⊂1/ 5(0)B U T −τ ≤ ≤ + 710kT t
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Таблица 2

200 400 600 2000 10 000

0.26734 0.26729 0.26729 0.26729 0.26728
(–1.22649, 

0.86960)
(–1.22653, 

0.86966)
(–1.22653, 

0.86965)
(–1.22653, 

0.86966)
(–1.22653, 

0.86966)
0.00074 0.00019 8.22512 × 10–5 7.40224 × 10–6 2.96088 × 10–7

 (24) 0.21863 0.24216 0.25083 0.26243 0.26634
 по лемме 6 0 0.07499 0.12055 0.20153 0.24479

2.79663 0.26175 2.65212 0.71218 0
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kt

0x̂
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τ
τ

−0 02
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Фиг. 3. Пример 3.
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Зададим . Множество  является параллелограммом с вершинами 
  .   

Решается задача (5). В табл. 4 приведены результаты численного моделирования для данного
примера. Радиус сильной выпуклости множества  примерно равен  и может быть вы-

числен по формуле  (см. [19]), где  – радиус сильной выпукло-

сти эллипса  с максимальной полуосью  и минимальной полуосью

1.5= (0)U B ⊂ R
2

0M − −( 2, 0.1),
−( 1,0.2), (2,0.1), −(1, 0.2)

( )kM t 64.76
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1 2
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2

sR s s s e

3/2(0)Ase B −λ 0.5
1

3( ) =
2

ss e

Таблица 4

200 600 2000 10 000

2.23484 2.23490 2.23491 2.23491
(–0.00021, 0.00052) (–0.00021, 0.00054) (–3.90502 × 10–5, 

1.02372 × 10–5)
(–2.93699 × 10–5, 

7.72814 × 10–5)
0.06393 0.00710 0.00064 2.55644 × 10–5

0.09606 0.29784 0.05379 0

I

kt

0x̂

ε

−0 02
1 ˆ ˆ (10 000)x x
I

Таблица 3

200 400 600 2000 10 000

1.19895 1.19895 1.19895 1.19895 1.19895
(2.02830, 2) (2.01418, 2) (2.00949, 2) (2.00303, 2) (2.00158, 2)

0.00823 0.00206 0.00091 8.22471 × 10–5 3.28987 × 10–6

 (24) 1.19393 1.19769 1.19839 1.19890 1.19895
 по лемме 4 0.99780 1.14868 1.17661 1.19694 1.19887

5.34503 5.04090 4.74569 2.90680 0

I

kt

0x̂
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τ
τ

−0 02
1 ˆ ˆ (10 000)x x
I

Фиг. 4. Пример 4.
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. Для  векторов в сетке время , полученное из включения (20), равно

. При меньшем  получается  в силу малости параметра  из леммы 2.
Скорость сходимости алгоритма по фазовой переменной является линейной по мелкости сетки,
что обусловлено равенством .

Приложение 1
ВНУТРЕННОСТЬ МНОГОЗНАЧНОГО ИНТЕГРАЛА В ПЛОСКОМ СЛУЧАЕ

Лемма 5. Пусть собственные значения матрицы  – комплексно-сопряженные числа ,

, и , где . Пусть  – выпуклый компакт, , ,

 и выполняются условия , . Определим . Тогда для
любых 

где .

Отметим, что условия леммы означают гладкость границы множества  в точке . Более того,
изнутри множества  точку  можно коснуться шаром радиуса .

Доказательство. Имеем цепочку включений

Первое слагаемое справа с учетом равенства  оценивается как

Пусть  для некоторого . Для второго слагаемого получаем

Для точки  имеем , откуда

Лемма 6. Пусть собственные значения матрицы  – комплексно-сопряженные числа
, , и , где  из леммы . Пусть  – выпуклый компакт, ,

 и . Определим . Тогда для любых ,
,

−λ 3
2

3( ) =
2

ss e = 3000I τ

τ = 2.44260 I τ = 0 −μ 3= kte

δ = 0

×∈R
2 2A α ± βi

β > 0 α β= ( )As se e Q s
− 

 
 

cos sin
( ) =

sin cos
s s

Q s
s s

⊂ R
2U > 0r ∈R

2x

=x r ⊂( )rB x U ∈ ∩ ∂0 ( )rB x U
α α1 2= min{ , }

t t
C e e

1 20 < <t t

δ⊃
2

1

(0),
t

As

t

e U ds B

( )β − δ − − β − 
2 1

2 1
2 1

sin ( )/2
= ( ) 1

( )/2
t t

Cr t t
t t

U 0
U ∈ ∂0 U r

⊃ ⊃ β β + β    
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) = ( ) (0) ( ) .
t t t t t

As As
r r r

t t t t t

e U ds e B x ds C Q s B x ds C Q s B ds C Q s xds

β( ) (0) = (0)r rQ s B B

β ⊃ −
2

1

2 1 1( ) (0) ( ) (0).
t

r
t

C Q s B ds Cr t t B

θ θ= (cos ,sin )Tx r θ ∈ π[0,2 )

β +  + θ  β −  β  β +β   + θ 
   


2

1

2 1

2 1

2 1

( )cos
2 sin( ( )/2) 2( ) = =: .

( )sin
2

t

t

t t
Cr t tC Q s xds z

t t

z β −
β

2 12 sin( ( )/2)= Cr t tz

( )β − δ ≥ − − − − β − 
2 1

2 1 2 1
2 1

sin ( )/2
( ) = ( ) 1 .

( )/2
t t

Cr t t z Cr t t
t t

×∈R
2 2A

α ± βi β > 0 α β= ( )As se e Q s ( )Q s 5 ⊂ R
2U > 0r

θ ∈ π[0,2 ) ± θ θ ⊂ ∂= co{ (cos ,sin ) }TI r U α α1 2= min{ , }t tC e e 1 20 < <t t
− π β2 1 < /t t

δ⊃
2

1

(0),
t

As

t

e U ds B



756

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 5  2023

БАЛАШОВ, КАМАЛОВ

где .

Доказательство. Имеем цепочку включений . Пусть

 – единичный вектор. Тогда

где . Делая замену переменной , для , , получаем

. Поскольку , то

Подставляя последнюю оценку в предыдущее неравенство, получаем утверждение леммы.
Заметим, что лемма 6 дает второй порядок радиуса шара по , а лемма 5 – третий.

Пусть  – выпуклый компакт. Допустим, что существует такое число , что
, где  – полупространство для некоторого единич-

ного вектора . Тогда , .

Действительно, пусть  – отрезок с центром в нуле такой, что . Рассмотрим круг ,
, который касается  в точке  и . Такие  и отрезок  можно подобрать в

силу компактности  и того, что  – опорная прямая к  в точке . Тогда

По леммам 5, 6 слагаемые в правой части последней формулы имеют порядок
, .

Таким образом, наличие отрезка во множестве , , с центром в нуле важнее телесно-
сти  для максимальности вписанного в интеграл шара с центром в нуле.

Лемма 7. Пусть , где . Определим  и .

Пусть  – выпуклый компакт и , где , , ,
. Тогда для любых 

где . Здесь .
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Пусть  – единичный вектор, . Тогда для

имеем . Оценим  снизу.

1. Рассмотрим случай . Здесь

где . Введем новую переменную , . Отсю-

да, с учетом включения ,

По теореме о среднем найдется  такое, что

Отсюда получаем утверждение леммы.

2. Пусть . Заменой ,  и  приводим инте-

грал  к виду

Далее доказательство повторяет пункт 1.

Лемма 8. Пусть . Определим . Пусть  – выпуклый компакт

и , где , , . Тогда для любых 
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Доказательство. Повторяя рассуждения леммы 7, получаем для , 

и  имеем . Для  получаем 

, где . Заменой  находим

Отсюда . Применение теоремы о среднем завершает доказательство.

Приложение 2
ОДИН ПРИМЕР МНОЖЕСТВА ДОСТИЖИМОСТИ

Приведем пример множества достижимости нетривиальной линейной системы, которое
строго выпукло, но не сильно выпукло. Напомним, что , , если существует такое

, что  для всех  и некоторых . Пусть ,

, , . Для  рассмотрим векторы  и

. Легко проверить, что , , и для  (  есть

корни уравнения )

Для произвольного фиксированного  значение  не ограничено сверху при малых
. Следовательно,  не сильно выпукло, так как для сильно выпуклого множества с ради-

усом  опорные элементы этого множества должны удовлетворять условию Липшица на
единичной сфере с константой  (см. [19], [12], следствие 4). Заметим, что множество  стро-
го выпукло, так как для всякого вектора  множество  одноточечно при всех

, за исключением не более чем двух значений.
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Рассматриваются матрицы над некоторой областью целостности R, т.е. над кольцом, не обя-
зательно коммутативным, без делителей нуля. Обсуждаются понятия рангов по строкам и
столбцам. (Коэффициенты линейных зависимостей принадлежат R; левые коэффициенты
используются для строк, правые коэффициенты для столбцов.) Доказывается, что наличие
ненулевых левых и правых общих кратных для произвольных ненулевых элементов R
(условие Оре) является необходимым и достаточным условием равенства рангов по строкам
и столбцам произвольной матрицы над R. Предлагается алгоритм вычисления ранга задан-
ной матрицы. Наша реализация этого алгоритма в Maple охватывает области дифференци-
альных и (q-)разностных операторов как обычных, так и с частными производными и разно-
стями. Библ. 8.

Ключевые слова: некоммутативная область, матрицы над областями, ранги по строкам и
столбцам, компьютерная алгебра.
DOI: 10.31857/S0044466923050022, EDN: DXCTUA

О рангах матриц над некоммутативными областями. Ниже под областью всюду понимается
кольцо, не обязательно коммутативное, не содержащее нетривиальных делителей нуля; везде да-
лее  обозначает некоторую область.

Определение 1. Пусть A – матрица над R. Строки  матрицы A линейно зависимы над R,
если существуют такие не равные одновременно нулю , что ,
в противном случае эти строки линейно независимы над . Столбцы  матрицы  ли-
нейно зависимы над , если существуют такие не равные одновременно нулю ,
что , в противном случае эти столбцы линейно независимы над .

Наибольшее число линейно независимых строк (столбцов) матрицы  называется рангом по
строкам или левым рангом (рангом по столбцам или правым рангом) матрицы .

Определение ранга матрицы над некоторым полем как наибольшего числа ее линейно неза-
висимых строк и доказательство того, что это число равно ее наибольшему числу линейно неза-
висимых столбцов – это одно из начал классической линейной алгебры. Мы даем пример не-
коммутативной области, когда эти два ранга не совпадают, и естественно возникает вопрос о ха-
рактеристике тех областей, над которыми совпадение имеет место. Мы показываем, что
интересующие нас области суть те, которые удовлетворяют условиям Оре, т.е. области, в которых
для любых ненулевых элементов существуют ненулевые левое и правое общие кратные.

В литературе можно найти различные подходы к определению ранга матрицы над областью.
Выбор определения иногда диктуется удобством доказательства некоторой теоремы, что может
вести к несовпадению с результатами, полученными при использовании других неэквивалент-
ных определений. И даже для эквивалентных определений доказательство этой эквивалентно-

1)Полный текст статьи печатается в английской версии журнала.
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сти может оказаться довольно сложным. Например, в [1] ранг матрицы над кольцом полиномов
Оре (см. [2] или [3]) определен как наибольшее число линейно независимых строк. Авторы ста-
тьи [1] отмечают, что их определение отличается от данного в [4], разд. 0.6, где ранг матрицы 
над  определен как ранг левого модуля , порожденного строками  над . Теорема A.2 в [1]
устанавливает, что для матриц над кольцом полиномов Оре одной переменной эти два числа
совпадают, но доказательство этой теоремы выглядит очень непростым.

В книге Я.Б. Лопатинского [5] подчеркивается важность концепции ранга для исследования
интегральных многообразий систем линейных дифференциальных уравнений с частными про-
изводными, и в этой книге дается доказательство равенства левого и правого рангов именно для
дифференциальных операторов, при этом ранг понимается так же, как в определении 1.

В [1] дается доказательство равенства рангов для матриц над кольцом (некоммутативных) по-
линомов Оре, оснащенном автоморфизмом  и отображением на себя , являющимся диффе-
ренцированием по отношению к  (см., например, [2] или [3]). Абстракция таких полиномов
одной переменной не покрывает, например, дифференциальных операторов с частными про-
изводными. Рассмотренные в [1] кольца таких полиномов одной переменной над коммута-
тивными полями коэффициентов являются евклидовыми и соответствуют очень специальному
случаю.

В нашем доказательстве мы исходим из более общего предположения – считаем, что область
 удовлетворяет условиям Оре. Эти условия выполняются для полиномов Оре многих перемен-

ных (в частности, для дифференциальных операторов с частными производными), что доказано
в [6].

Не очевидно, что предложенная в [7] теория левых и правых определителей позволяет полу-
чить короткое доказательство левого и правого рангов матрицы  над  в смысле определения 1,
хотя и позволяет установить, что строки  линейно зависимы если и только если линейно зави-
симы ее столбцы.

Представляется, что в доступной литературе отсутствует полное доказательство равенства
рангов (в смысле определения 1) по строкам и столбцам для матриц над удовлетворяющей усло-
виям Оре областью .

В нашей статье доказано, что рассмотрение вместе с областью  ее тела (т.е. поля, возможно,
некоммутативного) частных, скажем, тела  “дробей” вида , , , дает совпадение
левого и правого рангов над  с левым и правым рангами над . Естественно, что вычисление
ранга над полем, пусть и некоммутативным, удобнее, чем над областью. Мы показываем, что ес-
ли имеется алгоритм вычисления ненулевого левого общего кратного произвольных ненулевых
элементов области, то с помощью гауссовых исключений возможно вычисление ранга заданной
матрицы. Вычисление над телом  мы проводим без дробей. В компьютерно-алгебраической
среде Maple выполнена реализация этого подхода, она ориентирована на матрицы с элементами,
являющимися линейными дифференциальными, разностными и -разностными операторами с
частными производными, сдвигами или -сдвигами. Предлагается команда

OreAlgebraGaussianElimination,
доступная в

http://www.ccas.ru/ca/orealgebragaussianelimination.
Даются иллюстративные примеры.

Предварительная версия статьи опубликована в докладах конференции ISSAC’22 [8], где вме-
сто условий Оре рассмотрены другие условия: для любого положительного целого  как строки
произвольной матрицы из , так и столбцы произвольной матрицы из  линейно за-
висимы над . В полной статье этот результат усилен: достаточно рассмотреть единственное зна-
чение .

Авторы признательны А.Э. Гутерману, А.И. Зобнину, Дж. Лабану, В. Левандовскому, А.А. Ми-
халеву, А.В. Михалеву, Ф. Шизаку за полезные советы.
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Неявный численный метод переменных направлений для решения двумерной гиперболической за-
дачи первого порядка с запаздыванием. Рассматриваются двумерные гиперболические диффе-
ренциальные уравнения первого порядка с запаздыванием. Показан характер распростране-
ния неоднородности решения по пространству. Предложен неявный разностный метод пере-
менных направлений и метод против потока конечных разностей. Доказано, что метод
обладает первым порядком сходимости. Дан ряд иллюстрирующих численных примеров, а
также показано применение этого подхода к задаче с запаздыванием.
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Многоволновые решения для нового эволюционного уравнения в пространстве (4 + 1)-измерений.
Исследовано новое (4 + 1)-мерное нелинейное эволюционное уравнение. Изучена его инте-
грируемость по Пенлеве методом Крушкаля, затем решение многоволнового взаимодействия
для этого уравнения исследовано с помощью нескольких различных подходов. Показано, что
это уравнение имеет “богатые” волновые решения со сложным характером взаимодействия.
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ВОССТАНОВЛЕНИЕ ДВУХ ФУНКЦИЙ В МОДЕЛИ КОЛЕБАНИЙ 
СТРУНЫ, ОДИН КОНЕЦ КОТОРОЙ ПОМЕЩЕН 
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Рассматривается обратная задача определения коэффициентов в модели малых поперечных
колебаний однородной конечной струны, один конец которой помещен в подвижную среду,
а другой свободен. Колебания моделируются уравнением гиперболического типа на отрезке.
Одно краевое условие имеет неклассический вид. Дополнительной информацией для реше-
ния обратной задачи являются значения решения прямой задачи при известном фиксирован-
ном значении пространственного аргумента. В рамках обратной задачи определения требуют
функция в неклассическом краевом условии и функциональный множитель в правой части
уравнения. Доказаны теорема единственности и теорема существования решения обратной
задачи. Для прямой задачи установлены условия однозначной разрешимости в виде, упроща-
ющем исследование обратной задачи. Для численного решения обратной задачи предложен
алгоритм поэтапного раздельного восстановления искомых функций с использованием ме-
тода последовательных приближений для решения интегральных уравнений. Библ. 23.

Ключевые слова: итерационный алгоритм, уравнение колебаний, обратная задача.
DOI: 10.31857/S0044466923050046, EDN: PJPDAD

1. ВВЕДЕНИЕ. МОДЕЛЬ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ

Пусть при положительных значениях , , , , прямая задача имеет вид:

(1)

(2)

(3)

(4)

где . Уравнение (1) и краевые условия (2), (3) описывают измене-
ние амплитуды  малых поперечных колебаний струны, левый конец которой “испытывает
сопротивление внешней среды, пропорциональное скорости ее движения” (см. [1, Гл. II,  1,
п. 7]), а правый конец струны не закреплен. Произведение функций  определяет линей-
ную плотность силы, действующей на боковую поверхность струны, коэффициент  – скорость
распространения колебаний вдоль струны, коэффициент  – натяжение (сила натяжения) стру-
ны по направлению ее оси, функция  – скорость внешней среды в плоскости поперечных ко-
лебаний струны при . Условия (4) являются начальными.

1)Работа выполнена при частичной финансовой поддержке National Natural Science Foundation of China (No. 12171036)
и Beijing Natural Science Foundation (Key Project No. Z210001).
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АНДРЕЯНОВА, ЩЕГЛОВ

Задача (1)–(4) может рассматриваться как модель неравномерного движения бура в глубоких
нефтяных скважинах, что определяет интерес к исследованию задач в схожих постановках [2],
[3]. Идентификация параметров в задачах для уравнений колебаний привлекает повышенное
внимание при анализе геофизических процессов [4–7], в задачах оптимального управления [8–
10], в постановках обратных задач [11–14]. Численное решение таких задач сопровождается ис-
пользованием проработанных, ориентированных на приближенное решение некорректных за-
дач, алгоритмов [15], [16] для компьютерной обработки экспериментальных данных.

Пусть в рамках обратной задачи при заданных положительных значениях , , , , из-
вестны функции , ,  при  и , и дополнительно задана функция ,

, такая, что
(5)

где  – решение задачи (1)–(4). В рамках обратной задачи пусть требуется восстановить
функции  и  при , , , и затем получить решение  прямой
задачи (1)–(4) на множестве , так, чтобы найденные
функции ,  и  удовлетворяли уравнению (1) на множестве , условию (2) при

, условиям (3), (5) при  и начальным условиям (4). Множество , где –
замыкание множества , имеет границу в форме прямоугольной трапеции с основаниями в ви-
де отрезков, на одном из которых  и , и на другом  и . На перпендику-
лярной основаниям боковой стороне трапеции задаются начальные условия (4) при 

. Другая, наклонная, боковая сторона трапеции, ограничивающей множество , яв-
ляется частью характеристики уравнения (1), соединяющей вершины трапеции с координатами

 и .
Выделим достаточные условия существования и единственности решения прямой задачи в

форме, позволяющей перейти к исследованию условий единственности и условий существова-
ния решения обратной задачи. На основе анализа решения обратной задачи построим итераци-
онный алгоритм ее приближенного решения.

2. ПРЯМАЯ ЗАДАЧА
Теорема 1. Если заданы функции , , , ,  такие, что значение  существует,

и выполняются условия

(6)

(7)

то задача (1)–(4) имеет единственное решение .

Доказательство. Установим, что решение задачи (1)–(4) совпадает на множестве  с решени-
ем  задачи Коши, получаемой продлением известных функций ,  и  в виде
функций ,  и  на значения аргумента . Для этого функция  с
отрезка  продолжается за точку  на луч  линейной функцией с получением
непрерывно дифференцируемого продолжения  в виде функции  для . Функ-
ция  продолжается за точку  на луч  постоянным значением  с получени-
ем непрерывной функции  для . Функция  доопределяется за точкой  на
луче  значениями дополнительно вычисляемой функции  так, чтобы при  для
решения  задачи Коши выполнялось краевое условие (2), и продолжение функции  яв-
лялось дважды непрерывно дифференцируемым при . Продление функций , 
и  за точку  на луч  осуществляется четным образом, т.е. осесимметрично относи-
тельно прямой  для точек графиков функций ,  и , т.е. так, чтобы решение 
удовлетворяло однородному условию II рода (3) в точке .

Рассмотрим для функции  представленную в предыдущем абзаце задачу Коши только в
тех точках  полуплоскости , которые располагаются на характеристиках уравнения (1),
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проходящих через точки множества  и, следовательно, задание исходных данных задачи (1)–
(4) в которых непосредственно влияет на значения решения задачи (1)–(4) при . Пусть

(8)

(9)

где  – множество точек c координатами  на
плоскости с границей в форме равнобедренной трапеции с основаниями в виде отрезка при 

 и отрезка при  .

Доказательство проведем для значений  из полуинтервала , что вполне позволит
продемонстрировать схему построения и исследования решений задачи (8), (9) и задачи (1)–(4)
с возможностью перенесения такого анализа на бóльшие значения .

Пусть в задаче (8), (9)

(10)

(11)

где функция  определяется так, чтобы   при выполне-
нии условий (2), (3).

Однозначная разрешимость задачи (8), (9) установлена [17] в рамках исследования решения
задачи Коши при  для неоднородного уравнения  при условии не-
прерывной дифференцируемости функции  с использованием формулы Даламбера для не-
однородного уравнения, известной также как формула Дюамеля. Докажем, что такая же одно-
значная разрешимость задачи (8), (9) имеет место и в случае функций  и

.

Введенные по формулам (11) функции  и  сохраняют гладкость функций  и ,
имеющуюся в условиях (6), (7) теоремы: , . На основе

формулы Даламбера для неоднородного уравнения  при условиях
, ,  однозначное решение

 задачи (8), (9) существует (по теореме 7.6 в [17]) и имеет вид:

(12)

Дифференцируя формулу (12) для всех  и затем вводя в двух повторных интегралах
подынтегральные аргументы  и , получаем последовательно форму-
лы для производных решения :
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(14)

(15)

(16)

Формулы (13)–(16) дают значения непрерывных ограниченных производных , ,
,  решения задачи (8), (9) при , , при

 и при . Представленные формулами (15), (16) производные
,  удовлетворяют уравнению (8), а функция  и производная  – условиям

(9). Из этого следует, что задание в уравнении (8) неоднородности в виде произведения 
позволяет ослабить условия на функцию  до непрерывности  на отрезке  по сравне-
нию с условием непрерывной дифференцируемости из теоремы 7.6 в [17] c выражением одно-
значного решения задачи (8), (9) по той же формуле (12). Итак, задача (8), (9) имеет решение

 и при функциях , , , сохраняющих на отрезке  гладкость
функций , , , удовлетворяющих условиям теоремы.

Определим функцию . Подставляя правые части формул (13) и (14) в условие (2) при 
и выполняя замену , с учетом формул (10), (11) получаем при  формулу

(17)

Интегрируя производную  на полуинтервале ,  с учетом условия
 получаем

(18)

Из формулы (18) при  после замены подынтегральных аргументов ,  в повтор-
ных интегралах получаем значение
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Затем аналогично, подставляя правые части формул (13) и (14) в условие (2) при , получаем
формулы для функций  и  последовательно для . После этого и в
случае  получаем, подставляя правые части формул (13) и (14) в условие (2), формулы
для функций  и  при  c непрерывным продолжением функции  и ее

производных ,  в точках  и . Итак, сначала при 
получаем

(20)

И с учетом полученного выше формулой (19) значения , интегрируя производную  на

полуинтервале  , получаем

(21)

При этом, если , то при  получаем значение

Затем, если , то получаем при  сначала

(22)

где значения используемой в правой части формулы (22) производной , ,
уже определены выше в формуле (18). И с учетом полученного значения , интегрируя про-
изводную  на полуинтервале , получаем 
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(23)

При этом . Из входящих в условие (7) равенств на значения , :

, , следует, что

Из непрерывной дифференцируемости правых частей формул (17), (20), (22) и из непрерывности
построенной выше функции ,  следует, что . Из полученных ра-

венств , ,  и из  следует, что на-
чальная функция  задачи (8), (9) имеет ограниченную непрерывную производную  при

.

Из установленных свойств функции , и из ,

,  следует, что решение  задачи (8), (9) удовле-
творяет условиям (2), (3) и однозначно определяется формулой (12) на множестве . Таким об-
разом, формула (12) с учетом условий теоремы дает и на множестве  единственное на

множестве , ограниченное решение  задачи (1)–(4). Теорема 1
доказана.

3. РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ В НЕКОТОРЫХ ПОДОБЛАСТЯХ

Конкретизируем формулы для решения  прямой задачи (1)–(4) в той подобласти, где
решение  представлено непосредственно формулой Даламбера (12), и в тех подобластях
изменения аргументов  и , которым принадлежит отрезок прямой  при , на кото-
ром задается в виде функции  дополнительная информация (5) при постановке обратной за-
дачи (1)–(5).

С рассчитанными значениями , представленными формулами (18) и (21), функция  в
начальном условии задачи (8), (9) на отрезке  – части всего множества 
определения функции , принимает при  вид

(24)
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где , и при этом . В формуле (24) из получен-
ных при доказательстве теоремы 1 формул имеем

(25)

И в случае если значения , ,  таковы, что , то на продолжении области определения
функции  за точку  на отрезок  получаем

(26)

Непосредственно формула Даламбера (12) дает решение  задачи (1)–(4) в виде

где  – характеристический треугольник на плоскости
с координатами  с вершиной в точке  и основанием на отрезке прямой ,
расположенном между точками  и  c .

Далее с представленной формулой (24) функцией  на подмножестве  области определе-
ния  задачи (1)–(4) решение  принимает вид

(27)

где  – равнобедренный треугольник на плоскости
, имеющий основание на прямой  при , и противолежащую основанию вер-

шину в точке с координатами .
И затем на множестве , ограниченном сторонами равнобедренного треугольника на плос-

кости  с основанием на прямой  при , и противолежащей основанию верши-
ной в точке с координатами , имеем

(28)
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где

Объединение множеств  содержит весь отрезок, на котором задается на плоскости
 дополнительное условие (5), используемое в постановке обратной задачи (1)–(5).

4. ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА И УСЛОВИЯ ЕЕ РАЗРЕШИМОСТИ

Определение 1. Три функции , , , где , , , ,
называются решением обратной задачи (1)–(5), если при известных положительных значениях

, ,  и , таких, что , при заданных функциях , , , где  и , а
также при дополнительно заданной функции , , таких, что функции , , 
удовлетворяют условию (6) и условию

(29)

у функции  существует значение , и для нее выполняются условия

(30)

а сами функции , ,  таковы, что , существует значение , для
функций ,  выполняются условия

(31)

а также выполняется уравнение (1) на множестве , выполняется краевое условие (2) при

, и выполняются условия (3)–(5).

Теорема 2. Если заданы функции , , , , удовлетворяющие условиям (6), (29), (30),
то обратная задача (1)–(5) не может иметь более одного решения.

Доказательство. Предположим противное утверждению теоремы 2, т.е. существование двух
различных решений обратной задачи (1)–(5): трех функций , ,  и трех функций

, , . Тогда при заданных функциях , , , , с учетом условия (5), фор-
мула (27) при  для значений  приобретает вид равенства

Изменяя порядок интегрирования в повторном интеграле, из этого равенства получаем уравне-
ние относительно функции , :

(32)
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Вычитая из уравнения (32) с функцией  на месте  это же уравнение (32) с функцией 
на месте , относительно разности , , получаем уравнение

(33)

Дифференцируя уравнение (33) по переменной  дважды и затем производя замену ,
получаем

(34)

– линейное интегральное уравнение Вольтерра II рода относительно функции , где

(35)

В силу следующей из условий (6), (29) теоремы 2 непрерывности ядра (35) уравнение (34) име-
ет [18] только решение , из чего следует, что , .

Перейдем к доказательству единственности функции  для . Доказательство прове-
дем для возможных значений , что вполне позволит продемонстрировать схему
исследования единственности решений обратной задачи с возможностью перенесения анализа
на бóльшие значения . С учетом условия (5) рассмотрим формулу (28) при  для

 как уравнение относительно функции  для :

(36)

Выполняя в интеграле, содержащем функцию , замену подынтегрального аргумента
, и замену , из равенства (36) получаем уравнение

(37)

где

(38)

Вычитая из уравнения (37) с функцией  и с функцией  на месте  это же
уравнение (37) с функцией  с функцией  на месте , получаем относительно
разности  уравнение

(39)

Дифференцируя уравнение (39) по аргументу , получаем равенство  , из че-
го следует, что , .
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Итак, установлено попарное равенство функций  и  при  и
. Ввиду совпадения исходных коэффициентов на всей области их определения по теоре-

ме 1 совпадут и решения , , прямой задачи (1)–(4). Таким образом,
предположение о существовании двух различных решений , ,  и , , 
обратной задачи (1)–(5) опровергнуто за счет их попарного совпадения. Теорема 2 доказана.

Теорема 3. Пусть заданы функции , , , , удовлетворяющие условиям (6), (29) и
условиям

(40)

Тогда существует решение обратной задачи (1)–(5).

Доказательство. Доказательство проведем для значений , что продемонстри-
рует схему доказательства существования решений обратной задачи (1)–(5), с возможностью пе-
ренесения аналогичного анализа на бóльшие значения .

Дифференцируя уравнение (32) дважды по  и производя замену , имеем

(41)

Уравнение (41) в силу следующей из условий (6), (29) теоремы 3 непрерывности его ядра ,
определяемого формулой (35), и, также следующей из условий (6), (29), (40), непрерывности
правой части уравнения (41), задаваемой с функцией

имеет [18] единственное решение , для которого также из уравнения (41) получаем
значение

Таким образом, функция , как часть решения обратной задачи (1)–(5), существует и
определяется из решения уравнения (41).

Дифференцируя уравнение (37) по аргументу , получаем для функции  формулу

(42)

где, исходя из формулы (38), с учетом представлений (25) и (26) для функции  на разных ча-
стях отрезка , правая часть равенства (42) принимает вид
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(45)

Из условий теоремы 3 следует непрерывность функции , , представляемой
формулой (43) с использованием равенств (44), (45). Следовательно, непрерывна и функция ,

, определяемая формулой (42). С учетом равенств

и формул (43), (44) имеем

Полученные равенства соответствуют выполнению на функцию  условий на значение
 и на значение  из ограничений (7) и (31),

входящих в условия теоремы 1 и определения 1 решения обратной задачи. Следовательно, функ-
ция  удовлетворяет условиям определения 1, как часть решения обратной задачи (1)–(5), су-
ществует и определяется формулой (42).

В итоге решение  уравнения (41) и функция , определяемая формулой (42), удовлетво-
ряют условиям теоремы 1, в соответствии с которой с учетом включения  существует

единственное решение  прямой задачи (1)–(4). В результате три полученные
функции , ,  составляют решение обратной задачи (1)–(5). Теорема 3 доказана.

5. ИТЕРАЦИОННЫЙ АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ
Для приближенного решения обратной задачи (1)–(5) при известных исходных функциях

, ,  и при заданных вместо функции  значении уровня погрешности  и функ-
ции  такой, что , при выполнении условий (6), (29), (30) на задан-
ные функции, могут быть использованы регуляризирующие алгоритмы [15], [16].

С учетом того, что получение решения обратной задачи (1)–(5) эквивалентно по существу по-
следовательному решению интегральных уравнений Вольтерра I рода (32) и (37), для прибли-
женного решения уравнений (32) и (37), в правых частях которых на местах значений функции

 располагаются значения приближенно известной функции  с известным уровнем по-
грешности , можно использовать алгоритмы, ориентированные на решение именно инте-
гральных уравнений Вольтерра I рода.

Уравнение (32) имеет ядро с тождественно нулевыми значениями на диагонали области опре-
деления его аргументов, т.е. при равенстве аргументов. При этом это ядро имеет на диагонали
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строго знакоопределенную первую производную. Поэтому для решения уравнения (32) могут
быть использованы методы, представленные в работах [19–22]. При этом предлагаемые в этих
работах алгоритмы основаны на различных подходах к получению устойчивых приближенных
решений интегральных уравнений Вольтерра I рода: сеточных и функциональных, с введением
регуляризирующего параметра и точным определением условий сходимости приближенных ме-
тодов.

Для решения уравнения Вольтерра I рода (37), имеющего ядро с положительными значения-
ми на диагонали, помимо представленных в работах [19–22] алгоритмов, может быть использо-
ван предложенный в работе [23] переход к решению интегрального уравнения Вольтерра II рода
с малым параметром  при искомой функции в дополнительно вводимом в уравнение вне-
интегральном слагаемом:

(46)

Сходимость приближенного решения уравнения (46) к точному решению уравнения (37) обу-
словливается в работе [23] согласованием погрешности  задания исходных данных для ре-
шения обратной задачи (1)–(5) с параметром  уравнения (46).

Разнообразие алгоритмических схем, предложенных в работах [19–23], близость их конструк-
ций к уравнениям (32) и (37) делают использование таких специфичных методов решения урав-
нений Вольтерра I рода достаточно привлекательным и не требующим алгоритмических услож-
нений.

Как альтернатива перечисленным методам может быть использован итерационный алгоритм,
основанный на приближенном решении уравнения (41) методом последовательных приближе-
ний, с получением последовательности , приближающей функцию , по рекуррент-
ной формуле

После получения приближенного решения уравнения (41) приближенные значения функции
 могут быть получены по формуле (42).

При использовании представленного итерационного алгоритма приближенного решения ин-
тегрального уравнения (41) и формулы (42) некорректность обратной задачи (1)–(5) связана
лишь с необходимостью предварительного двукратного численного дифференцирования при-
ближенно заданной на отрезке  непрерывной функции .
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Предложен метод расчета пристеночных областей турбулентных течений для численного мо-
делирования вязкого сжимаемого газа с применением уравнений Навье–Стокса, осреднен-
ных по Рейнольдсу. В основе метода – дифференциальное условие сшивки внешнего реше-
ния с пристеночной функцией, позволяющее использовать обобщение метода характеристи-
ческих штрафных функций для переноса касательного напряжения из внешней области
пограничного слоя на поверхность тела, при этом область сшивки задается неявно через ло-
кализованный источниковый член в уравнении пограничного слоя, записанного как функ-
ция расстояния от стенки, нормированного на масштаб вязкой длины. Касательное напряже-
ние на стенке при этом определяется в процессе численного решения специального диффе-
ренциального уравнения, включающего в себя характеристические штрафные функций и
аналитический закон стенки. Разработанный метод заметно снижает требования к присте-
ночному разрешению расчетной сетки без существенного усложнения вычислительного ал-
горитма и позволяет полностью устранить плохо-определенное условие точки сшивки реше-
ний. Численная реализация разработанного подхода проведена с применением вершинно-
центрированного метода контрольных объемов и структурированных расчетных сеток. Его
применимость продемонстрирована на примере решения двух тестовых задач: течение в дву-
мерном канале и турбулентное обтекание бесконечно тонкой пластины. Библ. 38. Фиг. 8.
Табл. 8.

Ключевые слова: характеристические штрафные функции, турбулентное течение, закон Рей-
харда, метод пристеночных функций.
DOI: 10.31857/S0044466923050198, EDN: GGGNJE

ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время в связи с большой вычислительной стоимостью прямого численного мо-

делирования аэродинамических течений с большими числами Рейнольдса (см. [1]) активно раз-
виваются вихреразрешающие методы на основе осредненных уравнений Навье–Стокса (RANS)
(см. [2–5]) и гибридные подходы, в которых течение в пристеночной области моделируется на
основе моделей класса RANS, а течение в областях, удаленных от твердых поверхностей, – Ме-
тодом Крупных Вихрей (LES) (см. [6], [7]). К гибридному классу методов можно также отнести
методы моделирования отсоединенных вихрей (DES) (см. [8–10]) с плавным переходом от
RANS к LES решениям. Несмотря на сравнительно умеренные требования RANS, гибридных
RANS-LES и DES подходов к пристеночному разрешению расчетных сеток, ограничения все
равно остаются сущеcтвенными и накладывают жесткие требования к объему вычислительных
ресурсов, увеличивают время счета задачи и усложняют построение расчетной сетки.

Ограничения на размер ячеек сетки вблизи поверхности тела могут быть заметно снижены
при использовании методов на основе пристеночных функций (см. [11–13]), что достигается за-

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект 20-41-09018).
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меной граничных условий прилипания на поверхности тела условием сшивки пристеночной
функции с внешней областью турбулентного пограничного слоя. Пристеночные функции также
могут применяться и в слабой формулировке, через условие проскальзывания, допускающее пе-
ренос касательных напряжений из внешней области пограничного слоя на поверхность тела (см.
[14], [15]). Такая формулировка предпочтительнее с вычислительной точки зрения в силу ее гиб-
кости, но не гарантирует точного соответствия толщины вытеснения пограничного слоя, так как
в пристеночной области вычисляется приближенное решение со скоростью проскальзывания и
турбулентной вязкостью, экстраполированными из внешней области решения, что приводит к
уменьшению толщины вытеснения пограничного слоя по сравнению с точным решением усред-
ненных уравнений Навье–Стокса.

В традиционных подходах (см. [16]) граничные условия определяются путем решения нели-
нейных уравнений в точке сшивки, при этом сама точка сшивки заранее неизвестна, так как не-
явно задана расстоянием от стенки, нормированным на масштаб вязкой длины, который, в свою
очередь, является функцией касательного напряжения на стенке. Для этой цели решение в точке
сшивки интерполируется с ближайших узлов (см. [17]). Следует отметить возможность исполь-
зования метода пристеночных функций совместно с дискретным методом погруженных границ,
в котором в точке сшивки также используются дополнительные ограничительные связи, обеспе-
чивающие выполнение граничных условий на поверхности тела (см. [18–20]).

Основная идея разработанного метода заключается в замене алгебраического условия сшив-
ки внешнего решения с пристеночной функцией на дифференциальную формулировку, позво-
ляющую использовать обобщение метода характеристических штрафных функций (см. [21],
[22]) для переноса касательного напряжения из внешней области пограничного слоя на поверх-
ность тела, при этом область сшивки задается неявно через локализованный источниковый член
в уравнении пограничного слоя, записанного как функция расстояния от стенки, нормирован-
ного на масштаб вязкой длины. Такой подход, во-первых, позволяет полностью устранить пло-
хо-определенное условие точки сшивки решений и, во-вторых, свести систему дифференциаль-
ных уравнений с нелинейными алгебраическими связями к системе уравнений с дифференци-
альными обратными связями, основанными на методе характеристических штрафных функций,
обеспечивающих эту связь. Последнее обстоятельство определяет возможное развитие метода,
связанное с применением дифференциальных стандартных (см. [23], [17]) и неравновесных (см.
[24], [25]) динамических пристеночных функций (для задач с сильными отрывами). В целом но-
вый метод позволяет заметно снизить требования к пристеночному разрешению расчетной сет-
ки без существенного усложнения вычислительного алгоритма. Следует отметить отличие раз-
работанного метода от гибридных подходов с использованием методов погруженных границ для
задания граничных условий на поверхности обтекаемых тел (см. [18], [19]), так как в предложен-
ном подходе используются характеристические штрафные функции для сшивки пристеночных
функций с внешним решением. Разработанный метод может быть также обобщен для течений
со сложной геометрией на основе уже разработанных методов штрафных функций (см. [21], [22],
[26], [27]).

Статья организована следующим образом. В разд. 1 описан разработанный метод моделиро-
вания турбулентного пограничного слоя на основе аналитических законов стенки в формули-
ровке метода xарактеристических штрафных функций. В разд. 2 кратко описана методика расче-
та, используемая для численной реализации разработанного подхода. Постановка и результаты
численного моделирования тестовых задач приведены в разд. 3. В заключении сделаны выводы
и обозначены направления дальнейшего развития темы.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
1.1. Осредненные уравнения движения вязкого сжимаемого газа

В качестве базовой математической модели для описания течений вязкой сжимаемой среды
использована система осредненных по Фавру уравнений Навье–Стокса, принимающая следую-
щий вид:

(1)

(2)

∂ ρ∂ρ +
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t x
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(3)

где

(4)

(5)

(6)

(7)

В приведенных выше уравнениях используются следующие обозначения:  – осредненная по
Рейнольдсу плотность,  – осредненное по Рейнольдсу давление,  – массовый поток,  –
осредненная по Фавру скорость,  – осредненная по Фавру температура,  – осредненная по
Фавру полная энергия на единицу массы. Параметр  обозначает газовую постоянную, перемен-
ные  и  – соответственно удельные теплоемкости при постоянном объеме и давлении, значе-
ние коэффициента теплоемкости  без потери общности принято равным , что со-
ответствует двухатомному газу. Переменная  представляет собой сумму векторов ламинарного
и моделируемого турбулентных тепловых потоков, где  и  – соответственно
ламинарное и турбулентное числа Прандтля. Турбулентная вязкость, обозначенная как , не-
известна и для замыкания подразумевает использование модели турбулентности. Переменная 
представляет собой сумму тензоров вязкого (молекулярного) и турбулентного напряжений,  –
тензор турбулентных напряжений,  – тензор осредненных скоростей деформации,  – деви-
аторная часть тензора . Для простоты в работе рассмотрены течения с малыми числами Маха
и постоянной динамической молекулярной вязкостью .

1.2. Модель турбулентности

Для иллюстрации разработанного подхода в качестве модели турбулентности для замыкания
уравнений (6) и (7) использована модель Спаларта–Аллмараса (см. [2]), широко применяемая
для моделирования течений газа (см. [28]), включая высокоскоростные течения с существенным
влиянием сжимаемости. Стандартная модель Спаларта–Аллмараса для переменной  может
быть записана в следующем виде:

(8)

где турбулентная вязкость вычисляется согласно
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а вспомогательные переменные определяются соотношениями

(10)

(11)

 – кинематическая молекулярная вязкость,  – расстояние от точки поля  до ближайшей
поверхности, а для улучшения устойчивости вычислений переменная  ограничена снизу вели-
чиной . Постоянные коэффициенты задаются как , , ,

, , , , . В расчетах используется “стандартная”

версия модели Спаларта–Аллмараса без дополнительного генерационного слагаемого , что
подразумевает отсутствие необходимости использовать переменную , т.е. .

В качестве граничного условия на поверхности стенки используется

(12)
При моделировании внешних течений в набегающем потоке используется константная турбу-
лентная вязкость .

1.3. Метод пристеночного моделирования

При моделировании турбулентных течений с большим числом Рейнольдса в рамках вихрераз-
решающих методов (см. [2–5]), несмотря на использование моделей турбулентности, прямое
разрешение структур решения уравнений (1)–(3), (8) в пристеночной области требует значитель-
ных вычислительных затрат, связанных с существенным увеличением количества узлов сетки
вблизи поверхности. Ограничения на размер расчетных ячеек вблизи поверхности тела могут
быть заметно снижены при использовании методов на основе пристеночных функций (см. [11–
13]), что достигается заменой граничных условий прилипания на поверхности тела условием
сшивки пристеночной функции  с внешней областью турбулентного пограничного слоя:

(13)

где условие точки сшивки определено как
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 – компонента скорости, параллельная поверхности в точке ,  и  – обобщенные координа-

ты вдоль и по нормали к поверхности,  – нормированная координата,  –

скорость трения,  – напряжение трения на стенке,  – нормированное расстояние сшивки
решения, а  определена как функция нормированого расстояния от поверхности. Для про-
стоты изложения рассмотрим формулировку метода для двухмерных течений, а обобщение ме-
тода для трехмерных течений будет приведено в конце раздела.

Для заданного внешнего поля скорости  условие сшивки (13) является нелинейным урав-
нением для определения  и точки сшивки для заданной точки  на поверхности тела. Линейное
приближение уравнения (13) для коррекции решения  может быть записано как

(15)

где нормаль  определена через функцию расстояния : . Отметим, что второй член
левой части уравнения (15) возникает из-за изменения расстояния  точки сшивки решения
при изменении  для фиксированного . Решение уравнения (15) для коррекции скорости
трения  принимает следующий вид:

(16)

В случае сильной формулировки условия сшивки уравнение (16) может быть использовано для
итерационной коррекции решения уравнения (13) методом Ньютона.

В слабой постановке задачи дискретная коррекция (16) может быть заменена на временную
релаксацию решения  на масштабе времени  в каждой точке обобщенной координаты ,
определенной вдоль поверхности тела:

(17)

где толщина пограничного слоя, неявно определенная уравнением (14), для большей наглядно-
сти записана в явном виде как , при этом граничное условие прилипания для скорости  на
границе тела заменено на условие непротекания для нормальной компоненты скорости

:

(18)

и условие переноса касательных напряжений на поверхность тела:

(19)

Для переноса турбулентной вязкости с внешней области течения на границу в модели Спаларта–
Аллмараса в уравнениях (8), (10) и (11) функция расстояния  до ближайшей поверхности за-
менена на
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а граничное условие (12) для турбулентной вязкости заменено на

(21)

Уравнение (16) с неявным определением расстояния точки сшивки  усложняет решение
задачи, так как определение величины тангенциальной компоненты скорости  требует исполь-
зования локального интерполянта с ближайших узлов (см., например, [17]). Задачу можно силь-
но упростить и полностью исключить применение локального интерполянта и точного опреде-
ления точки сшивки введением дополнительного поля скорости трения  и заменой урав-
нения (17) для  на следующее уравнение в частных производных для поля  во всей
области решения:

(22)

где  – характерный масштаб длины,  – характерный масштаб переноса решения с области
сшивки на поверхность тела,  – функция Хевисайда, отключающая перенос  во внешней
области решения,  – локализованная функция сшивки решений, например, функция Гаусса

(23)

 – нормированная толщина сшивки решений,  – численная диффузия, используемая для
сглаживания вспомогательного поля . Отметим, что в уравнении (22) условие сшивки (13)
обеспечивается условием релаксации скорости трения в локализованной области сшивки, из ко-
торой , в свою очередь, переносится на поверхность тела для последующего использования в
граничном условии (19). Второй член в левой части уравнения (22) соответствует характеристи-
ческой штрафной функции (см. [21], [22], [29]), обеспечивающей на масштабе времени  на-
правленный перенос скорости трения на поверхность тела.

Уравнение (22) является основой разработанного метода, в дальнейшем, для краткости, име-
нуемого методом пенализированных пристеночных функций. Обратим внимание, что несмотря на
то что разработанный подход продемонстрирован только в контексте модели Спаларта–
Аллмараса, метод пенализированных пристеночных функций может быть использован совмест-
но с любой моделью турбулентности, позволяющей перенос касательного напряжения из внеш-
ней области пограничного слоя на поверхность тела.

В случае трехмерного течения задача может быть рассмотрена в локальных двухмерных коор-
динатах, где координата  вдоль поверхности тела соответствует направлению тангенциальной
компоненты скорости в точке сшивки. В этом случае уравнение (22) можно использовать без из-
менений, а переменная  соответствует величине параллельной компоненты скоро-
сти . Граничные условия (18) и (19) могут быть переписаны в следующем виде:

(24)

(25)

2. МЕТОД ЧИСЛЕННОГО РАСЧЕТА
Предложенный в работе метод реализован на базе программного комплекса NOISEtte, опи-

санного в [30], детали вычислительной методики и некоторые особенности распараллеливания
расчетов представлены в [31].

Пространственная дискретизация конвективной части системы уравнений (1)–(3), (8) осно-
вана на конечно-объемном подходе с определением искомых переменных в узлах сетки, вокруг
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которых построены расчетные ячейки (дуальная сетка). Для повышения порядка точности ис-
пользуется схема на основе квазиодномерной реконструкции переменных вдоль ребра сетки
(EBR-схемы) (см. [32]). Для пространственной аппроксимации вязких членов применяется ко-
нечно-элементный метод Галеркина на основе линейных базисных функций.

Интегрирование по времени проводилось по неявной трехслойной схеме второго порядка ап-
проксимации с последующей линеаризацией по Ньютону разностной по пространству системы
уравнений. На каждой ньютоновской итерации для решения системы линейных уравнений при-
меняется стабилизированный метод бисопряженных градиентов (BiCGStab) (см. [33]).

Каждому шагу интегрирования по времени основной системы уравнений предшествует чис-
ленное решение уравнения (22). При этом используются неявная схема первого порядка для ап-
проксимации производной по времени и метод направленных разностей – для производной по
пространству. Последний обладает численной диффузией пропорциональной шагу сетки, по-
этому члены с искусственной вязкостью  в уравнении (22) опускаются. Функция сшивки
решения задается в виде функции Гаусса (23). Значения нормированной толщины сшивки реше-
ний , масштабы релаксации  и  и начальное поле функции  определяются постановкой
задачи и параметрами расчетной сетки. Для представленных в работе задач они указаны в соот-
ветствующих разделах с описанием численных результатов.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РЕШЕНИЯ ТЕСТОВЫХ ЗАДАЧ

Представленный метод пристеночного моделирования применен для численного решения
двух тестовых задач – задачи о течении в канале и задачи об обтекании пластины.

Задачи решались в безразмерных переменных, при этом использовались следующие харак-
терные масштабы:  – плотность невозмущенного потока,  – скорость набегающего потока,

 – молекулярная вязкость невозмущенного потока,  – характерный линейный масштаб за-
дачи. Связь размерных и безразмерных переменных, обозначенных знаком , имеет вид

(26)

Для удобства приведенные далее результаты вычислительных экспериментов представлены в
безразмерном виде, при этом знак  опускается. Отметим также, что задачи рассматривались
при малых числах Маха набегающего потока, из-за чего влияние плотности и температуры на ре-
шение незначительно.

Все расчеты проводились до установления стационарного режима течения, при котором для
значений относительной невязки продольной скорости и турбулентной вязкости справделивы

следующие оценки:  и .

3.1. Турбулентное течение в плоском канале

Рассматривается течение между двумя плоскими пластинами, находящимися на расстоянии
 друг от друга, величина  выбрана характерным линейным масштабом. Задача решается

в двумерной постановке, пластины расположены параллельно друг другу вдоль оси , а поток
движется слева направо параллельно этой оси со скоростью, соответствующей числу Маха

 (фиг. 1). Течение является квазиодномерным, поэтому на правой и левой границах рас-
четной области заданы периодические граничные условия для всех переменных. Верхняя и ниж-
няя границы соответствуют адиабатическим твердым стенкам, на верхней границе задано усло-
вие прилипания , на нижней – либо такое же условие для модели Спаларта–Аллмараса,
либо условие непротекания для нормальной компоненты скорости (18) и условие переноса
касательных напряжений на поверхность тела (19) для метода пенализированных пристеночных
функций. Значение  в (19) определялось из численного решения уравнения (22). Поле дина-
мической скорости во всей расчетной области в начальный момент времени задавалось посто-

τν Δn u

+σ η f ηs τu

∞ρ ∞U
∞μ L

⋅( )

∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞
ρ ρ ρ μ μ μ ρ

2
2ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= , = , = , = , = , = , = .ULu U u x Lx t t p U p T T

U R

⋅( )

−Δ
≤ 62

2

10
u

u
−Δν

≤
ν

82

2

10T

T

= 2H h H
OX

= 0.1M

= (0,0)u

τu



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 5  2023

МЕТОД МОДЕЛИРОВАНИЯ ТУРБУЛЕНТНОГО ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ 785

янным – , параметры релаксации – , квадрат толщины сшивки реше-

ний – . В качестве пристеночной функции использовался закон Рeйхарда (см. [34]):

(27)

где  – постоянная фон Кармана.

Течение характеризуется среднерасходной скоростью  которая присутствует

в математической модели в форме градиента давления, добавляемого в уравнение сохранения
импульса как источниковый член. Значения , кинематической вязкости  и полуширины ка-
нала  полностью определяют физические свойства течения. При этом число Рейнольдса может
быть посчитано по значениям среднерасходной скорости и скорости трения:

соответственно. Для течений в канале имеет место следующее эмпирическое соотношение меж-
ду  и  (см. [35]), которое в выбранных единицах измерения принимает вид

Все расчеты проведены для значения , что соответствует . Величина гра-
диента давления, обеспечивающего течение, определяется заданным трением на стенке, т.е.

 . Это соотношение задает величину источникового члена для уравнения им-

пульса, в безразмерных переменных, соответствующих  (при ).

Начальные условия соответствуют невозмущенному потоку со следующими безразмерными
параметрами: , , ,  .

Во всех расчетах, представленных далее, использованы структурированные декартовые рас-
четные сетки, в которых  – число сеточных узлов,  и  – поперечный и продольный разме-
ры ячеек соответственно,  – коэффициент разбега поперечного размера ячейки в

направлении по нормали от стенки,  – нормированный размер первой пристеночной ячей-
ки на нижней границе канала,  – нормированный размер первой пристеночной ячейки на
верхней границе (если его значение не указано, то ).

Для оценки точности численного моделирования турбулентного пограничного слоя с приме-
нением модели Спаларта–Аллмараса и определения оптимального сеточного разрешения прове-
дена серия расчетов на сетках, отличающихся размером пристеночной ячейки и коэффициентом
разбега. В табл. 1 представлены параметры использованных сеток. Продольный размер расчетной
ячейки не изменяется и равен . Значение  здесь посчитано относительно теорети-
ческого значения скорости трения , соответствующего заданному числу Рейнольдса .
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Фиг. 1. Постановка задачи о течении в плоском канале.
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Полученные численные результаты для всех сеток суммированы в табл. 2, где  – скорость
трения,  – максимум продольной скорости,  – максимум абсолютного значения попереч-
ной скорости. По значению  можно получить теоретическую оценку скорости трения на
стенке, которая при  равна . Из табл. 2 следует, что наиболее близкими
к этой оценке являются результаты, полученные на сетках 1 и 2. Это также подтверждается сопо-
ставлением нормированных профилей скорости и закона Рейхарда (27) (см. фиг. 2a). Результаты,
полученные на сетках 3 и 4, показывают неудовлетворительную точность расчетов, что связано с
недостаточным сеточным разрешением в пристеночной области.

τu
cu vmax

τRe

τ = 400Re −
τ × 2= 5.714 10u

Таблица 1. Параметры сеток для расчетов с применением модели Спаларта–Аллмараса

Сетка

1 1.0 14409 0.5
2 1.0 7209 1.0
3 1.0 1809 4.0
4 1.0 729 10.0
5 1.1 765 1.0
6 1.2 585 1.0
7 1.25 549 1.0
8 1.3 513 1.0

Δy q N +Δ bwy

−× 46.25 10
−× 31.25 10
−× 35.00 10
−× 21.25 10
−× 31.25 10
−× 31.25 10
−× 31.25 10
−× 31.25 10

Таблица 2. Результаты расчетов с применением модели Спаларта–Аллмараса

Сетка

1 1.1454
2 1.1448
3 1.1267
4 1.0537
5 1.1438
6 1.1433
7 1.1428
8 1.1417

τu cu v max

−× 25.718 10 −× 92.68 10
−× 25.719 10 −× 93.74 10
−× 25.846 10 −× 77.69 10
−× 25.937 10 −× 52.48 10
−× 25.720 10 −× 83.43 10
−× 25.720 10 −× 71.95 10
−× 25.720 10 −× 74.52 10
−× 25.721 10 −× 77.17 10

Фиг. 2. Результаты расчетов с применением модели Спаларта–Аллмараса (SA): (а) – сравнение с законом Рей-
харда, (б) – сравнение с результатами прямого численного моделирования (DNS) (см. [36]).
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Решение, полученное для сетки 2, хорошо согласуется с результатами численного моделиро-
вания методом DNS (см. [36]). Это подтверждает фиг. 2б, на которой сопоставлены профили
продольной скорости.

Результаты расчетов для сеток 5–8, приведенные в табл. 2, показывают, что приемлемое чис-
ленное решение можно также получить и на расчетных сетках меньшего размера, в которых раз-
мер пристеночной ячейки увеличивается в направлении от границы с коэффициентом . Резуль-
таты в виде профилей скорости не приводятся, так как их отличие от результатов, полученных на
сетке 2, пренебрежимо мало.

Далее будут рассмотрены результаты численного решения данной задачи с применением ме-
тода пенализированных пристеночных функций. Предполагается, что точность моделирования
пограничного слоя вдоль верхней границы канала обеспечивается сеточным разрешением, а
вдоль нижней границы – пристеночными функциями. Для проведения расчетов построены сет-
ки с параметрами, приведенными в табл. 3. Сетки 5–7 – равномерные, с одинаковым пристеноч-
ным разрешением на верхней и нижней границах , сетки 1–4 имеют достаточное
разрешение пограничного слоя только на верхней границе ( ), на нижней – . В
сетках 1–4 поперечный размер ячеек увеличивается в направлении нормали  от верхней
границы канала с коэффициентом разбега  до достижения размера .

Раcсмотрим численное решение, полученное на самой мелкой сетке – сетке 7. На фиг. 3а при-
веден нормированный профиль скорости, полученный при расчетах на этой сетке, сопоставлен-
ный с результатами расчетов на той же сетке моделью Спаларта–Аллмараса. В области

 можно видеть существенное отличие двух решений, что обусловлено принципи-
ально разными граничными условиями на нижней границе канала. При  они хорошо со-
гласуются друг c другом, при этом норма отклонения решения с помощью метода пенализиро-
ванных пристеночных функций от решения Спаларта–Аллмараса, посчитанная по полю про-
дольной скорости, равна  (см. табл. 4).

q

+ +Δ Δ ≤bw tw= 1y y
+Δ ≤tw 1y +Δ bw > 1y

( )−0, 1
= 1.2q Δ bwy

+ +δEL< = 100y
+ +≥ δELy

−× 3
2 = 3.45 10E

Таблица 3. Параметры сеток для расчетов с применением метода пенализированных пристеночных функций

Сетка

1 15.54 1.0 1.2
2 8.95
3 3.59
4 1.97
5 0.99 1.0

1.06 0.50 0.5
7 0.25 0.25

< 0.5y ≥ 0.5y
q

Δ bwy +Δ bwy Δ twy +Δ twy

−× 21.94 10 





−× 31.25 10
−× 21.12 10
−× 34.49 10
−× 32.47 10
−× 31.25 10 −× 31.25 10 





−× 30.63 10 −× 30.63 10
−× 30.31 10 −× 30.31 10

Таблица 4. Зависимость результатов расчетов от сеточного разрешения

Сетка

1
2
3
4
5
6
7

τu 2E

−× 25.713 10 −× 36.75 10
−× 25.727 10 −× 35.06 10
−× 25.737 10 −× 33.98 10
−× 25.743 10 −× 32.95 10
−× 25.751 10 −× 49.70 10
−× 25.754 10 −× 43.48 10
−× 25.755 10 −× 33.45 10
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Для расчетов на сетках 1–6 в табл. 4 приведено значение скорости трения  на нижней стенке
и норма отклонения от решения, полученного на сетке 7. Можно видеть, что в отсутствие сеточ-
ного разрешения пограничного слоя (сетки 1–3) ошибка численного решения остается прием-
лемой. Это подтверждается данными на фиг. 3б, где профили продольной скорости, полученные
при расчетах на сетках 1 и 2, сопоставлены с результатами, полученными на сетке 7 ( ).
Справа от точки сшивки решений ( ) наблюдается хорошее согласование результатов.

Результаты исследования влияния параметров метода пенализированных пристеночных
функций на точность численного решения суммированы в табл. 5–7, где приведены значения
скорости трения на нижней стенке  и отклонения поля продольной скорости от решения для
сетки 7. Все расчеты с различными значениями параметров релаксации, толщины сшивки реше-
ний и положения точки сшивки проведены для расчетной сетки 2.

Таким образом, из данных табл. 5 следует слабая чувствительность решения к значениям па-
раметров  и , что обусловливается нечувствительностью установившегося стационарного
решения к фазовым ошибкам метода пенализированных пристеночных функций. При решении
нестационарных задач характеристические времена  и  должны быть существенно меньше
характерного времени течения, чтобы минимизировать влияние фазовых ошибок, вызванных
временем задерживания переноса касательного напряжения в уравнении (22) и времени релак-
сации условия сшивки (14).

В табл. 6 приведены результаты, полученные для различной толщины сшивки решений. Здесь
 – количество точек расчетной сетки, находящихся внутри области сшивки. Можно видеть,

что для обеспечения приемлемой точности численного решения достаточно нескольких расчет-
ных точек, располагающихся внутри области сшивки, что демонстрирует существенное смягче-
ние требований к пристеночному разрешению по сравнению с требованиями, накладываемыми
моделями турбулентности, в частности, моделью Спаларта–Аллмараса.

τu

+Δ bw 0.25y
+ +≥ δELy

τu

η f ηs

η f ηs

fN

Фиг. 3. Результаты расчетов с применением метода пенализированных пристеночных функций (PWF): (а) –
сравнение с моделью Спаларта–Аллмараса (SA) на разрешенной сетке, (б) – сравнение для сеток различного
пристеночного разрешения.

20

(a) (б)
u+ u+

PWF (сетка 7) PWF (сетка 7)
PWF (сетка 2)
PWF (сетка 1)

SA (сетка 7)
точка сшивки

точка сшивки

10

0

20

16

12
102 y+101100 102 y+101100

Таблица 5. Зависимость результатов расчетов от масштаба релаксации (сетка 2, )+Δ = 8.95bwy

η η/f s τu 2E

− −1 110 /10 −× 25.692 10 −× 31.12 10
− −2 210 /10 −× 25.727 10 −× 35.06 10
− −3 310 /10 −× 25.727 10 −× 34.95 10
− −4 410 /10 −× 25.727 10 −× 34.94 10
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В табл. 7 приведены результаты, демонстрирующие влияние положения точки сшивки реше-
ний, определяемого нормированным расстоянием . Так как точка сшивки является свобод-
ным параметром метода пенализированных пристеночных функций, то ее расположение может
быть выбрано в любой области пограничного слоя, при этом точность численного решения
определяется соответствием профиля скорости пристеночной функции с решением задачи (1)–
(3) с используемой моделью турбулентности для замыкания. Кроме того, для ослабления требо-
ваний к пристеночному разрешению точка сшивки должна быть достаточно удалена от вязкого
подслоя. Так, из табл. 7 видно, что для данного числа Рейнольдса оптимальным положением яв-
ляется точка сшивки, соответствующая .

3.2. Обтекание пластины

Для верификации метода пенализированных пристеночных функций в двумерной постанов-
ке решена задача численного моделирования турбулентного обтекания пластины. Параметры
задачи соответствуют тесту NASA, представленному в [37]. При анализе результатов использова-
но численное решение из [37], полученное с помощью кода CFL3D, основанного на применении
структурированных расчетных сеток, элементно-центрированного численного алгоритма и мо-
дели Спаларта–Аллмараса.

В качестве пристеночной функции использовался модифицированный закон Рейхарда (см.
[38]), который более точно воспроизводит логарифмическую подобласть пограничного слоя:

(28)

Параметры математической модели, определяющие течение, – число Рейнольдса и число
Маха – равны  и . Задача решается в прямоугольной расчетной области в
плоскости  –  (фиг. 4). Поток движется слева направо, параллельно оси 
и набегает на бесконечно тонкую пластину с началом в точке (0,0). При этом на левой границе
расчетной области скорость потока постоянна и в безразмерном виде равна .
Здесь так же, как и для предыдущей задачи, на твердой стенке задаются нулевой поток темпе-
ратуры и граничное условие прилипания (модель Спаларта–Аллмараса) или условие (18) для по-
перечной и условие (19) для продольной составляющих вектора скорости (метод пенализиро-
ванных пристеночных функций). Значение  в (19) определяется из численного решения урав-
нения (22).

Численный расчет задачи проведен на последовательности структурированных декартовых
сеток с различным пристеночным разрешением (см. табл. 8, где  – нормированный попереч-
ный размер пристеночной ячейки, остальные обозначения соответствуют использованным ра-
нее при описании предыдущей задачи). Значение  в таблице рассчитано по значению

+δEL

+δ ≈EL 100

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )+ + + + + +− φ + φ φ + 4
Rei Rei log log= (1 ) , = tanh /27 , = ln / 21.f y f y f y y f y y k

× 6= 5 10Re = 0.2M
XOY − ×[ 0.3,2] [0,0.5] OX

( ) ∞−= 0.3 = = 1xu U

τu

+Δ wy

+Δ wy

Таблица 6. Зависимость результатов расчетов от толщины сшивки решений (сетка 2, )

4
11
16

+Δ = 8.95bwy

+σ 2( ) fN τu 2E

80 −× 25.727 10 −× 35.06 10
400 −× 25.727 10 −× 35.26 10
800 −× 25.731 10 −× 36.12 10

Таблица 7. Зависимость результатов расчетов от положения точки сшивки решений (сетка 2, )

50
75

100
120

+Δ = 8.95bwy

+δEL τu 2E

−× 25.841 10 −× 22.12 10
−× 25.742 10 −× 37.73 10
−× 25.727 10 −× 34.95 10
−× 25.727 10 −× 38.44 10
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, полученному из референсного решения (CFL3D) при . Размер ячеек в про-
дольном направлении фиксирован – , коэффициент разбега в поперечном направле-
нии – , при этом размер ячеек в этом направлении ограничен величиной .

Для всех сеток задача решена в двух постановках: первая – пограничный слой на поверхности
пластины моделируется уравнением Спаларта–Аллмараса, вторая – применяется метод пенали-
зированных пристеночных функций. Во втором случае параметры уравнения для вычисления
скорости трения на пластине для всех сеток одинаковы: коэффициенты пенализации

, толщина сшивки , начальное приближение .

На фиг. 5а представлены распределения коэффициента трения , полученные при

численном решении с применением модели Спаларта–Аллмараса. Видно, что результаты для
сетки 1 хорошо согласуются с эталонным решением CFL3D, за исключением небольшой обла-

τ = 0.03688u = 0.97x
−Δ = 210x

= 1.2q −Δ = 2
max 10y

−η η = 2= 10f s
+σ = 58.2 −

τ × 2
=0 = 4 10tu

∞

τ
ρ

w
2=

1/2
fC

U

Фиг. 4. Постановка задачи об обтекании пластины.

210

Твердая стенка

Условие
симметрии0.2

0.4

�0.2

0

Y

X

Таблица 8. Параметры сеток для расчетов задачи об обтекании пластины

Сетка  ( )

1 19173 1.84
2 17094 9.22
3 16401 18.44

N Δ wy +Δ wy = 0.97x

−× 51.0 10
−× 55.0 10
−× 41.0 10

Фиг. 5. Коэффициент поверхностного трения на плоской пластине: (a) – модель Спаларта–Аллмараса, (б) –
метод пенализированных пристеночных функций.
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сти в начале пластины, вызванной сильным влиянием геометрической сингулярности на пове-
дение регуляризированного решения в области передней кромки для разных граничных условий
(условие переноса касательного напряжения (19) вместо условия прилипания). Расчеты с при-
менением сеток более грубого пристеночного разрешения (сетки 2 и 3) показали неудовлетвори-
тельный результат, коэффициент трения существенно отличается от эталонного решения. На
фиг. 5б те же зависимости приведены для решений, полученных с применением метода пенали-
зированных пристеночных функций. Здесь уменьшение пристеночного сеточного разрешения
не оказало заметного влияния на результаты расчетов, для всех сеток они хорошо согласуются с
результатами CFL3D (за исключением окрестности точки ).

Те же закономерности наблюдаются на графиках линий уровня относительной турбулентной
вязкости  в пристеночной области, приведенных на фиг. 6. Расчеты с применением
модели Спаларта–Аллмараса (фиг. 6б) на сетке с разрешенным пограничным слоем (сетка 7)
позволили получить распределение, согласующееся с результатами CFL3D (фиг. 6а), в отличие
от результатов для сетки 3 (фиг. 6в). В то же время применение метода пенализированных при-
стеночных функций для расчетов на сетке 3 обеспечило хорошую точность результатов (фиг. 6г).
Отметим лишь небольшой сдвиг линий уровня вправо, относительно распределений (а) и (б),

= 0x

+ν ν ν= /T T

Фиг. 6. Линии уровня относительной турбулентной вязкости ( ): (a) – код CFL3D, (б) – модель Спаларта–
Аллмараса (сетка 1), (в) – модель Спаларта–Аллмараса (сетка 3), (г) – метод пенализированных пристеночных
функций (сетка 3).
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Фиг. 7. Профиль продольной скорости: (a) – модель Спаларта–Аллмараса (сетка 1), (б) – метод пенализиро-
ванных пристеночных функций (сетка 3).

x = 0.97
x = 1.9
u+ = log(y+)

x = 1.03
x = 2.01
u+ = log(y+)

точка сшивки

30
(a) (б)u+ u+

20
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104103102

y+
101100 104103102

y+
1011000

который объясняется фазовым сдвигом в распределении коэффициента трения на поверхности
пластины при расчетах двумя методами с разными механизмами регуляризации решения в
окрестности передней кромки пластины (см. фиг. 5).

На фиг. 7а приведены профили нормированной продольной скорости  в сечениях 
и  для расчета с применением модели Спаларта–Аллмараса на сетке с разрешенным по-
граничным слоем (сетка 1), на фиг. 7б – те же закономерности, но полученные уже методом пе-
нализированных пристеночных функций на “грубой” сетке 3 для сечений  и .
Справа от точки сшивки ( ) профили в сечениях  и  хорошо согласу-
ются с профилями в сечениях  и  соответственно. Сравнение проводится в сече-
ниях, соответствующих значениям :  и . Отметим, что отличие пространственно-
го положения сравниваемых сечений обусловлено наличием относительного сдвига решений, вы-
званного различием в механизме регуляризации решений в области передней кромки пластины.

На фиг. 8а и 8б в тех же сечениях расчетной области сопоставлены профили относительной
турбулентной вязкости . Слева от точки сшивки ( ) при использовании метода пенали-

+u = 0.97x
= 1.9x

= 1.03x = 2.01x
+ +δEL> = 100y = 0.97x = 1.9x

= 1.03x = 2.01x
fC 0.00271 0.00247

+νT
+ +δEL<y

Фиг. 8. Профиль относительной турбулентной вязкости : (a) – модель Спаларта–Аллмараса (сетка 1), (б) –
метод пенализированных пристеночных функций (сетка 3).
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зированных пристеночных функций значение турбулентной вязкости практически постоянно.
Это связано с завышенными относительно решения с помощью модели Спаларта–Аллмараса
значениями продольной скорости в этом случае. Отметим, что несмотря на то что решение в
этой области “экстраполировано” из внешнего решения переносом касательных напряжений из
области сшивки на поверхность пластины, профили скорости и вязкости в численном решении
справа от точки сшивки хорошо согласуются с решением задачи на основе модели Спаларта–
Аллмараса.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе представлен новый метод моделирования турбулентного пограничного слоя, приме-

няемый при численном решении задач аэродинамики. С одной стороны, в нем так же, как и в
классических подходах, используется идея сшивки внешнего решения с аналитическими при-
стеночными функциями, с другой – предлагается дифференциальная формулировка условия
сшивки, которая позволяет избежать локальной интерполяции решения в точку сшивки и необ-
ходимости точного определения положения этой точки. Для переноса значений скорости трения
на стенку используется характеристический метод штрафных функций. Метод сформулирован
применительно к математической модели на основе усредненных по Рейнольдсу уравнений
Навьe–Стокса с замыканием уравнением Спаларта–Аллмараса.

Численная реализация метода не предполагает существенного усложнения вычислительного
алгоритма. Дополнительное дифференциальное уравнение для расчета скорости трения на по-
верхности тела аппроксимировалось методом направленных разностей первого порядка, при
этом сходимость по времени численного решения достигалась за несколько итераций.

Работоспособность метода продемонстрирована на примере решения двух задач – турбулент-
ного течения в канале и обтекания плоской пластины. Результаты расчетов показали, что при-
менение нового метода обеспечивает достаточную точность численного решения на сетках, в ко-
торых размер пристеночного шага более чем в 10 раз превышает ограничения, установленные
для расчетов с применением модели Спаларта–Аллмараса (в которых точность моделирования
погранслоя обеспечивается сеточным разрешением).

Дальнейшее развитие работы будет связано с несколькими направлениями. Во-первых, сла-
бая формулировка условия сшивки делает его привлекательным для решения задач обтекания
твердых тел с криволинейными границами, в том числе, с применением погруженных гранич-
ных условий. Во-вторых, особенности формулировки метода допускают его обобщение для при-
менения в задачах с сильными отрывами, при этом предполагается использовать дифференци-
альные стандартные и неравновесные пристеночные функции.
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Для интегродифференциального уравнения теплопроводности с сингулярным возмущением
рассматривается обратная задача, состоящая в определении граничного условия по дополни-
тельной информации о решении начально-краевой задачи. Доказано, что приближенное ре-
шение обратной задачи может быть получено на основе использования конечного числа чле-
нов разложения решения начально-краевой задачи по малому параметру. Библ. 11.

Ключевые слова: интегродифференциальное уравнение теплопроводности, сингулярное воз-
мущение, обратная задача, приближенное решение.

DOI: 10.31857/S0044466923050095, EDN: PKHZWI

В многообразии обратных задач для уравнений в частных производных можно выделить
класс, в котором обратные задачи рассматриваются для сингулярно возмущенных уравнений.
Методы приближенного решения обратных задач, основанные на замене исходного дифферен-
циального уравнения сингулярно возмущенным, были предложены в [1] и получили затем раз-
витие в [2–6] и ряде других работ. Обратные задачи для сингулярно возмущенных дифференци-
альных уравнений исследовались в [7–11].

В работе [11] для уравнения теплопроводности с сингулярным возмущением были предложе-
ны методы приближенного решения обратных задач, основанные на использовании разложения
решения начально-краевой задачи по малому параметру. Эта статья посвящена применению
этого подхода для приближенного решения обратной задачи для интегродифференциального
уравнения теплопроводности с сингулярным возмущением.

Рассмотрим начально-краевую задачу для интегродифференциального уравнения теплопро-
водности с сингулярным возмущением

(1)

(2)

(3)

(4)

где , 
Далее, чтобы подчеркнуть зависимость решения задачи (1)–(4) от параметра , будем обозна-

чать его через .

1)Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках реализации программы Московского
центра фундаментальной и прикладной математики (проект 075-15-2022-284).
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Предположим, что функция , , а , где 
. Из метода разделения переменных следует формула для решения задачи

(1)–(4)

(5)

где функции  являются решениями задачи Коши для интегродифференциального уравне-
ния

(6)

(7)

Интегрируя уравнение (6) с начальным условием (7), получим, что  удовлетворяют инте-
гральному уравнению

(8)

где

(9)

(10)

Сформулируем обратную задачу . Пусть функция  и число  заданы, а функция  не-
известна. Требуется определить , если задана дополнительная информация о решении задачи
(1)–(4)

(11)

где  – заданное число, , а  – заданная функция.
Из формулы (5) и уравнения (8) следует, что можно получить разложение  по малому

параметру .
Рассмотрим вопрос о возможности построения приближенного решения обратной задачи на

основе использования этого разложения.

Так как функция  является решением уравнения (8), то для всех  справедли-
ва оценка

Здесь и далее через  обозначаются постоянные, не зависящие от  и .
Из предыдущего неравенства и формулы (5) следует, что для  справедливо представ-

ление

(12)

где
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Определив приближенное решение обратной задачи  следующим образом  и
использовав представление (12), имеем

Таким образом, при малых значениях  функцию  можно считать приближенным решени-
ем обратной задачи.

Рассмотрим вариант построения приближенного решения обратной задачи, использующий
более высокие члены разложения  по малому параметру.

Введем функцию .
Теорема 1. Пусть функции ,  удовлетворяют следующим условиям:

(13)

, , , где  – заданное число. Тогда, если функция  являет-
ся решением задачи

(14)

(15)

то

(16)

Доказательство. Рассмотрим функции , являющиеся решением интегрального уравне-
ния (8). Используя резольвенту  ядра , имеем

(17)

Итегрируя по частям интеграл в формуле (9), получим следующую оценку:

из которой следует, что

(18)

Преобразуя формулу (10), имеем

(19)

где

(20)

а

(21)
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Из формул (17), (19), (20) и оценок (18), (21) следует, что

(22)

где

(23)

Использовав формулы (5), (22), оценку (23) и равенство

получим, что для  справедливо представление

(24)

где .

Положив в равенстве (24)  и использовав условие (11), имеем

(25)

Пусть  – решение задачи (14), (15). Рассмотрим функцию . Из урав-
нения (14), равенства (25) и условия (15) получаем, что  является решением задачи

Следовательно,  является решением интегрального уравнения

Используя это уравнение, условие (13) и оценку для функции , имеем

Следовательно, справедлива оценка (16) и теорема 1 доказана.

Замечание 1. Очевидно, что при замене начального условия (15) на  решение урав-
нения (14) с этим условием не будет приближенным решением обратной задачи.

Покажем, что при дополнительных предположениях можно получить приближенное реше-
ние обратной задачи с оценкой погрешности порядка .

Введем функцию
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Рассмотрим следующую задачу для функции :

(26)

(27)

где  – заданная функция, а  и  – заданные числа.
Введем числа

Лемма. Если выполнены следующие условия: , ,

(28)

то существует единственная функция , являющаяся решением задачи (26), (27).
Доказательство. Рассмотрим задачу Коши для функции 

(29)

(30)

Так как ,  и , то корни характеристического уравнения

равны .
Решение задачи (29), (30) определяется формулой

(31)

где

Пусть функция  является решением задачи (26), (27). Используя формулу (31), получим,
что  удовлетворяет интегральному уравнению

(32)

ε( ; )y t

τ
τ

ε ε + ε ε + ε ε +
   

+ ε ε + τ − τ − θ θ τ θ τ ε τ +       

+ ε τ τ ε τ ≤ ≤

 



4 2
2 0 1 0

4
2 0

0

2
1 0 0

0

( ) ''( ; ) ( ) '( ; ) ( ; ) = ( ; )

( ) 2 ( , ) ( ; ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ; )

( ) ( , ) ( ; ) , 0 ,

t t

t

t

f x y t f x y t y t H t

f x K t t y t K t K t K t K d y d

f x K t y d t t

ε ε0 0 0 1( ; ) = , '( ; ) = ,y t y y t y

ε( ; )H t 0y 1y

−−
2

1 0 2 0 1 0
2

2 0 2 0

( ) 4 ( ) ( ( ))= > 0, = .
2 ( ) 4( ( ))

f x f x f xa b
f x f x

∈ Δ1

0
( )tK C ∈ 0[0, ]H C t

( )τΔ Δ Δ Δ
ε ε   + ε + + +      0 0 0 0

2 4
22 20 0

1 0 0 2 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )
2 0

( ( ) 2 ( )) /2 < 1,
( ) tC C C Ct t t t

K f x t f x K K t K t
abf x ab

∈ 2
0[0, ]y C t

εv( ; )t

ε ε + ε ε + ε ≤ ≤v v v
4 2

2 0 1 0 0( ) ''( ; ) ( ) '( ; ) ( ; ) = ( ), 0 ,f x t f x t t Q t t t

ε εv v0 0 0 1( , ) = , '( , ) = .t y t y

1 0( ) < 0f x 2 0( ) > 0f x − 2
2 0 1 04 ( ) ( ( )) > 0f x f x

λ + λ +
ε ε

2 1 0
2 4

2 0 2 0

( ) 1 = 0
( ) ( )

f x
f x f x

λ ε ± ε2 2
1,2 = /( ) /( )a ib

ε −   ε − − + − ε −   
   ε ε

− − τ ε τ τ ≤ ≤
ε 

v

0

2
1 0

0 0 0 02 2

02
2 0

( ; ) = exp ( ) cos ( ) ( ; )

1 ( ; ) ( ) , 0 ,
( )

t

t

y aya bt y t t t t E t t
b

E t Q d t t
f x b

   − τ ε − τ − τ   
   ε ε2 2( ; ) = exp ( ) sin ( ) .a bE t t t

ε( ; )y t
ε( ; )y t

ε −   ε − − + − ε −   
   ε ε

2
1 0

0 0 0 02 2( ; ) = exp ( ) cos ( ) ( ; )y aya by t y t t t t E t t
b

τ

− − τ ε τ ε τ −
ε
 

− − τ ε τ θ θ ε θ + ε τ τ τ ε τ − 
  



 

0

0

2
2 0

2
1 0 2 0

2 0 0

1 ( ; ) ( ; )
( )

1 ( ; ) ( ) ( , ) ( ; ) 2 ( ) ( , ) ( ; )
( )

t

t
t

t

E t H d
f x b

E t f x K y d f x K y d
f x b



800

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 5  2023

ДЕНИСОВ

Уравнение (32) является уравнением Фредгольма II рода для функции . Из условий леммы
следует, что оно имеет единственное решение , которое является решением задачи (26),
(27). Лемма доказана.

Предположим, что известны значения функции  и ее производной при : ,
. Пусть  и выполнено условие (28). Тогда из леммы следует, что существует

единственная функция , являющаяся решением задачи

(33)

(34)

Теорема 2. Предположим, что , , , ,

 и выполнено условие (28). Тогда

(35)

Доказательство. Преобразуем формулу (19) для свободного члена  уравнения (8)
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Учитывая формулы (36), (37), получаем следующее представление для функции , являю-
щейся решением интегрального уравнения (8)

(38)

где

Из формул (5), (38) и определения функций  и  следует асимптотическое представление
решения задачи (1)–(4)

где

Положив  и использовав условие (11), имеем
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Введем функцию . Из уравнений (39), (33) и условий (34) следует, что функ-
ция  является решением задачи

Аналогично доказательству леммы, используя формулу (31), получим, что  удовлетворяет
интегральному уравнению
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(40)

Уравнение (40) является уравнением Фредгольма II рода для функции . Для свободного
члена этого уравнения справедлива оценка

Из этого неравенства, условия (28) и уравнения (40) следует оценка (35) и теорема 2 доказана.
Замечание 2. Очевидно, что при замене начальных условий (34) на

решение уравнения (33) с этими условиями не будет приближенным решением обратной задачи.
Замечание 3. Используя более высокие члены разложения задачи (1)–(4) по малому парамет-

ру, можно получить приближенное решение с более высокой по порядку оценкой погрешности.
Однако интегральное уравнение для приближенного решения будет очень громоздким.

Замечание 4. В случае, когда , т.е. уравнение (1) представляет собой обычное урав-
нение теплопроводности, построенные приближенные решения определяются простыми явны-
ми формулами.
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В работе рассматривается задача вариационного усвоения данных наблюдений для двумер-
ной диффузионной модели F слоя ионосферы Земли ИВМ РАН. В качестве наблюдений рас-
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на ее разрешимость. На основе регуляризованной постановки построен итерационный
алгоритм решения задачи ассимиляции, показана его сходимость. Построена конечномерная
аппроксимация и реализовано численное решение задачи, доказаны устойчивость и сходи-
мость разностной схемы. На основе контрольных численных экспериментов исследовано ка-
чество восстановления полей распределения электронной концентрации, показано приемле-
мое восстановление слабовозмущенного решения как для стационарной, так и для эволюци-
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1. ВВЕДЕНИЕ
Известно, что знание основных характеристик земной ионосферы имеет существенное прак-

тическое значение, поскольку они определяют условия для распространения всех типов радио-
сигналов в околоземной среде, обеспечивающих бесперебойную работу систем дальней глобаль-
ной радиосвязи, спутниковых систем связи, радиолокации, а также навигационных систем гло-
бального спутникового позиционирования [1]–[3]. Таким образом, по мере значительного роста
использования систем навигации и спутниковой радиосвязи в социальной, экономической и
оборонной сферах в последние десятилетия все острее признается потребность в надежной и
точной системе анализа и прогнозирования состояния ионосферы и его изменчивости. Недоста-
точный на сегодняшний день уровень точности описания физических процессов и высокой из-
менчивости в верхней атмосфере и ионосфере Земли представляет собой фундаментальную
сложность решения данной задачи. Результаты последних исследований показывают, что мно-
гие механизмы формирования изменчивости остаются совсем не изученными [4], [5], а для их
детального описания, по-видимому, требуется комплексный подход, учитывающий внешние
воздействия космической природы (солнечная активность и др.), электромагнитные и динами-
ческие процессы во всей атмосфере, а также нелинейное взаимодействие термосферы и ионо-
сферы [6]–[8].

Поскольку в последние десятилетия произошло существенное увеличение объема и доступ-
ности глобальных данных наблюдений о параметрах ионосферы различного типа, это сильно
стимулировало различные научные группы перейти к созданию систем усвоения данных для

1)Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ (соглашение № 075-15-2022-286), а также РНФ
(проект 20-11-20057, исследования в разд. 3).
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ионосферы, а также к новому направлению по включению верхних слоев атмосферы и ионосфе-
ры в разрабатывающиеся модели Земной системы. Для решения таких задач в Институте вычис-
лительной математики им. Г.И. Марчука (ИВМ РАН) [9] в течение последних лет уже разрабо-
таны новые версии глобальной модели общей циркуляции атмосферы (0–130 км) с включением
нижних слоев термосферы и ионосферы [10–12], а также новые модели термосферы (90–500 км)
[13] и F слоя ионосферы [14]. На их основе создана новая глобальная динамическая совместная
модель термосферы и ионосферы [15].

Предлагаемая работа является первой из серии работ, посвященных обозначенной в начале
задаче разработки перспективной прогностической системы четырехмерного вариационного
усвоения данных для модели ионосферы Земли ИВМ РАН для решения проблемы прогноза гло-
бального состояния ионосферы. Как известно, системы усвоения данных позволяют подгото-
вить согласованные трехмерные распределения характеристик среды и начальное состояние,
необходимое при решении задачи краткосрочного прогноза ее состояния. В силу небольшого
времени предсказуемости первого рода для ионосферной динамики в F слое времена кратко-
срочного прогноза лежат в рамках суточного цикла (практическую значимость имеют времена от
15 мин до 4–6 ч). Успешное решение задачи ассимиляции данных для описания глобального со-
стояния ионосферы стало возможным благодаря появлению и расширению ряда систем непре-
рывного мониторинга ее характеристик, отвечающих требованиям достаточной точности и гло-
бальности покрытия, оперативности и доступности. В целом можно выделить два основных
класса данных наблюдений ионосферы, отвечающих приведенным требованиям:

• Данные о полном содержании электронов (ПЭС/TEC) вдоль наклонных трасс связи назем-
ных станций и спутников в фиксированные моменты времени (интеграл электронной плотности
вдоль трассы радиосигнала станция-спутник), полученные с помощью обработки радиосигна-
лов глобальных навигационных спутниковых систем (ГНСС/GNSS) или других спутниковых
систем [16] (в первую очередь это данные систем GPS [16] и ГЛОНАСС [18]. Обе системы пред-
ставляют собой большую группу космических аппаратов, обращающихся на среднем расстоянии
от поверхности Земли 20000 км, наземный сегмент содержит широкую сеть стационарных при-
емников, расположенных в основном на суше. Станции принимают спутниковый сигнал и пуб-
ликуют протоколы обмена данными (с частотой обновления 30 с), по которым можно опреде-
лить ПЭС вдоль траектории сигнала с точностью до некоторой неопределенной аддитивной по-
стоянной. Для исключения этой постоянной используются отдельные методы [19]–[21],
которые в данной работе обсуждаться не будут. Таким образом, в общем доступе имеется опера-
тивная непрерывная информация о наклонных значениях ПЭС с рядом ограничений, однако с
широким покрытием и высокой частотой получения, которая с использованием дополнитель-
ных методов обработки и интерполяции может служить источником информации о глобальном
состоянии ионосферы.

• Данные о профилях электронной плотности, главным образом полученные ионозондами,
работающими в реальном времени и количество которых в мире непрерывно увеличивается [22],
[23]. C помощью ионозондов на основе отражения радиосигнала удается в реальном времени (с
частотой порядка 15 минут) восстанавливать вертикальный профиль электронной плотности
вплоть до высоты ее максимума в месте расположения прибора, однако их возможности ограни-
чены низкой автоматизацией обработки данных, неточностью при низких значениях концен-
трации в нижних слоях ионосферы.

В разрабатываемой в ИВМ РАН системе усвоения данных предполагается использование
двух описанных видов данных непрерывного мониторинга ионосферы.

Разработка систем ассимиляции данных для ионосферы была начата за рубежом в конце
1990-х годов в США в рамках программы MURI с разработки двух разных ассимиляционных
численных моделей ионосферы – Global Assimilation of Ionospheric Measurements с участием
групп из Университета штата Юта (USU GAIM) [24] и Университета Южной Калифорнии
(USC GAIM) [25], использующих методы фильтров Калмана для усвоения данных в физические
модели ионосферы. В дальнейшем стали использовать ансамблевый подход и более развитые ме-
тоды. В настоящее время версия модели USU GAIM на основе ансамблевого фильтра Гаусса-
Маркова используется метеорологическим агентством ВВС США (AFWA). Несколько оператив-
ных центров космической погоды внедрили методы усвоения данных для спецификации и про-
гноза характеристик ионосферы на основе ассимиляции информации в эмпирические модели:
ряд центров использует сервис построения оперативных карт TEC Австралийской службы про-
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гнозов ионосферы (IPS)2, другими аналогичными примерами являются системы MIDAS-GPS
[26] и EDAM-GPS [27]. Существует также ряд региональных систем усвоения данных, в основ-
ном созданных для объективного анализа и мониторинга ПЭС (к примеру US-TEC и др. [28]). В
России попытка разработки ансамблевой системы усвоения данных для ионосферы на основе
фильтра Калмана и американской модели CTIP была предпринята в Центральной Аэрологиче-
ской Обсерватории (ЦАО) Росгидромета [29].

Особенностью подхода к созданию системы усвоения данных для модели ионосферы, излага-
емой в данной работе, являются использование четырехмерной вариационной ассимиляции
данных наблюдений на основе оригинальной глобальной динамической модели F слоя ионо-
сферы [14], [30] и ее детальное математическое исследование. В качестве первой версии системы
усвоения рассматривается задача ассимиляции данных на основе системы уравнений амбипо-
лярной диффузии в квазидвумерной постановке [14]. Подобная приближенная модель достаточ-
но хорошо описывает состояние ионосферы средних и низких широт в спокойных условиях [3],
[13], [14]. Данная постановка задачи усвоения имеет смысл, поскольку в модели F слоя ионосфе-
ры ИВМ РАН для интегрирования по времени используется метод расщепления по физическим
процессам [15], позволяющий включить усвоение на одном из этапов расщепления в рамках ре-
ализации всей модели. Построение системы усвоения данных на основе такого подхода для пол-
ной трехмерной модели ионосферы является предметом следующих работ. Отметим, что в про-
стейшей версии трехмерной модели, не включающей полного описания трехмерного переноса,
можно использовать предложенный в данной статье подход практически без изменений, по-
скольку рассматриваемые уравнения записываются одинаково на всех долготах, а зависимость
от долготы и времени входит в коэффициенты уравнений, их правые части, а также в данные на-
блюдений. В перспективе подобный подход позволит построить системы усвоения данных для
совместных моделей термосферы – ионосферы.

Основная цель данной работы – разработка и реализация первой версии системы вариацион-
ного усвоения данных для диффузионной модели ионосферы [14]. Для получающейся при этом
системы уравнений требуется построить ее аппроксимацию, исследовать разрешимость и сходи-
мость, предложить алгоритм реализации, а также провести контрольные численные экспери-
менты для исследования точности предложенного алгоритма. В качестве данных наблюдений в
работе рассматриваются данные о ПЭС.

Работа состоит из трех частей. Во втором разделе рассмотрена постановка задачи усвоения
для простейшей двумерной модели ионосферы, в которой в качестве основного уравнения вы-
брано двумерное уравнение амбиполярной диффузии. Для этой модели сформулирована обоб-
щенная постановка для задачи ассимиляции данных наблюдений в виде интегралов электрон-
ной концентрации по ряду независимых прямолинейных траекторий (ПЭС). Рассмотрены
вопросы корректности и разрешимости данной задачи, сформулирован алгоритм ее дискретиза-
ции. В разд. 4 рассмотрены особенности численной реализации алгоритма для решения после-
довательности систем прямых и сопряженных уравнений (разностные схемы для диффузионно-
го оператора прямой и сопряженной задач, сохраняющие направление магнитных силовых ли-
ний, способ аппроксимации оператора наблюдения), а также исследована сходимость
разностных постановок. В разд. 5 приведены результаты контрольных численных эксперимен-
тов, оценивающих точность и эффективность построенного алгоритма и его реализации. Нако-
нец, в заключении сформулированы основные результаты работы.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В качестве основной постановки модели ионосферы в данной работе рассмотрим двумерную
модель динамики F слоя, учитывающую процессы ионизации, плазмохимии, а также амбипо-
лярной диффузии и гравитационного оседания [14], [30].

Пусть  – высота,  – широта,  – время,   – сфери-
ческий слой, . Рассмотрим уравнение амбиполярной диффузии в приближении
тонкого сферического слоя:

2 http://www.ips.gov.au/Satellite/2/1

z ϕ t Ω ϕ ≤ ≤= {( , ) | ;b tz z z z −π ≤ ϕ ≤ π ⊂ R
2/2 /2}

× Ω= (0, )TQ T
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Здесь  – электронная концентрация,  – угол магнитного наклонения,  –
функция фотоионизации,  – функция рекомбинации,  и  – потоки на верх-
ней и нижней границах расчетной области, которые в данной работе мы будем полагать равными

нулю. На полюсах (при ) эффективные коэффициенты диффузии равны нулю, и в задаче

ставится условие ограниченности производных  по широте.

Будем считать правую часть  равной , где  – известная функция фотоионизации, а
 – добавочное слагаемое, рассматриваемое в данной постановке задачи в качестве управления.

Считаем также, что заданы данные наблюдений – конечный набор интегралов от решения вдоль
заданных прямолинейных траекторий , соединяющих спутник с точкой на поверхности Земли
(TEC – total electron content или ПЭС – полное электронное содержание). Для простоты будем
вести интегрирование по тонким прямоугольникам  (аппроксимирующим прямые , вдоль
которых рассчитывается сигнал для вычисления TEC-ов):

(1)

Значения интегралов с течением времени меняются, поскольку функция  зависит от вре-
мени, поэтому  также зависят от времени. Эти зависимости мы полагаем известными.

Рассмотрим задачу восстановления профилей по наблюдаемым ПЭС следующего вида: найти
функцию  и управление , определенные в , такие, что  является решением
уравнения амбиполярной диффузии c известным начальным условием и удовлетворяет данным
наблюдений (1): известны интегралы по подобластям  и их зависимости от времени (TEC-и)
(этих подобластей всего ).

Введем обозначения , ,  – симметрич-

ная матрица коэффициентов диффузии, а также оператор  и градиент .

Обозначим также вертикальные и горизонтальные скорости , . Вве-

дем также для краткости обозначение  – элемент площади. Тогда выписанную
систему можно записать более кратко:
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Уравнение амбиполярной диффузии-плазмохимии для модели ионосферы подробно рас-
смотрено в работе [14]. Отметим ряд его ключевых особенностей.

1. Величина коэффициента диффузии  меняется на 6–7 порядков при изменении высоты 
от  до  км.

2. Уравнение модели фактически отражает баланс массы для заряженных частиц, и поэтому
для решения этого уравнения необходимо использование консервативных схем.

3. Диффузия, описываемая этим уравнением, идет вдоль магнитных силовых линий. Это
утверждение эквивалентно вырожденности в каждой точке тензора “коэффициентов диффузии”

Умножив уравнение скалярно на  и проинтегрировав по всей расчетной области, можно полу-
чить (при однородных краевых условиях и нулевых функциях  и ) интегральное соотношение,
отражающее геометрические характеристики диффузионных процессов (под знаком двойного
интеграла в правой части стоит квадрат производной электронной концентрации по направле-
нию магнитной силовой линии):

(2)

Корректная аппроксимация диффузионного оператора, обладающая разностным аналогом это-
го соотношения (и потому абсолютно устойчивая при подходящей аппроксимации по времени),
уже изучена в работе [31]. Эта аппроксимация в данной работе будет использована при числен-
ном решении системы прямых и сопряженных уравнений.

3. ОБОБЩЕННАЯ ПОСТАНОВКА

Будем рассматривать функции , , а решения  из подпро-

странства  в пространстве , где  состоит из таких функций, что 

. Производная  понимается в обобщенном смысле: для всякой

 ее производная по времени есть элемент , т.е. непрерывный
оператор из пространства пробных (бесконечно гладких финитных)  в пространство

. Его действие задается формулой . Ограничение 

 означает, что требуется, чтобы производная  являлась функционалом из

 при почти всех , и нормы этих функционалов (зависящие от параметра ) были инте-
грируемы с квадратом на . Известно (см. [32], гл. 3, теорема 1.1), что все функции из  яв-
ляются непрерывными как отображения  при должном изменении на множестве
меры нуль в отрезке  (гарантируется, что такое изменение возможно).

Умножим скалярно первое уравнение на пробную функцию  из класса  и проинтегри-
руем по . С помощью интегрирования по частям получим:
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Последнее равенство, записанное для произвольной функции , будет обобщенной по-
становкой исходной задачи, если подставить  вместо потоков

при  и : это исключит слагаемые с интегралами по широте на нижней и верхней гра-
ницах.

Обозначим

Введем следующие билинейные формы и операторы:

• .

Определим оператор  равенством , т.е.  – функционал, действующий на
пробную функцию . Оператор  действует из пространства  в ,
его область определения есть ;

Наконец, определим оператор  

Отметим, что повторное интегрирование по частям в обобщенной постановке приводит к со-
отношениям, которые впоследствии будут использованы в качестве краевых условий сопряжен-
ной задачи (они имеют такой же вид, как краевые условия для  в прямой задаче, но без слагае-
мого ):

Физический смысл этого краевого условия тот же: поток вдоль магнитной силовой линии ра-
вен нулю.
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• Оператор , действие которого определяется формулой 
, где  – вектор-функция, компоненты которой есть , . Из билиней-

ной формы

легко видеть, что действие оператора  определяется формулой:

где  есть характеристическая функция подобласти .

Мы будем рассматривать действие  лишь на функции из пространства , а образы эле-

ментов  под действием  рассматривать в том числе как элементы .

Исходную задачу теперь можно сформулировать в виде

Отметим, что функция потока  на верхней границе расчетной области по существу неиз-
вестна и была положена равной нулю. Одним из путей модификации предложенной модели

может быть рассмотрение вектор-функции управления  с тем,

чтобы использовать данные наблюдений для восстановления не только функции , но и
функции .

3.1. Плотная разрешимость задачи, регуляризация и итерационный процесс

Рассмотрим задачу в операторной форме:

(3)

Если исключить из системы (3) переменную , оставив только управление , то останется за-
дача вида , где ,  (здесь и далее  – оператор наблюде-
ний).

Утверждение 1. Имеет место плотная разрешимость задачи .

Доказательство. Плотная разрешимость (плотность  в пространстве, куда действует )
эквивалентна в силу теоремы Фредгольма .

Покажем, что уравнение  имеет только тривиальное решение. Будем при этом счи-
тать, что функции скоростей  и , входящие в оператор , таковы, что  имеет ограниченный
обратный  (при  это очевидно, поскольку функция рекомбинации в правой части
прямого уравнения , и поэтому оператор  ограничен снизу). Тогда , и урав-

нение  после обозначения  принимает форму (краевые усло-
вия не указаны)
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или (в развернутой форме)

Из  сразу следует, что . Будем считать, что  попарно различны.
Тогда все функции  тождественно равны нулю, что и требовалось.

Замечание 1. Задача  не является однозначно разрешимой.
В самом деле, однозначная разрешимость задачи эквивалентна . Несложно заме-

тить, что пространство  отлично от нулевого, поэтому решение задачи не является един-
ственным.

Включим рассматриваемую задачу (3) в семейство задач оптимального управления вида

(4)

где ,  – управление, а

Тем самым рассматривается регуляризация по Тихонову  для исходной
задачи . При  регуляризованная задача корректно разрешима, поскольку оператор

 самосопряженный, а его спектр отделен от нуля.
Если же , то такая задача оптимального управления эквивалентна задаче 

(симметризации Гаусса задачи ). Известно, что симметризация Гаусса для уравнения
 приводит к уравнению, равносильному уравнению , где  – ортопроектор на

. Таким образом, переход от уравнения  и последующее рассмотрение задач (4) свя-
заны с последовательностью корректно разрешимых (при ) задач, не эквивалентных, вооб-
ще говоря, исходной задаче (3). При этом в предположении о компактности оператора  извест-
но [34], что при  решение регуляризованной системы  сходится к решению задачи при

, имеющему минимальную норму, т.е. к псевдорешению симметризованного уравнения
 (напомним, что  нетривиально). Это значит, что при достаточно малых 

решение регуляризованной задачи оптимального управления может рассматриваться как при-
ближенное решение симметризованного уравнения. Запишем систему вариационных уравне-
ний, выражающую условия оптимальности функционала :

В “классической форме записи” эти уравнения имеют следующий вид:
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Система прямых и сопряженных уравнений решается итерационно: рассматривается после-
довательность ,  и , удовлетворяющая системе

Отметим, что итерационные процессы для решения систем оптимальности, связанных с за-
дачей ассимиляции данных наблюдений, подробно рассматриваются в [34].

Параметр  в текущей постановке выбран постоянным. Относительно сходимости итераци-
онного процесса известно следующее [33]:

Утверждение 2. При положительном параметре регуляризации  итерационный процесс схо-

дится при , где отрезок  содержит спектр оператора .

В частности, метод сходится при .

4. РАЗНОСТНЫЕ АППРОКСИМАЦИИ ОПЕРАТОРОВ ЗАДАЧИ

Приведем описание используемой конечно-разностной аппроксимации системы вариацион-
ных уравнений, выражающих условие оптимальности сеточного функционала :

(5)

Для аппроксимации диффузионного оператора ранее была разработана абсолютно устойчи-
вая схема первого порядка точности, обладающая разностным аналогом соотношения

имеющего место для уравнения амбиполярной диффузии при нулевых ,  и скорости , а также
нулевых краевых условиях. Подробное описание этой схемы приведено в работе [31]. Приведем
эту схему для прямой задачи (для сопряженной задачи аппроксимация диффузионного операто-
ра проводится аналогичным образом):
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При использовании неявной схемы аппроксимации по времени (или схемы Кранка-Никол-
сон) полученная разностная схема для решения двумерного уравнения является абсолютно
устойчивой. На разностном уровне такая схема обладает аналогом приведенного интегрального
соотношения:

Наличие такого соотношения, с одной стороны, корректно отражает геометрию диффузионных
процессов (которые идут вдоль магнитных силовых линий), а с другой – отражает диссипатив-
ность рассматриваемой задачи.

Для гиперболических слагаемых, отвечающих переносу, в прямой задаче используется стан-
дартная аппроксимация центральными разностями.

Такая же схема применяется и для оператора диффузии в сопряженном уравнении (интегри-
рование по времени ведется “в обратном направлении”). Отметим, что аппроксимации всех опе-
раторов в сопряженной задаче выбираются таким образом, чтобы на разностном уровне соблю-
далось тождество Лагранжа (в сферической метрике).

Аппроксимация интегралов вдоль прямых (интегралов по “тонким прямоугольникам”), фи-
гурирующих в качестве условий наблюдения (наблюдаются ПЭС на отдельных траекториях)
осуществляется следующим образом. Фиксируются точки  и  на верхней и нижней
границах расчетной области – концы отрезка интегрирования. Этот отрезок разбивается на 
частей, после чего интегрирование ведется методом прямоугольников. Узлы для вычисления ин-
тегральной суммы, вообще говоря, не попадают в узлы сетки, поэтому используется стандартная
четырехточечная интерполяция (вычисляется ячейка сетки, в которую попадает соответствую-
щий узел).

В результате для каждой фиксированной траектории, вдоль которой вычисляется ПЭС, фор-
мируется матрица коэффициентов , с которыми следует вычислять линейную форму

, аппроксимирующую интеграл . При этом та же сеточная функция  опре-

деляет и правую часть сопряженного уравнения: от фиксированной -й траектории в правую
часть сопряженного уравнения пойдет функция , умноженная на разность приближенно вы-

численного ПЭС ( ) и наблюдаемого значения ПЭС.

Приведем теперь ряд утверждений об аппроксимационных свойствах регуляризованной (т.е.
при ) конечно-разностной задачи (5). Прежде всего докажем, что решение конечномерной
системы (5) сходится к решению дифференциальной системы оптимальности (4). Поскольку по-
строенные разностные схемы аппроксимируют операторы дифференциальной задачи, для этого

остается доказать их устойчивость. Покажем, что она имеет место при условии , где 

– длина интервала времени, на котором решается задача усвоения. В случае, если константа

 окажется больше единицы, достаточно разбить отрезок времени  на несколько под-

отрезков, на каждом из которых эта константа меньше единицы, и потому на каждом подотрезке
рассмотренная схема устойчива.

Отметим, что исследования устойчивости разностных схем для систем прямых и сопряжен-
ных уравнений в различных постановках приведены в работе [35].
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Утверждение 3. Разностная схема для системы оптимальности (5) устойчива при условии

.

Доказательство приведем для случая нулевой скорости  (в этом случае оператор  включает
только производную по времени и диффузионный оператор ). Обозначим через  конечно-
разностную аппроксимацию диффузионного оператора, соответствующую рассматриваемой
схеме. Будем рассматривать сферическую сеточную норму ( -норму с весом ): в этой

метрике  симметричен и неотрицательно определен (см. [31]).
При нулевых начальных и краевых условиях система конечно-разностных прямых и сопря-

женных уравнений имеет вид:

(аппроксимация по времени – неявная). Здесь ,  и  – векторы (их размерность равна числу
узлов пространственной сетки), а верхний индекс отвечает моменту времени. Отметим, что со-
пряженное уравнение (относительно переменной ) решается в обратном направлении по вре-
мени.

После исключения  с помощью последнего уравнения получаем:

Введем в рассмотрение также оператор . Поскольку в сферической метрике  об-
ладает свойствами симметричности и неотрицательной определенности, . Систему можно
переписать в виде

Применяя рекурсивно первое уравнение системы, получаем ,

откуда

а тогда, поскольку правая часть не зависит от , справедлива и оценка

Отметим, что  – длительность интервала времени, на котором решается система (5).
Аналогичное рекурсивное применение второго уравнения самому к себе и последующая оценка
норм приводят к похожему соотношению:
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Подставим оценку для  в правую часть оценки для  и получим

Замечание 2. Приведенное доказательство устойчивости остается справедливым и в случае,
когда скорость  отлична от нулевой, но бездивергентна. Однако численные эксперименты по-
казывают, что схема остается устойчивой и при ненулевой скорости , не являющейся бездивер-
гентной.

Относительно сходимости сеточных решений в численных экспериментах при устремлении
параметра регуляризации  к нулю справедливо следующее:

Утверждение 4. Сеточные решения  при  сходятся, причем  сходится к псевдоре-
шению  конечно-разностной задачи .

Доказательство. Пусть  и  – сингулярные ортонормированные базисы опе-
ратора  (ортонормированные базисы из собственных векторов операторов  и

),  – квадраты его сингулярных чисел,  – нулевое сингулярное число (оно при-

сутствует, поскольку  имеет ненулевое ядро). Решение регуляризованного уравнения имеет

вид  (заметим, что оно не содержит компонент

по векторам , отвечающим ). При  получаем в пределе сеточную функцию

, совпадающую с псевдорешением  задачи , т.е. с решением зада-

чи  наименьшей нормы.
На практике сходимость итерационного процесса для конечно-разностной задачи наблюда-

ется и при , но параметр  приходится выбирать на порядок меньше, чем в регуляризован-
ном случае, даже при достаточно малых .

Замечание 3. Псевдорешение (сеточная функция)  аппроксимирует некоторое решение
дифференциальной задачи , при котором значение функционала  близко к мини-
мальному. При этом конечно-разностная задача  плотно разрешимой не является (яд-
ра  и  ненулевые одновременно), поэтому минимальное значение сеточного функциона-

ла  отлично от нуля и равно квадрату расстояния от сеточной функции  до образа .
Заметим, однако, что при измельчении шага сетки нижняя грань множества значений  стре-
мится к нулю, поскольку значение  при соответствующем выборе сеточных норм аппроксими-
рует значение .

5. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Для исследования качества восстановления распределения электронной концентрации про-

ведем серию контрольных численных экспериментов, использующих в качестве данных наблю-
дений тестовые значения ПЭС с заданным относительным отклонением от решения прямой за-
дачи. Проводится модельный эксперимент по усвоению данных наблюдений следующего вида:
ищется численное решение невозмущенной прямой задачи на всем отрезке времени, затем оно
изменяется заданным относительно малым возмущением, после чего вычисляются интегралы
(ПЭС) по выбранным траекториям. В качестве прямой модели в данной работе используем уже
рассмотренную в предыдущих работах [14], [30] диффузионную модель F слоя ионосферы, все
параметры которой соответствуют стандартному состоянию невозмущенной ионосферы. Тем
самым мы получим тестовые данные наблюдений (на всем отрезке времени) по возмущенному
распределению электронной концентрации, вообще говоря, не являющемуся решением уравне-
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ния амбиполярной диффузии. В ходе тестовых численных экспериментов будем восстанавли-
вать с помощью системы ассимиляции решение по построенным возмущенным данным наблю-
дений. При этом в итерационном процессе для решения системы (5) на одной итерации решает-
ся прямое уравнение (“вперед по времени”), а затем сопряженное уравнение (“назад по
времени”) на всем временном отрезке, после чего правая часть прямой задачи корректируется
для перехода к следующей итерации.

Для всех численных экспериментов в качестве тестовых данных наблюдений будем использо-
вать решения прямой задачи, возмущенные умножением на функцию 
(эта функция на верхней и нижней границах обращается в , а внутри расчетной области меняет
исходное решение не более, чем на ). В качестве траекторий интегрирования рассмотрим по
отдельности случай отдельных вертикальных ПЭС и случай непрерывного заполнения части
расчетной области наклонными ПЭС.

Отметим, что во всех проведенных экспериментах  итераций достаточно для установления
рассчитываемых профилей: на практике дальнейшие итерации не приводили к значимому из-
менению решения. При этом сходимость наблюдалась и при нулевом параметре регуляризации,
но взятие достаточно малого положительного значения  позволяет на порядок увеличить пара-
метр  итерационного процесса без заметного изменения восстановленного численного решения.

5.1. Восстановление профилей в дневном стационарном распределении
Для исследования качества восстановления стандартного стационарного пространственного

распределения электронной концентрации рассмотрим постановку прямой задачи при фикси-
рованной правой части, для которой имеет место сходимость к стационарному решению. В этой
постановке на отрезке времени 24 ч рассматривается сходимость к дневному стационарному рас-
пределению электронной концентрации с нулевых начальных условий при постоянной функ-
ции фотоионизации . При такой постановке все параметры модели фиксированы во времени
и соответствуют стандартному полуденному невозмущенному состоянию ионосферы в условиях
весеннего равноденствия [14], [30]. Для прямой задачи при фиксированной правой части, отве-
чающей дневному невозмущенному состоянию системы, решение сходится к стационарному
(характерное время сходимости на всей расчетной области с нулевых начальных условий – по-
рядка  ч). Применим построенный алгоритм восстановления решения по вычисленным дан-
ным наблюдения и получим решение конечно-разностной задачи, дающее приближенное реше-
ние системы оптимальности (5). Цель такого контрольного эксперимента – проверка эффектив-
ной работы алгоритма и качества восстановления пространственного распределения
электронной концентрации.

Для первого эксперимента для вычислений ПЭС используем строго вертикальные траекто-
рии. Будем в качестве данных наблюдений рассматривать интегралы возмущенного решения по
вертикальным траекториям на ограниченном количестве точек (на фиксированных широтах:
‒71°, –53°, –35°, –17°, 0°, 17°, 35°, 53° и 71°).

На фиг. 1 представлены результаты восстановления тестового вертикального профиля для об-
ласти экватора, низких и средних широт (отметим, что при постановке предполагалось суще-
ствование наблюдений на этих широтах). Эксперименты показали аналогичные результаты и
для симметричных относительно экватора широт. Для всех широт интегральная ошибка много
меньше (на  порядка), чем интеграл от восстановленного (или от “истинного”) профиля. Отме-
тим, что ассимиляция смещает положение максимума электронной концентрации вверх, а от-
клонение восстановленного профиля от “истинного” по высоте составляет  вблизи максиму-
ма (такая ошибка по высоте расположена приблизительно на  км ниже максимума) и макси-
мально вблизи верхней границы. При этом форма профиля в целом немного изменяется, что не
противоречит постановке, поскольку ядро оператора  ненулевое. Наибольшая ошибка восста-
новления вблизи верхней границы составляет около 10% и связана с выбором вида функции воз-
мущения, на которую было умножено решение при подсчете модельных данных наблюдений:
после умножения изменилась структура профилей, и возмущенное распределение электронной
концентрации уже не является решением прямой задачи, а наклон профиля вблизи верхней гра-
ницы не согласован с краевыми условиями для уравнения амбиполярной диффузии.

На фиг. 2 приведено распределение по широтам одного из ключевых практически значимых
параметров ионосферы – величины максимума (по высоте ) электронной концентрации и
ошибки восстановления. Видно, что с точки зрения максимальной по высоте электронной кон-
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центрации предложенный алгоритм с высокой точностью (ошибка в средних широтах, на кото-
рых были выбраны данные наблюдений, не превосходит  после ассимиляции по сравнению с
исходным возмущением порядка , а наименьшая точность  получена на экваторе) вос-
станавливает искомое значение, причем усвоение данных по вертикали влияет на близлежащие

1%
10% ∼2%

Фиг. 1. Вертикальные распределения электронной концентрации для широт 0° (а), 35° (в) и 53° (д), полученные
решением только прямой задачи для модели ионосферы (голубая линия), решением задачи восстановления
(фиолетовая линия) и ожидаемое по восстановлению тестовое “точное” решение (зеленая), а также профили
абсолютной разницы восстановленного и точного решения для широт 0° (б), 35° (г) и 53° (е). В качестве тесто-
вых данных наблюдений использованы данные о вертикальных ПЭС. Концентрации электронов приведены
в см–3.

500 (a) (б)

(в) (г)

(д) (е)

Восстановленный профиль

Разница истинного и
восстановленного профилей

Разница истинного и
восстановленного профилей

Разница истинного и
восстановленного профилей

Истинный профиль
Невозмущенный профиль

Восстановленный профиль
Истинный профиль
Невозмущенный профиль

Восстановленный профиль
Истинный профиль
Невозмущенный профиль

450

400

350

z,
 к

м

z,
 к

м

300

250

200

150

100

500

450

400

350

300

250

200

150

100

500

450

400

350

z,
 к

м

z,
 к

м

300

250

200

150

100

500

450

400

350

300

250

200

150

100

500

450

400

350

z,
 к

м

z,
 к

м

300

250

200

150

100

500

450

400

350

300

250

200

150

100

3e+06

1.2e+06 60 00040 00020 0000�20 000�40 0001e+06800 000600 000400 000200 0000

100 0000�100 0002.5e+062e+061.5e+06
n, см�3 n, см�3

n, см�3 n, см�3

1.2e+06 60 00040 00020 0000�20 000�40 0001e+06800 000600 000400 000200 0000
n, см�3 n, см�3

1e+06500 0000



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 5  2023

УСВОЕНИЕ ДАННЫХ ДЛЯ ДВУМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ 817

широты приблизительно на 2° по обе стороны от широты, где расположена траектория интегри-
рования.

Теперь рассмотрим эксперимент с наблюдаемыми данными – интегралами вдоль заданных
наклонных прямолинейных траекторий, оставив прежними все остальные параметры модели.
Зададим фиксированный угол наклона прямолинейных траекторий следующим образом: точку
на высоте  км и широте  соединим с точкой на высоте  км и широте , а
затем покроем максимально возможную часть области такими траекториями. При таком подхо-
де вертикальные профили на широтах от –55° до 55° оказываются полностью покрыты траекто-
риями интегрирования, поэтому вновь можно провести сравнение восстановленных и возму-
щенных профилей на этих широтах. На фиг. 3 приведены результаты восстановления профилей
для тех же широт, что и в случае вертикальных профилей наблюдения.

Результаты восстановления имеют схожую структуру и величины ошибок со случаем верти-
кальных профилей. При этом ошибка восстановления профиля несколько уменьшилась вблизи
верхней границы и увеличилась в районе максимума для средних широт. Это связано с тем, что
наклонные траектории сильнее сконцентрированы вблизи верхней и нижней границ расчетной
области по сравнению с вертикальными. Ниже на фиг. 4 приведены распределения по широтам
для величины максимума (по высоте ) электронной концентрации, а также ошибка восстанов-
ления этой величины.

На широтах  ассимиляция практически не повлияла на величину максимума, по-
скольку траектории интегрирования не затрагивали часть вертикального профиля, содержащую
максимум. То же относится и к области в окрестности северного полюса. В остальных широтах
восстановление максимума происходит приблизительно с одинаковой точностью (не более 
по сравнению с исходным возмущением в ). Отметим, что абсолютная ошибка восстановле-
ния максимума на экваторе втрое больше, чем в средних широтах, но и значение электронной
концентрации в экваториальной зоне также приблизительно втрое больше.

Поскольку в качестве тестовых данных наблюдений фигурируют лишь интегралы от возму-
щенного решения прямой задачи, но не само возмущенное решение, при модификации возму-
щенного профиля дополнительно без изменения интеграла данные никак не преобразуются, и
поэтому восстановление приведет к тем же самым результатам. Высокое качество восстановле-
ния в обоих приведенных экспериментах по восстановлению стационарного решения обуслов-
лено хорошей корреляцией возмущенного профиля и стационарного невозмущенного решения
(положение максимума, промежутки убывания и возрастания скоррелированы).

= 500tz ϕ = 100bz ϕ − °( 35 )

z

− ° − °[ 90 , 65 ]

3%
10%

Фиг. 2. Широтные распределения максимума электронной концентрации по высоте (а), полученные решени-
ем только прямой задачи для модели ионосферы (голубая линия), решением задачи восстановления (фиолето-
вая линия) и ожидаемое по восстановлению тестовое “точное” решение (зеленая), а также разница восстанов-
ленного и точного широтных распределений максимума (б). Используемые данные наблюдений – вертикаль-
ные ПЭС. Концентрации электронов приведены в см–3.
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5.2. Восстановление профилей в суточном ходе

Для более реалистичного эксперимента рассмотрим суточный ход на отрезке времени 48 ч, в
котором начальные условия выбираются в соответствии с установившимся суточным циклом,
фотоионизация  меняется в зависимости от времени в соответствии с изменением зенитного
угла Солнца [36], а остальные внешние параметры модели остаются фиксированными. Такая по-

0P

Фиг. 3. Вертикальные распределения электронной концентрации для широт 0° (а), 35° (в) и 53° (д), полученные
решением только прямой задачи для модели ионосферы (голубая линия), решением задачи восстановления
(фиолетовая линия) и ожидаемое по восстановлению тестовое “точное” решение (зеленая), а также профили
абсолютной разницы восстановленного и точного решения для широт 0° (б), 35° (г) и 53° (е). В качестве тесто-
вых данных наблюдений использованы данные о наклонных ПЭС. Концентрации электронов приведены
в см–3.
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становка позволяет изучить характеристики восстановления в динамике. Как и в предыдущем
эксперименте, данные считаются известными на каждом шаге по времени, а одной итерации
процесса решения системы прямых и сопряженных уравнений соответствует решение прямого
уравнения на всем временном интервале, а затем сопряженного уравнения на том же интервале
времени в обратном направлении, после чего обновляется правая часть.

Исследуем качество ассимиляции данных наблюдений при моделировании суточного хода за
время , равное  сут. Цель эксперимента – проверка качества восстановления решения не толь-
ко по пространству, но и во времени. Приведем результаты восстановления решения при зада-
нии вертикальных ПЭС на ограниченном количестве широт, аналогично предыдущим (см.
п. 5.1) экспериментам (–71°, –53°, –35°, –17°, 0°, 17°, 35°, 53° и 71°). Восстановленное решение
на широтах 0°, 35° и 53°, а также разница между возмущенным и восстановленным решениями
на этих широтах представлены на графиках.

На фиг. 5 и фиг. 6 представлен временной ход вертикального распределения электронной кон-
центрации, восстановленной в результате ассимиляции по данным о вертикальных (фиг. 5) и на-
клонных (фиг. 6) ПЭС на исследуемых широтах. Как отмечено выше, формирование тестовых
данных наблюдений осуществлялось полностью аналогично описанному в п. 5.1 способу.

Представленные результаты показывают, что при ассимиляции данных для обоих типов ПЭС
(вертикальных и наклонных) решение приближается к истинному возмущенному. Интегралы от
полученного решения совпадают с выбранными данными наблюдений вплоть до третьего по-
рядка. При этом максимум электронной концентрации немного сдвигается вверх по высоте, а
наибольшая ошибка восстановления в окрестности максимума расположена приблизительно на

 км ниже него и не превосходит  (на экваторе эта ошибка максимальна) по сравнению с ис-
ходной ошибкой  для невозмущенного решения. Во всей расчетной области ошибка восста-
новления максимальна вблизи верхней границы, как и в стационарном случае, в силу несогласо-
ванности возмущения с верхним краевым условием прямой задачи (восстановленное решение
обязано ему удовлетворять, а возмущенное – заведомо не удовлетворяет). При этом вблизи верх-
ней границы восстановленное решение оказывается несколько завышенным. Тем самым в ди-
намике, при переменной по времени правой части, с точки зрения характеристик восстановлен-
ных профилей наблюдаются те же эффекты, что и для восстановленного дневного стационарно-
го решения в п. 5.1. В суточным цикле наибольшие относительные ошибки восстановления
ожидаемо соответствуют дневным условиям, ошибки в ночное время не превышают 1% для всех
экспериментов.

Рассмотрим отдельно восстановление величины максимальной (по высоте) электронной
концентрации. На фиг. 7 приведены результаты восстановления этого максимума как для случая
вертикальных траекторий интегрирования в данных наблюдений, так и для случая непрерывно-
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40 2%
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Фиг. 4. Широтные распределения максимума электронной концентрации по высоте (а), полученные решени-
ем только прямой задачи для модели ионосферы (голубая линия), решением задачи восстановления (фиолето-
вая линия) и ожидаемое по восстановлению тестовое “точное” решение (зеленая), а также разница восстанов-
ленного и точного широтных распределений максимума (б). Используемые данные наблюдений – наклонные
ПЭС. Концентрации электронов приведены в см–3.
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Фиг. 5. Временной ход вертикальных распределений электронной концентрации для широт 0° (а), 35° (в) и 53°
(д), полученный решением задачи восстановления, а также профиль абсолютной разницы восстановленного и
точного решения для широт 0° (б), 35° (г) и 53° (е). В качестве тестовых данных наблюдений использованы дан-
ные о вертикальных ПЭС. Полудню соответствуют отметки 12 и 36 на оси времени. Изолинии проведены в
106 и 104 см–3 соответственно.
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Фиг. 6. Временной ход вертикальных распределений электронной концентрации для широт 0° (а), 35° (в) и 53°
(д), полученный решением задачи восстановления, а также профиль абсолютной разницы восстановленного и
точного решения для широт 0° (б), 35° (г) и 53° (е). В качестве тестовых данных наблюдений использованы дан-
ные о наклонных ПЭС. Полудню соответствуют отметки 12 и 36 на оси времени. Изолинии проведены в 106 и
104 см–3 соответственно.
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го заполнения области наклонными траекториями: слева приведены результаты расчета макси-
мума по высоте для обоих случаев, а справа приведены разности максимумов восстановленных
решений и “истинного” (возмущенного) распределения для обоих случаев траекторий (верти-
кальных и наклонных).

Фиг. 7. Временной ход максимума распределения электронной концентрации для широт 0° (а), 35° (в) и 53° (д),
полученный решением задачи восстановления для случаев вертикальных траекторий (фиолетовая линия), на-
клонных траекторий (зеленая линия), ожидаемая “точная” зависимость максимума от времени (голубая ли-
ния) и зависимость максимума для невозмущенного решения прямой задачи (желтая линия), а также профиль
абсолютной разницы восстановленного и точного значения максимума для вертикальных траекторий (фиоле-
товая линия) и наклонных траекторий (зеленая линия). Представлены широты 0° (б), 35° (г) и 53° (е).
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Из представленных графиков видно, что ассимиляция существенно приближает максималь-
ное значение электронной концентрации к “истинному” (ошибка составляет не более  для
вертикальных ПЭС и  для наклонных ПЭС соответственно по сравнению с ошибкой в 
для невозмущенного решения). При этом восстановление по наклонным траекториям оказыва-
ется несколько хуже, поскольку большая часть такой траектории расположена в окрестностях
верхней и нижней границ расчетной области, в то время как максимум электронной концентра-
ции расположен ближе к ее середине по оси  (на высоте порядка 300 км).

2%
3% 10%

z

Фиг. 8. Временной ход максимума распределения электронной концентрации для широт 0° (а), 35° (в) и 53° (д),
полученный решением задачи восстановления для случая наклонных траекторий (фиолетовая линия), ожида-
емая “точная” зависимость максимума от времени (зеленая линия) и зависимость максимума для невозмущен-
ного решения прямой задачи (голубая линия), а также профиль абсолютной разницы восстановленного и точ-
ного значения максимума для наклонных траекторий (фиолетовая линия). Случай равенства нулю интеграла
от возмущения решения по вертикали. Представлены широты 0° (б), 35° (г) и 53° (е).
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Отметим, что более качественное восстановление решения при вертикальных ПЭС было свя-
зано в том числе с конкретным видом возмущения. В самом деле, предположим, что решение
было возмущено таким образом, чтобы интеграл по любой вертикальной траектории от данного
возмущения равняется нулю. Тогда в процессе усвоения по вертикальным ПЭС в правой части
сопряженного уравнения стоит тождественный ноль, и начальное приближение в итерационном
процессе для решения системы оптимальности (4) изменяться не будет. Тем не менее при выборе
наклонных ПЭС в том же итерационном процессе решение уже будет меняться. Приведем ре-
зультат восстановления максимума электронной концентрации для эксперимента, в котором
данные наблюдений вычислены по решению прямой задачи , возмущенному по правилу

. Нетрудно заметить, что инте-
грал по  на отрезке от  км до  км от добавочного слагаемого в правой части этой формулы
равен нулю. Такое возмущение изменяет форму профиля распределения электронной концен-
трации по высоте, причем знаки возмущения различны в областях выше и ниже высоты

км. Ассимиляция данных приближала решение к возмущенному в части области выше
максимума электронной концентрации (ошибка с  снижалась в этой подобласти до  в
приэкваториальной зоне, с 15 до  вблизи широты 35° и с 15 до  в средних широтах) и мало
изменяла профили ниже  км, поскольку коэффициент диффузии  принимает выше

 км значения, на несколько порядков превосходящие соответствующие значения в ниж-
ней части расчетной области. Рассмотрим восстановление максимальных по  значений реше-
ния на различных широтах.

На фиг. 8 зависимость максимума электронной концентрации после усвоения при выборе
вертикальных траекторий интегрирования не представлена, поскольку она совпадает с невозму-
щенным временным ходом этой величины. При этом использование данных наблюдений на на-
клонных траекториях позволяет улучшить восстановление неизвестного возмущенного распре-
деления электронной концентрации. Отметим, что выбранное возмущение уменьшает значения
функции  в верхней части расчетной области и увеличивает в нижней, поэтому в “точ-
ном” возмущенном решении положение максимума электронной концентрации оказывается
смещено по высоте. Это приводит к тому, что, в частности, максимальное значение на экваторе
в возмущенном решении уменьшается, а в средних широтах увеличивается, и ошибки восста-
новления этой величины имеют характер, отличный от приведенного на фиг. 7 для эксперимен-
та с ненулевым интегралом по вертикали от возмущения.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключение кратко перечислим основные результаты данной работы.
1. Сформулирована постановка задачи вариационной ассимиляции данных наблюдений для

разрабатываемой в ИВМ РАН динамической модели F слоя ионосферы Земли в двумерной диф-
фузионной постановке [14], [30]. В качестве основного типа данных в данной работе рассматри-
ваются интегралы электронной плотности (ПЭС) вдоль прямолинейных траекторий, соединяю-
щих спутник с точкой на земной поверхности. В качестве управления в задаче оптимальности
рассматривается неопределенная добавка к правой части (функции ионизации). Приведена пол-
ная постановка задачи, показана ее плотная разрешимость и рассмотрена ее регуляризация, на
основе которой построен алгоритм решения с помощью итерационного метода, доказана сходи-
мость сеточных решений к псевдорешению конечно-разностной задачи при стремлении пара-
метра регуляризации к нулю.

2. Проведена дискретизация операторов задачи ассимиляции на основе методов, разработан-
ных для решения прямой задачи [14], [30], показаны устойчивость и сходимость разработанного
численного метода решения задачи оптимальности к решению дифференциальной задачи.

3. На основе контрольных численных экспериментов по восстановлению профилей по из-
вестным ПЭС для возмущений, максимум которых скоррелирован с максимумом невозмущен-
ного распределения электронной плотности, показано высокое качество восстановления рас-
пределения электронной концентрации в областях с существованием данных наблюдений. Рас-
смотрены восстановление профилей в задаче о сходимости к дневному стационарному
распределению электронной концентрации с нулевых начальных условий, а также восстановле-
ние профилей в суточном ходе. В обоих случаях алгоритм позволяет достаточно точно восстано-
вить возмущенное тестовое решение (с отклонениями до ) с наибольшими ошибками 2–4%

ϕ( , , )n z t
∈ϕ ϕ + π − ϕnew [100,500]( , , ) = ( , , ) 0.2 sin(2 ( 100)/400) ( , , )max zn z t n z t z n z t

z 100 500
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(в дневных условиях, главным образом в утренние часы) в области максимума и верхней грани-
цы (что связано с особенностями функции возмущения).

Отметим, что в данной работе рассмотрена первая версия системы усвоения данных для мо-
дели ионосферы ИВМ РАН в двумерной диффузионной постановке [14]. В качестве промежу-
точного варианта трехмерной модели, не использующей трехмерного переноса, может быть рас-
смотрен предложенный в данной работе алгоритм, в котором в качестве данных наблюдений ис-
пользуются интегралы по трехмерным траекториям, не локализованным на заданной долготе.
На следующих этапах работы на основе разработанных алгоритмов будет реализована система
усвоения для трехмерной модели ионосферы, учитывающей трехмерный перенос. Один из вари-
антов обобщения предложенной в статье двумерной системы усвоения на трехмерный вариант
заключается в использовании разработанного алгоритма на шаге расщепления трехмерной мо-
дели. В рамках трехмерной версии системы усвоения будет отдельно рассмотрена проблема ее
эффективности и возможности использования в оперативном режиме для прогноза состояния
ионосферы. Отдельно в данной модели будет реализовано усвоение другого типа данных – пол-
ных или частичных вертикальных профилей (получаемых с помощью ионозондов), что потребу-
ет изменение оператора наблюдений в постановке задачи и отдельного исследования точности и
эффективности такой системы при различных конфигурациях данных наблюдений.
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В работе представлено исследование развитого турбулентного пограничного слоя, возника-
ющего при обтекании вязкой несжимаемой жидкостью пластины под нулевым углом атаки и
с нулевым продольным градиентом давления. Для описания турбулентного пограничного
слоя использован волноводный подход, в котором турбулентные пульсации связаны с волна-
ми Толлмина–Шлихтинга, находящимися в состоянии трехволнового резонанса. Для иссле-
дования исходной нелинейной системы уравнений предложена оценка гидродинамических
величин, которая не нарушает общепринятый подход в пограничном слое, но приводит к по-
явлению нового малого параметра: отношению толщины потери импульса пограничного
слоя к длине затухания наименее затухающей моды волн Толлмина–Шлихтинга. На основе
метода многих масштабов получены уравнения для когерентной и стохастической частей
пульсаций. Определены дисперсионные характеристики волн наименее затухающей моды на
профиле средней продольной скорости развитого турбулентного пограничного слоя; проана-
лизированы условия множественного трехволнового резонанса этой моды волн Толлмина–
Шлихтинга. Для когерентной части пульсаций проведено сравнение пульсационных харак-
теристик с известными численными результатами. Библ. 31. Фиг. 7. Табл. 1.

Ключевые слова: несжимаемая вязкая жидкость, турбулентный пограничный слой, волны
Толлмина–Шлихтинга, когерентные структуры.

DOI: 10.31857/S0044466923050241, EDN: GGJGQN

ВВЕДЕНИЕ

На основе большого объема экспериментальных данных в работах [1–5] были проанализиро-
ваны физические процессы в ламинарных и турбулентных пограничных слоях (ТПС). В них по-
казано, что развитый турбулентный пограничный слой содержит организованные вихревые
структуры, определяющие многие физические свойства этих течений. Большой фактический
материал, полученный в последние годы экспериментально о структуре турбулентного погра-
ничного слоя, содержится в работах [6–9]. Краткое изложение этих работ содержится в лекции
№ 7 Ю.С. Качанова [10]. Математическая интерпретация особенностей этих течений предложе-
на в работах [11–13].

В случае ТПС в данной работе рассматриваются модели, основанные на волноводном пред-
ставлении динамики пульсаций. Полученная таким образом модель очень хорошо описывает
свойства развитого турбулентного пограничного слоя (ТПС) и поэтому заслуживает серьезного
обоснования, которое может быть достигнуто путем привлечения теории динамических систем
[14]. Для этого удобно воспользоваться формулировкой известной теоремы Биркгофа–Хинчина,
которая была дана в работе [15]. Она дает условия существования средних величин по времени
для динамических систем определенного вида. Далее приведена теоретическая постановка зада-
чи описания когерентной структуры [16] в развитом ТПС и показано, что с точки зрения теоре-
мы Биркгофа–Хинчина результаты, полученные в [16], вполне обоснованы.

Для определения волноводных свойств ТПС в данной работе используется спектр собствен-
ных значений и собственных функций уравнения Орра–Зоммерфельда на профиле развитого
ТПС [17].

И. И. Липатов

УДК 532.6

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
ФИЗИКА
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Теоретическая часть задачи связана с решением уравнения для когерентной структуры, неко-
торым приближением которого является совокупность гармоник в состоянии множественного
трехволнового резонанса. Ее динамика описывается автономной системой обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. Динамический инвариант этой системы уравнений можно поло-
жить равным 1, что позволяет применить теорему Биркгофа–Хинчина. В результате можно
утверждать, что определенные ранее в [16] средние по времени величины квадратов модулей ам-
плитуд, описывающих когерентную структуру, конечны и допускают корректную численную
оценку. При этом когерентная структура, по своим свойствам воспроизводимости, вполне соот-
ветствует обнаруженной в эксперименте [10] детерминированной турбулентности (DeTu).

1. В работе [16] по аналогии с волноводной моделью [18], [19] из уравнений Навье–Стокса по-
лучено нелинейное уравнение (1) для фурье-составляющей вертикальной скорости волн Толл-
мина–Шлихтинга (Т–Ш), описывающей пульсации в пограничном слое на пластине под нуле-
вым углом атаки при отсутствии продольного градиента давления в одномодовом приближении.
Для этого поле скорости разлагалось на две составляющие: среднюю по времени и флуктуирую-
щую части. Уравнения для когерентной составляющей отделяются от уравнений для случайных
пульсаций в явной форме за счет наличия трехволнового резонанса волн Толлмина–Шлихтинга
дискретного спектра, т.е. имеем в итоге тройное разложение [20] поля скоростей турбулентного
течения. При этом для некогерентной части получается, в общем случае, система “кинетиче-
ских” уравнений, которая при определенных предположениях может быть сведена к одному.

Пусть  – характерный поперечный масштаб течения,  – продольный. Поскольку при оцен-
ке величин в исходных уравнениях сравниваются силовые характеристики, то ,  – тол-
щина потери импульса. Обозначим через  и  средние продольную и поперечную компоненты
скорости, через  – пульсационные компоненты скорости и давление,  – скорость на-
бегающего потока,  – коэффициент кинематической вязкости. Введем безразмерные величи-
ны:  , , , , , , ,

, , , , . Тогда уравнения для  и  в при-
ближении пограничного слоя запишутся в виде

(здесь  – среднее по ансамблю), а для пульсаций , ,

В уравнениях пульсаций использованы следующие обозначения: 
 (по одинаковым индексам предполагается суммирование). В качестве граничных

условий для сформулированной системы уравнений примем: , , при , 

при . Относительно числа Рейнольдса  предполагается, что , .
Уравнения для пульсаций приводятся к системе из двух уравнений: уравнению Орра–Зом-

мерфельда для вертикальной компоненты скорости и уравнению Сквайра для вертикальной
компоненты завихренности. Благодаря тому, что разложение по собственным функциям линей-
ных частей указанных уравнений обладает полнотой, можно решение задачи представить в виде
рядов по собственным функциям.
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Исключая давление из уравнений для пульсаций, получим для вертикальных компонентов
пульсационной скорости  и завихренности  соответственно

При этом компоненты , которые остались неизвестными, определяются из соотношений

Систему уравнений для вертикальных компонентов скорости и завихренности можно упро-
стить, выразив продольную и поперечную компоненты через вертикальную скорость. Прибли-
женно вклад вертикальной завихренности можно учесть в виде индуцированной части решения
уравнения Сквайра для вертикальной завихренности в предположении отсутствия резонансов
между модами Т–Ш и модами уравнения Сквайра. Ищем решение в виде фурье-представления
для вертикальной скорости пульсаций

(1)

Здесь  – фурье-компонент вертикальной скорости пульсаций,  – фурье-компонент ам-
плитуды вертикальной скорости пульсаций,  – нормированная по норме L2 наименее зату-
хающая собственная функция дискретного спектра уравнения Орра–Зоммерфельда с профилем
развитого турбулентного пограничного слоя, ,  – собственная ча-

стота, , , ,  – матричные элементы, определяемые через
интегралы от собственных функций [16],  – члены, обусловленные малыми продольными гра-
диентами компонентов средней скорости ТПС.

Уравнение (1) содержит малый параметр , где  – толщина потери импульса,  – ха-

рактерный продольный масштаб длины. Для асимптотического согласования членов уравнения
вводится соотношение:

(2)

Условие (2), с физической точки зрения, показывает, что учитывается затухание волн Т–Ш на
масштабе L.

В связи с наличием параметра  появляется иерархия масштабов времени:

которые определяют безразмерные переменные   
Когерентная часть пульсаций определяется с помощью соотношения

(3)
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Далее представим скорость в пограничном слое в виде тройной суммы [20]:

(4)

Здесь  – средняя скорость,  – когерентная составляющая,  – стохастическая составляющая.
Амплитуды волн, в соответствии с принципом тройной декомпозиции, также представляются в
виде суммы когерентной и некогерентной частей, для которых получается система уравнений,
содержащих малый параметр . Его наличие позволяет искать решение уравнений (1) для ампли-
туд в виде разложения по этому параметру.

Для решения уравнения (1) воспользуемся методом многих масштабов [21]. Представим про-
изводную по времени амплитуды , в виде разложения по параметру :

Собирая члены при одинаковых степенях , в итоге получаем последовательность из трех
уравнений. Разрешая эти уравнения последовательно в масштабах  и исключая секулярные
члены, получим из первых двух:

(5)

Отметим свойство уравнения (5) для  в масштабе . Оно инвариантно относительно заме-
ны переменных

(6)
В итоге решение для когерентной части представляется в виде (множественный трехволновой

резонанс [19]):

(7)

где  – множество векторов, удовлетворяющих уравнениям трехволново-
го резонанса,  – номера субгармоник, – число субгармоник, дельта-функция Дирака. В
итоге, в случае множественного трехволнового резонанса получаем автономную систему обык-
новенных дифференциальных уравнений [12]:
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получим систему алгебраических уравнений для пар величин

(9)

Поведение решения системы (6) дифференцальных уравнений находится в зависимости от
значений величин  и , которые определяются по коэффициентам . В случае поло-

жительности  и  динамика системы финитна и удовлетворяет динамическому инварианту:

(10)

здесь сумма берется по всем субгармоникам в состоянии трехволнового резонанса с основной
гармоникой. В случае  , инвариант  можно преобразовать к уравнению n-
мерной (n = 2 + 8m) сферы.

Воспользуемся теперь преобразованием (6): ,  – действительная функ-
ция от , которое оставляет неизменным уравнение для амплитуд  в масштабе . В результате
применения этого преобразования константу в выражении (10) можно положить равной 1. В
этом случае относительно системы уравнений (8) выполняются все условия теоремы Биркгофа–
Хинчина в формулировке [15].

2. Приведем здесь теорему Биркгофа–Хинчина в формулировке [15], так как в этой формули-
ровке непосредственно видно соответствие с поставленной задачей.

Пусть состояние рассматриваемой системы представлено точкой  на замкнутом n-мерном
многообразии, а координаты  точки P удовлетворяют следующей автономной си-
стеме дифференциальных уравнений:

(11)

Уравнения (10) в предположении однозначности их решения определяют для каждого  пре-
образование  любого подмножества  многообразия , где  – множество всех то-
чек , в которые передвинутся точки  множества  за промежуток времени . Интегральным
инвариантом называется такая функция множества , для которой всегда , где

 Формулировка теоремы имеет вид [15].

Так что, для любой вещественнозначной функции , определенной на  и суммируемой
относительно , существует и конечен для всех , за исключением, возможно, не более чем
множества , для которого  предел:

(12)

В предыдущем разделе получена автономная система дифференциальных уравнений (8), ре-
шение которой удовлетворяет инварианту (10), нормированному на 1. Это и определяет приме-
нимость теоремы Биркгофа–Хинчина [10] к данному случаю. Таким образом, динамика авто-
номной системы осуществляется на поверхности n-мерной (далее ) единичной сферы.

3. Теорема Биркгофа–Хинчина гарантирует существование средних по времени значений
квадратов амплитуд гармоники и конечного множества субгармоник. В данной статье представ-
лены результаты численного определения этих величин с помощью спектральных характери-
стик волн Толлмина–Шлихтинга (Т–Ш) на профиле средней продольной скорости развитого
ТПС [17].

На фиг. 1 представлена кривая 3 волнового резонанса для  

 . Кривая представляет решение системы уравнений 
, для наименее затухающей моды волн Т–Ш.
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Фигура 2 показывает, что с продольной волной T–Ш с волновым вектором  вступают в ре-
зонанс субгармоники с  и , которые имеют волновые вектора, расположенные практически
по нормали к плоскости симметрии среднего течения, т.е. волны с продольной завихренностью.
Следует обратить внимание на то, что на фиг. 2 по горизонтали отложены единицы, а по верти-
кали – сотни. Фигура 2 дает геометрическое представление о гармонике и субгармониках в про-
странстве волновых чисел. Совокупность векторов субгармонк берется по всем резонансным
тройкам и симметричным к ним относительно горизонтальной оси. Выбор набора субгармоник
проводится из области пространства волновых векторов, в которой множители  положи-
тельны (фиг. 3).

0k
1k 2k

( ) ( )
12 13,j jq q

Фиг. 1. Кривая трехволнового резонанса для наименее затухающей моды волн Т–Ш, .
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Фиг. 2. Совокупность волновых векторов множественного трехволнового резонанса, .
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На фиг. 3 представлено поведение  на кривой трехволнового резонанса от попе-
речного волнового числа . Графическое совпадение кривых в области  не дает пред-
ставления о небольшом, но вполне устойчивом различии этих величин.

Система уравнений (8) для множественного трехволнового резонанса решалась численно с
помощью пакета прикладных программ. Начальные условия для системы (8) задавались точкой,
взятой из множества точек, статистически равномерно распределенных на n-мерной 
единичной сфере. В реальности эти граничные условия формируются в нелинейной области пе-
рехода. Однако окончательные представления об этом процессе являются еще предметом иссле-
дований [22], [23].

Численные результаты показывают, что за очень большой промежуток времени 
инвариант меняется в шестом знаке. В результате можно найти средние значения квадратов ам-
плитуд гармоники и субгармоник за достаточно длительную реализацию во времени численно.

На фиг. 4 представлена зависимость средних квадратов модулей основной гармоники и двух
амплитуд субгармоник множественного трехволнового резонанса, описываемого системой
уравнений (8), вычисленных за конечный интервал времени T. Средние величины определены
как функции интервала осреднения:

Здесь представлены типичные зависимости от времени амплитуды  основной гармони-

ки при  и двух амплитуд субгармоник  при  соответствен-

но, из набора множественного трехволнового резонанса первой моды.

На фиг. 5 представлено сравнение среднего квадрата модулей амплитуд гармоники и субгар-
моник по времени со средними по времени, усредненными по случайному набору начальных
данных (100 вариантов).

В табл. 1 приведено сравнение между средним значением по времени и усредненным по про-
странству при пяти гармониках.
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Сравнение выше полученного результата с усреднением по пространству 

, S есть n-мерная единичная сфера ((n = 42),  – площадь сферы ,

 – элемент площади), показывает, что эти средние близки друг к другу, поэтому можно пред-
положить, что выполняется условие эргодичности. Однако проверка этого предположения тре-
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Фиг. 4. Временные зависимости средних значений квадрата амплитуд основной гармоники   и 

, и двух субгармоник   при , где – средние по времени в масштабе 

значения квадрата модуля амплитуд гармоники и субгармоник.
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бует дальнейших более точных вычислений при получении решения системы (8) и численного
определения средних по времени. Возможно также, что необходимо рассматривать большее чис-
ло субгармоник.

4. Рассмотренная модель ТПС является моделью с самосогласованным полем, так как за ос-
нову берется известное распределение средней продольной скорости. Поэтому первая проверка
модели должна отвечать на вопрос, получаем ли мы исходное распределение средней продоль-
ной скорости. Такая проверка была проведена в работе [26], в которой показано, что экспери-
ментально определенное касательное напряжение вместе с уравнениями Рейнольдса и реологи-
ческими соотношениями модели дают правильное распределение продольной скорости, совпа-
дающее с экспериментальным [27].

Дальнейшая проверка связана с определением средних компонент тензора напряжений. Ре-
шение задачи представимо в виде ,  ) трой-
ной декомпозиция [20]), где – среднее значение по времени и ансамблю и соответствующую
флуктуирующую часть  где  – когерентная и  – стохастическая составляющие турбу-
лентных пульсаций. Для упрощения записи далее индекс у когерентной составляющей опущен.
Стохастические величины полагаются равными нулю. Ниже используется определение (4) сред-
них [11], с помощью которого получаются формулы для средних пульсаций продольной скоро-
сти и компонентов тензора напряжений.

Используя уравнение непрерывности и приближенное выражение для индуцированного ре-
шения уравнения Сквайра нормальной составляющей завихренности , можно получить ком-
поненты Фурье продольной скорости и завихренности.

(13)

(14)

Здесь  определяется формулой (7),  – собственное значение спектральной задачи для урав-
нения Орра–Зоммерфельда,  – вертикальные компоненты пульсаций скорости и завихрен-

ности, k = (α, β), α, β – соответственно продольное и поперечное волновые числа,  – фурье-
компонент амплитуды вертикальной составляющей скорости в развитом турбулентном погра-
ничном слое,  – волновое число основной гармоники,  – волновые чис-
ла субгармоник,  – дельта-функция Дирака,  – собственная функция наименее зату-
хающей моды уравнения Орра–Зоммерфельда.

Суммирование осуществляется по всем субгармоникам в состоянии множественного
трехволнового резонанса, где , – амплитуды гармоники и субгармоник в
состоянии трехволнового резонанса. Амплитуды этих волн удовлетворяют системе дифферен-
циальных уравнений (8). Система амплитуд  удовлетворяет инварианту,
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Таблица 1. Cравнение между средним значением по времени и усредненным по пространству при пяти
гармониках
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представляющему сумму квадратов модулей амплитуд этих волн, умноженных на весовые мно-
жители. С помощью преобразования (6)

и линейной замены переменных инвариант приводится к единице, здесь  и  определены в
работе [12] и вычисляются с помощью статистики 4-го порядка в статистически стационарном
случае.

Из уравнений (13), (14) вычисляются квадраты модулей амплитуд волн, и усреднение с помо-
щью (13) по  дает компоненты пульсационных скоростей:

(15)

(16)

где ,  – весовые множители (8), суммирование по  распростра-

няется на все субгармоники, которые лежат на кривой трехволнового резонанса.

Здесь  – средние по времени в масштабе  значения квадратов модулей амплитуд гар-

моники и субгармоник. (Подчеркнем, что время  входит в определение вертикальной скорости,
и, соответственно, амплитуд , только через множитель  , поэтому усреднение по  при-
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водит к тому, что в окончательных формулах остаются только квадраты модулей указанных выше
амплитуд.) Усреднение по времени в масштабе  производится по формуле (13) c T = 1000.

Члены в правой части формул (15), (16) зависят от значений , средних значений амплитуд
гармоники и субгармоник по времени, определенных выше, профиля средней продольной ско-

τ1

1
s
lq

Фиг. 6. (а) – профили величины  при ,  (б) – сравнение : черная, синяя
линия – настоящее исследование при , ; (“ ”) – LES [28], при ;
(“ ”) – DNS [29], .
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Фиг. 7. (а) – Напряжение Рейнольдса при , отнесенное к квадрату динамической скорости, при раз-
личных значениях числа Рейнольдса: ( ) ; ( ) ; ( ) . ( )

. (б) – Сравнение напряжения при , с результатами DNS: (“ ”) – настоящее исследова-
ние; (“ ”) [30, 31] при .
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рости, его производной по , собственных значений и собственных функций. Действительная и
мнимая части собственных значений наименее затухающей моды обозначаются соответственно

. Кроме того, в формулах (6)–(8) учтена симметрия по .
На фиг. 6а, б приведено поведение квадрата модуля продольной пульсации (6) в ТПС при пя-

ти различных числах Рейнольдса от  до . Полученные результаты относи-

тельно  хорошо согласуются как с моделированием методом крупных вихрей [28], так и с
данными прямого численного моделирования [29] по всей толщине пограничного слоя.

Напряжения сдвига Рейнольдса показаны на фиг. 7а при различных значениях числа Рей-
нольдса. Кроме того, видно хорошее согласие с данными прямого численного моделирования
[30] при  (7б).

ВЫВОДЫ
В работе представлена волноводная модель развитого турбулентного пограничного слоя, ко-

торая получена с некоторыми физическими допущениями из уравнений Навье–Стокса. К пара-
метрам, определяющим пограничный слой, добавлена длина затухания наименее затухающей
моды дискретного спектра уравнения Орра–Зоммерфельда. В итоге в системе определяющих
масштабов возникает малый параметр, и к исходной системе уравнений Навье–Стокса оказа-
лось возможным применение метода многих масштабов. Асимптотический метод позволяет
приближенно решить полученные уравнения (т.е. корректно замкнуть стохастическую задачу) и
получить решения исходной задачи в виде величин, удовлетворяющих системе дифференциаль-
ных уравнений для организованной части и интегро-дифференциального уравнения для стоха-
стической части пульсаций. Этот результат качественно согласуется с имеющимися в настоящее
время экспериментальными наблюдениями по DeTu. Кроме того, полученные уравнения позво-
ляют вычислить средний тензор пульсационных напряжений и, при решении осредненных урав-
нений гидродинамики (уравнений Рейнольдса) с полученными реологическими связями, вос-
становить профиль средней продольной скорости в пограничном слое. Таким образом, волно-
водная модель, дополненная решением полученной системы уравнений для стохастического
компонента пульсаций, вполне может воспроизводить среднюю динамику газа в турбулентном
пограничном слое.
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Рассматривается класс условно корректных задач, характеризуемый гёльдеровой оценкой
условной устойчивости на выпуклом компакте в гильбертовом пространстве. Оператор пря-
мой задачи и правая часть уравнения заданы с погрешностями, близость производных точно-
го и возмущенного операторов не предполагается. Исследуются свойства выпуклости и одно-
экстремальности функционала невязки метода квазирешений. Для этого функционала уста-
навливается, что каждая его стационарная точка на множестве условной корректности, не
слишком далекая от искомого решения исходной обратной задачи, лежит в малой окрестно-
сти решения. Даны оценки диаметра указанной окрестности в терминах погрешностей вход-
ных данных. Показано, что эта окрестность является аттрактором итераций метода проекции
градиента, и получены оценки скорости сходимости итераций к аттрактору. Устанавливается
необходимость используемой оценки условной устойчивости для существования итерацион-
ных процессов с указанными свойствами. Библ. 16.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В работе рассматриваются нелинейные обратные задачи, описываемые операторными урав-

нениями
(1.1)

где  – оператор прямой задачи, предполагаемый дифференцируемым по Фреше на
выпуклом компактном множестве ; ,  – вещественные гильбертовы пространства. В
приложениях множество  определяет априорные ограничения на искомый элемент .
Этот элемент описывает подлежащий определению набор параметров исследуемой модели. Эле-
мент  описывает результаты наблюдения и выполняет роль входных данных для обратной
задачи реконструкции параметров модели. Всюду далее считаем, что оператор  инъективен на
множестве  и . Обозначим через  искомое решение задачи (1.1). Ниже бу-

дем предполагать, что производная  удовлетворяет условию Липшица

(1.2)

Из (1.2) следует, что

(1.3)

В (1.3) можно положить , . Здесь и далее ,
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Через  обозначаем норму в гильбертовом или банаховом пространстве ,  есть скаляр-
ное произведение в гильбертовом пространстве . Следствием (1.2) и интегральной теоремы о
конечных приращениях (см. [1,  32]) является представление

(1.4)

Ввиду неизбежных погрешностей измерения, элемент  и оператор , как правило, бывают
заданы приближенно, так что вместо них доступны аппроксимации  и . Ко-
нечномерные аппроксимации , используемые при построении численно реализуемых проце-
дур решения (1.1), в ряде случаев также удобно рассматривать в качестве приближенных опера-
торов . Типичные требования к качеству аппроксимации сводятся к тому, что (см. [2, гл. 2, § 4])

(1.5)

оператор  дифференцируем по Фреше и, кроме того,

(1.6)

(1.7)

Величины ,  в (1.5)–(1.7) характеризуют уровень погрешности в задании элемента  и опера-
тора  соответственно.

На практике условие (1.7), предполагающее равномерную близость производных исходного и
возмущенного операторов, часто оказывается излишне ограничительным. Например, при ис-
следовании проекционных схем аппроксимации уравнения (1.1) вводятся операторы

, где  есть семейство ортопроекторов из  на конечномерные подпростран-
ства :

В этом случае условие (1.6) имеет место с , где

При этом  в силу компактности множества . Однако, если оператор  не являет-

ся вполне непрерывным, то условие (1.7), вообще говоря, выполняется лишь при  с
фиксированной постоянной , в чем убеждает пример . Эти соображения мотивируют
введение следующего ослабленного по сравнению с (1.7) требования:

(1.8)

Здесь  – мера возмущения производной оператора , предполагаемая достаточно малой. Не-
трудно видеть, что условие (1.8) является следствием (1.7), при этом можно принять .
Пусть теперь , и неравенства (1.2), (1.3) имеют место для всех :

Тогда (1.8) выполнено с  и , при этом . В дальней-

шем будем считать, что  для некоторого фиксированного .
Характерное свойство многих прикладных обратных задач, в частности, обратных задач мате-

матической физики (см. [3–6]) состоит в том, что обратный оператор  как отображение из 
в  не является непрерывным в точках из  в том смысле, что из сходимости

⋅
X

X ⋅ ⋅(, )X

X
§

− − +

≤ − ∈
2 1

2

'( )( ) = ( ) ( ) ( , ),
1( , ) , , .
2H H

F x x y F x F y G x y

G x y L x y x y D

f F
∈ 2f H : →

1 2F H H
F

F

− ≤ δ
2

,
H

f f

F

− ≤
2

( ) ( ) ,
H

F x F x h

− ≤ ∀ ∈
1 2( , )

'( ) '( ) .
L H H

F x F x h x D

δ h f
F

( ) = ( )NF x F x3 3{ }N 1H
* N

∞

+⊂  1 1
=1

, = 1,2, ; = .N N N
N

N* * * *

γ= ( )Nh M D

γ − : ∈3
1

( ) = max{ ( ) }.N N HD E x x D

→∞
γlim ( ) = 0NN

D D F

≥ 1 > 0h h
1h ( ) =F x x

≤ − − ≤ μ ∀ ∈ 
1 2 2

0( , )
'( ) , ( '( ) '( ))( *) .

L H H H
F x M F x F x x x x D

μ F
μ 0= d h

( ) = ( )NF x F x3 ∈ ⊃
0

, (0)Rx y O D

∈ : − ≤
11( ) { }.R HO x y H x y R

0 =M M μ μ + γ0= = ( 2 ) ( )N NLd M D
→∞

μlim = 0NN

+ μ + δ ≤ Δ0h Δ0

−1F 2H
1H ( )F D

→∞
− ∈ ∈

2
2lim = 0, , ( ),n nHn

f f f H f F D



842

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 5  2023

КОКУРИН

не следует сходимость элементов , если они определены, к  в метрике . В этом
случае уравнение (1.1) является некорректной по Адамару задачей. Широко распространенным
подклассом некорректных обратных задач (1.1) является класс условно корректных (корректных
по А.Н. Тихонову) на  задач (см. [3], [4], [7], [8]). Условная корректность задачи (1.1) на мно-
жестве  по определению означает, что оператор  относительно непрерывен на , т.е.
равенство

влечет . Здесь требуется, чтобы аппроксимирующие  элемен-

ты  также лежали в . В наших предположениях (1.1) условно корректна ввиду компакт-
ности D.

Классический подход к построению устойчивых процедур аппроксимации решений некор-
ректных задач связан с понятием регуляризующего оператора (алгоритма). Ниже обратимся к
методу квазирешений В.К. Иванова (см. [3], [9]). Регуляризующий оператор, отвечающий мето-
ду квазирешений, имеет вид

(1.9)

Таким образом, в качестве приближения к искомому решению  выбирается элемент из , до-
ставляющий глобальный минимум функционалу  на множестве . Ввиду непрерывности опе-
ратора  и компактности , множество  решений задачи (1.9) не пусто. При этом каждый эле-
мент  удовлетворяет необходимому условию минимума (см. [10, гл. 1, § 2])

(1.10)

Градиент функционала  имеет вид

(1.11)

Точки , удовлетворяющие условию (1.10), будем называть стационарными точками функ-
ционала  на .

Схема (1.9), как и близкая к ней схема А.Н. Тихонова (см. [9]), труднореализуема численно в
случае произвольного гладкого оператора . Причина состоит в том, что задача (1.9), вообще го-
воря, многоэкстремальная и, следовательно, трудноразрешима стандартными итерационными
методами. Это же относится и к конечномерным аппроксимациям (1.9), используемым при кон-
струировании численно реализуемых методов решения (1.1). Непосредственное применение к
указанным задачам классических итерационных методов минимизации в лучшем случае приво-
дит лишь к некоторой стационарной точке, близость которой к глобальному минимуму в (1.9)
априори не гарантируется. Отсутствие свойств выпуклости минимизируемого функционала в
(1.9) создает дополнительные трудности при исследовании поведения стандартных процедур
минимизации (см., например, [10, гл. 1, § 4]). При сделанных выше предположениях большин-
ство таких процедур гарантируют лишь сходимость подходящих подпоследовательностей к соот-
ветствующим стационарным точкам. Тем не менее ниже будет показано, что для широкого клас-
са задач за счет обозримых дополнительных условий на их характеристики может быть обеспе-
чена определенная регулярность итераций метода проекции градиента. Нам понадобится
требование равномерной условной корректности задачи (1.1).

Условие 1. Имеет место степенная оценка условной устойчивости задачи (1.1) с показателем
:

(1.12)

Условие 1 выполняется для многих обратных задач математической физики (см., например,
[5], [6]).

Далее будет установлено, что любая не слишком удаленная от  стационарная точка задачи
(1.9) на самом деле лежит в малой окрестности искомого решения . Тем самым, малая окрест-
ность  содержит кластер стационарных точек (1.9), удаленный от других стационарных точек
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этой задачи. Будет дана оценка диаметра этой окрестности в терминах уровней погрешности ,
, . Кроме того покажем, что указанная окрестность является аттрактором итераций метода

проекции градиента и получим оценки скорости сходимости итерационной последовательности
к этому аттрактору в зависимости от значений .

План работы следующий. В разд. 2 в предположении  исследуются свойства локальной
сильной выпуклости и одноэкстремальности функционала невязки (1.9) в зависимости от значе-
ний показателя  из условия 1. В разд. 3 приводятся примеры образования кластеров стационар-
ных точек  на  в окрестности решения при возмущениях оператора, удовлетворяющих усло-
виям (1.7) и (1.8). Раздел 4 посвящен доказательству основных результатов о локализации класте-
ров стационарных точек и сходимости к ним итераций метода проекции градиента. В разд. 5
устанавливается необходимость условия 1 для существования итерационных процессов с ука-
занными свойствами.

2. СЛУЧАЙ ТОЧНО ЗАДАННОГО ОПЕРАТОРА
Изучим свойства локальной выпуклости и одноэкстремальности функционала задачи (1.9).

Содержательные результаты здесь удается получить лишь в случае точно заданного оператора,
т.е. при . В большинстве случаев приходится также предполагать, что . Рассмотрим
отдельно два возможных случая, отличающихся значением показателя  в условии (1.12).

1) Пусть . Убедимся, что при  и достаточно малом  функционал  является сильно
выпуклым в окрестности точного решения  уравнения (1.1). Воспользуемся известным крите-
рием сильной выпуклости (см. [10, гл. 1, § 2]). Для произвольных  с учетом (1.4) имеем

Отсюда с использованием (1.12) при  и (1.3), (1.5) получаем

(2.1)

Пусть теперь . Тогда из (2.1) следует

(2.2)

Предположим, что

(2.3)

Используя (1.12), из (2.2) и (2.3) получаем

Тем самым доказана следующая теорема, устанавливающая локальную сильную выпуклость  в
окрестности решения .

Теорема 1. Пусть , выполняются условие  при  и условия (1.5), (2.3). Тогда функционал
 является сильно выпуклым на .

Следствие 1. В условиях теоремы  функционал  имеет не более одной стационарной точки в
.

Условие (2.3) выполняется с , если , .
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Пусть  есть произвольная точка глобального минимума  на . Тогда
 для всех . Полагая здесь  и используя (1.12), получаем

(2.4)

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы  и условие

Тогда множество  решений задачи (1.9) одноточечное. В области сильной выпуклости
 функционала  лежит единственная его стационарная точка  и имеет место

оценка (2.4).
2) Пусть . В этом случае локальная сильная выпуклость функционала невязки уже не

может быть гарантирована даже при . Тем не менее в случае точных данных для функцио-
нала

(2.5)

имеет место
Теорема 2. Пусть  и выполняется условие .

 Предположим, что . Тогда для всех  при

(2.6)

справедливо

(2.7)

 Пусть  и выполняется условие
(2.8)

Тогда для всех  с указанным значением  имеет место оценка (2.7).
Доказательство. Для произвольных ,  с использованием (1.4) получаем

Отсюда с учетом (1.12) следует

(2.9)

Используя (1.3), (2.6), (2.8), на основании (2.9) заключаем, что при выполнении условий теоре-
мы справедливо

(2.10)

Требуемая оценка непосредственно следует из (1.12), (2.10). Теорема доказана.

Точка , доставляющая глобальный минимум функционалу  на , является ста-
ционарной для . Следующее утверждение устанавливает отсутствие других стационарных точек

 в окрестности .
Следствие 3. В условиях п.  теоремы  функционал  не имеет в  других стационар-

ных точек кроме . В условиях п.  теоремы   является единственной стационарной точкой
 на всем множестве .

Для доказательства заметим, что если  – стационарная точка функционала (2.5), то согласно
(1.10) . Требуемое утверждение непосредственно следует теперь из (2.7).
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В следующем примере покажем, что результат следствия 3 не допускает непосредственного
обобщения на случай  и, кроме того, условие (2.8) не может быть ослаблено.

Пример 1. Рассмотрим инъективное отображение , , , F(x) =
, . Непосредственно устанавливается оценка

(2.11)

неулучшаемая по порядку . Кроме того,

(2.12)

Пусть , тогда . Функция  имеет на  стационарные точки ,

. Как видно из (2.11), (2.12), в этом примере оценки (1.2), (1.3) и (1.12) выполняются с
,  и  соответственно. Пусть вначале . Выбирая

 произвольно малым и варьируя , видим, что окрестность  содержит две

стационарные точки ,  функции  на . Таким образом, следствия 1–3 непосред-
ственно не обобщаются на случай, когда условие 1 выполнено с показателем . Полагая

, имеем , так что условие (2.8) не выполнено ни при каком . Вновь для любого
 имеем две стационарные точки в . Следовательно, условие (2.8) в п. 2 след-

ствия 3 не допускает ослабления.

3. МЕТОД ПРОЕКЦИИ ГРАДИЕНТА И КЛАСТЕРИЗАЦИЯ 
СТАЦИОНАРНЫХ ТОЧЕК ФУНКЦИОНАЛА НЕВЯЗКИ

Далее нас будет интересовать поведение метода проекции градиента

(3.1)

в применении к задаче (1.9) в предположении, что . Здесь  – оператор метрического
проектирования из  на . Анализу итераций (3.1) предпошлем несколько примеров, иллю-
стрирующих вид  и множества стационарных точек  на  в случае приближенного оператора.
Следующий пример показывает, что если , то при  в отличие от случая 
(теорема 1) сильная выпуклость  на  в наших предположениях может отсутствовать.

Пример 2. Положим , , , . Условия (1.2),
(1.12) очевидно выполнены с , , . Условия (1.6), (1.7) также выполнены. Имеем

Отсюда следует, что при , , будет .

Выбирая , , , получаем . Поэтому точки  лежат
в  и сколь угодно близки к  при достаточно больших . Кроме того, для указанных 

с подходящей константой  имеем . Таким образом, сильная выпук-
лость  нарушается в сколь угодно малой окрестности решения . Пример 2 закончен.

Эффект разрушения сильной выпуклости функционала невязки при  проиллюстрируем
также ниже в примере 4.

Если , то при возмущениях вида (1.6), (1.7) множество стационарных точек  на 
может иметь достаточно сложный вид.

Пример 3. В координатном гильбертовом пространстве
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определенном ортонормированным базисом , введем оператор :

где  – самосопряженный вполне непрерывный оператор с нулевым ядром и полным

набором собственных векторов . Обозначим через  соответствующие положительные
собственные значения, . Норма в  определяется равенством ,

. Положим также ,

Ясно, что  компактно, оператор  инъективен на  и решением задачи (1.1) является элемент
. В координатном представлении оператор  имеет вид

Будем считать, что  малы при , , где , и

Определим приближенный оператор

В данном случае

Кроме того, . Таким образом, условия (1.6), (1.7) выполняются с ,

. Положим , так что . Непосредственно
проверяется, что условие Липшица (1.2) выполнено с . Для проверки условия 1 запишем

(3.2)

Поскольку , имеем , , где . Таким образом,

Используя неравенство моментов (см. [11, гл. 2, § 8]), далее получаем

Отсюда с учетом (3.2) следует

Видим, что условие 1 выполняется с  и показателем . При соответствую-
щем выборе  величина  принимает любые значения в . Функционал  в рассматрива-
емом случае имеет вид

∞
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Поскольку

имеем следующий набор множеств в , на которых :

Здесь , , выбираются произвольно. Таким образом, градиент  обраща-

ется в нуль на  непересекающихся множествах . Нетрудно указать условия, при ко-
торых все эти множества имеют общие точки с . Достаточное условие для 
для всех  наборов  имеет вид

(3.3)

Здесь множество стационарных точек  на  содержит семейство  из  дизъюнктных ком-
пактов коразмерности , полученных параллельным переносом компакта

(3.4)

в точки . Оценим расстояние найденных фрагментов множества стационарных
точек  на  до решения . Используя (3.3), (3.4), получаем, что для любой точки  вы-
полняется

Таким образом, для всех  с фиксированным  имеет место оценка

(3.5)

Пример 3 закончен.
Через  обозначаем фиксированные постоянные, не зависящие от . В (3.5) и да-

лее используется обозначение , .

Следующий пример иллюстрирует появление обширного кластера стационарных точек в
окрестности решения в случае  в условиях (1.6), (1.8).

Пример 4. В пространстве  из примера 3 рассмотрим компакт

и тождественное отображение , . В данном случае (1.2) и условие 1 выпол-
нены очевидным образом, при этом , , . Положим , тогда . В качестве
приближенных данных выберем

Тогда

+
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Кроме того, при  справедливо

Таким образом, условие (1.6) выполняется при . Оценим величину  в условии
(1.8). Имеем

Поэтому можно принять . В рассматриваемом случае

(3.6)

Из (3.6) следует, что  на множестве точек

имеющем мощность континуума. Указанные точки являются стационарными для  на . Непо-
средственно проверяется, что

(3.7)

Пример 4 закончен.
Отсутствие свойства (сильной) выпуклости минимизируемого функционала значительно за-

трудняет анализ итераций (3.1) и других итерационных методов решения задачи (1.9) (см. [10]).
Известные утверждения о скорости сходимости этих методов по норме получены в предположе-
нии о сильной выпуклости целевого функционала. Теоремы 1, 2 утверждают единственность ста-
ционарной точки функционала (1.9) в окрестности решения  при  или  в шаре,
диаметр которого определяется параметрами исходной задачи (1.1). Примеры 3, 4 показывают,
что при замене точных данных  их приближенными аналогами  указанное свойство
локальной одноэкстремальности в общем случае не имеет места. В целом распределение стаци-
онарных точек функционала невязки в случае приближенных данных приобретает следующий
вид. Вместо единственной точки глобального минимума функционала  будем иметь кластер
стационарных точек  в окрестности . Существенно, что все точки кластера находятся в шаре

 радиуса

(3.8)
Отмеченное свойство кластеризации в случае  было ранее обосновано в [12], [13].
Для доказательства утверждения в общем виде ниже покажем, что множество

 является аттрактором итераций (3.1) в том смысле, что

(3.9)

Одновременно будет получена оценка скорости сходимости в (3.9), заменяющая классические
оценки скорости сильной сходимости градиентных итераций в сильно выпуклых задачах. Ос-
новное условие выполнения равенства (3.9) имеет вид , где величина

 определяется параметрами задачи (1.1). Поскольку последовательность (3.1) ста-
ционарна по  при старте из любой стационарной точки функционала , из (3.9) следует, что все
стационарные точки задачи (1.9), принадлежащие , лежат исключительно в аттракто-

ре  диаметра . Совокупность описанных результатов определяет принцип
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кластеризации стационарных точек задачи (1.9) в случае возмущений общего вида. Заметим,
что оценки (3.5), (3.7) из примеров 3, 4 согласуются по порядку с размером кластера, указанном
в (3.8).

Перейдем к обоснованию анонсированных выше утверждений об асимптотических свойствах
итераций (3.1).

4. ОЦЕНКА АТТРАКТОРА ИТЕРАЦИЙ МЕТОДА ПРОЕКЦИИ ГРАДИЕНТА
В этом разделе будем считать выполненными условие 1 и соотношения (1.5), (1.6), (1.8). Ис-

следуем сходимость итераций (3.1). Используя свойство

из (3.1) получаем

(4.1)

С учетом (1.11) запишем

(4.2)

Для первого скалярного произведения в правой части (4.2) в силу (1.4) имеем оценку
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Сумма остальных скалярных произведений с учетом (1.4), (1.5), (1.8) оценивается сверху величиной

(4.4)

Из условия 1 следует, что
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(4.7)
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Отсюда с учетом (1.12) получаем

(4.8)

Перепишем (4.8) в виде

(4.9)

Сделаем индуктивное предположение о том, что

(4.10)

Тогда (4.9) вместе с (1.12) влечет оценку

(4.11)

Для удобства далее будем считать выполненными следующие условия, достаточные для выпол-
нения (4.10):

(4.12)

(4.13)

Покажем теперь, что если , то неравенство  из (4.12) при подходящих
дополнительных условиях выполняется также для . Рассмотрим два возможных случая.

1) Пусть . Нетрудно убедиться, что функция

монотонно возрастает при , где

Предположим, что

(4.14)

Тогда , поэтому

(4.15)

2) Пусть . Тогда при выполнении (4.14) функция  монотонно возрастает при .
Следовательно, неравенство (4.15) также имеет место.

В дополнение предположим, что

(4.16)

При выполнении (4.14), (4.16) из (4.11) следует
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Таким образом, при выполнении условия

(4.17)

будем иметь  для всех  . Поэтому оценка (4.11) справедлива для всех
 . Следующая теорема подытоживает проведенные рассуждения.

Теорема 3. Пусть выполняются условие  и условия (1.5), (1.6), (1.8), (4.13). Предположим, что в
случае  выполняется , а в случае  имеют место (4.14), (4.16), (4.17). Тогда
для  выполняется оценка

(4.18)

Покажем теперь, что множество  с  вида (3.8) является аттрак-
тором итераций (3.1) и дадим оценку скорости сходимости в соотношении (3.9). В случае 
из (4.18) следует

(4.19)

Применяя к оценке (4.19) лемму 1 из [14, гл. 2, § 2], получаем следующее утверждение.
Теорема 4. Пусть , выполняются условие  и условия (1.5), (1.6), (1.8), (4.13), (4.14), (4.16),

(4.17). Тогда

(4.20)

Следствие 4. В условиях теоремы  справедливо

Пусть теперь . Могут представиться три случая.
1) Для всех  справедливо

(4.21)

В этом случае , поэтому (4.18) влечет , . Следова-
тельно, существует предел . Переходя в (4.18) к пределу, получаем .
Поэтому из (4.21) следует

(4.22)

2) Существует такой номер , что

Как и в случае 1), получаем  для всех . Вместо (4.22) здесь имеем
.

3) Для некоторого номера  выполняется

Тогда из (4.18) следует

(4.23)

Как и в случае 1), , поэтому . Далее, если ,

то, как и выше, . Если же , то, аналогично (4.23),
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. Поэтому в случае 3) для всех номеров  выполняется 

.
Проведенный анализ показывает, что во всех случаях 1)–3) справедливо

Более того, последовательность  является монотонно убывающей до момента достижения ею
величины , а после этого момента . Таким образом, при

,  имеет место (3.9).
 Для получения оценки скорости сходимости в (3.9) зафиксируем произвольно  и

заметим, что условие

(4.24)

влечет

Поэтому ввиду (4.18) имеем

(4.25)

Следовательно, если (4.24) выполняется для номеров , то для этих же номеров  спра-
ведлива оценка (4.25). Используя [14, гл. 2, § 2, лемма 6], получаем

(4.26)

Применим оценку (4.26) к номерам  таким, что , . Получа-
ем следующую оценку скорости сходимости итераций (3.1) к аттрактору ,

, .
Теорема 5. Пусть выполняются условие  и условия (1.5), (1.6), (1.8). Предположим, что в случае

 выполняются (4.13), (4.14), (4.16), (4.17), а при  имеет место . Тогда

Кроме того, справедлива оценка

(4.27)

Следствие 5. В условиях теоремы  справедливо

Следствия 4 и 5 приводят к следующему результату о локализации кластера стационарных то-
чек функционала (1.9) на множестве .

Теорема 6. Пусть выполняются условие  и условия (1.5), (1.6), (1.8), (4.16). Тогда все стационарные
точки функционала  на , принадлежащие , лежат в , .

+ ≤ + μ + δ
1

2/
3 7( ) p

na C h ≥ 1n n ≤na

≤ + μ + δ 2/
7( ) pC h

→∞
≤ + μ + δ 2/

7lim sup ( ) .p
n

n
a C h

na
+ μ + δ 2/

7( ) pC h ≤ + μ + δ 2/
7( ) p

na C h
μ δ + μ + δ 1/

8( , , ) = ( ) pr h C h 8 7=C C
κ ∈ (0,1/2)

 ≥ + μ + δ  − κ 

1/
2/ 5

9 9 2
2( ) , =

(1 2 )

p
p

n
Ca C h C

m

− ρ + ρ + μ + δ ≤ −κρ2 2 2
5

1 ( ) .
2

p p
n nm a C h m a

+ ≤ − κρ 2
1 .p

n n na a m a

= 0,1, ,n l n

( ) −−
≤

+ − κρ
0

1/( 1)1 2
0

, = 0,1, , .
1 ( 1)

n pp

aa n l
p a m n

n + μ + δ 2/
10> ( ) p

na C h 10 7 9= max{ , }C C C
μ δ( , , )r hB

μ δ + μ + δ 1/
11( , , ) = ( ) pr h C h 11 10=C C

1
∈ (1,2]p = 2p ≤/ 1/4L m

→∞
− ≤ + μ + δ

1

1/
8lim sup * ( ) .p

n Hn
x x C h

( ) −−

 − − ≤ + μ + δ 
 + − − κρ 

1

1

1

0 1/
111/(2 2)2 2 2

0

*
* max , ( ) .

1 ( 1) *

pH
n pH p

H

x x
x x C h

p x x m n

5

( )μ δ −−

−
≤

+ − − κρ

μ δ + μ + δ

1
1

1

0
( , , ) 1/(2 2)2 2 2

0

1/
11

*
dist ( , ) ,

1 ( 1) *

( , , ) = ( ) .

H
H n r h pp

H

p

x x
x B

p x x m n

r h C h

D
1

J D ω ∩( *)O x D μ δ( , , )r hB μ δ + μ + δ 1/( , , ) = (( ) )pr h O h



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 5  2023

МЕТОД КВАЗИРЕШЕНИЙ И ПРОБЛЕМА ГЛОБАЛЬНОЙ МИНИМИЗАЦИИ 853

Теорема 6 уточняет более грубую оценку размера кластера стационарных точек в условиях
(1.5)–(1.7) (см. [15]), согласно которой кластер лежит в шаре  радиуса

.
Теоремы 4, 5 не содержат информации о сходимости последовательности  к какому-либо

пределу. Положительные утверждения такого рода получаются при наложении на приближенный
оператор  и шаговый множитель  подходящих дополнительных условий. Предположим, что
производная , наряду с , удовлетворяет условию Липшица (1.2). В этом случае градиент 
также удовлетворяет условию Липшица:

Из теоремы 1.4.4 (см. [10]) следует, что при выполнении дополнительного условия

(4.28)

для итераций (3.1) справедливо . С другой стороны, в силу компактности 

любое бесконечное подмножество последовательности  имеет сильно сходящуюся подпосле-
довательность , . Тогда и . Полагая в (3.1)  и пере-

ходя к пределу при , заключаем, что , т.е.  есть стационарная точка 
на . Тем самым получаем следующее уточнение теорем 4 и 5.

Теорема 7. Пусть выполняются условия теорем , производная  удовлетворяет условию Лип-
шица (1.2) и выполнено (4.28). Тогда последовательность  имеет предельные точки, и каждая та-
кая точка  является стационарной для  на . При этом  с , указанными в след-
ствиях  и .

5. О НЕОБХОДИМОСТИ УСЛОВИЯ 1
Покажем необходимость условия 1 для теорем 4, 5 и их следствий. Ради упрощения изложе-

ния примем . Согласно следствиям 4 и 5, при выполнении надлежащих условий на ха-
рактеристики задачи (1.1) и параметры процесса (3.1) имеет место равенство (3.9), т.е.

(5.1)

Здесь  – порождаемая (3.1) последовательность. Одним из условий для (5.1) является
, величина  определена в (4.12). Это условие выполнено для любого , если
. Оценки скорости сходимости из теорем 4 и 5 позволяют указать момент останова

итераций  так, что оператор  определяет регуляризующий алгоритм для
задачи (1.1). Это означает, что

(5.2)

Величина  есть равномерная на D оценка точности алгоритма  на входных данных, из-
вестных с погрешностью . Используя оценки скорости сходимости (4.20), (4.27), нетрудно вы-
брать момент останова  так, что в условиях теорем 4, 5 для погрешности  справедли-
ва оценка

(5.3)

Отвлекаясь от оценок скорости сходимости  к аттрактору , на основании (5.1) конста-
тируем, что оператор итерационного перехода
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обеспечивает асимптотическую регуляризацию задачи (1.1) в смысле предельного соотношения

(5.4)

Соотношение (5.4) формализует факт устойчивой сходимости итераций  к аттрак-
тору . Однако, если  – произвольное отображение со свойством (5.4), то при

отсутствии равномерной по  оценки скорости сходимости в (5.4) отображение  ни с
каким фиксированным правилом останова  в общем случае не порождает регуляризую-
щий алгоритм для (1.1) в смысле (5.2). Тем не менее следующая теорема утверждает, что без при-
влечения условия 1 построение итерационных операторов , обладающих достаточно слабым
свойством асимптотической регуляризации (5.4), невозможно, каково бы ни было .

Теорема 8. Пусть  – связное компактное множество,

 – инъективный оператор. Пусть для некоторого оператора  при всех
 выполняется (5.4) с , . Тогда

(5.5)

Доказательство. Зафиксируем  так, что для , , выполняется
. Поскольку  компактно и связно и , элементы

, , со свойством  существуют. Поэтому  также опреде-
лены для всех . Рассмотрим уравнение (1.1) с , решением которого является

. В качестве приближенной правой части  выберем . В данном случае
. Рассмотрим также задачу (1.1) с  и приближенным элементом . Ее

точным решением является . В этом случае . Согласно (5.4), для произ-

вольного  и соответствующих положительных последовательностей ,  выполняется

(5.6)

Из (5.6) следует

Переходя здесь к пределу при , получаем

(5.7)

Поскольку любые пары точек  соответствуют некоторым , , со свой-

ством , , неравенство (5.7) имеет место для любых . Соотноше-
ние (5.5) непосредственно следует из (5.7). Теорема доказана.

Замечание 1. Повторяя доказательство теоремы 8 с  и заменой  на ,
убеждаемся, что условие 1 является также необходимым для существования регуляризующего
алгоритма с оценкой (5.3). В случае  этот факт был ранее отмечен в [16].

Полагая  и объединяя теоремы 1 и 8, с учетом замечания 1 получаем следующий вариант
необходимого критерия регуляризуемости задачи (1.1) с оценкой точности .
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Следствие 6. Пусть  – связное компактное множество,  – инъективный оператор,

, . Предположим, что для некоторого регуляризую-
щего алгоритма  выполняется оценка , . Тогда для любого 
функционал невязки  является сильно выпуклым в , ,

.
Теорема 8 показывает, что свойство асимптотической регуляризуемости задачи (1.1) в смысле

(5.4) и формально более сильное свойство ее регуляризуемости в смысле классического опреде-
ления (5.2) с оценкой (5.3) по существу эквивалентны при любом .
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Рассмотрена краевая задача для стационарных уравнений сложного теплообмена с незадан-
ным краевым условием для интенсивности излучения на части границы и условием пере-
определения на другой части границы. Предложен оптимизационный метод решения указан-
ной задачи и представлен анализ соответствующей задачи граничного оптимального управ-
ления. Показано, что последовательность решений экстремальных задач сходится к решению
задачи с условиями типа Коши. Эффективность алгоритма проиллюстрирована численными
примерами. Библ. 27. Фиг. 2.

Ключевые слова: уравнения радиационно-кондуктивного теплообмена, диффузионное при-
ближение, краевая задача с условиями типа Коши, задача оптимального управления.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим следующую систему полулинейных эллиптических уравнений, которая модели-

рует радиационный и диффузионный (сложный) теплообмены в ограниченной липшицевой об-
ласти  с границей :

(1)

Через  и  здесь обозначены температура и усредненная по всем направлениям интенсивность
теплового излучения. Положительные параметры , ,  и , описывающие свойства среды, яв-
ляются заданными (см. [1]).

Пусть граница области состоит из двух участков, , так что  измеримы и
имеют положительную меру, . На всей границе  задается тепловой поток :

(2)

Для задания краевого условия для интенсивности излучения требуется знать функцию , описы-
вающую отражающие свойства границы (см. [1]). В случае, если эта функция неизвестна на ча-
сти границы , краевое условие для интенсивности излучения на  не ставится, а в качестве
условия переопределения на , в дополнение к условию на , задается температурное поле :

(3)

Здесь через  обозначаем производную в направлении внешней нормали .

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 20-01-00113), ИПМ ДВО РАН (НИОКТР
АААА-А20-120120390006-0) и Минобрнауки России (проект 122082400001-8).
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Разрешимость задачи (1)–(3) в точной постановке является открытой проблемой. Поэтому в
настоящей работе предлагается оптимизационный метод решения задачи, который заключается
в рассмотрении граничного оптимального управления для эквивалентной системы эллиптиче-
ских уравнений. Как будет показано ниже, задача оптимального управления является аппрокси-
мацией задачи (1)–(3). Для постановки задачи управления введем новую неизвестную функцию

. Складывая первое уравнение в (1) со вторым, умноженным на , заключаем, что
 – гармоническая функция. Исключая  из первого уравнения в (1) и используя краевые усло-

вия (2), (3), получаем краевую задачу

(4)

(5)

Здесь , .

Сформулируем задачу оптимального управления, которая аппроксимирует задачу (4), (5). За-
дача состоит в отыскании тройки  такой, что

(6)

Здесь  – регуляризирующие параметры. Отметим, что введение параметра  связано с
численным решением задачи (6) и позволяет более эффективно находить решение нелинейной
краевой задачи с заданным  Представленные ниже теоретические результаты справедливы и в
случае 

Интерес к граничным задачам сложного теплообмена связан с важными инженерными при-
ложениями (см. [2]). Применение оптимизационного метода в обратных задачах для моделей
теплопроводности с заданным переопределением на части границы рассмотрено, например,
в [3], [4].

Нелинейные модели сложного теплообмена в рамках -приближения для уравнения перено-
са теплового излучения достаточно полно изучены. В работах [5–7] представлен анализ различ-
ных прямых краевых задач для системы (1). Задачи оптимального управления для уравнений
сложного теплообмена изучены в [8–11]. Обратные задачи с конечномерным переопределением
и задачи с данными типа Коши на границе для температуры рассмотрены в [12–17]. В [18–22]
представлены интересные результаты анализа краевых задач сложного теплообмена без исполь-
зования -приближения.

2. РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Рассмотрим пространства , , V ' – пространство, сопряженное с
. Пространство  отождествляем с пространством  так, что . Через  обо-

значаем пространство управлений . Стандартную норму в  обозначаем ,  – значе-
ние функционала  на элементе , совпадающее со скалярным произведением в , ес-
ли .

Будем предполагать, что исходные данные удовлетворяют условиям
(i) 

(ii) , , .

Определим операторы , , , используя равенства, спра-

ведливые для любых , , :
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Заметим, что билинейная форма  определяет скалярное произведение в пространстве  и
норма  эквивалентна стандартной норме . Кроме того, определены непрерывные

обратные операторы  Для , ,  справедливы неравенства

(7)

Здесь постоянные  зависят только от ,  и параметров 
Используя введенные операторы, слабую формулировку краевой задачи, на решениях кото-

рой минимизируется функционал (6), нетрудно записать в виде

(8)

где , 
Для формализации задачи оптимального управления определим оператор ограничений

:

Задача . Найти тройку  такую, что

(9)

Лемма 1. Пусть выполняются условия (i), (ii), . Тогда существует единственное решение си-
стемы (8) и при этом

(10)

Доказательство. Из второго уравнения в (8) следует, что  и поэтому

Однозначная разрешимость первого уравнения (8) с монотонной нелинейностью хорошо из-
вестна (см., например, [23]). Умножим скалярно это уравнение на , отбросим неотрицательное
слагаемое  и оценим правую часть, используя неравенство Коши–Буняковского. Тогда,
с учетом неравенств (7), получаем

В результате получаем оценки (10).
Теорема 1. При выполнении условий (i),(ii) существует решение задачи 

Доказательство. Обозначим через  точную нижнюю грань целевого функционала  на мно-
жестве ,  и рассмотрим последовательности такие, что , , ,

,

(11)

Из ограниченности последовательности  в пространстве  следуют, на основании леммы 1,
оценки
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Здесь через  обозначена наибольшая из постоянных, ограничивающих соответствующие
нормы и не зависящих от . Переходя при необходимости к подпоследовательностям, заключа-
ем, что существует тройка 

(12)

Заметим также, что  имеем

(13)

Результаты о сходимости (12) и неравенство (13) позволяют перейти к пределу в (11). В итоге по-
лучим

(14)

Поскольку целевой функционал слабо полунепрерывен снизу, то 
, и поэтому тройка  есть решение задачи 

3. УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА
Воспользуемся принципом Лагранжа для гладко-выпуклых экстремальных задач (см. [24]).

Невырожденность условий оптимальности гарантируется условием, что образ производной опе-
ратора ограничений , где , совпадает с пространством . Последнее
означает, что линейная система

разрешима для всех , . Здесь . Из второго уравнения получа-

ем . Разрешимость первого уравнения при известном  очевидным образом следует
из леммы Лакса–Мильграма. Отметим, что справедливость остальных условий принципа
Лагранжа также очевидна.

Функция Лагранжа задачи  имеет вид

где  – сопряженное состояние.

Пусть  – решение задачи . Вычислив производные Гато функции Лагранжа по 
и , получаем в силу принципа Лагранжа (см. [24], теорема 1.5) следующие равенства ,

:

(15)

(16)
Из условий (15), (16) вытекают уравнения для сопряженного состояния, которые вместе с урав-
нениями (14) для оптимальной тройки дают систему оптимальности задачи .

Теорема 2. Пусть выполняются условия (i),(ii). Если  – решение задачи , то существу-
ет единственная пара  такая, что

(17)

Замечание 1. Если рассмотреть приведенный целевой функционал , где
– компонента решения задачи (8), соответствующая управлению , то градиент функ-

ционала  равен . Здесь  – компонента решения сопряженной системы (17),
где .

> 0C
m

θ ψ ∈ × ×ˆ ˆˆ{ , , }u U V VP

→ θ ψ → θ ψ Ω4ˆ ˆˆ слабо в , , , слабо в , сильно в ( ).m m mu u U V L

∀ ∈v V

( )Ω ΩΩ Ω
θ − θ ≤ θ − θ θ + θv v 44

6 6

334 4
( ) ( )( ) ( )

ˆ ˆ ˆ|([ ] [ ] , )| 2 .m m mL LL L

κθ + θ ψ + ψ +
α1 1 2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) = , = .aA g f A f B u

λ λ λ≤ θ ≤ θˆ ˆ( , ) lim ( , ) =m mj J u J u

λ= j θ ψˆ ˆ ˆ{ , , }u λ( ).P

( , )F y u θ ψ ∈ ×= { , }y V V ×' 'V V

κξ + θ ξ − η η
α1 1 2 2'( ) = , =aA g q A q

θ ∈V ∈1 2, 'q q V θ = κ θ + κ α3'( ) 4 | | /a ag b
−η 1
2 2= A q η ∈V

λ( )P

λ
κ θ ψ θ + θ + θ − ψ − + ψ − − α 1 2 1 1 1 2 2 2 2( , , , , ) = ( , ) ( ) , ( , ),aL u p p J u A g f p A f B u p

∈ ×1 2= { , }p p p V V

θ ϕˆ ˆ ˆ{ , , }u λ( )P θ ψ,
u ∀ ∈v V
∈w U

κθ − θ + + θ − +
α

v v v v v1 1 1 1 2 2
ˆ ˆ( ( ), ) ( '( ) , ) = 0, ( , ) ( , ) = 0,a

bB A g p p A p

λ −2 2 2ˆ( , ) ( , ) = 0.B u w B w p

λ( )P

θ ψˆ ˆ ˆ{ , , }u λ( )P
∈ ×1 2{ , }p p V V

Γ
κ+ θ − θ − θ λ
α 21 1 1 1 2 2 1 2

ˆ ˆ ˆ'( ) = ( ), = , = .a
bA p g p B A p p u p

λ λ θ ( ) = ( ( ), )J u J u u
θ( )u ∈u U

λ
 ( )J u λ λ −

2' ( ) =J u u p 2p
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4. АППРОКСИМАЦИЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (1)–(3)
Определим слабое решение задачи (1)–(3). Пару  будем называть слабым реше-

нием задачи (1)–(3), если найдется функция  такая, что для всех  справедливы ра-
венства

(18)

(19)

и при этом .
Покажем, что если существует единственное слабое решение задачи (1)–(3), то решения за-

дачи  при  аппроксимируют решение задачи (1)–(3).
Теорема 3. Пусть выполняются условия (i), (ii) и существует единственное слабое решение 

задачи (1)–(3). Если  – решение задачи  для , то при 

Доказательство. Умножим равенство (18) на , (19) на  и сложим равенства. Тогда, полагая
, , получаем

Здесь . Поэтому .

Из (18), с учетом условия , выводим равенство . Таким образом,

тройка  является допустимой для задачи  и, следовательно,

Тогда

Из ограниченности последовательности  в пространстве  следуют, на основании леммы 1,
оценки

где постоянная  не зависит от  Поэтому можно выбрать последовательность  та-
кую, что

(20)

Результаты о сходимости (20) позволяют перейти к пределу при  в уравнениях для
, и тогда

(21)

Полагая , из первого уравнения в (21), учитывая, что , выводим ра-

венство

(22)

θ ϕ ∈ ×{ , } V V
∈ Γ2

2( )q L ∈v V

Γ

∇θ ∇ + κ θ θ − ϕ Γv v v
3( , ) (| | , ) = ,a ba b q d

Γ Γ Γ

α ∇ϕ ∇ + γϕ Γ + κ ϕ − θ θ = γθ Γ + Γ  v v v v v

1 1 2

3 4( , ) ( | | , )a bd d q d

Γθ θ
1

= b

λ( )P λ → +0
θ ϕ{ , }

λ λ λθ ψ{ , , }u λ( )P λ > 0 λ → +0

λ λ λθ → θ ψ − θ → ϕ
α
1, ( ) слабо в , сильно в .* *a V H
b

α αb
ψ θ + α ϕ= a b Γα + α

2
= bu bq q

Γ Γ Γ
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1 1 2

( , ) .d r d u d

α γθ + α + γθ4= b b br b q a ψ +2 2 2=A f B u
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1

= b
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Далее, из второго уравнения в (21), с учетом полученного равенства (22), следует

(23)

где . Поэтому пара  – слабое решение задачи (1)–(3), которое в силу един-

ственности совпадает с . Кроме того, условие единственности решения гарантирует, что
сходимости (20) имеют место для любой последовательности .

Замечание 2. В случае, если решение задачи (1)–(3) неединственно, то из доказательства тео-
ремы 3 следует существование последовательности , для которой будет указанная сходи-
мость к одному из решений.

5. ЧИСЛЕННЫЕ ПРИМЕРЫ
Представим итерационный алгоритм решения задачи оптимального управления. Пусть

, где  – компонента решения задачи (1)–(3), соответствующая управлению
.

В соответствии с (17) градиент функционала  равен

Здесь  – соответствующая компонента сопряженного состояния из системы (17), где .

Алгоритм градиентного спуска

1. Выбираем значение градиентного шага .
2. Выбираем количество итераций .
3. Выбираем начальное приближение для управления .
4. for  do
5. Для данного  рассчитываем состояние  – решение задачи (1), (2).
6. Рассчитываем значение целевого функционала .

7. Рассчитываем сопряженное состояние  из уравнений (15), где , .
8. Пересчитываем управление 

Значение параметра  выбирается эмпирически таким образом, чтобы значение 
являлось существенной поправкой для . Количество итераций  выбирается достаточным
для выполнения условия , где  определяет точность расчетов.

Для анализа работы алгоритма проводились серии вычислительных экспериментов при раз-
личных малых значениях регуляризирующего параметра , которые подтверждают эффектив-
ность предложенного оптимизационного алгоритма нахождения решения краевой задачи слож-
ного теплообмена с данными Коши на части границы. Численное решение прямой задачи с за-
данным управлением проводилось методом Ньютона для линеаризации задачи и ее решения
методом конечных элементов. Решение сопряженной системы, которая является линейной при
заданной температуре, не вызывает трудностей. Для численного моделирования использовался
солвер (см. FEniCS [25], [26]). Исходный код экспериментов можно найти по ссылке [27].

Примеры, рассмотренные ниже, иллюстрируют работоспособность предложенного алгорит-
ма при малых, что важно, значениях параметра регуляризации .

Пример 1. Рассмотрим куб  с границей , где

Будем считать, что  см,  см2/с,  см/с,  см–1,  см. Указанные па-
раметры соответствуют стеклу (см. [9]). Параметр регуляризации .

Γ Γ Γ

α ∇ϕ ∇ + γϕ Γ + κ ϕ − θ θ = γθ Γ + Γ  
1 1 2

3 4( , ) ( | | , ) ,** * * * *a bd d q dv v v v v

−
α
1 1=* * bq u q
b b

θ ϕ{ , }* *
θ ϕ{ , }

λ → +0

λ → +0

λ λ θ ( ) = ( ( ), )J u J u u θ( )u
∈u U

λ
 ( )J u

λ′ λ −
2( ) = .J u u p

2p θ = θˆ : ( )u

ε
N

∈0u U
← 0,1, ,k N

ku θ ϕ= { , }k k ky

λ θ( , )k kJ u

1 2= { , }k k kp p p θ = θˆ : k ˆ = ku u

+ − ε λ −1 2= ( )k k ku u u p

ε ε λ − 2( )ku p
+1ku N

λ λ + +θ − θ δ1 1( , ) ( , ) <k k k kJ u J u δ > 0

λ

−λ ≤ 1210
Ω = ( , , ) : 0 < , , <x y z x y z l Γ Γ ∪ Γ1 2=

Γ ≤ ≤ Γ ∂Ω Γ1 2 1= {( , , ), 0 , , = 0, }, = \ .x y z x y l z l

= 1l = 0.6a = 0.025b κ = 1a α = 0.(3)
−λ = 1210
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Пусть граничные данные задачи (2), (3) имеют вид  и . Задачу решаем,
используя предложенный оптимизационный алгоритм с параметром регуляризации  и
начальным приближением управления .

На фиг. 1а и 1б представлены полученные поля  и  на грани куба . Начальное значение
целевого функционала  и через сто итераций становится равным .

Пример 2. Рассмотрим двумерный случай, где область  является квадратом с круговой по-
лостью:

Условия для интенсивности излучения неизвестны на внутренней границе
, а условие переопределения ставится на  Пара-

метры среды такие же, как в примере 1, а граничные данные  и  положим равными

= 0.5bq θ += 0.1 /2b z
−λ = 1210

0 = 0u
θ ϕ = 1z

 0.025 −× 5 5 10
Ω

Ω : − + − ρ ρ2 2 2= {( , ) 0 < , < , ( /2) ( /2) > }, = 1 см, = 0.15 см.x y x y l x l y l l

Γ : − + − ρ2 2 2
2 = {( , ) ( /2) ( /2) = }x y x l y l Γ Γ Γ1 2= \ .

bq θb

∈ Γθ = − ∈ Γ
1

2

0.2, если
= 0.5,

0.2, если .b b
x

q
x

Фиг. 1. Результаты первого эксперимента.
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На фиг. 2а и 2б представлены полученные поля  и . Начальное значение целевого функци-
онала  и через тридцать итераций становится равным .

Представленные численные примеры демонстрируют успешную работу предложенного алго-
ритма численного решения граничной задачи (1)–(3).
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Для моделирования нерелятивистских колебаний холодной плазмы предложена модифика-
ция известной схемы Русанова, имеющей третий порядок точности. Ранее для подобных рас-
четов в эйлеровых переменных были известны только схемы первого и второго порядков точ-
ности. Для тестовой задачи с гладким решением проведено исследование погрешностей по-
строенной схемы, а также – сравнение с погрешностями схемы Мак-Кормака. Для задачи о
свободных плазменных колебаниях, инициированных коротким мощным лазерным импуль-
сом, приведены результаты численных экспериментов по сохранению энергии и дополни-
тельной функции для обеих схем, а также – по точности электронной плотности в центре об-
ласти. Сделан вывод о теоретическом превосходстве схемы Русанова, хотя для практических
вычислений более приспособлена схема Мак-Кормака. В первую очередь это касается расче-
тов “долгоживущих” процессов и колебаний холодной плазмы, близких к реальным. Теоре-
тическое исследование аппроксимации и устойчивости вместе с экспериментальным наблю-
дением за количественными характеристиками погрешности для наиболее чувствительных
величин существенно повышает достоверность вычислений. Библ. 20. Фиг. 3. Табл. 4.

Ключевые слова: численное моделирование, плазменные колебания, схемы Русанова и Мак-
Кормака, порядок точности разностной схемы, законы сохранения, гиперболические систе-
мы уравнений.
DOI: 10.31857/S0044466923050083, EDN: GFRVIX

ВВЕДЕНИЕ
При расчетах гиперболических законов сохранения порядок точности метода играет важную

роль [1]. Сфокусируем внимание на схемах сквозного счета, которые допускают естественное
обобщение на задачи пространственной размерности более единицы. Традиционными требова-
ниями к таким схемам являются монотонность в окрестности разрыва решения и порядок
аппроксимации выше первого на гладкой части решения. Это привело к тому, что точное или
приближенное решение классической задачи Римана (задачи Коши с кусочно постоянными на-
чальными данными) для дивергентной формы уравнений является основой большинства совре-
менных алгоритмов численного решения для соответствующих постановок задач [1]. Следует от-
метить, что в задачах, связанных с плазменными колебаниями, постановка классической задачи
Римана не имеет никакого физического смысла, так как начальная разрывная функция электри-
ческого поля уже означает бесконечную концентрацию заряда в точках разрыва. Подобная ситу-
ация обозначается термином “опрокидывание” (см. [2], стр. 12–15). Иными словами, схемы
сквозного счета, предложенные изначально для гиперболических законов сохранения в дивер-
гентной форме, требуют специальных модификаций при использовании их для расчетов плаз-
менных колебаний, так как в этом случае часть уравнений имеет дивергентную форму, а часть –
нет. Более того, само решение уравнений с частными производными, характеризующими, на-
пример, простейшую гидродинамическую модель холодной плазмы, имеет следующую специ-
фику: стартуя с гладких начальных данных, оно либо остается глобально гладким во времени и
пространстве, либо на конечном промежутке времени приходит к градиентной катастрофе, т.е.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках реализации программы Московского
центра фундаментальной и прикладной математики по соглашению 075-15-2022-284.
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когда само решение остается ограниченным, а его пространственные производные (градиенты)
становятся сингулярными.

Обозначим актуальность развития схем сквозного счета для подобных постановок. Они на-
прямую связаны с приложением результатов, удостоенных Нобелевской премии по физике
2018 года. Приведем следующие примеры практически важных задач этой тематики: лазерное
ускорение электронов и ионов, быстрое зажигание термоядерного синтеза, ядерные реакции в
луче лазера, синхротронное и субмиллиметровое излучение и пр. Основным методом их иссле-
дования является численное моделирование; поэтому необходимым являются разработка и
обоснование соответствующих алгоритмов для систем дифференциальных уравнений, составля-
ющих рабочую математическую модель. Численному моделированию колебаний в холодной
плазме, а также – кильватерных волн, возбуждаемых коротким мощным лазерным импульсом,
посвящена монография [2].

В работе [3] впервые были предложены соответствующие модификации классических схем
второго порядка точности: Мак-Кормака и Лакса–Вендрофа. При этом было показано, что пер-
вая из них имеет несомненные практические преимущества перед второй, хотя в теоретических
аспектах они весьма схожи. В настоящей работе рассматривается модификация на случай расче-
та плазменных колебаний схемы В.В. Русанова третьего порядка точности [4], которая стала ши-
роко известной благодаря публикациям [5], [6]. Сама идея модификации проста: схема Русанова,
в силу ориентации на расчет разрывных решений, излагается в терминах конечных разностей (а
не аппроксимаций производных!); каждая разность представляет собой по определению инте-
грал либо может быть представлена в виде суммы интегралов от функций, входящих в уравнения
недивергентной формы; поэтому для замены “разности–интеграла” надо использовать квадра-
турную формулу с подходящей оценкой погрешности. Для схем второго порядка точности мож-
но было ограничиться квадратурной формулой прямоугольников с узлом в центральной точке,
для схемы Русанова этого недостаточно, нужна формула парабол (Симпсона) [7].

Статья имеет следующую структуру. В первом разделе приведена простейшая (плоская про-
странственно одномерная) система уравнений, описывающая колебания холодной плазмы в
эйлеровых переменных. В рассматриваемом случае она имеет гиперболический тип, однако ее
форма записи имеет как дивергентное уравнение, так и недивергентное. Также в первом разделе
указаны аналитические свойства решения дифференциальной задачи: теорема существования и
единственности, законы сохранения, нечетность решения при нечетности начальных данных,
формула электронной плотности на оси симметрии области. Во втором разделе приведена моди-
фикация классической схемы Русанова третьего порядка точности. В третьем разделе, самом
объемном, приведены результаты расчетов. Сначала они иллюстрируют порядок точности схе-
мы Русанова на гладком специально сконструированном решении неоднородной задачи; для
сравнения приводятся аналогичные расчеты по схеме Мак-Кормака. Затем демонстрируется
применение схемы Русанова на расчете плазменных колебаний, инициированных коротким
мощным лазерным импульсом, что также сопровождается сравнением с результатами схемы
Мак-Кормака. В заключении систематизированы результаты проведенных исследований.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ЕЕ СВОЙСТВА

1.1. Уравнения и начальные условия

Будем считать плазму нерелятивистской электронной жидкостью, пренебрегая рекомбина-
ционными эффектами и движением ионов. Тогда в рамках одной из простейших моделей плаз-
мы, которую часто называют уравнениями гидродинамики “холодной” плазмы (см., например,
[8], [9]), ее плоские одномерные колебания можно описать безразмерной системой уравнений

(1)

где  – скорость электронов,  – электрическое поле. К системе (1) обычно добавляют уравнение

(2)

характеризующее безразмерную плотность электронов . Формула (2) является частным случа-
ем теоремы Гаусса [10], которая в дифференциальной размерной форме имеет вид

∂ ∂ ∂ ∂+ − +
∂θ ∂ρ ∂θ ∂ρ

= , = ,V V E EV E V V

V E

∂ ρ θρ θ −
∂ρ
( , )( , ) = 1 ,EN
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 Вывод уравнений (1), (2) можно найти в различных источниках (см., напри-
мер, [2], [3], [16]).

Ниже мы будем изучать в полуплоскости  решение задачи Коши для (1) с
начальными условиями

(3)

Система (1) относится к гиперболическому типу. Хорошо известно, что для таких систем су-
ществует локально по времени единственное решение задачи Коши того же класса, что и началь-
ные данные, в нашем случае это . Также известно, что для таких систем потеря решением глад-
кости происходит по одному из следующих сценариев: либо сами компоненты решения в тече-
ние конечного времени обращаются в бесконечность, либо они остаются ограниченными, но в
бесконечность обращаются их производные [11]. Последняя возможность реализуется, напри-
мер, для однородных законов сохранения, к которым относятся уравнения газовой динамики,
где возникновение особенности соответствует образованию ударной волны.

Следует отметить, что моделирование нерелятивистских колебаний холодной плазмы можно
проводить также на основе системы уравнений Эйлера–Пуассона, которая имеет смешанный
тип: гиперболический и эллиптический одновременно [12]. Однако при таком подходе отсут-
ствует расщепление уравнений, аналогичное (1), (2), что автоматически увеличивает примерно
в полтора раза объем вычислительной работы при дальнейшем использовании любого числен-
ного алгоритма.

1.2. Свойства решения

Напомним основные свойства решения задачи (1), (3), впервые полученные в работе [13] (по-
дробные доказательства приведены в [14]).

Теорема существования и единственности (Для рассматриваемой постановки принципиально
важной является теорема существования глобального по времени решения [13], [14]). Пусть на-
чальные данные (3) принадлежат классу . Для существования и единственности непрерывно
дифференцируемого по обеим переменным периодического по времени при всех  решения

  задачи (1), (3) необходимо и достаточно, чтобы в каждой точке  было вы-
полнено неравенство

(4)

Если же существует хотя бы одна точка , для которой выполняется неравенство, противополож-
ное (4), то в течение конечного времени производные решения обращаются в бесконечность.

Следствие. Если необходимое и достаточное условие существования решения (4) выполнено
в начальный момент времени, то оно сохраняется во времени и пространстве, т.е. для произволь-
ной точки  справедливо

(5)

Даже если же условие (4) не выполнено, то сами функции  и  все равно остаются
ограниченными, в силу равенства , справедливого для произ-
вольной характеристики системы (1), стартующей из точки . Отсюда следует, что разрушение
решения может иметь только вид градиентной катастрофы. В частности, нарушение условия (4)
приводит к обращению электронной плотности в бесконечность, т.е. к опрокидыванию колеба-
ний.

Следует отметить, что, в силу соотношения (2), из (5) вытекают строгая положительность и
отделенность от нуля функции электронной плотности:

π − 0div = 4 ( ).e n nE

ρ θ : ρ ∈ θR{( , ) , > 0}

ρ ρ ρ ρ ρ ∈0 0( ,0) = ( ), ( ,0) = ( ), .V V E E R

2C

R
2( )C
π −2 θ > 0

θ ρ( , ),V θ ρ( , )E ρ ∈ −∞ ∞( , )

ρ + ρ −2
0 0' '( ( )) 2 ( ) 1 < 0.V E

ρ

ρ θ( , )

 ∂ ρ θ ∂ ρ θ+ − ∂ρ ∂ρ 

2
( , ) ( , )2 1 < 0.V E

ρ θ( , )V ρ θ( , )E
+ ρ + ρ2 2 2 2
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ρ0
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Таким образом, из приведенной информации следует, что решение задачи (1) с начальными
условиями (3) полностью характеризуется поведением функций   и их простран-
ственных производных (градиентов).

Законы сохранения. Дифференциальная форма записи закона сохранения полной энергии
электрического поля и электронов плазмы в рассматриваемом случае имеет вид [3], [15]

(6)

После интегрирования этого соотношения по области  при использовании однород-
ных условий на бесконечности получим сохранение во времени величины

(7)

В работе [3] также приведен закон сохранения некоторой вспомогательной функции. В диф-
ференциальной форме он имеет вид

(8)

Из уравнения (8) при использовании однородных условий на бесконечности следует сохранение
во времени величины

(9)

Обратим внимание, что соотношение (8) не противоречит закону сохранения энергии (6):
разница между соответствующими выражениями есть просто утверждение теоремы Гаусса (2),
умноженное на подходящую комбинацию функций.

Нечетность решения. Предположим, что начальные условия (3) нечетны относительно оси
симметрии области, т.е. прямой . Покажем, что в этом случае решение системы (1) будет
оставаться нечетным в течение всего времени его существования.

Рассмотрим решение   задачи (1) с нечетными начальными условиями (3). Одно-
временно с ним рассмотрим пару функций  . При , в
силу нечетности (3), справедливы равенства

Кроме того, функции   удовлетворяют уравнениям

(10)

что несложно проверяется непосредственной подстановкой в (1).

В результате имеем, что пары функций   и   удовлетворяют одина-
ковым уравнениям и одинаковым начальным условиям. Отсюда, в силу Теоремы 1 о существо-
вании и единственности решения системы (1) с начальными условиями (3), получаем совпаде-
ние функций в произвольный момент времени 

Теперь, вспоминая определения функций  получаем нечетность решения  для любого ,
если начальные данные были нечетными.

Это свойство решения исходной задачи позволяет уменьшить область определения решения
в два раза (было , стало ). При этом, вследствие свойства нечетности на оси

 симметрии, формируются граничные условия:
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Формула для плотности на оси симметрии. Продолжим изучение решения системы (1) с нечет-
ными начальными данными (3). Учитывая его нечетность, выпишем соответствующее разложе-
ние в ряд Тейлора в окрестности прямой :

Нас интересует поведение производных на оси симметрии 

чтобы с помощью общей формулы (2) получить частную формулу

После подстановки разложений Тейлора в систему (1) и учета условия  приходим к вспо-
могательной задаче для функций  и  с вещественными начальными данными:

(11)

Эти начальные данные есть производные по  начальных функций из (3), взятые при .
Справедливо следующее (см. [16])

Утверждение. Пусть величина  удовлетворяет условию , тогда решение
(11) имеет вид

(12)

где

(13)

В дальнейшем будет полезен частный случай этого решения, когда . Это дает:
, , следовательно,

(14)

Функция электронной плотности  традиционно является очень важной для описания процес-
сов в холодной плазме, при этом – наиболее сильно изменяющейся в сравнении с  и . Пред-
полагается использовать формулу (14) для анализа точности численного метода решения задачи
(1), (3).

2. СХЕМА РУСАНОВА ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ
2.1. Формулы для дивергентной записи уравнения

Пусть исходное уравнение имеет вид

(15)

где  – вектор-функции, рассматриваемые в полуплоскости , и в мо-
мент времени  заданы начальные условия

(16)

ρ = 0
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Будем считать, что нас интересует приближенное решение задачи Коши, определенной соотно-
шениями (15), (16), про которое известно, что оно существует, единственно и обладает достаточ-
ной гладкостью.

Определим дискретизацию независимых переменных с помощью постоянных параметров  и
 так, что

и будем обозначать зависимую переменную  в узле сетки  как . Стандартная схема
Русанова третьего порядка точности, предложенная в [4], состоит из трех этапов вычислений и
может быть представлена как

(17)

(18)

(19)

где верхний индекс обозначает промежуточный шаг ((1) или (2)) или номер временного слоя (
или ). Обратим внимание, что значения функций, помеченные индексом (1), относятся к
моменту времени , поэтому величина  вычисляется как .

Аналогично – индекс (2) относится к моменту времени , поэтому, например, величина
 вычисляется как .
Отметим также, что последнее слагаемое в (19) не связано с точностью метода, так как про-

порционально разностному оператору четвертого порядка. Зато оно влияет на устойчивость. В
частности, в [4–6] для модельного уравнения ,  показано, что устойчивость
обеспечивается выполнением неравенств

(20)

Приведенная выше схема хорошо известна и давно используется в вычислительной практике.
Ее свойства представлены в популярных монографиях, посвященных численному анализу и ма-
тематическому моделированию (см., например, [18], [19]). Напомним, что она на гладких реше-
ниях имеет порядок аппроксимации  и условие устойчивости , поэтому ее
традиционно называют “схемой третьего порядка точности”.

2.2. Модификация на основе формулы Симпсона

Как правило, разностные методы формулируются для дивергентной формы уравнений (15),
поэтому определенный интерес представляет “обход” недивергентной записи уравнения, опи-
сывающего динамику электрического поля,

Определим с этой целью в произвольный требуемый момент времени , в данном случае играю-
щий роль параметра, вспомогательную функцию  соотношениями

(21)

Заметим, что при достаточной гладкости определяющих правую часть функций  и ,
функция  существует, единственна и обладает гладкостью не меньшей, чем .
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Обратим также внимание, что в формулах (17)–(19) участвуют не просто значения  в узлах
сетки (либо с целыми, либо с дробными узлами), а разности этих значений, например, ,
представляющие собой по определению интегралы вида

(22)

В целях аппроксимации интеграла в (22) воспользуемся квадратурной формулой Симпсона (па-
рабол) [7], т.е.

Учитывая, что в (22) длина отрезка интегрирования равна , имеем

Теперь, вспоминая, что при условии устойчивости вида  порядок точности метода Руса-
нова на конечном отрезке интегрирования есть  (см. [18], [19]), получаем, что локаль-
ная погрешность на одном шаге по времени, равная , не ухудшится вследствие замены
точного значения интеграла его аппроксимацией по формуле Симпсона, в силу погрешности
последней порядка . Вышесказанное означает, что на гладких решениях разница в погреш-
ности аппроксимации для дивергентной и недивергентной форм записи исходных уравнений не
должна быть существенной.

Однако реализация такого подхода, впервые предложенного в работе [3], требует дополни-
тельной вычислительной работы. В частности, для вычисления промежуточных величин

необходимы формулы высокого порядка аппроксимации. Приведем их для полноты описания
алгоритма:

(23)

(24)

(25)

Конечно, от приближаемых величин здесь требуется повышенная гладкость: формулы (23) и (24)
требуют , а формула (25) – . Заметим также, что вычисление электронной
плотности по формуле (2) проводится с помощью соотношения (23).

В заключение раздела следует обратить внимание, что предложенная модификация известно-
го метода никак не влияет на его условие устойчивости в классической версии – (20), которое
было получено на основе как спектрального признака устойчивости и метода замороженных ко-
эффициентов, так и метода дифференциального приближения (см. [18], [19]). Это связано с тем,
что источниковые члены в уравнениях плазменных колебаний изначально линейны, а линеари-
зация и дивергентной формы уравнений, и недивергентной, порождает одинаковые выражения
при замораживании переменных коэффициентов.

Отметим, что обсуждаемая модификация схемы Русанова (17)–(19) на основе формулы
Симпсона теоретически безупречна для расчета гладких решений, хотя вычислительные затраты
при ее реализации представляются чрезмерными. Тем не менее упрощение модификации за счет
использования более простой (и менее точной!) формулы прямоугольников, как это сделано в
работе [3], не представляется возможным потому, что подобная замена понизит порядок точно-

ϕ
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сти по пространству до второго, точнее – до , а это сразу приведет к потере смысла фор-
мул (17)–(19).

3. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ
3.1. Тестовые расчеты с гладким решением

Рассмотрим задание решения в окрестности прямой  с помощью функции

(26)

где параметры  и  характеризуют масштаб области локализации и максимальную величину

. Здесь  – основание натурального логарифма. Вид
функции (26) выбран из соображений, что подобное возмущение электрического поля может
возбуждаться в разреженной плазме ( ) лазерным импульсом с частотой  при его фоку-
сировке в линию (этого можно добиться при использовании цилиндрической линзы, см. детали
в [20]).

Построим с помощью (26) в области   тестовое гладкое решение системы урав-
нений

(27)

Правые части уравнений – функции  и  – определим с помощью точного решения

(28)

где для определенности зафиксированы параметры:

Недостающие начальные и граничные условия берутся из формул (28), а контроль вычислений,
кроме искомых функций  и , дополнительно осуществляется за электронной плот-
ностью

(29)

так как она является наименее гладкой из всех интересующих физических величин.
Применим для численного решения системы (27) модификацию схемы Русанова на основе

формулы Симпсона из п. 2.2 с целью экспериментального наблюдения за порядком точности.
Результаты расчетов при  ( ) и  приведены в табл. 1.

Колонка  содержит величины погрешностей для скорости , посчитанные по формуле
 для области  , а колонка  – отношение погрешно-

стей, взятых при  и . Аналогичный смысл имеют колонки таблицы, характеризующие по-
грешности и их отношения для функций электрического поля  и плотности электронов .
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Таблица 1. Погрешности схемы Русанова для решения с 

200 – – –
400 8.30 8.30 8.01
800 8.16 8.16 8.08

1600 8.08 8.08 8.05
3200 8.04 8.03 7.98

α = 0.25

1/h Err( )V Rel( )V Err( )E Rel( )E Err( )N Rel( )N

−× 60.14907 10 −× 60.13879 10 −× 50.42601 10
−× 70.17971 10 −× 70.16715 10 −× 60.53217 10
−× 80.22035 10 −× 80.20492 10 −× 70.65903 10
−× 90.27267 10 −× 90.25357 10 −× 80.81895 10
−× 100.33927 10 −× 100.31571 10 −× 80.10267 10
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Смысл отношений весьма прост: как только погрешность решения начинает характеризо-
ваться первым (главным) членом асимптотики, отношение должно быть похоже на , где  – по-
рядок точности метода. Более точно, пусть для схемы Русанова, в силу порядка точности ,
справедливо

где постоянные , не зависят от параметров дискретизации, тогда если ,
то шаг  еще слишком велик, чтобы правильно характеризовать главный член погреш-
ности . С другой стороны, шаг  уже достаточно хорош, так как для него

, т.е. влияние младших членов погрешности на асимптотику не превышает .
Главный вывод, который можно сделать на основе табл. 1: численные эксперименты нагляд-

но демонстрируют теоретический (третий) порядок точности схемы Русанова, причем ее моди-
фикация на случай недивергентной формы уравнений этот порядок не ухудшает. Однако для
преобладания в погрешности главного члена асимптотики требуется использование достаточно
малых параметров дискретизации.

С целью сравнения со схемой Русанова приведем в табл. 2 результаты аналогичных расчетов
для схемы Мак-Кормака, модификация которой для уравнений недивергентной формы опубли-
кована в [3]. Все параметры задачи и смысл значений колонок полностью совпадают с аналогич-
ными для схемы Русанова.

Схема Мак-Кормака имеет второй порядок точности ( ), т.е. погрешность для конкрет-
ной функции можно охарактеризовать формулой

где постоянные , не зависят от параметров дискретизации.
Из данных табл. 2 следует, что влияние на главные члены погрешностей искомых функций

 и , не превосходящее , достигается уже при , т.е. эффект преоблада-
ния достигается существенно быстрее, чем для схемы Русанова. Это легко объяснить ростом
производных решения, т.е. доминированием величин  над ,  над  и т.д.

В целом для задачи с гладким решением  и  поведение погрешностей для схем
различных порядков точности в табл. 1 и 2 вполне естественно. Их абсолютные значения для бо-
лее точной схемы на несколько порядков меньше аналогов для менее точной схемы, что напря-
мую связано с различными объемами вычислительной работы при реализации этих схем. Экспе-
риментальные данные свидетельствуют, что при одинаковых сеточных параметрах расчет по схе-
ме Русанова длится примерно в  дольше, чем по схеме Мак-Кормака. Правда, оптимизация
именно на предмет сокращения объема вычислительной работы для каждой из схем целенаправ-
ленно не производилась, но трехкратное увеличение вычислений в схеме Русанова по сравне-
нию со схемой Мак-Кормака можно считать правдоподобным.

Менее очевидной является динамика погрешности для электронной плотности , так как
она полностью характеризуется порядком точности схемы. Плотность представляет собой кон-
стату за вычетом градиента электрического поля , поэтому формальный порядок точности гра-
диента функции должен быть на единицу меньше порядка точности самой функции, однако рас-
четы свидетельствуют об одинаковых порядках. Это можно объяснить в рамках гипотезы о глав-
ном члене погрешности, т.е. при приближенном вычислении гладкой функции главный член

2s s
= 3s

+ +3 4
3 4Err( ) = ,V c h c h

, = 3,4,ic i Rel( ) = 8.16V
= 1/800h

3
3c h = 1/3200h

Rel( ) = 8.04V 0.5%

= 2s

+ +2 3
2 3ˆ ˆErr( ) = ,V c h c h

ˆ, = 2,3,ic i

ρ θ( , )V ρ θ( , )E 0.5% = 1/800h

3c 2̂c 4c 3̂c
ρ θ( , )V ρ θ( , )E

3.95

N

E

Таблица 2. Погрешности схемы Мак-Кормака для решения с 

200 – – –
400 3.98 4.00 3.77
800 3.99 4.00 3.95

1600 4.00 4.00 3.98
3200 4.00 4.00 4.00

α = 0.25

1/h Err( )V Rel( )V Err( )E Rel( )E Err( )N Rel( )N

−× 40.22015 10 −× 40.21057 10 −× 30.88364 10
−× 50.55348 10 −× 50.52656 10 −× 30.23465 10
−× 50.13860 10 −× 50.13161 10 −× 40.59433 10
−× 60.34669 10 −× 60.32905 10 −× 40.14916 10
−× 70.86687 10 −× 70.82267 10 −× 50.37327 10
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погрешности также является гладкой функцией. Иными словами, получаемое сеточное решение
 является следом на сетке (проекцией) суммы достаточно гладких функций

где  – гладкое решение дифференциального уравнения, а  – гладкий множитель, ха-
рактеризующий главный член погрешности. В этом случае использование формулы (23) с по-
грешностью  для приближенного вычисления электронной плотности  приведет к сохра-
нению порядка точности схемы Русанова. Аналогичные рассуждения справедливы и для вели-
чин меньшего порядка, порождаемых схемой Мак-Кормака и приведенных в табл. 2. Краткий
вывод, связанный с поведением погрешности электронной плотности , таков: порядок точно-
сти в обеих схемах такой же, как для  и , хотя сами абсолютные значения погрешно-
стей примерно на порядок больше.

3.2. Расчеты с менее гладким решением

Рассмотрим традиционную постановку для моделирования нерелятивистских колебаний в
холодной плазме [2]. Положим, что скорость электронов в начальный момент времени ( )
равна нулю

(30)

а колебания возбуждаются в начальный момент времени электрическим полем следующего вида:

(31)

Для однозначного задания начальных условий зафиксируем параметры:  . В
результате получим . Обратим внимание, что условия (30), (31) удовлетворяют крите-
рию (3), т.е. единственное -периодическое по времени решение уравнений (1) глобально су-
ществует. Однако оно является менее гладким, чем рассмотренное в предыдущем разделе. На-
пример, электронная плотность при  колеблется в диапазоне  (границы
указаны с двумя верными знаками после десятичной точки), т.е. изменяется на периоде пример-
но в 20 раз. Тогда как при  она изменяется за период всего в два раза.

Заметим, что на больших расстояниях от прямой , в силу начального условия (31), плаз-
менные колебания не возбуждаются. Поэтому будем считать, что выполнены следующие условия:

(32)

Однако в целях численного моделирования плазменных колебаний расчетную область необ-
ходимо ограничить; определим ее по переменной  как отрезок , на концах которого сле-
дует задать искусственные граничные условия. Обсуждению их построения посвящен разд. 3.6 в
[2], здесь же мы ограничимся “обрезанием” бесконечной области с помощью однородных гра-
ничных условий первого рода:

Конечно, параметр  следует выбирать достаточно большим. В силу экспоненциального затуха-
ния функции , достаточно положить . В этом случае имеем 

. Это означает, что при вычислениях с двойной точностью величина скачка начальной
функции  в точках  соизмерима с машинной точностью, т.е. с обычной погрешностью
округления данных. Другими словами, при численном моделировании колебаний эффект обре-
зания начальных условий заметен совершенно не будет, что полностью соответствует понятию
“искусственной границы”. Учитывая сказанное, параметр , характеризующий искусственную
границу, положим . Ограничение расчетной области по переменной  примем как от-
резок , считая, что 20 периодов достаточно для наблюдения за решением.

Вычисления проведем на последовательности вложенных сеток: 
1/6400, 1/12800}, удовлетворяющих условию устойчивости используемых численных алгорит-
мов. Основной интерес будут представлять эксперименты с расчетами по схеме Русанова третье-

n
iE

ρ θ + ρ θ +3 3= ( , ) ( , ) ( ),n n n
i i iE E h P o h

ρ θ( , )E ρ θ( , )P

4( )O h N

N
ρ θ( , )V ρ θ( , )E

θ = 0

ρ ≡ ρ θ0( ) ( , = 0) = 0,V V

ρ ≡ ρ θ ρ0( ) ( , = 0) = ( ).E E F

ρ = 0.6,* = 0.414*a
α = 0.4761

π2

α = 0.4761 [0.52,10.96]

α = 0.25
ρ = 0

ρ → ±∞ θ ρ → ±∞ θ( , ) = 0, ( , ) = 0.V E

ρ −[ , ]d d

± θ ± θ( , ) = ( , ) = 0.V d E d

d
ρ0( )E ρ= 4.5 *d − ρ ≈ ×2 22{ / } 2.5768exp *d

−× 1810
0E ρ ±= d

d
ρ= 4.5 *d θ

π[0,40 ]
τ ∈= {1/1600,1/3200,h
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го порядка точности, для сравнения будут использоваться вычисления схеме Мак-Кормака,
имеющей второй порядок точности [3].

В данном случае аналитическое решение уравнений (1) в рассматриваемой области отсутству-
ет, поэтому будем наблюдать за сохранением величин  (7) и  (9), а также – за погреш-
ностью формулы (14),  характеризующей динамику электронной плотности на оси симметрии
области.

Сделаем замечание о влиянии ограничения области по переменной  на сохранение величин
 и . В начальный момент времени  для начальных условий (30), (31) несложно вы-

числить точно

Затем, используя составную формулу трапеций [7], вычислим приближенное значение тех же ве-
личин, но по ограниченной области :

Относительная ошибка, возникающая вследствие замены  на  с соответствующими знаками,
для различных пространственных шагов  не превышала по порядку величины , что дает
основание пренебречь эффектом обрезания области.

Применим для численного решения системы (1) с начальными условиями (30), (31) модифи-
кацию схемы Русанова с целью экспериментального наблюдения за точностью решения. Резуль-
таты расчетов при  ( ) и  приведены в табл. 3.

Колонка  содержит величины относительных погрешностей для значений электрон-
ной плотности  на оси симметрии ( ), а колонка  – отношение этих погрешностей,
взятых при  и . В свою очередь, колонка  содержит величины максимумов по времени
для относительных погрешностей значений энергии , т.е. результатов расчетов по формуле

 для области . Для вычисления приближенных

значений  использовалась составная формула трапеций [7]. Колонка  содержит от-
ношения погрешностей, взятых при  и . Аналогичный смысл имеют колонки таблицы, харак-
теризующие относительные погрешности и их отношения для функции .

Главной особенностью результатов из табл. 3 является иллюстрация чрезвычайно медленного
доминирования главного члена асимптотики для погрешностей рассматриваемых функций.
Причиной этого может быть в разложении локальной погрешности

сильный рост постоянных, т.е. , , связанных с недостаточной гладкостью функции
электронной плотности  в окрестности прямой . Ситуация с интегральными характери-
стиками  и  заметно лучше, но отношения погрешностей, характеризующих порядок точ-
ности схемы Русанова, весьма далеки от их аналогов для гладкого решения (см. табл. 1).

С целью сравнения со схемой Русанова приведем в табл. 4 результаты аналогичных расчетов
для схемы Мак-Кормака, где сохранены все параметры задачи и смысл значений колонок.
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n
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2h h
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+ @1k kc c ≥ 3k
N ρ = 0

En Af

Таблица 3. Погрешности схемы Русанова для решения с 

1600 – – –
3200 2.30 6.12 6.12
6400 3.29 7.18 7.18

12800 4.89 7.78 7.78

α = 0.4761

1/h Err( )Ax Rel( )Ax Err( )En Rel( )En Err( )Af Rel( )Af

× 00.17070 10 −× 40.23101 10 −× 40.23101 10
−× 10.74069 10 −× 50.37742 10 −× 50.37742 10
−× 10.22495 10 −× 60.52576 10 −× 60.52576 10
−× 20.45987 10 −× 70.67610 10 −× 70.67609 10
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Легко заметить, что асимптотический показатель скорости сходимости для схемы Мак-Кор-
мака, равный двум, при уменьшении параметров дискретизации наблюдается гораздо быстрее,
т.е. эффект насыщения погрешности достигается при меньших . Соответственно, для разложе-
ния погрешности

здесь можно предположить, что рост постоянных  также имеет место, но он не столь значите-
лен, как для схемы Русанова. Весьма любопытным является то, что сами погрешности 
при всех использованных параметрах  и  для схемы Мак-Кормака меньше, чем для схемы Ру-
санова. Видимо, это объясняется большой разницей постоянных при главных членах погрешно-
стей в схемах, т.е. .

Таким образом, сравнение схем Мак-Кормака и Русанова на менее гладком решении (с
) указывает, что схема Русанова точнее в теоретическом плане, а для практики пред-

почтительнее схема Мак-Кормака. Иными словами, преимущество схемы Русанова станет за-
метно только при достаточно малых параметрах дискретизации, возможно недостижимых для
реальных расчетов колебаний холодной плазмы. Заметим, что параметры задачи  и  в обсуж-
даемых численных экспериментах не являются критическими, т.е. градиенты решения еще весь-
ма далеки от сингулярных. Формально дифференциальная задача еще хороша, а посчитать ее по
схеме Русанова уже трудно.

В завершение процедуры сравнения двух рассматриваемых схем рассмотрим качественную
динамику их погрешностей на больших временах (порядка 20 периодов); все иллюстрации сде-
ланы на основании расчетов при .

На фиг. 1 представлена посчитанная по обеим схемам динамика относительной погрешности
плотности электронов в центре области. Легко заметить качественное отличие в поведении по-
грешнности для представленных схем. Для схемы Мак-Кормака погрешность является равно-
мерно ограниченной величиной, изменяющейся в течение каждого периода пропорционально
функции электронной плотности. При этом само ограничивающее значение убывает строго в

h

+ + +2 3 4
2 3 4ˆ ˆ ˆErr( ) = ;Ax c h c h c h

k̂c
Err( )Ax

τ h

!2 3ĉ c

α = 0.4761

ρ* *a

τ = = 1/12800h

Таблица 4. Погрешности схемы Мак-Кормака для решения с 

1600 – – –
3200 3.36 3.98 3.93
6400 3.77 4.00 3.98

12800 3.93 4.00 3.99

α = 0.4761

1/h Err( )Ax Rel( )Ax Err( )En Rel( )En Err( )Af Rel( )Af

−× 10.41861 10 −× 50.62113 10 −× 40.37771 10
−× 10.12439 10 −× 50.15588 10 −× 50.96216 10
−× 20.32984 10 −× 60.39010 10 −× 50.24177 10
−× 30.83870 10 −× 70.97564 10 −× 60.60520 10

Фиг. 1. Динамика относительной погрешности плотности электронов в центре области ; а – для схе-
мы Русанова, б – для схемы Мак-Кормака.
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Фиг. 2. Динамика относительной погрешности энергии ; a – для схемы Русанова, б – для схемы Мак-Кор-
мака.
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соответствии с теорией как величина второго порядка малости, т.е. при уменьшении параметров
 и  в два раза оно убывает в четыре раза. В свою очередь, для схемы Русанова из графика на-

блюдаем, что верхняя огибающая колеблющейся погрешности представляет собой линейную по
времени функцию. Учитывая, что свойства аппроксимации и устойчивости имеют асимптотиче-
ский характер, т.е. справедливы при достаточно малых параметрах дискретизации, можно пред-
положить, что линейный рост погрешности при больших значениях времени наблюдения за ре-
шением приведет к отсутствию близости точного и приближенного решений задачи. Напомним
также, что сами ограничивающие погрешности величины различаются примерно в 5 раз в пользу
схемы Мак-Кормака.

На фиг. 2 представлена посчитанная по обеим схемам динамика относительной погрешности
энергии. Как и при анализе погрешности аксиального решения для плотности электронов, по-
грешность энергии, посчитанная по схеме Мак-Кормака, ведет себя в полном соответствии с
теорией: при уменьшении параметров дискретизации она квадратично убывает и, кроме того, –
равномерно ограничена по времени. Расчеты, проведенные по схеме Русанова, также близки к
теоретическим, а сами значения погрешности меньше, чем для схемы Мак-Кормака. Однако
здесь для схемы Русанова также наблюдается линейный рост погрешности в зависимости от дли-
ны интервала времени, что нельзя никак отнести к достоинству схемы.

На фиг. 3 представлена посчитанная по обеим схемам динамика относительной погрешности
дополнительной функции  (9). Как и при анализе погрешностей плотности и энергии, по-
грешность дополнительной функции, посчитанная по схеме МакКормака, ведет себя практиче-

τ h

θ( )Af

Фиг. 3. Динамика относительной погрешности функции ; а – для схемы Русанова, б – для схемы Мак-
Кормака.
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ски идеально: при уменьшении параметров дискретизации она квадратично убывает и, кроме
того, – равномерно ограничена по времени. Расчеты, проведенные по схеме Русанова, также со-
гласуются с теорией, однако относительная погрешность, как и в предыдущих расчетах, линейно
растет во времени. Можно также отметить, что погрешность дополнительной функции  для
схемы Русанова асимптотически стремится к погрешности энергии : на малых временах
они немного отличаются, зато на больших практически совпадают.

На основании проведенных расчетов можно сделать следующие выводы:
1) при проведении многопериодного моделирования традиционных (не очень гладких!) плаз-

менных колебаний схема Мак-Кормака обладает несомненными преимуществами по сравне-
нию со схемой Русанова как качественного (равномерное ограничение всех видов погрешно-
стей), так и количественного характера (при доступных параметрах дискретизации погрешность
важнейшей физической характеристики – электронной плотности – меньше);

2) схемы более высокого порядка точности имеют преимущества на более гладких решениях;
3) для повышения достоверности вычислений, кроме стандартных теоретических исследова-

ний аппроксимации и устойчивости, необходимо использовать контроль как за частными ана-
литическими решениями, так и за сохранением энергии и других дополнительных функций.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе для моделирования нерелятивистских колебаний холодной плазмы пред-

ложена модификация классической схемы Русанова, имеющей третий порядок точности. Отме-
тим, что ранее для расчетов в эйлеровых переменных были известны только схемы первого [15]
и второго [3] порядков точности. Для тестовой задачи с гладким решением проведено исследо-
вание погрешностей построенной схемы, а также – сравнение с погрешностями схемы Мак-
Кормака [3]. Для задачи о свободных плазменных колебаниях, инициированных коротким мощ-
ным лазерным импульсом, приведены результаты численных экспериментов по сохранению
энергии и дополнительной функции для обеих схем, а также по точности электронной плотно-
сти в центре области (при ). На основании проведенных расчетов можно сделать вывод о
теоретическом превосходстве схемы Русанова, хотя для практических вычислений следует реко-
мендовать схему Мак-Кормака. В первую очередь это касается расчетов “долгоживущих” про-
цессов и колебаний холодной плазмы, близких к реальным. Кроме этого, подтвердим точку зре-
ния, что теоретическое исследование аппроксимации и устойчивости вместе с эксперименталь-
ным наблюдением за количественными характеристиками погрешности для наиболее
чувствительных величин существенно повышает достоверность вычислений.
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