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Предложен численный метод, аппроксимирующий уравнения динамики течения полимерного раствора. По-
строенная методика основывается на гибридном подходе. Гидродинамическая составляющая течения описы-
вается системой уравнений Навье–Стокса и численно аппроксимируются линеаризованным методом Году-
нова. Полимерная составляющая течения описывается системой уравнений для вектора растяжения полиме-
ров R и численно аппроксимируются методом Курганова–Тедмора. С использованием построенной схемы,
исследована задача об устойчивости течения полимерного раствора при низких числах Рейнольдса Re ∼ 10
в квадратной периодической ячейке под действием внешней периодической силы. Путем численного экспе-
римента изучена неустойчивость данного вида течения, характеризующаяся нарушением его ламинарности.
Построены спектральные характеристики полимерного раствора при низких числах Рейнольдса. Библ. 38.
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ВВЕДЕНИЕ

Взаимодействие полимерных молекул с потоками жидкости приводит ко множеству интересных явлений,
наблюдаемых в природе и лабораторных экспериментах, а именно к уменьшению турбулентного сопротивле-
ния, эластической турбулентности и изменению процесса теплопереноса при естественной конвекции [1, 2].
Лабораторные эксперименты показывают, что даже незначительная концентрация полимеров может значи-
тельно изменить свойства ламинарных низкорейнольдсовых (Re ∼ 1) потоков, и породить новую форму тур-
булентности, получившую название эластической(полимерной) турбулентности. Для ньютоновского потока
жидкости переход к турбулентности определяется нелинейным инерционным членом в уравнении импульса,
точнее отношением инерционных сил, описываемых этим членом к диссипативным силам, обусловленным
вязкостью среды. Это отношение характеризуется безразмерным параметром – числом Рейнольдса Re. Чем
выше Re, тем более неустойчивым становится поток, что приводит к возникновению и развитию турбулент-
ного режима течения. Однако в жидкости, в которой присутствуют полимерные молекулы, возникает так на-
зываемый вязкоупругий эффект, вследствие наличия другого нелинейного члена, характеризующего влияние
полимерных молекул на поток. Влияние упругих сил на поток, которые вызваны наличием полимеров, опи-
сывается еще одним безразмерным параметром – числом Вайсенберга Wi = 𝑈

γ0𝐿
, определяемым отношением

характерного градиента скорости потока жидкости к темпу релаксации полимерной молекулы к своему рав-
новесному состоянию. Здесь γ0−коэффициент релаксации полимерной молекулы к своему равновесному со-
стоянию. Как показывают физические эксперименты, возникновение и развитие неустойчивости течения при
малых числах Re происходит именно благодаря наличию этих упругих сил [1–4].

Развитие неустойчивостей, обусловленных действием только полимерных сил при низких числах Рейнольд-
са наблюдается в большом разнообразии экспериментов для криволинейных геометрий потоков. Примерами

1)Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки И.В.Колоколова (госзадание FFWR-2024-0014) и РНФ В.В.Лебедева
(код проекта 23-72-30006) в рамках госзадания №124022400174-3 “Вычислительный эксперимент на суперкомпьютерах в задачах механики
сплошных сред”.
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служат течения Куэтта между двумя цилиндрами, где был предложен механизм развития полимерной неустой-
чивости [5] и количественно подтвержден экспериментально [6–8], а так же закрученный поток между двумя
вращающимися параллельными дисками [9–11], коническо-плоские геометрии [12], криволинейные каналы
или поток Дина [13–18], поток в канале [19–22] и неустойчивости следа в потоках, обтекающих различные
препятствия [23–26]. Так же результаты по эластической турбулентности были получены в работах [27, 28].

Несмотря на большой интерес, проявляемый к полимерным течениям и широкий спектр потенциальных
применений в различных технологических процессах, численное моделирование упругой неустойчивости и
эластической турбулентности встречает большие сложности и мало представлена в литературе. При постановке
физических экспериментов в настоящее время довольно трудно получить подробную информацию о полимер-
ном растворе, например, поле тензора упругих напряжений полимерных молекул. При этом эти данные имеют
большое значение при построении численного исследования механизма течения полимерного раствора и изу-
чения его свойств. Таким образом, актуальной задачей является разработка качественных методов численного
моделирования и позволяет путем непосредственного решения системы уравнений, описывающих динами-
ку течения раствора, получить наиболее полную информацию о характеристиках потока. Однако численное
моделирование турбулентных потоков полимерных растворов далеко не тривиально [29–32]. Это обусловлено
наличием больших градиентов поля растяжений полимерных молекул, возникающих на режимах течений с вы-
соким числом Wi, что приводит к развитию неустойчивостей численной схемы. Для регуляризации численно-
го решения уравнений, описывающих динамику поля растяжений полимеров, обычно вводят дополнительную
искусственную диффузию. Искусственная диффузия преобразует уравнения полимерной модели в параболи-
ческую форму за счет сглаживания градиентов растяжения полимеров [31].

Эластическая турбулентность была впервые изучена численно в работе [29] в двумерном колмогоровском
потоке полимерного раствора. Основные явления, наблюдаемые в лабораторных экспериментах, были воспро-
изведены с помощью численного моделирования, например, увеличение лобового сопротивления с увеличе-
нием Wi и наблюдение степенного энергетического спектра. Трехмерное (3D) моделирование колмогоровского
течения вязкоупругой жидкости было выполнено в работе [34]. Авторы показали, что эластическая турбулент-
ность возникает при меньшем числе Вайсенберга Wi по сравнению с двумерным случаем.

В настоящей работе представлены результаты прямого численного моделирования неустойчивости течения
вязкой жидкости, содержащей полимерную примесь под действием внешней периодической силы в перио-
дической квадратной двумерной ячейке. Получены зависимости кинетической энергии течения от времени,
показывающие переход от ламинарного течения ко вторичному периодическому режиму. Построены спектры
скорости и кинетической энергии для гидродинамической составляющей течения, показывающие наличие
степенной зависимости для энергетического каскада с коэффициентом 𝑘 ∼ −3. Аналогичные спектры рас-
тяжений полимерных молекул демонстрируют зависимость 𝑘 ∼ −1.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. МОДЕЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Система уравнений, описывающих динамику полимерного раствора вязкой жидкости, включает в себя
уравнения Навье–Стокса и уравнения, описывающие эволюцию состояния полимерной составляющей [1].
Эта составляющая описывается векторным полем растяжения полимерной молекулы R — вектором, соеди-
няющим начало и конец молекулы (end-to-end vector). Запишем нашу модель в виде
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2

3
, γ(𝑅) = γ0(1 +

𝑅2

𝑅2
𝑚

), V = (𝑢, 𝑣)Т.

Здесь𝐴— коэффициент концентрации полимеров в растворе,𝐶𝑑 — коэффициент искусственной диффузии
полимеров, введенный для стабилизации численного решения, γ(𝑅) — модель релаксации полимерной моле-
кулы, 𝐺 — интенсивность внешней силы. В качестве модели упругости полимеров использовано приближение
модели FENE-P [1], когда 𝑅 ≪ 𝑅𝑚 : γ(𝑅) = γ0(1 + 𝑅2

𝑅2
𝑚

). Здесь 𝑅𝑚 — максимальная величина растяжения
полимерной молекулы.

В начале расчетов раствор находился в состоянии покоя:𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡 = 0) = 0 м
с ; 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡 = 0) = 0 м

с . Плотность и
давление принимались равными ρ(𝑥, 𝑦, 𝑡 = 0) = 10 кг

м3 ; 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡 = 0) = 103 Па. Начальные значения растяжения
полимерных молекул𝑅𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑡 = 0) = 10−2 м;𝑅𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑡 = 0) = 10−2 м. Коэффициент искусственной диффузии
подбирался эмпирически, исходя из требований устойчивого численного счета 𝐶𝑑 = 10−3 м2

с . Во всех расчетах
интенсивность внешней силы 𝐺 = 10−2 Н

кг . Коэффициент релаксации полимерной молекулы положим γ0 =
= 10−4 с−1. Величина динамической вязкости µ = 0.5 Па с. Частота внешней периодической силы 𝑘 = 2 м−1.

Расчетная область представляет из себя квадрат со сторонами 𝐿 × 𝐿 = 2π × 2π, на границе которого по-
ставлены периодические граничные условия и покрыта равномерной вычислительной сеткой размерностью
250 × 250 ячеек. Также были проведены расчеты на сектах размерностью 500 × 500 и 1000 × 1000 для проверки
того, что полученные результаты не являются численным эффектом.

2. ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД

Для численной аппроксимации системы (1.1) применялась комбинация двух численных методов – линеа-
ризованного метода Годунова [35] и метода Курганова–Тедмора (КТ) [36]. Линеаризованным методом Годунова
аппроксимировалась гидродинамическая часть модели – уравнения Навье–Стокса, уравнения, описывающие
полимерную часть, аппроксимировались методом Курганова–Тедмора (КТ). Подробное описание линеаризо-
ванной схемы Годунова представлено в работе [35]. Опишем аппроксимацию уравнений на полимерную состав-
ляющую более подробно. Запишем уравнения системы (1.1) для вектора растяжения полимеров в дивергентном
виде:
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Суть методики КТ состоит в алгоритме негодуновского типа для вычисления конвективных потоков(︂
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2 ,𝑗

)𝑛
)︀

2
−

(𝑎𝑦
𝑖+ 1

2 ,𝑗
)𝑛

2

(︁
(𝑅+

𝑖+ 1
2 ,𝑗

)𝑛 − (𝑅−
𝑖− 1

2 ,𝑗
)𝑛
)︁

;

(𝑅±
𝑖+ 1

2 ,𝑗
)𝑛 = 𝑅𝑛

𝑖+1,𝑗 ∓
∆𝑥

2
(𝑅𝑥)𝑛𝑖+ 1

2±
1
2 ,𝑗

; (𝑅±
𝑖,𝑗+ 1

2

)𝑛 = 𝑅𝑛
𝑖,𝑗+1 ∓

∆𝑦

2
(𝑅𝑦)𝑛𝑖,𝑗+ 1

2±
1
2
;

(𝑎𝑥𝑖+ 1
2 ,𝑗

)𝑛 = max
±

(︁𝜕𝐹
𝜕𝑅

(︀
(𝑅±

𝑖+ 1
2 ,𝑗

)𝑛
)︀)︁

=
⃒⃒⃒
𝑢𝑖+ 1

2 ,𝑗

⃒⃒⃒
; (𝑎𝑦

𝑖+ 1
2 ,𝑗

)𝑛 = max
±

(︁𝜕𝐺
𝜕𝑅

(︀
(𝑅±

𝑖,𝑗+ 1
2

)𝑛
)︀)︁

=
⃒⃒⃒
𝑣𝑖+ 1

2 ,𝑗

⃒⃒⃒
;

𝑢𝑖+ 1
2 ,𝑗

=
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+1,𝑗); 𝑣𝑖+ 1

2 ,𝑗
=

1

2
(𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖+1,𝑗);

(𝑅𝑥)𝑛𝑖,𝑗 = min mod

(︂
θ

(𝑅𝑥)𝑛𝑖,𝑗 − (𝑅𝑥)𝑛𝑖−1,𝑗

∆𝑥
,

(𝑅𝑥)𝑛𝑖+1,𝑗 − (𝑅𝑥)𝑛𝑖−1,𝑗

2∆𝑥
, θ

(𝑅𝑥)𝑛𝑖+1,𝑗 − (𝑅𝑥)𝑛𝑖,𝑗
∆𝑥

)︂
;
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(а) (б)
y

y

x x

Фиг. 1. Завихренность течения, характеризующегося числом Рейнольдса Re ∼ 10, в отсутствии полимерной примеси (a) и
при ее наличии (б).

(𝑅𝑦)𝑛𝑖,𝑗 = min mod

(︂
θ

(𝑅𝑦)𝑛𝑖,𝑗 − (𝑅𝑦)𝑛𝑖−1,𝑗

∆𝑦
,

(𝑅𝑦)𝑛𝑖+1,𝑗 − (𝑅𝑦)𝑛𝑖−1,𝑗

2∆𝑦
, θ

(𝑅𝑦)𝑛𝑖+1,𝑗 − (𝑅𝑦)𝑛𝑖,𝑗
∆𝑦

)︂
;

θ = 1.5— весовой коэффициент ограничителя.

Здесь полуцелые индексы обозначают потоки на гранях ячеек, целые – значения величин в центре ячейки,
𝑢, 𝑣 суть 𝑥, 𝑦-компоненты скорости течения, 𝑎 — локальная скорость распространения возмущений. Для огра-
ничения наклонов реконструированного решения в ячейке использовался min mod ограничитель.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Основным результатом численного моделирования следует выделить разрушение ламинарного режима те-
чения и переход во вторичный колебательный режим, показанный на фиг. 1. Для данного режима характерно
колебательное движение потока около равновесного положения, обусловленного действием внешней силы.
В данном расчете были исследованы следующие значения полимерных параметров: 𝑅𝑚 = 0.1 м, 𝐴 = 1000 кг

м3с .
Значение для коэффициента обратного влияния полимеров на поток 𝐴 было подобрано эмпирически. Данный
коэффициент увеличивался до тех пор, пока течение оставалось устойчивым. На фиг. 1 для сравнения показана
завихренность ламинарного течения в отсутствии полимерной примеси и вторичного с полимерной приме-
сью для числа Re ∼ 10 и числа Wi ∼ 100. Если говорить о переходном режиме – когда происходит переход
от ламинарного течения ко вторичному, то он характеризуется тем, что неустойчивость возникает в областях,
где течение имеет гиперболический характер (фиг.1). Это объясняется максимальным растяжением полиме-
ров в этих областях и, соответственно, возникновением обратного влияния полимеров на гидродинамический
поток.

На фиг. 2 показан начальный момент смены режима течения. Видно, что в областях гиперболичности тече-
ния растяжение полимеров принимает наибольшее значение и именно здесь начинает быть заметно обратное
влияние полимеров на поток.

На фиг. 3 показаны картины установившегося вторичного периодического течения; а — завихренность, б –
растяжение полимерных молекул.

На фиг. 4 показана зависимость кинетической энергии течения от времени для различных режимов, отлича-
ющихся числами Re и Wi. Отчетливо виден момент, когда течение перестает быть ламинарным – зависимость
энергии становится более хаотической. Как и следовало ожидать, при увеличении чисел Re и Wi, течение стано-
вится менее устойчивым, что не связано с влиянием только числа Re. Влияние числа Рейнольдса обуславливает
перенос энергии из гидродинамического потока в полимерную часть, вследствие чего полимеры сильнее рас-
тягиваются и начинают оказывать обратное влияние на течение. В результате чего ламинарный режим теряет
свою устойчивость и развивается вторичный колебательный режим течения.
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(а) (б)

y y

x x

Фиг. 2. Завихренность течения (а) и растяжение полимеров (б) в начальные моменты смены режима течения.

(а) (б)

y y

x x

Фиг. 3. Установившееся турбулентное течение полимерного раствора, (а) - распределение в расчетной области завихренно-
сти, (б) – растяжения полимеров.

Фиг. 5 иллюстрирует энергетический спектр (см. фиг. 5б) сформировавшегося вторичного течения
(см. фиг. 5а), который вычислялся следующим образом:

ε(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) =
1

2

⎡⎣ 1∑︁
𝑖=0

4∑︁
𝑗=1

𝑢2
𝑖(𝑗)(𝑘𝑥, 𝑘𝑦)

⎤⎦ ;

𝑢𝑖(1)(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) =
1

π

2π∫︁
0

𝑢𝑖(𝑥, 𝑦) cos(𝑘𝑥𝑥) cos(𝑘𝑦𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

𝑢𝑖(2)(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) =
1

π

2π∫︁
0

𝑢𝑖(𝑥, 𝑦) cos(𝑘𝑥𝑥) sin(𝑘𝑦𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,
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Фиг. 4. Кинетическая энергия течения в зависимости от времени для различных течений, характеризующихся различными
Re и Wi.

𝑢𝑖(3)(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) =
1

π

2π∫︁
0

𝑢𝑖(𝑥, 𝑦) sin(𝑘𝑥𝑥) cos(𝑘𝑦𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

𝑢𝑖(1)(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) =
1

π

2π∫︁
0

𝑢𝑖(𝑥, 𝑦) sin(𝑘𝑥𝑥) sin(𝑘𝑦𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Осреднение по направлениям вектора k осуществлялось по кольцу шириной δ = 0.5:

𝐸𝑘(𝑘) =
∑︁

𝑘𝑥,𝑘𝑦 :|𝑘−
√

𝑘2
𝑥+𝑘2

𝑦|<δ
ε(𝑘𝑥, 𝑘𝑦).

На фиг. 5 изображен спектр растяжений полимерных молекул (см. фиг. 5г):

𝑅(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) =
√︁

𝑟2𝑖(1)(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) + 𝑟2𝑖(2)(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) + 𝑟2𝑖(3)(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) + 𝑟2𝑖(4)(𝑘𝑥, 𝑘𝑦);

𝑟𝑖(1)(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) =
1

π

2π∫︁
0

𝑅𝑖(𝑥, 𝑦) cos(𝑘𝑥𝑥) cos(𝑘𝑦𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

𝑟𝑖(2)(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) =
1

π

2π∫︁
0

𝑅𝑖(𝑥, 𝑦) cos(𝑘𝑥𝑥) sin(𝑘𝑦𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

𝑟𝑖(3)(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) =
1

π

2π∫︁
0

𝑅𝑖(𝑥, 𝑦) sin(𝑘𝑥𝑥) cos(𝑘𝑦𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

𝑟𝑖(1)(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) =
1

π

2π∫︁
0

𝑅𝑖(𝑥, 𝑦) sin(𝑘𝑥𝑥) sin(𝑘𝑦𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Осреднение по направлениям вектора k осуществлялось аналогично случаю с энергией. На фиг. 6 изображены
течения, посчитанные на более мелких сетках для параметров задачи 𝑅𝑚 = 0.1 м, 𝐴 = 1000 кг

м3с . Видно, что
также нарушается ламинарность течения, что говорит о том, что рассмотренный нами вторичный режим не
является численным эффектом.
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(а) (в)

y y

x x

(б) (г)

Фиг. 5. Энергетический спектр (б) 𝐸𝑘(𝑘) и спектр растяжений полимерных молекул (г) 𝑅𝑘(𝑘), изображенный в системе
координат двойного логарифмического масштаба, вторичного течения (в) полимерного раствора для чисел Re ∼ 10 и
Wi ∼ 100.

Наличие степенной зависимости в спектре энергии говорит о том, что наблюдаемый нами вторичный режим
течения показывает наличие влияния полимеров на поток и требует дальнейшего тщательного исследования в
части изучения влияния различных параметров на характеристики потока.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе предложена гибридная численная схема второго порядка точности, аппроксимирующая уравне-
ния динамики полимерного раствора (1.1). Гидродинамическая часть системы (1.1) – уравнения Навье–Стокса
аппроксимировались линеаризованным методом Годунова [35], полимерная часть – методикой Курганова–
Тедмора [36].

Основным результатом численного моделирования колмогоровского течения при наличии полимеров яв-
ляется наличие обратного влияния полимеров на гидродинамический поток и формирование вторичного ко-
лебательного режима течения. Неустойчивость рождается из областей т.н. гиперболичности течения, где растя-
жение полимеров имеет максимальную величину. Следует отметить, что параметром, характеризующим устой-
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Фиг. 6. Возникновение вторичного режима в расчетах на сетках размерностью 500 × 500 и 1000 × 1000. Вверху показаны
завихренности, ниже – растяжения полимерных молекул.

чивость течения здесь не является по отдельности ни число Re, ни число Wi, а их комбинация, коэффициент
эластичности 𝐸𝑙 = Wi

Re (см. [1]).
Анализ спектральных характеристик энергии полученного течения показывает, что режим данного течения

является неустойчивым. Отметим, что энергетический спектр течения вязкого полимерного раствора характе-
ризуется более крутым углом наклона с коэффициентом ∼–3, чем известный спектр турбулентного колмого-
ровского течения вязкой жидкости ∼–5/3, что согласуется с экспериментальными данными [37, 38]. Спектр
растяжений полимерных молекул имеет зависимость ∼–1.
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Abstract. A numerical method approximating the equations of the dynamics of the polymer solution flow
is proposed. The developed methodology is based on a hybrid approach. The hydrodynamic component
of the flow is described by a system of Navier–Stokes equations and is numerically approximated by the
linearized Godunov method. The polymer component of the flow is described by a system of equations
for the polymer stretching vector R and is numerically approximated by the Kurganov–Tadmor method.
Using the constructed scheme, the problem of the stability of the polymer solution flow at low Reynolds
numbers Re ∼ 10 in a square periodic cell under the action of an external periodic force is investigated. The
instability of this type of flow, characterized by a violation of its laminarity, has been studied by numerical
experiment. Spectral characteristics of the polymer solution at low Reynolds numbers are constructed.
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