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Рассмотрен вопрос применимости двумерных решеточных уравнений Больцмана разного порядка на стан-
дартных решетках к описанию медленных изотермических разреженных течений. В качестве эталонной зада-
чи используется двумерное течение Пуазейля при разных числах Кнудсена. Данная задача численно решает-
ся с использованием нескольких решеточных уравнений Больцмана низкого и высокого порядков, имеющих
от 9-ти до 53-х дискретных скоростей. Результаты сравниваются с решениями линеаризованного уравнения
Больцмана, Бхатнагара–Гросса–Крука, которые используются в качестве эталонных. В ходе численных экс-
периментов показано, что увеличение порядка решеточного уравнения Больцмана (т.е. числа первых момен-
тов локально-максвелловского распределения, воспроизводимых дискретным локальным равновесием ре-
шеточного уравнения Больцмана) не всегда приводит к повышению точности. В частности, предложена но-
вая модель низкого порядка для 16-ти скоростей, правильно на качественном уровне описывающая диффуз-
ное отражение на твердых границах. Показано, что для данной модели можно получить достаточно точные
значения объемного расхода скоростей скольжения для широкого интервала чисел Кнудсена по сравнению
с другими рассматриваемыми моделями. Библ. 48. Фиг. 2.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Метод решеточных уравнений Больцмана (РУБ), являющийся дискретизацией по пространственным и вре-
менным переменным кинетического уравнения Бхатнагара–Гросса–Крука (БГК) (см. [1]), изначально разра-
батывался для описания уравнений вязкой сплошной среды (см. [2]). Однако основным объектом описания
данного метода является функция распределения жидкости или газа, поэтому РУБ определяют динамику не
только гидродинамических моментов, но и моментов высокого порядка. Следовательно, естественным обра-
зом возникает задача построения РУБ, которые способны правильно описывать неравновесные эффекты, за-
ключенные в негидродинамических моментах функции распределения. Важность задачи применения РУБ к
описанию медленных разреженных течений обусловлена рядом потенциально интересных приложений, таких
как моделирование микроэлектромеханических систем (МЭМС), например, микро-сопел (см. [3]) или течений
сланцевого газа (см. [4]).

Одним из наиболее естественных способов расширения метода РУБ для описания неравновесных разре-
женных эффектов является повышение порядка решеточных моделей. Далее для наглядности будет удобно рас-
смотреть уравнение БГК, дискретизированное только по скоростям, но без дискретизации по пространству и
времени:

𝑑𝑓𝑖
𝑑𝑡

=
1

τ
(𝑓 eq

𝑖 − 𝑓), 𝑖 = 1, . . . 𝑁, (1)

где 𝑁 – число дискретных скоростей, 𝑓𝑖 – функция распределения, τ – время релаксации. Отметим, что клас-
сические РУБ есть по сути метод решения уравнения (1) с применением удобной дискретизации по простран-
ственным и временной переменным. Состояние локального равновесия 𝑓 eq

𝑖 для РУБ обычно выбирается в виде
(см. [5])

𝑓𝑒𝑞
𝑖 = 𝑤𝑖

𝑀∑︁
𝑛=0

𝑎𝑚𝐻(𝑚)(𝑐𝑖), 𝑖 = 1, . . . 𝑁, (2)
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где 𝑀 ≥ 2, 𝑤𝑖 > 0 – веса решетки (аналоги абсолютно максвелловского распределения), 𝑐𝑖 – дискретные
скорости, 𝐻(𝑚) – полиномы Эрмита порядка 𝑚, 𝑎𝑚 – коэффициенты, определяющие моменты локально-
равновесной функции распределения (в общем случае они могут зависеть от пространственных и временной
переменных). Отметим, что для дискретного набора скоростей 𝑐𝑖 функция распределения (2) положительна для
широкого интервала коэффициентов 𝑎𝑚, в частности, для девятискоростной модели 𝐷2𝑄9 состояние локаль-
ного равновесия неотрицательно для чисел Маха меньших единицы (см. [1]). Так как в текущем исследовании
рассматриваются медленные течения, то 𝑓 eq

𝑖 ≥ 0. Дискретное по скоростям локальное распределение в виде (2)
удобно тем, что коэффициенты 𝑎𝑚 выражаются аналитически через гидродинамические величины.

Рассмотрим стандартное локально-максвелловское распределение, вычислим его моменты до порядка 𝑀
включительно, это очевидно ρ, ρ𝑢 и т.д. Пусть удается построить набор весов и дискретных скоростей𝑤𝑖, 𝑐𝑖 так,
что дискретное состояние равновесия (2) имеет совпадающие с локально-максвелловским моменты до порядка
𝑀 включительно. Рассмотрим гидродинамические уравнения, получающиеся при разложении дискретной по
скоростям модели по методу Чепмена–Энскога до членов порядка 𝐾𝑛𝑘 (𝐾𝑛 – число Кнудсена) включительно.
Можно показать, что первые моменты до порядка 𝑀 − 𝑘, 𝑘 ≤ 𝑀 , включительно, вычисленные из уравнений
гидродинамики, которые получены на основе дискретно-скоростных уравнений (1) будут совпадать с реше-
ниями уравнений гидродинамики, полученными из разложения Чепмена–Энскога уравнения БГК (см. [5]).
Таким образом, дискретная модель (1)–(2) способна описывать моменты функции распределения конечного
порядка ровно с такой же точностью, как и уравнение БГК.

Например, для описания вязкой среды, т.е. моментов до второго порядка включительно (плотность, им-
пульс, тензор напряжений) на уровне уравнений Навье–Стокса (𝐾𝑛1) необходимо, чтобы 𝑓 eq

𝑖 имела моменты,
равные максвелловским до третьего порядка включительно. В случае, если 𝑓 eq

𝑖 описывает правильно максвел-
ловские моменты до второго порядка включительно, то в соответствующих уравнениях Навье–Стокса при мо-
делировании изотермических течений содержатся ошибки порядка 𝑂(𝑀𝑎3) (𝑀𝑎 – число Маха), однако важно
отметить, что для случая медленных течений эти ошибки несущественны и такие РУБ (называемые РУБ низкого
порядка) часто используют в приложениях. Для РУБ высокого порядка соответствующее состояние локального
равновесия правильно воспроизводит максвелловские моменты порядка 3 и выше. Отметим, что уравнения
термо-гидродинамики (𝐾𝑛1) и полные уравнения Барнетта (𝐾𝑛2) будут воспроизводиться в случае, если 𝑓 eq

𝑖

обладает максвелловскими моментами соответственно до четвертого и пятого порядков включительно.
Для выполнения указанных условий для моментов следует брать коэффициенты 𝑎𝑚, совпадающими с макс-

велловскими, а также должны выполняться условия∑︁
𝑖

𝑤𝑖𝐻
(𝑚)(𝑐𝑖)𝐻

(𝑚′)(𝑐𝑖) = δ𝑚𝑚′ , 0 ≤ 𝑚,𝑚′ ≤ 𝑀, (3)

из которых надо определить 𝑤𝑖, 𝑐𝑖. Один из возможных подходов нахождения весов и дискретных скоростей
для РУБ основан на квадратурах Гаусса–Эрмита (см. [6]). В данном подходе веса 𝑤𝑖 и скорости 𝑐𝑖 имеют ана-
литические выражения. Проблема этого метода в том, что теории многомерных квадратур Гаусса–Эрмита нет,
т.е. данным способом удобно строить одномерные РУБ. Модели РУБ для нескольких пространственных пере-
менных получаются как тензорное произведение одномерных моделей, поэтому число дискретных скоростей
будет расти квадратично (для двух пространственных переменных) или кубично (для трех пространственных
переменных), что не очень желательно. Другой особенностью данного подхода является то, что получаемые
дискретные скорости таковы, что отношения между ними в общем случае есть иррациональное число, поэто-
му стандартный шаг адвекции (из узла в узел) неприменим. В настоящей работе рассматриваются только РУБ,
для которых множество дискретных скоростей имеет вид (𝑛𝑥𝑐, 𝑛𝑦𝑐), где 𝑛𝑥, 𝑛𝑦 – целые числа, и 𝑐 – постоян-
ная величина (модели “на решетке”), соответствующие решетки будем называть стандартными. Построение
моделей разного порядка на стандартных решетках (которые могут не иметь представления в виде произве-
дения одномерных моделей) основано на решении системы (3), этой задаче посвящено большое число работ
(см. [7]–[13]).

Естественно предположить, что повышение порядка РУБ повышает точность расчетов в задачах моделиро-
вания разреженного газа. Исследования показывают, что для правильного описания неравновесных эффектов
в режимах, близких к свободномолекулярному 𝐾𝑛 ∼ 1, требуются модели очень высокого порядка (см. [14],
[15]). Относительно медленная сходимость решений РУБ к эталонным решениям связана с тем, что для сдви-
говых течений в областях с твердыми границами функция распределения не является непрерывной по скорост-
ной координате, направленной перпендикулярно твердой стенке (см. [16]). Таким образом, для разреженных
течений возникает необходимость (как в численном счете, так и аналитически) рассматривать отдельно две
части функции распределения для скоростей, направленных в стенку и от стенки. Однако разложение по по-
линомам Эрмита плохо аппроксимирует разрывные функции распределения. Таким образом, возникает задача
разложения по ортогональной системе полиномов (в полупространстве) двух частей функции распределения
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(для скоростей, направленных в стенку и от стенки). Коэффициенты в разложении, стоящие при данных по-
линомах, очевидно выражаются через полумоменты функции распределения. В этом случае также правильно
описываются полумоменты максвелловской функции распределения (т.е. интегралы берутся по полупростран-
ству скоростей). Очевидно, что моменты (как суммы полумоментов) также определены правильно (см. [17]–
[19]). Данный метод дает очень точные результаты в силу того, что диффузное отражение частиц правильно
воспроизводится, но продолжение этих моделей для нескольких пространственных координат требует большо-
го числа дискретных скоростей, а также данные РУБ не относятся к классу моделей “на решетке”. В недавних
исследованиях было предложено находить дискретные скорости и веса на основе квадратур Гаусса–Лежандра
(и других квадратур) в полупространстве, такие модели способны описывать режимы, близкие к свободномо-
лекулярным для тестовых течений (см. [20], [21]). Выбор квадратур типа Гаусса–Лежандра связан с тем, что в
отличие от квадратур Гаусса–Эрмита в полупространстве при таком выборе удается гораздо лучше аппрокси-
мировать функции Абрамовитца, которые входят в решение задачи Куэтта для уравнения БГК (см. [20], [21]).

Cуществует другой подход к описанию неравновесных эффектов на основе РУБ (Гауссов подход), в котором
дополнительные веса и решеточные скорости используются не для увеличения порядка модели, а для улуч-
шения аппроксимации локального максвелловского распределения дискретно-скоростным распределением
(см. [22], [23]). Также возможно применение гибридного подхода, в котором приграничные области модели-
руются методом Монте-Карло или уравнением БГК, а для внутренних областей используются РУБ (см. [24]–
[28]).

В настоящей работе рассмотрено применение стандартных (“на решетке”) двумерных решеточных уравне-
ний Больцмана разного порядка в приложениях к моделированию течения Пуазейля для разных чисел Кнуд-
сена. Численные эксперименты, направленные на оценку возможности моделирования разреженных течений
на основе нерегуляризованных РУБ разного порядка с одним временем релаксации, проводились ранее для
разных эталонных течений (см. [29]–[32], [14], [15]). В настоящей работе эти исследования продолжены. По-
казано, что повышение порядка и числа скоростей РУБ не ведет автоматически к повышению точности, на
результаты расчетов большее влияние оказывает правильность воспроизведения условий диффузного отраже-
ния. Рассмотрены РУБ для 9-и скоростей, новая модель низкого порядка для 16-и скоростей, две 17-и скорост-
ные модели высокого порядка и модель для 53-х скоростей высокого порядка. Показано, что модели одного
порядка с одинаковым числом скоростей (17 скоростей) дают существенно разные результаты, а новая 16-и
скоростная модель низкого порядка показывает лучшую точность для переходного режима и режима сколь-
жения в сравнении с остальными моделями. Это связано с тем, что все рассмотренные модели имеют сильно
отличающиеся ошибки (формула (11)) для первого полумомента максвелловского распределения. Например,
две 17-и скоростные модели имеют ошибки, равные 0.25 и 0.03, точность численных расчетов (табл. 2, фиг. 1,
фиг. 2.) коррелирует с данной ошибкой (чем она больше – тем больше отклонение от эталонных значений.)

2. РЕШЕТОЧНЫЕ УРАВНЕНИЯ БОЛЬЦМАНА НА СТАНДАРТНЫХ РЕШЕТКАХ

В настоящей работе рассмотрены стандартные модели (“на решетке”), т.е. набор скоростей для таких мо-
делей имеет вид 𝑐𝑖 ≡ (𝑛𝑖,𝑥𝑐, 𝑛𝑖,𝑦𝑐), где 𝑛𝑖,𝑥, 𝑛𝑖,𝑦 – целые числа и 𝑐 > 0 – постоянная величина. Данные РУБ
являются дискретизацией уравнения (1) по пространству и времени, решаемые в два шага (столкновение и ад-
векция)

𝑓*
𝑖 (𝑡,𝑥) = 𝑓𝑖(𝑡,𝑥) +

∆𝑡

τ+ Δ𝑡
2

(𝑓 eq
𝑖 − 𝑓𝑖)(𝑡,𝑥), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (4)

𝑓𝑖(𝑡 + ∆𝑡,𝑥 + 𝑐𝑖∆𝑡) = 𝑓*
𝑖 (𝑡,𝑥), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (5)

где 𝑓* – промежуточная функция распределения после столкновения. В работе ∆𝑡 = 1, следовательно, рассто-
яние между узлами решетки есть ∆𝑥 = 𝑐∆𝑡 = 𝑐, τ – время релаксации. Функция распределения локального
равновесия имеет вид

𝑓 eq
𝑖 = 𝑤𝑖

𝑀∑︁
𝑚=0

𝑎(𝑚)𝐻(𝑚)(𝑐𝑖). (6)

Здесь
𝑎(0) = ρ, 𝑎(1)𝑥 = ρ𝑢𝑥, 𝑎(1)𝑦 = ρ𝑢𝑦,

𝑎(2)𝑥𝑥 =
1

2
ρ(Θ + 𝑢2

𝑥), 𝑎(2)𝑦𝑦 =
1

2
ρ(Θ + 𝑢2

𝑦), 𝑎(2)𝑥𝑦 = ρ𝑢𝑥𝑢𝑦,

𝑎(3)𝑥𝑥𝑥 =
1

6
ρ(𝑢3

𝑥 + 3𝑢𝑥Θ), 𝑎(3)𝑥𝑥𝑦 =
1

2
ρ(Θ + 𝑢2

𝑥)𝑢𝑦, 𝑎
(3)
𝑥𝑦𝑦 =

1

2
ρ(Θ + 𝑢2

𝑦)𝑢𝑥, 𝑎
(3)
𝑦𝑦𝑦 =

1

6
ρ(𝑢3

𝑦 + 3𝑢𝑦Θ),
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Фиг. 1. Двумерное течение Пуазейля. Представлены значения объемного расхода 𝑄 (формула (10) для разных чисел Кнуд-
сена). Красные кружки обозначают решение линеаризованного уравнения Больцмана для твердых сфер (см. [39]), черные
квадраты соответствуют решению линеаризованного уравнения БГК (см. [38]).
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Фиг. 2. Двумерное течение Пуазейля. Представлены значения нормализованных скоростей скольжения на стенках для раз-
ных чисел Кнудсена. Красные кружки обозначают решение линеаризованного уравнения Больцмана для твердых сфер
(см. [39]), черные квадраты соответствуют решению на основе метода Монте-Карло (см. [12]).
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𝑎(4)𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1

24
ρ(𝑢4

𝑥 + 6𝑢2
𝑥Θ + 3Θ2), 𝑎(4)𝑦𝑦𝑦𝑦 =

1

24
ρ(𝑢4

𝑦 + 6𝑢2
𝑦Θ + 3Θ2),

𝑎(4)𝑥𝑥𝑥𝑦 =
1

6
ρ(𝑢3

𝑥 + 3𝑢𝑥Θ)𝑢𝑦, 𝑎
(4)
𝑥𝑦𝑦𝑦 =

1

6
ρ(𝑢3

𝑦 + 3𝑢𝑦Θ)𝑢𝑥, 𝑎
(4)
𝑥𝑥𝑦𝑦 =

1

4
ρ(Θ + 𝑢2

𝑥)(Θ + 𝑢2
𝑦),

𝑎(4)𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1

120
ρ(𝑢5

𝑥 + 15𝑢𝑥Θ2 + 10𝑢3
𝑥Θ), 𝑎(4)𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =

1

120
ρ(𝑢5

𝑦 + 15𝑢𝑦Θ2 + 10𝑢3
𝑦Θ),

𝑎(4)𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦 =
1

24
ρ(𝑢4

𝑥 + 6𝑢2
𝑥Θ + 3Θ2)𝑢𝑦, 𝑎

(4)
𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =

1

24
ρ(𝑢4

𝑦 + 6𝑢2
𝑦Θ + 3Θ2)𝑢𝑥,

𝑎(4)𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦 =
1

12
ρ(𝑢3

𝑥 + 3𝑢𝑥Θ)(Θ + 𝑢2
𝑦), 𝑎(4)𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦 =

1

12
ρ(𝑢3

𝑦 + 3𝑢𝑦Θ)(Θ + 𝑢2
𝑥),

где ρ, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦 – плотность и скорости потока, также Θ ≡ 𝑇 − 1 есть отклонение температуры от температуры
абсолютно максвелловского распределения (которая равна единице для всех рассматриваемых моделей), 𝑇 –
температура газа.

Таблица 1. Приведены веса 𝑤𝑖 для дискретных скоростей 𝑐𝑖, а также скорости 𝑐, рассматриваемых в работе решеточ-
ных моделей уравнения Больцмана: 𝐷2𝑄9 [1], 𝐷2𝑄16 [35], два варианта (обозначаемые 𝑣1 и 𝑣2) моделей 𝐷2𝑄17 [11],
𝐷2𝑄53 [8], 𝑁𝑖 – число дискретных скоростей в соответствующей скоростной группе. Для модели 𝐷2𝑄16 веса равны:
𝑤1 = 79−

√
97

180
, 𝑤2 = 1/2 − 𝑤1 = 11+

√
97

180
. Для краткости для модели 𝐷2𝑄53 значения 𝑤𝑖, 𝑐 приведены с тремя знаками

после запятой, значения соответствующих весов с машинной точностью могут быть найдены в [8]

𝑐𝑖 𝑁𝑖 𝐷2𝑄9 𝐷2𝑄16 𝐷2𝑄17(𝑣1) 𝐷2𝑄17(𝑣2) 𝐷2𝑄53

0 1 16
36 − 190−8

√
10

405
35
288 2.053 × 10−1

(±𝑐, 0) 4 4
36 − 12

√
10−15
200 − 1.048 × 10−1

(±𝑐,±𝑐) 4 1
36 𝑤2

1
150−39

√
10

800
45
256 5.869 × 10−2

(±2𝑐, 0) 4 − − − − 1.679 × 10−2

(±2𝑐,±𝑐) 8 − − − − 7.657 × 10−3

(±2𝑐,±2𝑐) 4 − − − 9
640 1.549 × 10−3

(±3𝑐, 0) 4 − − 295−92
√
10

16200
1
36 5.25 × 10−4

(±3𝑐,±𝑐) 8 − − − − 4.779 × 10−4

(±3𝑐,±3𝑐) 4 − − 130−41
√
10

64800
23

11520 1.196 × 10−5

(±4𝑐,±𝑐) 8 − 𝑤1𝑤2 − − 6.074 × 10−6

(±4𝑐,±4𝑐) 4 − 𝑤2
2 − − −

(±5𝑐, 0) 4 − − − − 3.306 × 10−7

𝑐
√

3
√︁

1
(16−30𝑤1)

√︁
5+

√
10

3

√︁
2
3 1.128

Cкорости 𝑐𝑖, 𝑐 и веса 𝑤𝑖 моделей приведены в табл. 1. РУБ 𝐷2𝑄9, 𝐷2𝑄16 являются моделями низкого по-
рядка, для них берется 𝑀 = 2 в формуле (6). Для моделей 𝐷2𝑄17𝑣1, 𝐷2𝑄17𝑣2 берется 𝑀 = 3,Θ = 0; для 𝐷2𝑄53
имеем 𝑀 = 5, и Θ может быть отлично от нуля. Подчеркнем, что 𝐷2𝑄53 может описывать течения на уровне
уравнений Барнетта.

Рассмотрим подробнее модель 𝐷2𝑄16. Используемое в работе РУБ 𝐷2𝑄16 имеет низкий порядок 𝑀 = 2
и относится к классу моделей “на решетке” , но отметим, что для 16-ти скоростей можно получить мо-
дель высокого порядка (𝑀 = 3), однако в этом случае решетка не является стандартной и имеет скорости
(
√︀

3 −
√

6𝑐,
√︀

3 +
√

6𝑐) (отношение скоростей равно 0.318) (см. [33], [34], [9]). Данная модель выводится из сле-
дующих соображений (см. также [35]). Для того чтобы моменты 𝑓 eq

𝑖 совпадали с максвелловскими моментами
до второго порядка включительно необходимо, чтобы выполнялись равенства

𝑤1 + 𝑤2 =
1

2
, 𝑤1𝑐

2
1 + 𝑤2𝑐

2
2 =

1

2
, 𝑤1𝑐

4
1 + 𝑤2𝑐

4
2 =

3

2
, (7)
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данные соотношения получаются после умножения функции 𝑓 eq
𝑖 ,𝑀 = 2 на 1, 𝑐𝑖, 𝑐

2
𝑖 , суммирования по 𝑖и после-

дующего приравнивания результата к выражениям для максвелловских моментов. Веса 𝑤𝑖 и скорость 𝑐 вычис-
ляются из уравнений (7) при условии 𝑐1 = 𝑐, 𝑐2 = 4𝑐. В итоге получаем 𝑤1 = 79−

√
97

180 ≈ 0.3842, 𝑤2 = 1/2 − 𝑤1 =

= 11+
√
97

180 ≈ 0.1158 и 𝑐 =
√︁

1
(16−30𝑤1)

≈ 0.4727.

3. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ПУАЗЕЙЛЯ ДЛЯ РАЗНЫХ ЧИСЕЛ КНУДСЕНА

В качестве тестовой задачи рассмотрим двумерное течение Пуазейля газа между параллельными твердыми
стенками под действием внешней силы (направленной вдоль стенок) для разных чисел Кнудсена.

Считаем, что ось 𝑦 параллельна стенкам канала, переменная𝑥– перпендикулярна стенкам. Так как рассмат-
ривается медленное течение, то амплитуда внешней силы мала и в ходе численных расчетов соответствующие
члены в РУБ можно брать в линеаризованной форме (см. [1])

𝐹𝑖 = 𝑤𝑖𝑐𝑖,𝑦𝐹, (8)

где 𝐹 – безразмерная амплитуда внешней силы, в численных расчетах она берется равной 10−6, максимальное
число Маха составляет 10−4.

На открытых концах применяются периодические граничные условия. На твердых стенках задаются кине-
тические граничные условия (диффузное отражение газа) (см. [36], [37]). Количество пространственных узлов
между стенками равно 100. Кинетические граничные условия реализуются следующим образом. Считается,
что стенка расположена на расстоянии 0.5𝑐 от ближайшего узла решетки, в котором моделируется движение
газа (приграничный узел). Если для вычисления функции распределения РУБ 𝑓𝑖, соответствующей скорости
c𝑖, необходимо выполнить шаг адвекции из узла, расположенного за стенкой (вне моделируемой области), то
используются кинетические граничные условия

𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑦) =

∑︀
c𝑗n<−𝐿 |cβn|𝑓𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑦)∑︀

c𝑗n>𝐿 |c𝑗n|𝑤𝑗
𝑤𝑖, (9)

где 𝐿 – расстояние между приграничным узлом (𝑥, 𝑦) и стенкой, n – нормаль к стенке, направленная внутрь
моделируемой области.

Скорости скольжения для течения определяются как 𝑢(0)/𝑢max, где 𝑢(0) – скорость газа у стенки, 𝑢max –
максимальная величина продольной скорости (в центре моделируемого канала).

Объемный расход определяется следующим образом (см. [29]):

𝑄 =
1

4𝑈0𝐻𝐾𝑛

∫︁ 𝐻

0

𝑢(𝑠)𝑑𝑠, (10)

где 𝑈0 = 𝐹𝐻2/(8ρν) – средняя скорость для решения уравнения Навье–Стокса с граничными условиями при-
липания, 𝐻 – расстояние между стенками, ρ – плотность газа, ν – вязкость, равная τ для всех моделей, 𝑢 –
продольная скорость.

Для сравнения точности РУБ в качестве эталонных значений объемного расхода используются данные, по-
лученные Черчиньяни с соавторами для линеаризованного уравнения БГК (см. [38]) и Овады с соавторами для
линеризованного уравнения Больцмана (для твердых сфер); для скоростей скольжения используются резуль-
таты из статьи Овады с соавторами (см. [39]) и решения на основе метода Монте-Карло (см. [12]).

Отметим, что все рассматриваемые РУБ, кроме 𝐷2𝑄16, имеют дискретные скорости, направленные па-
раллельно стенкам. Поэтому при увеличении числа Кнудсена для таких моделей будут наблюдаться эффекты
“убегания”, (см. [40], [41]), т.е. частицы, движущиеся параллельно стенкам, практически не будут испытывать
столкновений. На практике это приводит к завышению объемного расхода 𝑄. Также большое влияние на ре-
зультаты расчетов оказывает точность, с которой рассматриваемые модели описывают диффузное отражение.
В первую очередь, интерес представляет первый полумомент максвелловского распределения, т.е.

𝑚+
𝑥 =

∫︁ ∞

0

1

2π
exp

(︃
−
𝑐2𝑥 + 𝑐2𝑦

2

)︃
𝑐𝑥𝑑𝑐𝑥𝑑𝑐𝑦 =

1√
2π

.

Для рассматриваемых в настоящей работе РУБ относительные ошибки первого полумомента существенно раз-
личаются. Определим относительную ошибку формулой

𝑒𝑟𝑟 ≡
|
∑︀

𝑖:𝑐𝑖,𝑥>0 𝑤𝑖𝑐𝑖,𝑥 − 1√
2π
|

1√
2π

. (11)
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Таблица 2. Приведены значения объемного расхода для течения Пуазейля при разных числах Кнудсена. 𝐵𝐺𝐾 обозначает
решения линеаризованного уравнения Больцмана [38]

Kn 𝐵𝐺𝐾 𝐷2𝑄9 𝐷2𝑄16 𝐷2𝑄17(𝑣1) 𝐷2𝑄17(𝑣2) 𝐷2𝑄53

0.0125 14.36 14.54 14.13 14.51 14.33 14.38

0.0167 11.03 11.23 10.88 11.19 11.01 11.06

0.033 6.05 6.35 6.08 6.30 6.13 6.16

0.05 4.40 4.66 4.40 4.60 4.43 4.46

0.1 2.77 3.09 2.80 3.02 2.82 2.85

0.143 2.29 2.68 2.34 2.60 2.35 2.39

0.2 1.99 2.46 2.05 2.37 2.06 2.11

0.33 1.71 2.39 1.78 2.27 1.80 1.88

0.4 − 2.44 1.71 2.30 1.75 1.84

0.5 1.595 2.56 1.64 2.39 1.72 1.84

0.6 − 2.70 1.60 2.51 1.71 1.86

0.7 − 2.86 1.56 2.64 1.72 1.90

0.8 − 3.02 1.53 2.79 1.74 1.95

0.9 − 3.20 1.51 2.94 1.76 2.01

1 1.54 3.37 1.49 3.09 1.79 2.07

2 1.60 5.03 1.39 4.61 2.19 2.79

3.33 1.70 6.74 1.33 6.26 2.82 3.81

10 2.03 10.35 1.27 10.01 5.77 7.59

Наименьшую ошибку (11), равную 0.004, имеет модель 𝐷2𝑄16. Для решеточных моделей
𝐷2𝑄9, 𝐷2𝑄17(𝑣1), 𝐷2𝑄53, 𝐷2𝑄17(𝑣2) ошибки 𝑒𝑟𝑟 равны 0.28, 0.25, 0.11, 0.03 соответственно.

Полученные значения объемного расхода представлены в табл. 2 и на фиг. 1. Решеточные уравнения Больц-
мана 𝐷2𝑄53, 𝐷2𝑄17(𝑣2) при Kn < 0.05 имеют примерно одинаковую точность, модель 𝐷2𝑄16 дает значения
немного более отличающиеся от эталонного. При 0.05 ≤ Kn ≤ 1 модель 𝐷2𝑄16 воспроизводит значения объ-
емного расхода, которые отличаются от решения линеаризованного уравнения БГК всего на несколько про-
центов. Это связано с тем, что остальные РУБ менее точно, чем 𝐷2𝑄16, описывают условия диффузного от-
ражения, а также подвержены эффектам “убегания”. Если исключить из рассмотрения 𝐷2𝑄16, то наименее
подвержена этому эффекту модель 𝐷2𝑄17(𝑣2), которая наиболее правильно предсказывает значения 𝑄. В сво-
бодномолекулярном режиме точность всех моделей падает, 𝐷2𝑄16 не воспроизводит кнудсеновский минимум,
остальные РУБ завышают объемный расход. Аналогичным образом модель 𝐷2𝑄16 дает наиболее правильные
скорости скольжения в режиме скольжения и переходном режиме, фиг. 2.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассматривается задача описания медленных изотермических разреженных течений на основе ре-
шеточных уравнений Больцмана разного порядка на стандартных решетках. Исследуются РУБ с количеством
дискретных скоростей от 9-ти до 53-х. Основной интерес настоящего исследования представляет вопрос вли-
яния структуры дискретных скоростей на точность моделирования разреженного газа, поэтому включение до-
полнительных времен релаксации, модификация времени релаксации в зависимости от числа Кнудсена и рас-
стояния до стенки, дополнительная регуляризация РУБ в работе не рассматриваются. В качестве тестовой за-
дачи используется медленное двумерное течение Пуазейля для разных чисел Кнудсена.

Для течения Пуазейля показано, что увеличение порядка для РУБ и числа дискретных скоростей не обя-
зательно ведет к увеличению точности. Ранее аналогичный результат был подтвержден для течения Куэтта
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(см. [31]). На результаты расчетов основное влияние оказывает точность воспроизведения диффузного отра-
жения, а также появление эффектов “убегания” (при наличии у модели скоростей, параллельных стенкам,
частицы с этими скоростями почти не испытывают столкновений). Условия диффузного отражения можно
качественно описать полумоментами максвелловского распределения. Результаты численного счета показы-
вают, что, чем хуже модель воспроизводит первый максвелловский полумомент, тем большие отличия она дает
в сравнении с эталонными решениями.

Например, модель 𝐷2𝑄53 описывает гидродинамику на уровне уравнений Барнетта, но имеет худшую точ-
ность, чем модели 𝐷2𝑄16, 𝐷2𝑄17(𝑣2), в силу того что последние две модели лучше воспроизводят первый
полумомент распределения Максвелла (условия диффузного отражения). Среди двух моделей одинакового
порядка и одинаковым числом скоростей (𝐷2𝑄17(𝑣1), 𝐷2𝑄17(𝑣2)) существенно более близкие к эталонным
решения имеет модель с меньшей относительной ошибкой первого полумомента распределения Максвелла
(𝐷2𝑄17(𝑣2)).

Построена новая модель для 16-ти дискретных скоростей (𝐷2𝑄16), отличающаяся от предложенной ранее
16-ти скоростной модели (см. [29]) тем, что новая модель имеет низкий порядок, но относится к классу мо-
делей “на решетке”. Несмотря на понижение порядка, для РУБ 𝐷2𝑄16 значения объемного расхода и скоро-
стей скольжения на стенках при Kn ≤ 1 имеют отклонения от эталонных (уравнения Больцмана и БГК, ме-
тод Монте-Карло) всего на несколько процентов. Преимущество данной модели относительно остальных во
многом обусловлено постановкой задачи: рассмотрено медленное течение, нет эффектов переноса тепла, нет
дискретных скоростей, которые параллельны стенкам. Отметим, что недостатком модели 𝐷2𝑄16 является то,
что она не может полноценно описать пограничный слой и не предсказывает кнудсеновский минимум. Также,
в силу того, что новая 𝐷2𝑄16 есть РУБ низкого порядка, она вносит кубические ошибки по числу Маха в урав-
нения гидродинамики (которые несущественны для медленных течений), тогда как остальные рассмотренные
модели лишены этого недостатка. Кроме того, в отличие от всех остальных рассматриваемых моделей решеточ-
ное уравнение 𝐷2𝑄53 может описывать процессы переноса тепла. Отдельно стоит отметить, что на результаты
моделирования течений с применением решеточных уравнений Больцмана может оказывать влияние появле-
ние ложных инвариантов (см. [42]). В теории дискретных уравнений Больцмана задаче построения моделей с
правильным числом инвариантов посвящено много исследований (см. [43]–[46]). В численных расчетах на ос-
нове РУБ эффекты, связанные с лишними инвариантами наблюдаются при симуляции многофазных течений
(см. [47]).

Для течений разреженного газа в сложных геометриях углы между дискретными скоростями и стенкой непо-
стоянны, таким образом, точность расчетов для течений в пористых средах может отличаться от результатов для
течения Пуазейля. В частности, также представляет интерес задача моделирования течения Пуазейля для раз-
ных чисел Кнудсена решеточными моделями Больцмана при разных углах поворота решетки. Также важной
является задача оценки точности моделей для течений в микроканалах с шероховатостями и течений через по-
ристые среды с разной геометрий пор (см. [48]).
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Abstract. The question of the applicability of two-dimensional lattice Boltzmann equations of different
orders in standard lattices to the description of slow isothermal sparse flows is considered. The two-
dimensional Poiseuille flow at different Knudsen numbers is used as a reference problem. This problem
is numerically solved using several lattice Boltzmann equations of low and high orders having from 9 to 53
discrete velocities. The results are compared with solutions of the linearized Boltzmann, Bhatnagar-Gross-
Krook equations, which are used as reference ones. Numerical experiments have shown that an increase
in the order of the Boltzmann lattice equation (i.e., the number of first moments of the local-Maxwell
distribution reproduced by the discrete local equilibrium of the Boltzmann lattice equation) does not always
lead to an increase in accuracy. In particular, a new low-order model for 16 velocities is proposed, which
correctly describes the diffuse reflection at solid boundaries at a qualitative level. It is shown that for this
model, it is possible to obtain sufficiently accurate values of the volumetric flow rate of sliding velocities for
a wide range of Knudsen numbers in comparison with other models under consideration.
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