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ВВЕДЕНИЕ

При численном решении задач управления сложными динамическими системами возникающая при этом
задача оптимального управления обычно сводится к задаче нелинейного программирования. В ВЦ РАН бо-
лее 50 лет проводятся работы по созданию и совершенствованию численных методов решения такого рода за-
дач. Часто они решаются градиентными методами минимизации целевого функционала. Для этого необходимо
уметь вычислять градиент целевой функции конечного числа переменных.

Эффективно и с машинной точностью это позволяет сделать методология быстрого автоматического диф-
ференцирования (БАД-методология), связанная с именем Ю.Г. Евтушенко и впервые достаточно полно пред-
ставленная в [1]. Дальнейшее ее развитие (см. [2]) привело к тому, что в настоящее время БАД-методология
представляет собой современный аппарат, помогающий эффективно решать задачи оптимального управления
сложными динамическими системами. В основе БАД-методологии лежит общий подход к дифференцирова-
нию сложных функций, возникающих в многошаговых процессах. По своей сути эта методология представляет
собой метод множителей Лагранжа, который применяется к дискретному варианту задачи оптимального управ-
ления. БАД-методология позволяет получить такую аппроксимацию сопряженной задачи, которая согласована
с аппроксимацией прямой задачи и с аппроксимацией целевого функционала.

Важность и эффективность использования БАД-методологии при решении задач оптимизации и оптималь-
ного управления продемонстрирована, например, в работе [3]. Там показано, с какими трудностями приходит-
ся сталкиваться при использовании метода приближенного численного дифференцирования даже для вычис-
ления производных элементарных функций. Эти трудности проиллюстрированы в [3] на примере сложной и
практически важной функции, представляющей энергию системы атомов, потенциал взаимодействия кото-
рых — потенциал Терсоффа.

В работах [1], [4] сформулировано и обосновано утверждение о том, что время, требуемое для определения
градиента целевой функции с помощью БАД-методологии, не превышает времени, требуемого для вычисления
трех значений самой функции.

На основе БАД-методологии был разработан и применен на практике эффективный подход к численному
решению ряда задач управления динамическими системами. Среди них выделим задачи управления тепловы-
ми процессами с фазовыми переходами. С такого рода задачами (задачи типа Стефана) сталкиваются во мно-
гих случаях, из которых важнейшими и наиболее распространенными являются случаи плавления и затвер-
девания. Существенной чертой таких задач является наличие движущейся поверхности раздела между двумя
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фазами (жидкой и твердой). Закон движения этой поверхности заранее неизвестен, и его следует определять.
Именно на этой поверхности происходит поглощение или выделение тепла, связанное с фазовым переходом.
Термические свойства фаз по обеим сторонам движущейся поверхности могут оказаться различными. Задачи
этого класса заметно сложнее тех, в которых отсутствует переход вещества из одной фазы в другую.

Что касается задач оптимального управления процессами с фазовыми переходами, то под ними понимается
выбор тех или иных параметров процесса (управляющих параметров) таким образом, чтобы либо сам процесс
протекал по сценарию, наиболее близкому к заданному, либо поведение границы раздела жидкой и твердой фаз
или функция от значений температуры в некоторой области были наиболее близки к требуемым. К трудностям
решения прямых задач здесь прибавляются еще специфические трудности решения задач оптимального управ-
ления.

БАД-методология показала свою эффективность и при решении обратных задач, связанных с определением
термодинамических параметров исследуемых материалов (см., например, [5]).

Следует также отметить, что предложенный подход с применением БАД-методологии является универсаль-
ным и что он может быть успешно применен при исследовании других задач оптимального управления слож-
ными системами.

1. О БАД-МЕТОДОЛОГИИ

В этом разделе приведем канонические соотношения, определяющие сущность БАД-методологии.
Пусть непрерывно-дифференцируемая вектор-функция Φ(𝑧, 𝑢) задает отображение Φ : 𝑅𝑛 × 𝑅𝑟 → 𝑅𝑛 и

пусть имеется связь Φ(𝑧, 𝑢) = 0𝑛, где 𝑧 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑅𝑟, 0𝑛 есть 𝑛-мерный нулевой вектор.
Пусть также задана непрерывно-дифференцируемая скалярная функция 𝑊 (𝑧, 𝑢).
Если функцию 𝑧 = 𝑧(𝑢) определять с помощью соотношения (связи) Φ(𝑧, 𝑢) = 0𝑛, то можно рассматривать

сложную функцию Ω(𝑢) = 𝑊 (𝑧(𝑢), 𝑢). Определить градиент такой сложной функции не всегда просто. БАД-
методология позволяет автоматизировать этот процесс.

Представим вычисление функции 𝑧 = 𝑧(𝑢) формально как некоторый многошаговый процесс

𝑧𝑖 = 𝐹 (𝑖, 𝑍𝑖, 𝑈𝑖), 1 6 𝑖 6 𝑛, (1.1)

где 𝑍𝑖 — множество компонент 𝑧𝑗, встречающихся в правой части равенства (1.1), 𝑈𝑖 — множество компо-
нент 𝑢𝑗, встречающихся в правой части равенства (1.1).

Тогда градиент сложной функции Ω(𝑢) = 𝑊 (𝑧(𝑢), 𝑢) относительно переменной 𝑢 определяется равенствами

𝜕Ω

𝜕𝑢𝑖
= 𝑊𝑢𝑖

(𝑧, 𝑢) +
∑︁
𝑞∈𝐾𝑖

𝐹𝑢𝑖
(𝑞, 𝑍𝑞, 𝑈𝑞)𝑝𝑞,

где множители 𝑝𝑖 ∈ 𝑅𝑛 представляют собой решение сопряженной задачи

𝑝𝑖 = 𝑊𝑧𝑖(𝑧, 𝑢) +
∑︁
𝑞∈𝑄𝑖

𝐹𝑧𝑖(𝑞, 𝑍𝑞, 𝑈𝑞)𝑝𝑞,

𝑄𝑖 = {𝑗 : 1 6 𝑗 6 𝑛, 𝑧𝑖 ∈ 𝑍𝑗} , 𝐾𝑖 = {𝑗 : 1 6 𝑗 6 𝑛, 𝑢𝑖 ∈ 𝑈𝑗} .

Важными преимуществами БАД-методологии являются следующие:

• она поставляет канонические формулы для вычисления градиента функции многих переменных, задан-
ной на некотором многообразии;

• с помощью этих формул градиент вычисляется с машинной точностью;

• вычисление градиента функции с помощью формул БАД-методологии оказывается эффективным по
сравнению с другими подходами.

Остановимся на рассмотрении некоторых задач оптимального управления, которые не удалось решить без
применения БАД-методологии.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 9 2024



1606 ЗУБОВ
t

[I
]

t0

0 Rpl R r

S

L

B

r = ξ(t)

A

Фиг. 1.

2. УПРАВЛЕНИЕ ПРОЦЕССОМ СВАРКИ МЕТАЛЛОВ

Первая задача, иллюстрирующая применение БАД-методологии, формулируется следующим образом.
Пусть имеется некий металлический образец цилиндрической формы и узкий источник энергии, расположен-
ный вдоль оси цилиндра. Благодаря энергии, выделяемой источником, металлический образец нагревается,
и часть его, ближайшая к источнику, может расплавиться. Управляя выделяемой энергией, мы можем управ-
лять процессом плавления и кристаллизации металлического образца. Распределение по времени количества
выделяемого источником тепла (мощность источника) выбирается в качестве управляющей функции. В за-
даче требуется найти такое распределение мощности источника по времени, при котором будет расплавлена
масса вещества, не меньшая заданной массы, процесс кристаллизации будет протекать со скоростью, не пре-
вышающей заданную скорость, и суммарная энергия, выделенная источником за время всего процесса, будет
минимальной.

Математическая модель процесса плавления и кристаллизации вещества представляет собой двухфазную
начально-краевую задачу типа Стефана. Сформулированная задача исследовалась в рамках одномерной (с ра-
диальной симметрией) нестационарной постановки.

В плоскости независимых переменных (𝑟, 𝑡) рассмотрим прямоугольную область 𝑄 =
=

{︀
(𝑟, 𝑡) : 0 < 𝑟 < 𝑅, 0 < 𝑡 6 Ξ

}︀
(фиг. 1). Область 𝑄 гладкой линией 𝐴𝐵, уравнение которой есть 𝑟 = ξ (𝑡),

разбивается на две подобласти 𝐿 (область жидкой фазы) и 𝑆 (область твердой фазы). Линия 𝐴𝐵 — траектория
движения фронта плавления и кристаллизации. Если 𝑡0 > 0 — момент времени, при котором зарождается
линия 𝐴𝐵, то подобласти 𝐿 и 𝑆 определяются соотношениями:

𝐿 = {(𝑟, 𝑡) : 0 < 𝑟 < ξ (𝑡) , 𝑡0 < 𝑡 6 Ξ} ,
𝑆 = {(𝑟, 𝑡) : ξ (𝑡) < 𝑟 < 𝑅, 0 < 𝑡 6 Ξ} .

В области 𝑄 поставим следующую двухфазную задачу Стефана:

M𝐿 ≡ ρ𝐿𝐶𝐿
𝜕𝑇𝐿

𝜕𝑡
− 1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟𝑘𝐿

𝜕𝑇𝐿

𝜕𝑟

)︂
− 𝐹 (𝑟, 𝑡) = 0, (𝑟, 𝑡) ∈ 𝐿,

M𝑆 ≡ ρ𝑆𝐶𝑆
𝜕𝑇𝑆

𝜕𝑡
− 1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟𝑘𝑆

𝜕𝑇𝑆

𝜕𝑟

)︂
− 𝐹 (𝑟, 𝑡) = 0, (𝑟, 𝑡) ∈ 𝑆,

𝑇𝑆 (𝑟, 0) = 𝑇in (𝑟) , 0 < 𝑟 < 𝑅,

𝑇𝐿 [ξ (𝑡) , 𝑡] = 𝑇𝑆 [ξ (𝑡) , 𝑡] = 𝑇pl, 𝑡0 6 𝑡 6 Ξ, (2.1)[︂
𝑘𝑆

𝜕𝑇𝑆

𝜕𝑟

]︂ ⃒⃒⃒
(ξ(𝑡)+0,𝑡) −

[︂
𝑘𝐿

𝜕𝑇𝐿

𝜕𝑟

]︂ ⃒⃒⃒
(ξ(𝑡)−0,𝑡) = ρ𝑆λξ

′ (𝑡) , 𝑡0 6 𝑡 6 Ξ,

𝑘𝑆
𝜕𝑇𝑆

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑅 = α

[︀
𝑇ex − 𝑇𝑆 (𝑅, 𝑡)

]︀
, 0 < 𝑡 6 Ξ,

𝜕𝑇𝐿

𝜕𝑟
(0, 𝑡) = 0, 𝑡0 < 𝑡 6 Ξ,

𝜕𝑇𝑆

𝜕𝑟
(0, 𝑡) = 0, 0 < 𝑡 < 𝑡0.

Здесь 𝑇 (𝑟, 𝑡) — температура вещества в точке с координатами (𝑟, 𝑡); ρ, 𝐶, 𝑘 — плотность вещества, его теплоем-
кость и коэффициент теплопроводности соответственно; λ — теплота плавления вещества; нижние индексы
𝐿 и 𝑆 указывают на принадлежность величины жидкой или твердой фазе соответственно; 𝑇pl — температура
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плавления вещества; 𝑇in (𝑟) — начальная температура вещества, 𝑇in (𝑟) 6 𝑇pl; α — коэффициент теплообмена с
окружающей средой; 𝑇ex — температура окружающей среды.

Источник подводимого тепла 𝐹 (𝑟, 𝑡) представим в виде 𝐹 (𝑟, 𝑡) = φ (𝑟) 𝑓 (𝑡), где φ (𝑟) — некоторая заданная
функция, описывающая распределение выделяемой энергии по пространству.

Пусть ξ (𝑡) траектория движения фронта раздела фаз, соответствующая источнику 𝑓 (𝑡) , 𝑡 ∈ [0,Ξ], и ξ𝑓 —
максимальное значение величины ξ (𝑡) при 𝑡0 6 𝑡 6 Ξ. Будем говорить, что функция 𝑓 (𝑡) принадлежит классу
𝐾 (Ξ), если она:

— определена и кусочно-непрерывна на отрезке [0,Ξ],
— имеет кусочно-непрерывную производную,
— удовлетворяет ограничениям 0 6 𝑓 (𝑡) 6 𝑓max для всех 𝑡 ∈ [0,Ξ],
— соответствующее ей ξ𝑓 > 𝑅pl, где 𝑅pl (𝑅pl < 𝑅) — заданная величина,
— ξ′ (𝑡) > −𝑑2 для всех 𝑡 ∈

⌊︀
0,Ξ − β2

⌋︀
.

Ограничение сверху на функцию 𝑓 (𝑡) может отсутствовать. Для заданной конечной величины 𝑓 max зна-
чение величины Ξ не должно быть меньше некоторого определенного значения, иначе класс 𝐾 (Ξ) окажется
пустым.

Вариационную задачу можно сформулировать следующим образом: среди функций 𝑓 (𝑡) из класса 𝐾 (Ξ)
найти такую функцию 𝑓opt (𝑡), что функционал

𝐽 =

Ξ∫︁
0

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 (2.2)

достигает на ней минимального значения.
При решении прямой задачи осуществляется переход от неизвестной функции температуры 𝑇 (𝑟, 𝑡) к функ-

ции теплосодержания 𝐸 (𝑟, 𝑡), которая определяется через температуру следующим соотношением:

𝐸 (𝑇 ) =

{︃
ρ𝑆𝐶𝑆𝑇, 𝑇 < 𝑇pl,

ρ𝐿𝐶𝐿 (𝑇 − 𝑇pl) + ρ𝑆λ+ ρ𝑆𝐶𝑆𝑇pl, 𝑇pl 6 𝑇.

Функция 𝐸 (𝑇 ) в точке плавления вещества 𝑇pl терпит разрыв. Если считать функцию теплосодержания
𝐸 (𝑟, 𝑡) основной, а температуру определять через нее с помощью равенства

𝑇 (𝐸) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐸ρ−1

𝑆 𝐶−1
𝑆 , 𝐸 < 𝐸− = ρ𝑆𝐶𝑆𝑇pl,

𝑇pl, 𝐸− 6 𝐸 6 𝐸+ = 𝐸− + ρ𝑆λ,
𝐸+(ρ𝐿𝐶𝐿−ρ𝑆𝐶𝑆)𝑇pl−ρ𝑆λ

ρ𝐿𝐶𝐿
, 𝐸+ < 𝐸,

то температура как функция теплосодержания будет уже функцией непрерывной (эта функция является обрат-
ной к функции 𝐸 (𝑟, 𝑡)).

Коэффициент теплопроводности в общем случае зависит от температуры и при переходе от твердой фазы к
жидкой (при температуре плавления) испытывает скачок. В предлагаемом алгоритме коэффициент теплопро-
водности рассматривается как функция теплосодержания и определяется формулой:

Ω (𝐸) = 𝑘 [𝑇 (𝐸)] =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑘𝑆 , 𝐸 < 𝐸−,

𝑘𝑆 + (𝐸−𝐸−)(𝑘𝐿−𝑘𝑆)
(𝐸+−𝐸−) , 𝐸− 6 𝐸 6 𝐸+,

𝑘𝐿, 𝐸+ < 𝐸.

Задача (2.1) в терминах функции теплосодержания 𝐸 (𝑟, 𝑡) принимает вид

𝜕𝐸

𝜕𝑡
=

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟Ω

𝜕𝑇 (𝐸)

𝜕𝑟

)︂
+ 𝐹 (𝑟, 𝑡) , (𝑟, 𝑡) ∈ 𝑄,

𝐸 (𝑟, 0) = 𝐸 [𝑇in (𝑟)] , 0 < 𝑟 < 𝑅, (2.3)

𝜕𝐸

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=0 = 0, 0 6 𝑡 6 Ξ,

Ω (𝐸)
𝜕𝑇 (𝐸)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑅 = α

{︁
𝑇ex − 𝑇

[︀
𝐸 (𝑅, 𝑡)

]︀}︁
, 0 6 𝑡 6 Ξ.
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Для аппроксимации краевой задачи (2.3) в области 𝑄 вводится неравномерная сеткаω = {𝑟𝑖, 𝑡𝑗}. Использо-
вание интегроинтерполяционного метода и неявной аппроксимации по времени приводит к системе конечно-
разностных уравнений, аппроксимирующих краевую задачу (2.3). Получившаяся система нелинейных алгебра-
ических уравнений решалась с помощью нового итерационного алгоритма, предложенного в [6]. Заканчивается
процесс решения задачи (2.3) выделением траектории движения фронта раздела фаз.

Решение оптимизационной задачи проводилось численно с использованием градиентных методов спус-
ка. Ограничения, накладываемые на решение задачи, учитывались с помощью метода штрафных функций.
В результате этого минимизировался функционал 𝐼 = 𝐽 + 𝑔 (ξ𝑓 ) + Θ, где 𝐽 — целевой функционал (2.2),
𝑔 (𝑟) = 𝐴0 · (𝑟 −𝑅pl)

2 — штрафной функционал, отвечающий за выполнение условия ξ𝑓 = 𝑅pl, и Θ =

=
Ξ∫︀
0

𝐴 (𝑡) ·
(︁

𝑑ξ
𝑑𝑡 + 𝑑2

)︁
𝑑𝑡 — штрафной функционал, обеспечивающий допустимую скорость остывания,

𝐴 (𝑡) =

⎧⎨⎩0,
(︁

𝑑ξ
𝑑𝑡 + 𝑑2

)︁
> 0,

𝐴0 (𝑡) ,
(︁

𝑑ξ
𝑑𝑡 + 𝑑2

)︁
< 0.

Для аппроксимации обобщенного функционала 𝐼 применялся метод прямоугольников, в результате чего
получалась функция конечного числа переменных 𝐼(𝑓1, ..., 𝑓𝑀 ).

Компоненты градиента аппроксимированной целевой функции 𝐼 по компонентам вектора управления {𝑓 𝑗}
вычислялись с помощью методологии быстрого автоматического дифференцирования:

𝜕𝐼

𝜕𝑓 𝑗
= τ

𝑗 +

𝑤∑︁
𝑖=0

τ
𝑗𝑝𝑗𝑖φ𝑖, 1 6 𝑗 6 𝑀,

где 𝑤 — порядковый номер узла пространственной сетки, удовлетворяющий условию

φ (𝑟) =

{︃
φ𝑤 (𝑟) ̸= 0, 0 6 𝑟 6 𝑟𝑤,

0, 𝑟 > 𝑟𝑤.

Переменные 𝑝𝑗𝑖 — сопряженные переменные (импульсы), которые должны определяться в результате реше-
ния системы уравнений, аппроксимирующих непрерывную сопряженную задачу. Но не любая (даже высокой
точности) аппроксимация сопряженной задачи позволяет получить точное значение градиента целевой функ-
ции. Аппроксимация сопряженной задачи должна быть согласованной с аппроксимацией прямой задачи (2.3)
и с аппроксимацией целевого функционала (2.2). Такую согласованную аппроксимацию сопряженной задачи
позволяет автономно получить БАД-методология. Вывод формул аппроксимации сопряженной задачи доста-
точно громоздок и приведен в работе [7]. Отметим, что использование БАД-методологии позволяет вычислять
градиент целевого функционала с машинной точностью.

Анализ результатов проведенных численных расчетов оптимизационной задачи позволил сделать вывод о
структуре оптимального управления (фиг. 2):

— оптимальное управление состоит из двух основных частей;
— первая часть (ответственная, в основном за плавление вещества) совпадает с верхним участком краевого

экстремума 𝑓 (𝑡) ≡ 𝑓max;
— вторая часть оптимального управления (ответственная за кристаллизацию вещества) меньше первой ча-

сти (если сравнивать их средние значения) и отделяется от нее небольшим участком с 𝑓 (𝑡) ≡ 0. Следует от-
метить, что включение источника на этапе кристаллизации происходит раньше того момента времени, когда
скорость движения фронта кристаллизации достигает максимально допустимой величины (нередко это вклю-
чение источника происходит на этапе плавления).

Основываясь на результатах проведенных исследованиях, был предложен алгоритм приближенного постро-
ения оптимального управления в рассмотренной выше задаче управления процессом плавления и кристалли-
зации вещества. А именно, в том диапазоне параметров, в котором проводились исследования, оптимальное
управление может быть определено в результате последовательного решения двух вспомогательных задач: вна-
чале задачи плавления, а затем, используя ее результаты как начальные данные, задачи кристаллизации. Ис-
пользование такого разбиения при решении полной вариационной задачи существенно экономит затраты на
получение оптимального решения.

Следует подчеркнуть, что применение БАД-методологии при решении этой задачи оказало существенное
влияние на скорость получения результата и на его точность.
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3. УПРАВЛЕНИЕ ПРОЦЕССОМ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ МЕТАЛЛА В ЛИТЕЙНОМ ДЕЛЕ

Другая задача, при решении которой использование БАД-методологии оказалось необходимым, относится
к литейному делу.

Одним из важных этапов литейного дела является кристаллизация расплавленного металла. От того, как
протекал процесс затвердевания жидкого металла, зависит качество полученного образца. Установлено, что для
получения образца хорошего качества желательно, чтобы поверхность раздела фаз была бы как можно ближе к
плоской, и чтобы скорость ее движения была бы небольшой.

Процесс кристаллизации металла начинается с того, что в рабочую полость литейной формы с определен-
ной конфигурацией внешней границы и рабочей полости (продольные проекции реального объекта представ-
лены на фиг. 3) заливают жидкий металл. Литейная форма подогрета до заданной температуры 𝑇form, а залитый
в нее металл до температуры 𝑇met. После этого под воздействием изменяющихся внешних условий начинается
постепенное охлаждение объекта (литейная форма с залитым в нее металлом). Для управления этим процессом
используется специальная установка (фиг. 4). Она состоит из верхней и нижней частей. Верхняя часть представ-
ляет собой плавильную печь, внутри которой перемещается объект. Она моделируется двумя вертикальными,
расположенными друг против друга стенками, которые соединены сверху горизонтальной стенкой (“крыша”).
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Фиг. 4.

Стенки печи и “крыша” разогреты до заданной сравнительно высокой температуры. Нижняя часть установки
является охладителем и состоит из большой емкости, заполненной жидким алюминием.

В работе рассматривается вариант, когда две боковые стенки литейной формы (с тех сторон, где отсутствуют
стенки печи) изготовлены из теплоизолированного материала. Такая модель литейной формы описывает си-
туацию, когда в рассматриваемой установке обрабатываются несколько литейных форм, расположенных в ряд
недалеко друг от друга. Литейная форма, заполненная жидким металлом, медленно погружается в охладитель.
Жидкий алюминий имеет сравнительно низкую температуру, благодаря чему происходит кристаллизация ме-
талла. Однако объект получает тепло от стенок плавильной печи, что не позволяет процессу кристаллизации
протекать слишком быстро.

Процесс остывания металла и литейной формы описывается нелинейным уравнением теплопроводности:

𝜕𝐺

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝐾

𝜕𝑇

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝐾

𝜕𝑇

𝜕𝑦

)︂
+

𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝐾

𝜕𝑇

𝜕𝑧

)︂
, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑄. (3.1)

Здесь 𝑄 — область литейной формы с залитым в нее металлом, имеющая кусочно-гладкую границу Γ;
𝑇 — температура вещества в точке с координатами (𝑥, 𝑦, 𝑧) в момент времени 𝑡. Функция теплосодержания
𝐺
(︀
𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

)︀
определяется соотношениями:

𝐺
(︀
𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

)︀
=

{︃
𝐺1(𝑇 ), (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ металлу,

𝐺2(𝑇 ), (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ форме,

𝐺1 (𝑇 ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ρ𝑆𝑐𝑆𝑇, 𝑇 < 𝑇1,[︁
ρ𝑆𝑐𝑆 + ρ𝑆λ(𝑇2 − 𝑇1)

−1
]︁
𝑇 − ρ𝑆λ𝑇1(𝑇2 − 𝑇1)

−1
, 𝑇1 6 𝑇 < 𝑇2,

ρ𝐿𝑐𝐿(𝑇 − 𝑇 ) + ρ𝑆𝑐𝑆𝑇2 + ρ𝑆λ, 𝑇 > 𝑇2,

𝐺2 (𝑇 ) = ρΦ𝑐Φ𝑇,

λ — удельная теплота плавления. Коэффициент теплопроводности имеет вид:

𝐾(𝑇 ) =

{︃
𝐾1(𝑇 ), (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ металлу,

𝑘Φ, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ форме,
𝐾1 (𝑇 ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑘𝑆 , 𝑇 < 𝑇1,
𝑘𝐿−𝑘𝑆

𝑇2−𝑇1
𝑇 + 𝑘𝑆𝑇2−𝑘𝐿𝑇1

𝑇2−𝑇1
, 𝑇1 6 𝑇 < 𝑇2,

𝑘𝐿, 𝑇 > 𝑇2.

Константы 𝑐𝑆, 𝑐𝐿, 𝑐Φ, ρ𝑆, ρ𝐿, ρΦ, 𝑘𝑆, 𝑘𝐿, 𝑘Φ, 𝑇1, 𝑇2 заданы. Термодинамические коэффициенты претерпевают
разрыв на границе металл-форма. На этой границе требуется выполнение двух условий: непрерывность темпе-
ратуры и потока тепла. Интервал [𝑇1, 𝑇2] — узкий интервал температур, где термодинамические коэффициенты
и функция теплосодержания изменяются очень быстро.

При пересечении поверхности раздела фаз температура остается непрерывной, а тепловой поток претерпе-
вает скачок такой величины:

[︀
𝐾 𝜕𝑇

𝜕𝑛̄

]︀
= ρ𝑆λ𝑣𝑛, (𝑣𝑛 — скорость поверхности раздела фаз).
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Процесс остывания литейной формы и находящегося в ней металла происходит благодаря воздействию
окружающей среды на объект. Одним из механизмов переноса тепла в данной задаче является тепловое излуче-
ние (см. [8]), а именно, потеря тепловой энергии тела за счет собственного излучения, приобретение энергии
за счет излучения окружающего жидкого алюминия, приобретение энергии за счет излучения стенок печи и
“крыши”, приобретение энергии за счет излучения поверхности жидкого алюминия. Кроме того, учитывается
обмен тепловой энергией за счет теплопередачи между жидким алюминием и объектом.

На границе Γ области 𝑄 задаются условия теплообмена с внешней средой. Как отмечалось выше, эти усло-
вия зависят от рассматриваемой точки поверхности и времени. Однако все условия теплообмена можно запи-
сать в таком общем виде:

α̃𝑇 + β̃
𝜕𝑇

𝜕n
= γ̃. (3.2)

В соотношении (3.2) α̃, β̃, γ̃ — известные функции координат (𝑥, 𝑦, 𝑧) точки поверхности Γ и температуры
𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), а под 𝜕𝑇

𝜕n = 𝑇n понимается производная от температуры 𝑇 по направлению внешней нормали n к
поверхности Γ.

Решение прямой задачи состоит в определении функции 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), удовлетворяющей уравнению (3.1) в
рассматриваемой области 𝑄, условиям (3.2) на внешней границе Γ области 𝑄, двум условиям на поверхности
раздела фаз (температура должна быть непрерывной, а тепловой поток должен испытывать указанный выше
скачок) и двум условиям на границе металл — форма (непрерывность температуры и теплового потока).

Для решения прямой задачи исследуемый объект аппроксимировался телом, которое состоит из конечного
числа параллелепипедов. Это тело образно помещается в некоторый вспомогательный параллелепипед, раз-
меры которого совпадают с габаритами исследуемого объекта. Система координат связана с движущейся ли-
тейной формой. Ось 𝑂𝑧 направлена вертикально вверх, ось 𝑂𝑥 располагается в горизонтальной плоскости и
направлена слева направо, а ось 𝑂𝑦 выбрана так, чтобы система координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 была бы правой. Начало 𝑂
этой системы координат — это левая, ближайшая к наблюдателю вершина вспомогательного параллелепипе-
да, расположенная на его дне.

Вводятся временна́я сетка и две пространственные разностные сетки (в общем случае, неравномерные).
Основная сетка построена таким образом, что все внешние поверхности аппроксимирующего тела, а также
все границы металл — форма являются одной из координатных поверхностей этой сетки. Поверхности вспо-
могательной сетки параллельны поверхностям основной сетки и узлы этой сетки расположены на серединах
отрезков, соединяющие узлы основной сетки. Плоскости 𝑥 = 𝑥̃𝑛, 𝑦 = 𝑦𝑖, 𝑧 = 𝑧𝑙 делят объект на так называемые
элементарные объемы, или элементарные ячейки. Элементарной ячейке приписываются индексы (𝑛, 𝑖, 𝑙), если
вершина этой ячейки, наиближайшая к началу координат, совпадает с узловой точкой (𝑥̃𝑛, 𝑦𝑖, 𝑧𝑙). Пусть 𝑉𝑛𝑖𝑙 —
объем такой элементарной ячейки, а 𝑆𝑛𝑖𝑙 — ее внешняя поверхность.

Считается, что в рамках одной элементарной ячейки температура среды не зависит от пространственных
координат, а зависит только от времени. Обозначается эта температура как 𝑇𝑛𝑖𝑙 (𝑡).

Любая элементарная ячейка либо полностью заполнена только одной средой (металл или литейная форма),
либо одна ее часть заполнена одной средой, а другая ее часть другой средой. Обозначим через 𝑉 1

𝑛𝑖𝑙 часть объема
𝑉𝑛𝑖𝑙 элементарной ячейки, которая заполнена металлом, а через 𝑉 2

𝑛𝑖𝑙 — часть объема 𝑉𝑛𝑖𝑙, которая заполнена
материалом формы. Аналогично, 𝑆1

𝑛𝑖𝑙 — часть внешней поверхности 𝑆𝑛𝑖𝑙 элементарной ячейки, которая при-
легает к объему 𝑉 1

𝑛𝑖𝑙, а 𝑆2
𝑛𝑖𝑙 — часть внешней поверхности 𝑆𝑛𝑖𝑙, которая прилегает к объему 𝑉 2

𝑛𝑖𝑙.
В том случае, когда рассматриваемый объект параллелепипед, все элементарные ячейки также имеют фор-

му параллелепипеда. Если же рассматривается объект сложной геометрической формы, то на стыке разных ча-
стей объекта возникают новые элементарные ячейки более сложной конфигурации. Ячейки такого вида всегда
выходят на внешнюю границу литейной формы, и в этом случае усложняется конфигурация поверхности 𝑆2

𝑛𝑖𝑙.
Для любого объема 𝑉 с внешней границей 𝑆, выделенного из объекта, справедлив закон теплового баланса,

который состоит в том, что изменение теплосодержания в объеме 𝑉 за фиксированный промежуток времени
τ равняется количеству тепла, проходящему через поверхность 𝑆 объема 𝑉 за этот же промежуток времени.
Поэтому, учитывая независимость температуры вещества от пространственных координат в пределах расчетной
ячейки, имеем[︁

𝑉 1
𝑛𝑖𝑙𝐺1

(︁
𝑇 𝑗+1
𝑛𝑖𝑙

)︁
+ 𝑉 2

𝑛𝑖𝑙𝐺2

(︁
𝑇 𝑗+1
𝑛𝑖𝑙

)︁]︁
−
[︁
𝑉 1
𝑛𝑖𝑙𝐺1

(︁
𝑇 𝑗
𝑛𝑖𝑙

)︁
+ 𝑉 2

𝑛𝑖𝑙𝐺2

(︁
𝑇 𝑗
𝑛𝑖𝑙

)︁]︁
=

=

𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

⎡⎢⎣∫︁∫︁
𝑆1
𝑛𝑖𝑙

𝐾1

(︀
𝑇𝑛𝑖𝑙(𝑡)

)︀
·
(︀
𝑇𝑛(𝑡)

)︀
𝑛𝑖𝑙

𝑑𝑠 +

∫︁∫︁
𝑆2
𝑛𝑖𝑙

𝐾2

(︀
𝑇𝑛𝑖𝑙(𝑡)

)︀
·
(︀
𝑇𝑛(𝑡)

)︀
𝑛𝑖𝑙

𝑑𝑠

⎤⎥⎦ 𝑑𝑡, (3.3)
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где 𝑇 𝑗
𝑛𝑖𝑙 = 𝑇𝑛𝑖𝑙

(︀
𝑡𝑗
)︀
, а 𝐾1

(︀
𝑇𝑛𝑖𝑙(𝑡)

)︀
·
(︀
𝑇𝑛(𝑡)

)︀
𝑛𝑖𝑙

и 𝐾2

(︀
𝑇𝑛𝑖𝑙(𝑡)

)︀
·
(︀
𝑇𝑛(𝑡)

)︀
𝑛𝑖𝑙

— плотности теплового потока через внеш-
нюю поверхность расчетной ячейки для металла и для материала формы соответственно.

В основе алгоритма численного решения прямой задачи лежит использование уравнения теплового балан-
са и переход от формулировки задачи в терминах температуры к формулировке в терминах теплосодержания.
Дальнейшие преобразования соотношения (3.3) осуществляются подобно тому, как это было сделано в первом
разделе. Однако теперь необходимо учитывать тот факт, что рассматриваемая расчетная область неоднородна
(содержит и металл, и материал формы). Для того чтобы лучше учитывать геометрию расчетных ячеек, и то, как
они заполнены, введено понятие так называемой “суммарной плотности теплосодержания” в ячейке.

Пусть Φ𝑛𝑖𝑙 = 𝑉 2
𝑛𝑖𝑙/𝑉𝑛𝑖𝑙 — объемная доля материала формы в расчетной ячейке с индексами (𝑛, 𝑖, 𝑙), а

𝑀𝑛𝑖𝑙 = 𝑉 1
𝑛𝑖𝑙/𝑉𝑛𝑖𝑙 — объемная доля металла в этой ячейке. Тогда “суммарная плотность теплосодержания” в

ячейке с индексами (𝑛, 𝑖, 𝑙) в момент времени 𝑡𝑗 определяется формулой: 𝐸𝑗
𝑛𝑖𝑙 = 𝑀𝑛𝑖𝑙𝐺1

(︁
𝑇 𝑗
𝑛𝑖𝑙

)︁
+ Φ𝑛𝑖𝑙𝐺2

(︁
𝑇 𝑗
𝑛𝑖𝑙

)︁
.

Принимая во внимание выражения для𝐺1(𝑇 ) и𝐺2(𝑇 ), получаем следующее представление для новой функции
теплосодержания 𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙(𝑇
𝑗
𝑛𝑖𝑙):

𝐸𝑗
𝑛𝑖𝑙

(︁
𝑇 𝑗
𝑛𝑖𝑙

)︁
=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑏𝑛𝑖𝑙𝑇

𝑗
𝑛𝑖𝑙, 𝑇 𝑗

𝑛𝑖𝑙 < 𝑇1,

𝑝1𝑛𝑖𝑙𝑇
𝑗
𝑛𝑖𝑙 − 𝑝2𝑛𝑖𝑙, 𝑇1 6 𝑇 𝑗

𝑛𝑖𝑙 < 𝑇2,

𝑟1𝑛𝑖𝑙𝑇
𝑗
𝑛𝑖𝑙 + 𝑟2𝑛𝑖𝑙, 𝑇 𝑗

𝑛𝑖𝑙 > 𝑇2,

где

𝑏𝑛𝑖𝑙 = 𝑀𝑛𝑖𝑙ρ𝑆𝑐𝑆 + Φ𝑛𝑖𝑙ρΦ𝑐Φ, 𝑝1𝑛𝑖𝑙 = 𝑀𝑛𝑖𝑙

(︂
ρ𝑆𝑐𝑆 +

ρ𝑆λ

(𝑇2 − 𝑇1)

)︂
+ Φ𝑛𝑖𝑙ρΦ𝑐Φ,

𝑝2𝑛𝑖𝑙 =
𝑀𝑛𝑖𝑙ρ𝑆λ𝑇

(𝑇2 − 𝑇1)
, 𝑟1𝑛𝑖𝑙 = 𝑀𝑛𝑖𝑙ρ𝐿𝑐𝐿 + Φ𝑛𝑖𝑙ρΦ𝑐Φ, 𝑟2𝑛𝑖𝑙 = 𝑀𝑛𝑖𝑙

(︀
ρ𝑆λ+ (ρ𝑆𝑐𝑆 − ρ𝐿𝑐𝐿)𝑇2

)︀
.

Определим температуру 𝑇 𝑗
𝑛𝑖𝑙 как функцию, зависящую от теплосодержания 𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙:

𝑇 𝑗
𝑛𝑖𝑙 ≡ β

(︁
𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙

)︁
=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙/𝑏𝑛𝑖𝑙, 𝐸𝑗
𝑛𝑖𝑙 < 𝑏𝑛𝑖𝑙𝑇1,

(𝐸𝑗
𝑛𝑖𝑙 + 𝑝2𝑛𝑖𝑙)/𝑝

1
𝑛𝑖𝑙, 𝑏𝑛𝑖𝑙𝑇1 6 𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙 < 𝑟1𝑛𝑖𝑙𝑇2 + 𝑟2𝑛𝑖𝑙,

(𝐸𝑗
𝑛𝑖𝑙 − 𝑟2𝑛𝑖𝑙)/𝑟

1
𝑛𝑖𝑙, 𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙 > 𝑟1𝑛𝑖𝑙𝑇2 + 𝑟2𝑛𝑖𝑙.

Эта функция является обратной к функции 𝐸𝑗
𝑛𝑖𝑙(𝑇

𝑗
𝑛𝑖𝑙). Коэффициенты теплопроводности 𝐾1

(︁
𝑇 𝑗
𝑛𝑖𝑙

)︁
и

𝐾2

(︁
𝑇 𝑗
𝑛𝑖𝑙

)︁
также представим как функции от 𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙:

𝐾1

(︁
𝑇 𝑗
𝑛𝑖𝑙

)︁
≡ 𝑊1

(︁
𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙

)︁
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑘𝑆 , 𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙 < 𝐸1,

(𝐸2 − 𝐸1)
−1

[︁
(𝑘𝐿 − 𝑘𝑆)𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙 + (𝑘𝑆𝐸2 − 𝑘𝐿𝐸1)
]︁
, 𝐸1 6 𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙 < 𝐸2,

𝑘𝐿, 𝐸𝑗
𝑛𝑖𝑙 > 𝐸2,

𝐾2

(︁
𝑇 𝑗
𝑛𝑖𝑙

)︁
≡ 𝑊2

(︁
𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙

)︁
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑘Φ1

, 𝐸𝑗
𝑛𝑖𝑙 < 𝐸3,

(𝐸4 − 𝐸3)
−1

[︁
(𝑘Φ2

− 𝑘Φ1
)𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙 + (𝑘Φ1
𝐸4 − 𝑘Φ2

𝐸3)
]︁
, 𝐸3 6 𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙 < 𝐸4,

𝑘Φ2
, 𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙 > 𝐸4,

𝐸1 ≡ ρ𝑆𝑐𝑆𝑇1, 𝐸2 ≡ ρ𝑆𝑐𝑆𝑇2 + ρ𝑆λ, 𝐸3 ≡ ρΦ𝑐Φ (𝑇3 − δ) , 𝐸4 ≡ ρΦ𝑐Φ (𝑇3 + δ) .

Величина δ≪ 𝑇3 — произвольная, но фиксированная (в расчетах полагалось δ = 20).
Функция 𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙(𝑇
𝑗
𝑛𝑖𝑙) как функция, зависящая от температуры, в металле ведет себя так же, как и функция

теплосодержания 𝐺1(𝑇 ), т.е. в узком интервале температур [𝑇1, 𝑇2] меняется очень быстро (фиг. 5). По этой
причине итерационные алгоритмы решения полученных систем конечно-разностных уравнений плохо схо-
дятся.

Температура 𝑇 𝑗
𝑛𝑖𝑙 как функция от 𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙, меняется не так быстро (фиг. 5), и при выполнении определенных
условий численные алгоритмы решения систем уравнений гарантированно сходятся (см. [6]). Из этих сообра-
жений в равенстве (3.3) перейдем от переменной 𝑇𝑛𝑖𝑙 (𝑡) к переменной 𝐸𝑛𝑖𝑙 (𝑡):

𝑉𝑛𝑖𝑙 ·
(︁
𝐸𝑗+1

𝑛𝑖𝑙 − 𝐸𝑗
𝑛𝑖𝑙

)︁
=

𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

⎡⎢⎣∫︁∫︁
𝑆1
𝑛𝑖𝑙

𝐻1 (𝐸𝑛𝑖𝑙 (𝑡)) 𝑑𝑠 +

∫︁∫︁
𝑆2
𝑛𝑖𝑙

𝐻2 (𝐸𝑛𝑖𝑙 (𝑡)) 𝑑𝑠

⎤⎥⎦𝑑𝑡, (3.4)
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E(T)

E2

E1

T1 T2 T

T2

T1

E1 E2 E

T    β(E) 

Фиг. 5.

где

𝐻1

(︀
𝐸𝑛𝑖𝑙(𝑡)

)︀
= 𝑊1

(︀
𝐸̃𝑛𝑖𝑙(𝑡)

)︀
· β𝑛

(︀
𝐸̃𝑛𝑖𝑙(𝑡)

)︀
, 𝐻2

(︀
𝐸𝑛𝑖𝑙(𝑡)

)︀
= 𝑊2

(︀
𝐸̃𝑛𝑖𝑙(𝑡)

)︀
· β𝑛

(︀
𝐸̃𝑛𝑖𝑙(𝑡)

)︀
,(︁

𝑛 = 𝑛*(𝑚), 𝑁*(𝑚); 𝑖 = 𝑖*(𝑚), 𝐼*(𝑚); 𝑙 = 𝑙*(𝑚), 𝐿*(𝑚); 𝑗 = 0, 𝐽 − 1; 𝑚 = 1,𝑀
)︁
.

Соотношение (3.4) есть не что иное, как уравнение теплового баланса, записанное в терминах новой функ-
ции 𝐸𝑛𝑖𝑙 (𝑡) для каждой расчетной ячейки исследуемого объекта. Дискретизация по времени и аппроксимация
по пространству соотношения (3.4) приводят к системе конечно-разностных уравнений относительно неиз-
вестной 𝐸𝑗+1

𝑛𝑖𝑙 .
Для дискретизации по времени уравнения (3.4) использовалась схема Писмена–Рекфорда.
Для схемы Писмена–Рекфорда характерен тот факт, что рассматриваемый интервал времени

(︀
𝑡𝑗 , 𝑡𝑗 + τ

)︀
раз-

бивается на три подинтервала:
(︀
𝑡𝑗 , 𝑡𝑗 + τ/3

)︀
,
(︀
𝑡𝑗 + τ/3, 𝑡𝑗 + 2τ/3

)︀
и
(︀
𝑡𝑗 + 2τ/3, 𝑡𝑗 + τ

)︀
. В указанном выше соот-

ношении 𝐸
𝑗+1/3
𝑛𝑖𝑙 = 𝐸𝑛𝑖𝑙

(︀
𝑡𝑗 + τ/3

)︀
, 𝐸𝑗+2/3

𝑛𝑖𝑙 = 𝐸𝑛𝑖𝑙

(︀
𝑡𝑗 + 2τ/3

)︀
.

Для того чтобы более компактно записать эту разностную схему, введем следующие обозначения:

Λ̃𝐸 =

∫︁∫︁
𝑆1
𝑛𝑖𝑙

𝐻1 (𝐸 (𝑡)) 𝑑𝑠 +

∫︁∫︁
𝑆2
𝑛𝑖𝑙

𝐻2 (𝐸 (𝑡)) 𝑑𝑠, Λ̃𝑥𝐸 =

∫︁∫︁
𝑆1𝑥+
𝑛𝑖𝑙 ∪𝑆1𝑥−

𝑛𝑖𝑙

𝐻1 (𝐸) 𝑑𝑠 +

∫︁∫︁
𝑆2𝑥+
𝑛𝑖𝑙 ∪𝑆2𝑥−

𝑛𝑖𝑙 ∪𝑆2𝑥𝑑
𝑛𝑖𝑙

𝐻2 (𝐸) 𝑑𝑠,

Λ̃𝑦𝐸 =

∫︁∫︁
𝑆1𝑦+
𝑛𝑖𝑙 ∪𝑆1𝑦−

𝑛𝑖𝑙

𝐻1 (𝐸) 𝑑𝑠 +

∫︁∫︁
𝑆2𝑦+
𝑛𝑖𝑙 ∪𝑆2𝑦−

𝑛𝑖𝑙 ∪𝑆2𝑦𝑑
𝑛𝑖𝑙

𝐻2 (𝐸) 𝑑𝑠, Λ̃𝑧𝐸 =

∫︁∫︁
𝑆1𝑧+
𝑛𝑖𝑙 ∪𝑆1𝑧−

𝑛𝑖𝑙

𝐻1 (𝐸) 𝑑𝑠 +

∫︁∫︁
𝑆2𝑧+
𝑛𝑖𝑙 ∪𝑆2𝑧−

𝑛𝑖𝑙 ∪𝑆2𝑧𝑑
𝑛𝑖𝑙

𝐻2 (𝐸) 𝑑𝑠.

Тогда временная аппроксимация уравнения теплового баланса по схеме Писмена–Рекфорда принимает
вид:

𝑉𝑛𝑖𝑙

(︁
𝐸𝑗+1

𝑛𝑖𝑙 − 𝐸𝑗
𝑛𝑖𝑙

)︁
=

2τ

3
Λ̃𝑥𝐸

𝑗+1/3
𝑛𝑖𝑙 +

τ

3
Λ̃𝑥𝐸

𝑗+2/3
𝑛𝑖𝑙 +

+
τ

3
Λ̃𝑦𝐸

𝑗
𝑛𝑖𝑙 +

2τ

3
Λ̃𝑦𝐸

𝑗+2/3
𝑛𝑖𝑙 +

τ

3
Λ̃𝑧𝐸

𝑗
𝑛𝑖𝑙 +

τ

3
Λ̃𝑧𝐸

𝑗+1/3
𝑛𝑖𝑙 +

τ

3
Λ̃𝑧𝐸

𝑗+1
𝑛𝑖𝑙 , (3.5)

(︁
𝑛 = 𝑛*(𝑚), 𝑁*(𝑚); 𝑖 = 𝑖*(𝑚), 𝐼*(𝑚); 𝑙 = 𝑙*(𝑚), 𝐿*(𝑚); 𝑗 = 0, 𝐽 − 1; 𝑚 = 1,𝑀

)︁
.

В левую часть уравнения (3.5) добавим и вычтем значения: 𝑉𝑛𝑖𝑙𝐸
𝑗+1/3
𝑛𝑖𝑙 и 𝑉𝑛𝑖𝑙𝐸

𝑗+2/3
𝑛𝑖𝑙 . После этого разобьем

это уравнение на три равенства, и тем самым образуем три одномерных по пространству подзадачи:

𝑥 направление

𝑉𝑛𝑖𝑙 ·
(︁
𝐸

𝑗+1/3
𝑛𝑖𝑙 − 𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙

)︁
=
τ

3
Λ̃𝑥𝐸

𝑗+1/3
𝑛𝑖𝑙 +

τ

3
Λ̃𝑦𝐸

𝑗
𝑛𝑖𝑙 +

τ

3
Λ̃𝑧𝐸

𝑗
𝑛𝑖𝑙,

𝑦 направление
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𝑉𝑛𝑖𝑙 ·
(︁
𝐸

𝑗+2/3
𝑛𝑖𝑙 − 𝐸

𝑗+1/3
𝑛𝑖𝑙

)︁
=
τ

3
Λ̃𝑦𝐸

𝑗+2/3
𝑛𝑖𝑙 +

τ

3
Λ̃𝑥𝐸

𝑗+1/3
𝑛𝑖𝑙 +

τ

3
Λ̃𝑧𝐸

𝑗+1/3
𝑛𝑖𝑙 ,

𝑧 направление

𝑉𝑛𝑖𝑙 ·
(︁
𝐸𝑗+1

𝑛𝑖𝑙 − 𝐸
𝑗+2/3
𝑛𝑖𝑙

)︁
=
τ

3
Λ̃𝑧𝐸

𝑗+1
𝑛𝑖𝑙 +

τ

3
Λ̃𝑥𝐸

𝑗+2/3
𝑛𝑖𝑙 +

τ

3
Λ̃𝑦𝐸

𝑗+2/3
𝑛𝑖𝑙 ,(︁

𝑛 = 𝑛*(𝑚), 𝑁*(𝑚); 𝑖 = 𝑖*(𝑚), 𝐼*(𝑚); 𝑙 = 𝑙*(𝑚), 𝐿*(𝑚); 𝑗 = 0, 𝐽 − 1; 𝑚 = 1,𝑀
)︁
.

Пространственная аппроксимация указанных выше подзадач приведена в работе [9].
Полученная в результате пространственной аппроксимации первой подзадачи, система нелинейных урав-

нений состоит из множества других систем. Для каждой из них значения индексов 𝑖 и 𝑙 — фиксированы. Эти
подсистемы уравнений решаются независимо друг от друга предложенным в [10] новым итерационным мето-
дом с привлечением метода прогонки. Значения коэффициентов во всех уравнениях определяются по полу-
ченным значениям функции теплосодержания в момент времени (𝑗 + 1/3) на предыдущей итерации. Итера-
ционный процесс прекращается при достижении требуемой точности. При численном решении задачи требо-
валось, чтобы максимальное относительное отклонение между двумя последующими итерациями не превос-
ходило 10−12.

Системы нелинейных уравнений, полученные в результате пространственной аппроксимации второй и тре-
тьей подзадач, решаются подобным образом. В качестве начальных данных для них используются значения
функции теплосодержания, полученные в результате решения предыдущей подзадачи.

При проведении численных экспериментов, связанных с определением температурного поля объекта, ос-
новное внимание обращалось на динамику фронта кристаллизации. Многочисленные расчеты прямой задачи
показали, что скорость перемещения литейной формы в рассматриваемой промышленной установке оказы-
вает сильное влияние на эволюцию поверхности раздела фаз в металле. Этим параметром сравнительно лег-
ко управлять на практике. Поэтому в качестве функции, управляющей процессом, выбиралась скорость дви-
жения литейной формы относительно плавильной печи. Для того чтобы определить управляющую функцию,
удовлетворяющую технологическим требованиям к процессу кристаллизации, была сформулирована задача
оптимального управления. Эта задача состоит в определении такого режима остывания расплавленного метал-
ла, при котором поверхность раздела фаз имеет предписанную технологами форму и движется со скоростью,
близкой к заданной.

Если движением литейной формы в рассматриваемой установке не управлять, то внутри детали могут фор-
мироваться и схлопываться пузыри, состоящие из жидкого металла. В результате получается металлический
образец плохого качества.

В качестве целевого функционала выбран следующий:

𝐼(𝑢) =
1

(𝑡2 − 𝑡1)

𝑡2∫︁
𝑡1

∫︁∫︁
𝑆(𝑧*(𝑡))

[𝑍pl(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑧*(𝑡)]
2
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡. (3.6)

Здесь 𝑡1 — момент времени, при котором зарождается фронт кристаллизации; 𝑡2 — момент времени, при
котором наступает полное затвердевание металла; (𝑥, 𝑦, 𝑍pl(𝑥, 𝑦, 𝑡)) — реальные координаты поверхности раз-
дела фаз в момент времени 𝑡; (𝑥, 𝑦, 𝑧*(𝑡)) — желаемые координаты поверхности раздела фаз в момент времени
𝑡; 𝑆 — проекция поверхности раздела фаз на плоскость 𝑋𝑂𝑌 .

Функционал (3.6) представляет собой среднее по времени среднеквадратичное отклонение реальной по-
верхности раздела фаз от требуемой. Он призван следить как за выпрямлением поверхности раздела фаз, так и
за скоростью ее перемещения.

Пусть 𝐴* и 𝐵* — некоторые заданные константы (𝐴* есть 𝑧-координата, определяющая начальное располо-
жение объекта относительно печи; 𝐵* есть 𝑧-координата, определяющая расположение объекта при его макси-
мально допустимом погружении в охладитель). Будем говорить, что функция 𝑢(𝑡) принадлежит классу 𝐾, если
𝑢(𝑡) непрерывная, кусочно-гладкая при 𝑡 ∈ [0,∞) и удовлетворяет ограничениям 𝐴* 6 𝑢(𝑡) 6 𝐵*, 𝑢(0) = 𝐴*.
Задача оптимального управления состоит в выборе такого управления 𝑢(𝑡) ∈ 𝐾, при котором функционал (3.6)
достигает минимального значения.

Функционал (3.6) аппроксимируется функцией 𝐹 (𝑢) с помощью метода трапеций:

𝐼(𝑢) ∼= 𝐹 (𝑢) =
1

2(𝑡2 − 𝑡1)

⎛⎝τ𝑗1+1𝑓 𝑗1 +

𝑗2−1∑︁
𝑗=𝑗1+1

(︀
τ
𝑗 + τ

𝑗+1
)︀
𝑓 𝑗 + τ

𝑗2𝑓 𝑗2

⎞⎠ .
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Здесь 𝑗1 — номер узла временнoй сетки, который соответствует моменту времени 𝑡1; 𝑗2 — номер узла временной

сетки, который соответствует моменту времени 𝑡2; 𝑓 𝑗 =
𝑛1∑︀
𝑛=0

𝑖1∑︀
𝑖=0

(︁
𝑍𝑗
𝑛𝑖 − 𝑧𝑗*

)︁2

ℎ𝑥
𝑛ℎ

𝑦
𝑖 ; 𝑛1 и 𝑖1 — номера узлов сетки

вдоль осей 𝑂𝑋 и 𝑂𝑌 соответственно, которые определяют границы площади 𝑆 (𝑆 — четверть наибольшего го-
ризонтального сечения части литейной формы, которая заполнена металлом); 𝑍𝑗

𝑛𝑖 = 𝑍pl(𝑥𝑛, 𝑦𝑖, 𝑡
𝑗), 𝑧𝑗* = 𝑧*(𝑡𝑗).

В численных расчетах величины 𝑍𝑗
𝑛𝑖 (𝑗 = 0, 𝐽 − 1;𝑛 = 0, 𝑛1, 𝑖 = 0, 𝑖1; ) на каждом 𝑗-м временном слое

определяются по температурному полю, полученному в результате решения начально-краевой задачи Стефана.
Если𝑥𝑛, 𝑦𝑖, 𝑧𝑙 — координаты узловых точек пространственной расчетной сетки, тогда для любой точки (𝑥𝑛, 𝑦𝑖) ∈
∈ 𝑆, (𝑛 = 0, 𝑛1, 𝑖 = 0, 𝑖1) находим такой индекс 𝑙*, который удовлетворяет следующему условию:(︁

β(𝐸𝑗
𝑛𝑖,𝑙*+1) 6 𝑇pl 6 β(𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙*
)
)︁
∪
(︁
β(𝐸𝑗

𝑛𝑖𝑙*
) 6 𝑇pl 6 β(𝐸𝑗

𝑛𝑖,𝑙*+1)
)︁
. (3.7)

В этом случае полагаем

𝑍𝑗
𝑛𝑖 =

(𝑧𝑙*+1 − 𝑧𝑙*)𝑇pl + (𝑧𝑙*β
𝑗
𝑛𝑖,𝑙*+1 − 𝑧𝑙*+1β

𝑗
𝑛𝑖𝑙*

)

β
𝑗
𝑛𝑖,𝑙*+1 − β

𝑗
𝑛𝑖𝑙*

.

Если же условие (3.7) не выполняется, то полагаем 𝑍𝑗
𝑛𝑖 = 𝑧𝑗*.

Указанная выше задача оптимального управления для различных параметров установки (температуры печи,
температуры жидкого алюминия, глубины погружения объекта в жидкий алюминий) решалась численно с по-
мощью градиентного метода минимизации функционала качества. Компоненты градиента целевой функции
вычислялись с помощью БАД-методологии. Вывод формул для вычисления этого градиента и используемого
при этом дискретного варианта сопряженной задачи для указанной здесь оптимизационной задачи достаточно
громоздкий. Все необходимые соотношения представлены в работе [9].

Следует отметить важную особенность, связанную с применением БАД-методологии в этой задаче. Пред-
ложенный алгоритм решения прямой задачи предполагает указанную выше последовательность решения под-
задач: 𝑥 — направление, 𝑦 — направление, 𝑧 — направление. Что касается решения сопряженной задачи, то
БАД-методология требует совершенно другой последовательности решения расщепленных задач, а именно:
𝑦 — направление, 𝑥 — направление, 𝑧 — направление. Другой порядок решения подзадач приводит к неточ-
ному значению градиента функционала. Угадать нужную последовательность решения подзадач сопряженной
задачи, по-видимому, нереально.

Отметим также, что решить рассматриваемую задачу, используя другие методы вычисления градиента це-
левой функции (например, метод конечных разностей), оказалось практически невозможным. Спуск на один-
два шага в направлении антиградиента приводит к останову процесса минимизации (функция возрастает в на-
правлении антиградиента). Поэтому вычисление точного значения градиента целевой функции с помощью
БАД-методологии представляется необходимым, неизбежным элементом решения сложных задач оптималь-
ного управления, и это несмотря на громоздкость и трудности получения дискретного варианта сопряженной
задачи и формул для вычисления градиента.

Для иллюстрации работоспособности и эффективности предложенного алгоритма ниже приводятся резуль-
таты одного из многочисленных проведенных численных экспериментов. Расчеты проводились для образца,
сечения которого представлены на фиг. 3. Его размеры и все остальные параметры задачи даны в [11]. Темпе-
ратура стенок печи равнялась 1920°К. Координата 𝑧*(𝑡) требуемой поверхности раздела фаз менялась во време-
ни с постоянной скоростью 2 мм/мин. В качестве начального управления 𝑢0(𝑡) выбрано перемещение литей-
ной формы с постоянной скоростью 25 мм/мин (фиг. 6). Значение целевого функционала при этом равнялось
𝐼(𝑢0) = 8.56. На фиг. 7 проиллюстрировано отличие реальной поверхности раздела фаз 𝑍pl (кривая линия) от
требуемой 𝑧* (горизонтальная прямая линия) в некоторый момент времени 𝑡.

В результате оптимизации значение целевого функционала уменьшилось более чем в 3500 раза и составило
𝐼(𝑢opt(𝑡)) = 0.0024. Оптимальное управление 𝑢opt(𝑡) показано на фиг. 6. Его использование позволило суще-
ственно выпрямить поверхность раздела фаз и одновременно обеспечило ее движение с требуемой скоростью.
При таком управлении реальная поверхность раздела фаз практически совпала с требуемой.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе описывается предложенная Ю.Г. Евтушенко методология быстрого автоматического дифферен-
цирования и демонстрируются ее применение к решению тепловых задач. Делается акцент на то, что эта ме-
тодология позволяет эффективно и с машинной точностью вычислять градиент любой, сколь угодно сложной
целевой функции конечного числа переменных. Большой опыт решения разнообразных задач оптимизации
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t

u (t)opt

u (t)0

u(t)

B*

A*

Фиг. 6.

Zpl

Z*

Фиг. 7.

позволяет утверждать, что в настоящее время предложенная Ю.Г. Евтушенко БАД-методология представляет
собой современный аппарат, помогающий эффективно решать задачи оптимального управления разнообраз-
ными сложными динамическими системами.
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Abstract. The paper describes the methodology of rapid automatic differentiation and its advantages in the
numerical solution of optimal control problems. The results obtained in solving problems of optimal control
of thermal processes with phase transitions using this methodology are presented.

Keywords: optimal control, gradient, fast automatic differentiation, thermal conductivity equation.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 9 2024


