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1. ВВЕДЕНИЕ

Поскольку в классической работе [1] было показано, что среди двухслойных по времени линейных числен-
ных схем нет монотонных схем повышенного порядка аппроксимации, то развитие теории схем сквозного сче-
та для гиперболических систем законов сохранения в значительной степени было направлено на преодоление
этого “запрета Годунова”. В результате были разработаны различные классы численных схем [2–7], в которых
повышенный порядок аппроксимации на гладких решениях и монотонность достигались за счет нелинейной
коррекции потоков, в силу чего эти схемы являются нелинейными при аппроксимации линейных гиперболи-
ческих уравнений и систем. Укажем основные классы таких схем, которые будем сокращенно называть NFC
(Nonlinear Flux Correction) схемами: MUSCL [8], TVD [9], Central [10], WENO [11], DG [2], CABARET [12].
Основное достоинство этих схем заключается в том, что при аппроксимации скалярного закона сохранения с
выпуклым потоком или выпуклой системы законов сохранения такие схемы с высокой точностью локализу-
ют сильные и слабые разрывы точного решения при отсутствии существенных нефизических осцилляций на
фронтах ударных волн. В качестве характерного примера выпуклой гиперболической системы можно приве-
сти систему уравнений газовой динамики с выпуклым уравнением состояния [3], для которой решения задач
Римана состоят из простых волн (ударных волн, контактных разрывов и центрированных волн разрежения),
разделенных областями постоянного течения.

При расчете по стандартным NFC-схемам скалярного закона сохранения с невыпуклым потоком или невы-
пуклой системы законов сохранения [13] для численных решений этих схем может отсутствовать сходимость к
точному разрывному решению аппроксимируемой гиперболической задачи, особенно в областях, где центри-
рованная волна разрежения примыкает к ударной волне (характерным примером невыпуклой гиперболической
системы является система уравнений газовой динамики с невыпуклым уравнением состояния). Для эффектив-
ного расчета разрывных решений невыпуклых гиперболических уравнений и систем были разработаны [14–20]
различные модификации стандартных NFC-схем, позволяющие с достаточно высокой точностью локализо-
вать сильные и слабые разрывы точного решения. В частности, в [20] была построена монотонная модификация

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (код проекта 22-11-00060), https://rscf.ru/project/22-11-00060/ (разд. 1 и 2) и (код
проекта 22-11-00264), https://rscf.ru/project/22-11-00264/ (разд. 3 и 4).
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схемы CABARET, аппроксимирующая скалярный закон сохранения с невыпуклым потоком. При расчете раз-
рывных решений уравнений Баклея–Леверетта эта модификация схемы CABARET показала [21] существенно
более высокую точность по сравнению со схемами WENO3 и WENO5 из [22], в которых для аппроксимации по
времени используется TVD метод Рунге-Кутты четвертого порядка, предложенный в [23].

В настоящей работе модифицированный алгоритм схемы CABARET второго порядка применяется при рас-
чете задач Римана для невыпуклой системы законов сохранения модели двухфазной фильтрации с активной
примесью [24]. Показано, что при расчете этих задач схема CABARET имеет существенно более высокую точ-
ность по сравнению со схемами WENO5 [22] и A-WENO [25] пятого порядка по пространству и четвертого
порядка по времени [23], особенно в тех областях точного решения, где к ударным волнам примыкают центри-
рованные волны разрежения.

2. СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ ДВУХФАЗНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ С АКТИВНОЙ ПРИМЕСЬЮ

Рассмотрим модель приближенно описывающую одномерную нестационарную фильтрацию двух вязких
несмешивающихся жидкостей, когда фильтрация фаз происходит при наличии в потоке активной примеси,
которая может сорбироваться в скелете пористой среды и влиять на гидродинамические характеристики тече-
ния. Будем считать, что примесь отсутствует в вытесняемой фазе, а концентрация примеси в вытесняющей фа-
зе влияет на ее фазовую проницаемость. Концентрацию примеси будем считать малой, не изменяющей объема
и плотности фазы. Тогда дивергентная форма записи системы уравнений двухфазной фильтрации с активной
примесью в одномерном случае имеет вид [24]

ut + f(u)x = 0, (2.1)

где

u =

(
s

(s + β) c

)
, f(u) =

(
αF
α c F

)
, (2.2)

F = F (s, c) =
f1(s, c)

µ1

(
f1(s, c)

µ1
+

f2(s)

µ2

)−1
, (2.3)

где s = s(x, t) ∈ [0, 1] – насыщенность порового пространства вытесняющей фазой, c = c(x, t) – характеризует
относительное количество активной примеси в вытесняющей фазе и без ограничения общности может быть
взято равным от 0 до 1, α = V/m, β = γ/m, V – совместная скорость фильтрации фаз, m – пористость среды,
γ – коэффициент в линейном законе сорбции, f1(s, c) и f2(s) – относительные проницаемости, а µ1 и µ2 –
коэффициенты вязкости для вытесняющей и вытесняемой фаз, соответственно. Функция F (s, c) задает долю
вытесняющей фазы в суммарном потоке. Первое уравнение системы (2.1), (2.2) описывает течение жидкости,
а второе – перенос активной примеси в вытесняющей фазе. Мы будем рассматривается случай, когда Fc 6 0,
при котором доля вытесняющей фазы уменьшается при увеличении концентрации примеси.

Записывая систему (2.1), (2.2) в недивергентной форме

ūt + A(ū)ūx = 0, (2.4)

где

ū =

(
s
c

)
, A(ū) =

(
αFs αFc

0 Ψ

)
, Ψ =

αF

s + β
, (2.5)

получаем, что скорости распространения характеристик в этой системе, определяемые собственными значе-
ниями матрицы A(ū), задаются формулами

λ1 = αFs, λ2 = Ψ. (2.6)

Инварианты системы (2.1), (2.2), распространяющиеся вдоль этих характеристик, имеют вид

w1 = Ψ, w2 = c. (2.7)

Нам понадобится запись соотношения (2.7) в векторной форме w = W (ū), где w = (w1, w2) – вектор инвари-
антов.

На ударных волнах системы законов сохранения (2.1), (2.2) выполнены условия Гюгонио

D[s] = [αF ], D[(s + β)c] = [αcF ], (2.8)
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в которых D = x′(t) – скорость распространения ударной волны x = x(t), где введено обозначение

[f ] = f1 − f0

для скачка функции f(x, t) на фронте ударной волны,

f0 = f (x(t) + 0, t) , f1 = f (x(t)− 0, t) .

Ударную волну, на которую приходят две характеристики первого семейства, вдоль которых переносятся два
значения инварианта w1, и одна характеристика второго семейства, вдоль которой переносится инвариант
w2 = c, будем называть ударной волной индекса 1. На такой ударной волне условия Гюгонио (2.8) имеют решение,
в котором

[c] = c1 − c0 = 0 ⇒ c1 = c0. (2.9)

Действительно, с учетом (2.9) второе условие (2.8) можно записать в виде

Dc0[s + β] = c0[αF ]. (2.10)

Если c0 = 0, то равенство (2.10) выполняется автоматически, если c0 6= 0, то (после сокращения на c0) равенство
(2.10) с учетом того, что [β] = 0, переходит в первое условие Гюгонио (2.8), из которого следует, что при [s] 6= 0
ударная волна распространяется со скоростью

D = [αF ]/[s] = α(F1 − F0)/(s1 − s0).

Таким образом, на ударной волне индекса 1 сильный разрыв имеет функция s(x, t), а функция c(x, t) является
непрерывной. Ударную волну, на которую приходят две характеристики второго семейства, принося два раз-
личных значения инварианта w2 = c, и одна характеристика первого семейства, будем называть ударной волной
индекса 2. На такой ударной волне сильный разрыв имеют обе базисные функции s и c.

Следуя [26, 27], в приводимых далее численных расчетах имеем

µ1 = 2, µ2 = 1; V = m = 1 ⇒ α = 1, β = γ;

f1(s, c) = as3/(γc + a), f2(s) = (1− s)3, (2.11)

где a = 0.1 и γ = 0.2. Из формул (2.11) следует, что функция F (s, c) является невыпуклой относительно пере-
менной s, в силу чего система (2.1), (2.2) представляет собой невыпуклую гиперболическую систему законов
сохранения, решения которой допускают центрированные волны, примыкающие к ударным волнам пониже-
ния и повышения концентрации.

Из первой формулы (2.2) следует, что векторные функции u и ū связаны невырожденным преобразованием

u = U(ū) ⇒ ū = U−1(u),

где U−1 – оператор обратный к оператору U . С учетом этого поставим для системы (2.4), (2.5) задачу Римана
со следующими кусочно-постоянными начальными данными для функции ū:

ū(x, 0) =

{
ū1, x ≤ 0,
ū0, x > 0.

Для данной задачи будем использовать аббревиатуру SRP (Special Riemann Problem). Поскольку с учетом фор-
мул (2.3) и (2.11) скорости характеристик (2.6) являются положительными, то задача SRP эквивалентна для
системы (2.4), (2.5) следующей начально-краевой задаче:

ū(x, 0) = ū0, x > 0; ū(0, t) = ū1, t > 0. (2.12)

В общем случае, решение задачи Римана для гиперболической системы законов сохранения второго поряд-
ка (состоящей из двух скалярных дивергентных уравнений), допускает автомодельные центрированные волны
разрежения индексов 1 и 2. В центрированной волне индекса 2 постоянным является инвариант w1, а инвари-
ант w2 определяется из уравнения

λ2(w1, w2) = x/t. (2.13)

Однако, из формул (2.6) и (2.7) следует, что λ2 = w1, в силу чего уравнение (2.13) вырождается и принимает вид

x/t = w1 = const.
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Это означает, что задача SRP не допускает автомодельных центрированных волн разрежения индекса 2. Таким
образом, точные решения задачи SRP могут содержать ударные волны индексов 1 и 2, а также центрирован-
ные волны разрежения индекса 1 (для этих волн будем использовать сокращенные обозначения S1, S2 и R1).
С учетом того, что w2 = c и [c] = 0 на ударных волнах S1, концентрация c(x, t) в решениях задач SRP представ-
ляет собой кусочно-постоянную функцию, имеющую сильный разрыв на ударной волне S2, по обе стороны от
которого она принимает постоянные значения.

3. РАССМАТРИВАЕМЫЕ ЧИСЛЕННЫЕ СХЕМЫ

Численное решение по схемам CABARET, WENO5 и A-WENO задачи SRP будем строить на прямоугольной
сетке

S = {(xj , tn) : xj = jh, 0 6 j 6 M ; tn+1 = tn + τn, t0 = 0}, (3.1)

заданной на пространственном интервале [0, X], где X = hM , h – шаг сетки по пространству, τn – шаг сетки
по времени, определяемый из условия устойчивости Куранта

τn =
zh

max
i=1,2

max
06j6M

|λi(v̄n
j )|

, z ∈ (0, 1), (3.2)

v̄n
j = v̄(xj , tn) – численное решение, соответствующее вектор функции ū, z – коэффициент запаса. Начальные

и граничные условия для численного решения будем задавать путем точной аппроксимации условий (2.12) по
формулам

v̄0
j = ū0, v

0
j = U(ū0), 1 6 j 6 M ; v̄n

0 = ū1, v
n
0 = U(ū1), n > 0, (3.3)

где vn
j = v(xj , tn) – численное решение, соответствующее векторному решению u.

Приведем описание рассматриваемых схем.

3.1. WENO схемы

WENO-схемы [11,22] были построены в результате модификации ENO-схем [28], которые, в свою очередь,
были получены путем модификации TVD-схемы [9] с целью сохранения повышенной точности при аппрокси-
мации локальных экстремумов в гладких частях рассчитываемых решений. При этом, в отличие от TVD-схемы,
построенной в результате монотонизации схемы Лакса-Вендрофа [29], ENO и WENO-схемы удовлетворяют
TVD свойству лишь приближенно. Ключевая идея ENO-схем, связанная с выбором наиболее гладкого шаблона
из нескольких кандидатов при аппроксимации потоков, в WENO-схемах видоизменяется следующим образом:
используется выпуклая комбинация всех подходящих шаблонов, каждому из которых присваивается весовой
коэффициент, определяющий его вклад в окончательную аппроксимацию численного потока.

В отличие от других классов NFC-схем, в которых для монотонизации разностного решения используются
различные типы минимаксной коррекции потоков, что приводит к существенному снижению их гладкости, в
WENO-схемах такая коррекция достигается за счет введения весовых коэффициентов, что позволяет сохранить
повышенную гладкость функций численных потоков. В настоящее время WENO-схемы, особенно их совре-
менные модификации [7], широко применяются для численного моделирования различных прикладных задач
газо- и гидродинамики. В настоящей работе мы тестируем схемы WENO5 [22] и A-WENO [25] пятого порядка
по пространству, в которых для аппроксимации по времени используется TVD метод Рунге-Кутты четвертого
порядка [23]. Для малого эвристического параметра, входящего в эти схемы, по аналогии с [30], используется
значение ε = 10−12.

3.2. Алгоритм схемы CABARET

В схеме CABARET [6, 12] наряду с переменными vn
j , которые называются потоковыми, используются кон-

сервативные переменные vn
j+1/2 = v(xj+1/2, tn), заданные в полуцелых пространственных узлах xj+1/2 =

= xj + h/2 сетки (3.1). Предположим, что на n-м временном слое численное решение vn
j , vn

j+1/2 известно;
при n = 0 это точная аппроксимация начальных данных задачи (2.12), задаваемая формулами (3.3) в целых
узлах xj сетки (3.1) и аналогичными формулами

v̄0
j+1/2 = ū0, v

0
j+1/2 = U(ū0), 0 6 j 6 M − 1,

в полуцелых узлах xj+1/2 этой сетки. Тогда решение на (n+ 1)-м временном слое строится в несколько этапов.
На первом этапе по разностным уравнениям имеем

v
n+1/2
j+1/2 − vn

j+1/2

τn/2
+

fn
j+1 − fn

j

h
= 0, 0 6 j 6 M − 1,
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где fn
j = f(vn

j ), вычисляются значения консервативных переменных v
n+1/2
j+1/2 на полуцелом временном слое

tn+1/2 = tn + τn/2. На втором этапе по формулам

v̄n
j = U−1

(
vn
j

)
, 0 6 j 6 M, v̄

n+1/2
j+1/2 = U−1

(
v
n+1/2
j+1/2

)
, 0 6 j 6 M − 1,

находятся сеточные значения вектор функции ū, а затем по формулам

ωn
j = W

(
v̄n
j

)
, 0 6 j 6 M, ω

n+1/2
j+1/2 = W

(
v̄
n+1/2
j+1/2

)
, 0 6 j 6 M − 1,

находятся сеточные значения вектора инвариантов w на временных слоях n и n + 1/2.
Поскольку в рассматриваемой задаче скорости характеристик (2.6) положительны, то на третьем этапе по

экстраполяционной формуле
ω̂n+1

j+1 = 2ω
n+1/2
j+1/2 − ω

n
j , 0 6 j 6 M − 1,

определяются предварительные значения ω̂n+1
j+1 сеточного вектора инвариантов на (n + 1)-м временном слое.

На четвертом этапе при помощи функции двухстороннего ограничения

F (u,m,M) =

 m, u ≤ m,
u, m ≤ u ≤M,
M, u ≥M,

компоненты (ω̂i)
n+1
j вектора ω̂n+1

j корректируются по следующим формулам (при записи которых индекс i для
краткости опускается)

ω
n+1
j = F

(
ω̂
n+1
j ,mn

j ,M
n
j

)
, 1 6 j 6 M,

где
mn

j = min
(
ω
n
j−1,ω

n
j−1/2,ω

n
j

)
, Mn

j = max
(
ω
n
j−1,ω

n
j−1/2,ω

n
j

)
.

В результате получаются окончательные значения сеточного вектора инвариантов

ωn+1
j =

(
(ω1)n+1

j , (ω2)n+1
j

)
, 1 6 j 6 M.

На пятом этапе в каждом узле (xj , tn+1) из векторного уравнения

W
(
v̄n+1
j

)
= ωn+1

j , 1 6 j 6 M, (3.4)

находится значение сеточной вектор функции v̄n+1
j . В силу невыпуклости функции F (s, c) относительно пере-

менной s решение уравнения (3.4) может определятся неоднозначно, поскольку графики функций (2.7) могут
пересекаться в одной или двух точках (фиг. 1). Если эти графики пересекаются в двух точках, то выбирает-
ся то решение v̄n+1

j системы (2.7), которое наиболее близко к известному вектору v̄
n+1/2
j+1/2 , т.е. для которого

величина
∣∣∣v̄n+1

j − v̄
n+1/2
j+1/2

∣∣∣ является минимальной. Если графики функций (2.7) пересекаются в одной точке,

то это означает, что график функции w2 = c, представляющий собой на плоскости переменных (s, c) гори-
зонтальную прямую линию (фиг. 1), проходит через максимум функции w1 = Ψ. В этом случае компоненты
((v̄1)

n+1
j , (v̄2)

n+1
j ) вектора v̄n+1

j находятся из системы уравнений

(ω1)
n+1
j = F ′s

(
(v̄1)

n+1
j , (v̄2)

n+1
j

)
, (ω2)

n+1
j = (v̄2)

n+1
j , (3.5)

получаемой из условия экстремума функции w1 = Ψ. После вычисления функции v̄n+1
j по формуле

vn+1
j = U

(
v̄n+1
j

)
, 1 6 j 6 M,

определяются численные значения вектора базисных переменных u в узлах (xj , tn+1) сетки (3.1).
На заключительном шестом этапе из разностных уравнений

vn+1
j+1/2 − v

n+1/2
j+1/2

τn/2
+

fn+1
j+1 − fn+1

j

h
= 0, 0 6 j 6 M − 1,

где fn+1
j = f(vn+1

j ), находится вектор консервативных переменных vn+1
j+1/2 в полуцелых пространственных уз-

лах (n + 1)-го временного слоя.
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Фиг. 1. Линии уровня инвариантов w1 (сплошные линии) и w2 (пунктирные линии) на плоскости базисных перемен-
ных (s, c). Жирная сплошная линия проходит через максимумы функций Ψ(s, c) = w1.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ

На фиг. 2–4 приведены результаты расчетов задачи SRP по схемам CABARET, WENO5 и A-WENO на чис-
ленной сетке (3.1), где шаг по пространству h = 0.1 и в условии устойчивости (3.2) коэффициент запаса z = 0.4.

На фиг. 2 показаны расчеты задачи SRP1 с начальными данными

s(x, 0) =

{
0.9, x ≤ 0,
0.2, x > 0,

c(x, 0) =

{
1, x ≤ 0,
0, x > 0,

на фиг. 3 – задачи SRP2 с начальными данными

s(x, 0) =

{
0.45, x ≤ 0,
0.9, x > 0,

c(x, 0) =

{
1, x ≤ 0,
0, x > 0,

и на фиг. 4 – задачи SRP3 с начальными данными

s(x, 0) =

{
0.9, x ≤ 0,
0.78, x > 0,

c(x, 0) =

{
1, x ≤ 0,
0, x > 0.

Отметим, что такие начальные данные соответствуют тестовым примерам для конкретных прикладных за-
дач [26, 27]. При этом для схем WENO использовалось приближенное начальное условие c(x, 0) = 10−8, x > 0,
поскольку при условии c(x, 0) = 0, x > 0, решение, получаемое по таким схемам, становится неустойчивым.

При решении всех трех рассматриваемых задач формируются ударные волны S1 и S2, а также центрирован-
ная волна разрежения R1, примыкающая к одной из ударных волн; причем волна S1 всегда распространяется
с большей скоростью, чем волна S2. В решениях задач SRP1 (фиг. 2а) и SRP3 (фиг. 4а) волна разрежения R1

примыкает к ударной волне S2 и функция s(x, t) в волне R1 монотонно убывает. При решении задачи SRP2
(фиг. 3а) волна разрежения R1 примыкает к ударной волне S1 и функция s(x, t) в волне R1 монотонно возраста-
ет. Следует заметить, что для других начальных данных существуют решения, в которых волна разрежения R1

примыкает к обоим скачкам S1 и S2, а также решения, которые содержат скачки S1 и S2 без волн разрежения.
Поведение численных решений для этих случаев качественно совпадает с приведенными в работе примерами.

Из фиг. 2б, 3б и 4б следует, что при решении задач SRP1, SRP2 и SRP3 все три схемы с достаточно высокой
точностью локализую сильный разрыв функции c(x, t) на фронте ударной волны S2. Однако при расчете функ-
ции s(x, t) точность схем CABARET и WENO существенно различается (фиг. 2а, 3а и 4а).
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s

Фиг. 2. Сравнение в момент времени t = 2.93 точного (сплошная линия) и численных решений задачи SRP1 по схемам
CABARET (квадратики), WENO5 (точки) и A-WENO (кружки).
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s

Фиг. 3. Сравнение в момент времени t = 3.06 точного (сплошная линия) и численных решений задачи SRP2 по схемам
CABARET (квадратики), WENO5 (точки) и A-WENO (кружки).

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 10 2024



2002 ШАРИФУЛЛИНА и др.

s

Фиг. 4. Сравнение в момент времени t = 3.78 точного (сплошная линия) и численных решений задачи SRP3 по схемам
CABARET (квадратики), WENO5 (точки) и A-WENO (кружки).
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Если численные решения всех трех задач SRP, получаемые по схеме CABARET, сходятся к точному решению
для функции s(x, t) и хорошо локализуют сильные и слабые разрывы этого решения, то в численных решениях
задач SRP1 (фиг. 2а) и SRP2 (фиг. 3а), получаемым по WENO-схемам, отсутствует сходимость к точным значе-
ниям функции s(x, t) в области постоянного течения за фронтом ударной волныS1. Численные решения задачи
SRP3 (фиг. 4а), получаемым по WENO-схемам, сходятся к точному решению для функции s(x, t), однако, в от-
личие от схемы CABARET, имеют заметные нефизические осцилляции в окрестности ударной волны S1.

Таким образом, при расчете задач SRP1, SRP2 и SRP3 схема CABARET имеет существенные преимущества
по сравненю со схемами WENO5 и A-WENO, тем более, что время расчета данных задач по схеме CABARET
почти на порядок меньше, чем по WENO-схемам.
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Abstract. A comparative analysis of the accuracy of the CABARET (second-order) scheme with the
WENO5 and A-WENO (fifth-order in space and fourth-order in time) schemes is carried out when
calculating various Riemann problems for a non-convex system of conservation laws of a two-phase
filtration model with an active impurity. It is shown that when calculating these problems, the CABARET
scheme has significantly higher accuracy compared to the WENO schemes, especially in those areas of
precise solution where centered rarefaction waves are adjacent to shock waves.
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